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dziedzictwa  zależy  od  kraju.  Książki  należące  do  powszechnego  dziedzictwa  to  nasze  wrota  do  przeszłości.  Stanowią  nieoceniony 
dorobek  historyczny  i  kulturowy  oraz  źródło  cennej  wiedzy. 
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komercyjnych. 
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•  Nieautomatyzowanie  zapytań 
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Składali  zecerzy  Marcin  Kazimierz  Leszczyński  i  Stanisław  Dąbrowski. 


PRZEDMOWA. 


Tom  II.  wykładów  matematyki,  który  obecnie  oddaję  do  użytku  mło- 
dzieży, rozpocząłem  wykładami  zasad  rachunku  całkowego,  rozwijając  kolejno 
całki  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych  i  niewymiernych,  całki  dwu- 
mienne,  całki  funkcyj  goniometrycznych  i  cyklometrycznych,  wykładniczych 
i  logarytmicznych,  hiperbolicznych  i  hiperbolometrycznych,  poczem  przystą- 
piłem do   analizy   wyższej  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych. 

Wyjaśniwszy  pojęcia  różniczek  i  pochodnych  cząstkowych,  tudzież  róż- 
niczek zupełnych  jakiegokolwiek  rzędu,  a  zarazem  wyznaczanie  całek  czą- 
stkowych, pojedynczych  i  wielokrotnych,  tudzież  całkowanie  różniczek  zupeł- 
nych i  rozwijanie  funkcyj  na  szeregi  z  odnośnemi  zastosowaniami,  rozwiną- 
łem zasady  teoryi  przekształceń  funkcyj,  tudzież  przekształcania  pochodnych, 
różniczek   i  całek  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych. 

Z  rozwijaniem  funkcyj  na  szeregi  potęgowe  połączyłem  rozwijanie  funk- 
cyj na  iloczyny  nieskończone,  podając  przy  tej  sposobności  ogólną  teoryę  two- 
rzenia funkcyj  jedno-  i  dwu-peryodycznych  ze  szczególnem  uwzględnieniem 
thetafunkcyj  Jacobi'ego  i  funkcyj  elliptycznych    Weierstrassa. 

Dołączywszy  następnie  wykłady  o  rozwijaniu  funkcyj  na  ułamki  ciągłe 
nieskończone,  zająłem  się  teoryą  całek  określonych,   rozwijając  kolejno  całki 
określone  pojedyncze,  podwójne,  potrójne  i  wielokrotne  z  ich  przekształceniami. 
Przy  zastosowaniu  całek  określonych    do    krzywych    płaskich,    podałem 
przykłady  ważniejszych  krzywych    płaskich    algebraicznych    i    przestępnych 
z  uwzględnieniem  krzywych    spiralnych,    a    rozważając    zastosowania    całek 
określonych  do  krzywych    przestrzennych    i    powierzchni,    wyłożyłem  teoryę 
styczności  i  krzywizny  krzywych  przestrzennych,    ogólne    i    szczególne    wła- 
sności powierzchni  rzędu  drugiego  i  zasady  ogólnej  teoryi  powierzchni  z  teoryą 
krzywizny,    tworzenia    i    przekształcania  powierzchni,    wyjaśniając    przytem 
wybitniejsze  linie  na  powierzchniach. 

Koniec  tomu  II  tworzą  wykłady  teoryi  równań  różniczkowych,  w  których 
omówiłem  ogólne  metody  całkowania  równań  różniczkowych  zwyczajnych 
i  cząstkowych,  dołączając  wykłady  o  przedstawianiu  funkcyj  za  pomocą 
całek  określonych  i  o  zasadniczych  pojęciach  rachunku  przemienności. 

W  całości  obejmuje  tom  II.  wykładów  63.  Podobnie  jak  w  tomie  I. 
dodałem  po  każdym  wykładzie  liczne  ćwiczenia  z  wynikami  lub  wskazów- 
kami rozwiązań,  oraz  odnośne  wiadomości  bibliograficzne  i  tematy  do  roz- 
prawek naukowych. 

Tom  ten  wydałem  również  nakładem  własnym,  korzystając  z  subwencyi 
c.  k.  ministerstwa  wyznań  i  oświaty  i  opierając  się  na  prenumeratach  kole- 
gów i  słuchaczy,  przy  stałem  poparciu  komisyi  wydawniczej  Grona  Profe- 
lorów  Szkoły  Politechnicznej. 


IV 

Korektę  draka  przeprowadzał  długoletni  asystent  przy  mojej  katedrze 
matematyki.  Dr.  Łacyan  Bottcher,  któremu  też  zawdzięczam  niejedną  cenną 
uwagę  w  tekście  wykładów  i  doborze  ćwiczeń. 

Klisze  do  rycin  sporządzał  zakład  artystyczno-fotograficzny  im.  E.  Trze- 
meskiego,  bądź  to  na  podstawie  rysunków,  wykonanych  przez  asystenta 
Drą  Łucyana  Bóttchera,  bądź  też  na  podstawie  zdjęć  z  modeli  muzeum  matema- 
tycznego, uskutecznionych  przez  p.  Seweryna  Bitnego,  słuchacza  Wydziału 
Inżynieryi.  Za  ten  ich  współudział  w  pracy  wyrażam  Im  serdeczne  podzię- 
kowanie, jak  niemniej  Zarządowi  „Pierwszej  drukarni  związkowej",  który 
nie  szczędził  starań,  aby  dzieło  to  także  pod  względem  typograficznym 
odpowiadało  słusznym  wymaganiom. 

Oba  tomy  obejmują  wykłady  matematyki,  którą  nazwałem  matematyką 
kursu  I-go;  tworzą  one  razem  wstęp  do  nauki  nowszej  analizy  i  wyższej 
geometryi,  którą  obejmuję  nazwą  matematyki  kursu  II-go,  a  stanowią  zara- 
zem konieczną  podstawę  do  samodzielnych  studyów  w  zakresie  matematyki 
czystej  i  stosowanej. 

Oby  wyszły  na  pożytek  młodzieży  i  nauki  polskiej. 

Pisałem  we  Lwowie  dnia  18.  lipca  1908. 

Dr.  Placyd  Dziwińskź. 


SPIS  RZECZY 

w  tomie  II.  zawartych. 

Stronica. 
Wykład  I.  Wstęp    do   rachunku  całkowego.  Funkcya  pochodna  i  różniczkowa  danej 
funkcyi.  Funkcye  różniczkowalne.   Przykłady  funkcyj  róźniczkowalnych-   Przy- 
kłady funkcyj  nie  róźniczkowalnych.  Funkcya  pierwotna  danej  funkcyi.  Wzory 
zasadnicze.  Galka  danej  różniczki.  Funkcya  pierwotna  danej  funkcyi  pochodnej 
i  całka  nieokreślona  danej  różniczki.  Rachunek  całkowy  i  rachunek  różniczko- 
wy. Całki  zasadnicze.  Prawidło  całkowania  sumy  różniczek.  Prawidło  całkowa* 
nia  wielokrotności  różniczek.  Prawidło  całkowania  przez  części.  Prawidło  cał- 
kowania różniczek  przez  wprowadzenie  nowej  zmiennej.  Sposób  całkowania  za- 
pomocą    podstawienia.   Sposób  całkowania   zapomoc)  przekształcenia.   Elemen- 
tarne metody  całkowania.  Zastosowania.  Całki  funkcyj  elementarnych.  Ćwiczenia  1  —  17. 
Wykład  LI.  Całki  funkcyj  algebraicznych  wymiernych.  Całki  funkcyj  algebraicznych, 
wymiernych,  całkowitych.   Całki  funkcyj  algebraicznych  wymiernych,  ułamko- 
wych. Całki  funkcyj  ułamkowych  właściwych.  Całki  właściwych  funkcyj  ułam- 
ko  wy  eh,    których  mianowniki    są  funkeyami   drugiego  stopnia.   Całki  funkcyj 
ułamkowych ,  których  mianowniki  są  potęgami  funkcyi  drugiego  stopnia.  Cal 

kowalność  funkcyj  algebraicznych  wymiernych.  —  ćwiczenia 18^80. 

Wykład  III.  Szczególne  metody  całkowania  funkcyj  wymiernych,  ułamkowych.  Ogólna 
metoda  całkowania  funkcyj  wymiernych,  ułamkowych.  Całkowanie  funkcyj 
ułamkowych,  których  mianowniki  mają  czynniki  tylko  stopnia  pierwszego. 
Całkowanie  funkcyj  wymiernych,  ułamkowych  o  mianowniku  kształtu  x"±l, 
Sprowadzanie  funkcyi  ułamkowej  do  najprostszej  postaci.  Największy  wspólny 
podzielnik  dwu  funkcyj  całkowitych,  wymiernych.  Największy  wspólny  podziel- 
nik funkcyi  całkowitej,  wymiernej  i  jej  funkcyi  pochodnej.  Warunek,  pod 
jakim  całka  funkcyi  ułamkowej  jest  wyłącznie  funkcya  przestępną.  Niektóre 
uwagi  o  rozwiązywaniu  równań  liczebnych ,  posiadających  same  tylko  jedno- 
krotne pierwiastki.  Całkowanie  funkcyj  ułamkowych,  których  mianowniki  mają 
czynniki  wielokrotne.  Warunki,  pod  jakimi  całka  funkcyi  ułamkowej  jest 
czysto  algebraiczną.  Roz  wiązywanie  równań  liczebnych  o  pierwiastkach  wie- 
lokrotnych. Wyznaczanie  części  algebraicznej  w  całce  danej  funkcyi  ułam- 
kowej ,  bez  rozkładania  tej  funkcyi  na  ułamki  proste.  Całkowanie  funkcyj  wy- 

miernych  metodą  podstawienia.     Wyznaczanie    całki     \,  i_flru»   metodą   pod- 
stawienia. Całkowanie  funkcyj  ułamkowych  zapomocą   wzorów  redukcyjnych. 

C         xmdx             , 
Wzór  redukcyjny  dla  całek  typu  Imr  =«j  /  ra  i  ł  .i    ^     Ćwiczenia 81  —  61. 

Wykład  IV.  Całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych.  Zasadnicza  metoda  cał- 
kowania funkcyj  algebraicznych  niewymiernych.  Całki  funkcyj  algebraicznych, 
niewymiernych,  zawierających  ułamkowe  potęgi  zmiennej.  Całki  funkcyj  algebrai- 
cznych, niewymiernych,  zawierających  ułamkowe  potęgi  dwumianu:  ax-\-b.  Całki 
funk  yj  algebraicznych,  niewymiernych,  zawierających  jako  niewymiernośó  ułam- 
kowe potęgi  funkcyi:       "J~    .     Ogólne  wnioski.    Całki  funkcyj    algebraicznych, 

niewymiernych,  zawierających  jako   niewymiernośó    kwadratowy    pierwiastek 
funkcyi  drugieco  stopnia.    Rozkładanie   ca}efc   kształu   [R(x,y)dx.  Ćwiczenia   62— C7, 


VI 

Stronica. 
Wykład  V.  Uwagi  dotyczące  wyznaczania  całek  kształtu:  fjK(x,  ^axt+bx+c)dx.  Ogólne 
formy  podstawień  algebraicznych.  Znaczenie  geometryczne  podstawień  algebra- 
icznych, przekształcających  całkę:  [R(x,  ^ax*-\-bx-\-c)dx  na  całki  funkcyj  wy- 
miernych.    Przekształcenia    funkcyi     R(x,    Yaa;2+fa?+c) ,    wskazane    przed    jej 

/%    JO  /_A   J 

całkowaniem.  Sprowadzanie  całek  kształtu :   \  — — —  do     całek     normalnych 

Sprowadzanie  całek  normalnych  do  całek  zasadniczych.  Podstawienia  alge- 
braiczne w  zastosowaniu  do  całek  zasadniczych.  Ćwiczenia 68—88. 

Wykład,  VI.  Dalszy  ciąg  uwag  dotyczących  wyznaczania  całek  kształtu:  ^R(x,  y)dx, 
gdzie y=V «r1+&jr+c.  Przekształcanie  całki:  Ci?(*i  }/ax*-\~bx-\-c)dx  przez  upro- 
szczenie funkcyi  drugiego  stopnia ,  występującej  pod  znakiem  pierwiastkowym. 
Całki  zasadnicze  pierwszego  typu  z  możliwie  uproszczoną  niewymiernością. 
Całki  zasadnicze  drugiego  typu  z  możliwie  uproszczoną  niewymiernością. 
Szczególne  przypadki.  Całki  zasadnicze  trzeciego  typu  z  możliwie  uproszczoną 
niewymiernością.  Przekształcenie  całki  zasadniczej  trzeciego  typu  przez  spro- 
wadzenie trój  mian  ów  drugiego  stopnia,  w  niej  występujących,  do  form  dwuwy- 
razowych.  Wyznaczanie  całek  zasadniczych  typu  trzeciego  zapomocą  podsta- 
wień goniometrycznych.  Wyznaczanie  całki  pierwszego  rodzaju.  Wyznaczanie 
całki  drugiego  rodzaju.  Wyznaczanie  całki  trzeciego  rodzaju.  Podstawienia  go* 
niometryczne  w  zastosowaniu  do  całek  zasadniczych  pierwszych  dwu  typów. 
Ćwiczenia 89—104. 

Wykład  VII.  Całki  dwumienne.  Określenie  całek  dwumiennych.  Przypadki,  w  któ- 
rych całka  dwumienna  da  się  sprowadzić  do  całki  funkcyi  wymiernej.  Wzory 
redukcyjne  całki  dwumiennej.  Przykłady  wyznaczania  całek  dwumiennych  za- 
pomocą wzorów  redukcyjnych.  Całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych, 
sprowadzalne  do  całek  dwumiennych.  Przekształcanie  całki  dwumiennej  przez 
sprowadzenie  funkcyi  dwuwyrazowej  do  funkcyi  stopnia  pierwszego.  Przekształ- 
canie całki  dwumiennej  IP,  q,  za  pomocą  podstawień  goniometrycznych.  Ćwi- 
czenia     105—116. 

Wykład  VIII.  Całki  funkcyj  goniometrycznych  kształtu:  I8%  *  =  jsin*  x  cos*  x  da?. 
Wzory  redukcyjne  całki  h,  *.  Redukcya  całek  h,  u  przy  całkowitych  wykładni- 
kach. Całki  1»,  o  =  jsin*  x  dx  i  I0,  k  =  £cos*  x  dx.  Całki  kształtu :  Im  =^tang"»  x  dx. 

C    dx 
Całki  kształtu  Jn=  \ Wyznaczanie  całek   h,  k    zapomocą    podstawień. 

Rozkładanie  iloczynu  sin*  x  cos*  x  na  dodajniki.  Prawidła  Żmurki.  Przykłady 
wyznaczania  całek  h,  k  zapomocą  prawideł  Żmurki.  Wzory  rozkładające  funkeye 
goniometryczne  sin*  xi  cos*  x  na  dodajniki.  Całki  /*,  0=fsin*rc  dx,  I0,k  =  [ooskxdx1 
wyznaczone    zapomocą  rozkładania  funkcyj  sin*  x  i  cos*  x  na  dodajniki.    Całki 

1$,  k=  Csin*  xcoskxdx  o  wykładnikach  ułamkowych.  Ćwiczenia 117—138. 

Wykład  IX.  Całkowanie  niektórych  funkcyj  algebraicznych  zapomocą  całek  typu: 
h,  k  =  f  sin*x  coskxdx.  Wyznaczanie  całek  funkcyj  algebraicznych.  Wyznaczanie  całki 
dwumiennej:  Im,  P=[x™ (ax"~\-b)p dx  zapomocą  podstawień  goniometrycznych. 
Całki  kształtu:  lm,  p=  [xw(ax*Ą-b)pdx.  Wyznaczanie  całek  trójmiennych, 
kształtu:  I=[x™(ax'1-\-bx-\-ć)Plidx  za  pomocą  podstawień  goniometrycznych.  Całki 
trójmienne  kształtu:  I=[xm(axln-{-bxn-\-c)pdx.  Rozmaite  inne  całki  funkcyj  alge- 
braicznych, sprowadzalne  do  całek  typu :  I»,  k = fsin*  x  cos*  x  dx.  Korzyści  podsta- 
wień goniometrycznych,  przy  wyznaczaniu  całek  niektórych  funkcyj  algę. 
braicznych.  Zastosowanie  rachunku  całkowego  do  wyznaczania  związków 
między  funkeyami  cyklometrycznemi  i  funkeyami  logarytmicznemi.  Związek 
między  funkeyami  gonionietrycznemi  a  funkeyami  wykładniczemi.  Związki 
między  funkeyami  hiperbolometrycznemi  a  funkeyami  logarytmicznemi,  tudzież 
związki  między  funkeyami  hiperbolicznemi  a  funkeyami  wykładniczemi.  Całki 
Abelowe.  Ćwiczenia 139—164. 


VII 

Stronica. 
Wykład  X.  Całki  złożonych  funkeyj  goniometrycznych.  Całki  kształtu :  p^sinar,  cos  x)dx. 
Podstawienie   sin  x-u.    Podstawienie   tangx  =  t#.     Podstawienie  tang  y,***!*. 
Całki  kształtu:  J(?(sin  ar,  cos x) dx.  Całki  kształtu :  p?(sin  mx,  cos  nx)dx.  Sprowa- 
dzanie   całek  funkeyj  goniometrycznych  kształtu:   \ dx,   \— eto  do  ca- 

j  cos*1  *        J  sin1*  x 

lek  kształtu:  7«,*  =  f8in'a;co8*&<&r.  Wzory  redukcyjne  całek  kształtu :  i — - — dx% 

\— <**,   \— dx,  \ dx.    Rozkładanie    funkcyi    sin  na;    na    czynniki. 

Jsin«x      '  J8in«»*         Jcos«x  J  J 

Rozkładanie  funkcyi  cos  nx  na  czynniki.  Wyznaczanie  całek  kształtu :  J  -: dx% 

J— dx.  Całki  kształtu:  f  sin*  mx  cos*  nx  dx.  Ćwiczenia 165—171. 
sin  mx                                       J 

Wykład  XI.  Całki  fonbeyj  wykładniczych  i  logarytmicznych.  Całki  funkeyj,  złożonych 
z  funkeyj  wykładniczych.  Całki  kształtu:  fi?(*»*)ćLr.  Całki  funkeyj  niewy- 
miernych, złożonych  z  funkeyj  wykładniczych.  Całka  kształtu:  ^R(x)e^xdx. 
Całka  kształtu:  ^x»e°*dx.    Wzór    ogólny    oałki    kształtu:  ^G(x)#>*dx.      Całki 

kształtu:    [G,~~x($e°*dx.    Całki    kształtu:     [e^~ .    Całki  kształtu:    \^dx. 
J  (x — a)"»  J  x—a  v  ** 

Całkowanie  funkeyj  logarytmicznych  Całki  kształtu :  f(log  »)n  dx.  Całki  kształtu : 
\B{x)\ogxdx.  Całki  kształtu:  jtf(*>  log  x)dx.  Całki  kształtu:  £/(*) log  v(x)dx. 

Ćwiczenia 172-186 

Wykład  XII.  Całki  funkeyj  goniometrycznych  i  cyklometrycznych.  Całkowanie  funk- 
eyj goniometrycznych  zapomocą  podstawienia  *»=**.  Bezpośrednie  zastosowa- 
nie podstawienia  funkcyi  wykładniczej  :  e**  =  z  do  funkeyj  :  J R (sin*,  cos x) dx. 
Całki  kształtu:  ^R(x)emxdxJ  lub  $R(x)co8xdx.  Całki  kształtu:  $<?(*)  sin  *«Łr 
lub  \G(x)cosxdx.     Całki    kształtu:     Car*»  sin  x  <fo,      lub      §x»  cos  *  dx.    Całki 

kształtu:    C  G*~]W  sinx<to,  lub   f  G^^   C0Bxdx.    Całki  kształtu:   f-f-^- 

.     Całki  kształtu :  1  x  tang  xdx  i  \x  cotg  *  dx.    Całki   funkeyj    cyklo- 

cos**  X  J  J 

metrycznych,  kształtu:  f  R (arc sin x) dx.  Wzory  redukcyjne  całek  kształtu: 
f (arc  sin  xy  ax  i  f(arc  cosx)»  dx.  Całki  kształtu:  £  R (x)  arc  sin x dx.  Całki 
kształtu:    £r»  arc  sin  *  dx.    Całki    kształtu:     Jx*  arc  tang  ar  Ar.    Całki    kształtu: 

j a*  arc  sin  v(x)dx,  fx»  arc  tang  9(x)dx.    Ćwiczenia 186—202. 

Wykład  XIII.  Całki  funkeyj  hiperbolicznyeh  i  hiperbolometrycznych.  Elementarne 
funkeye  hiperbol  i  czne.  Znakowanie  funkeyj  hiperbolicznyeh.  Związki  miedzy 
elementarnemi  funkeyami  hiperboli cznemi.  Wzory  hiperboliczne.  Elementarne 
funkeye  hiperbolo  metryczne.  Znakowanie  funkeyj  hiperbolometrycznych.  Związki 
między  funkeyami  hiperbolometrycznemi.  Różniczki  i  pochodne  funkeyj  hiper- 
bolicznyeh. Różniczki  i  pochodne  funkeyj  hiperbolometryoznych.  Całki  zasadni- 
cze, dotyczące  funkeyj  hiperbolicznyeh  i  hiperbolometrycznych.  Całki  elemen- 
tarnych funkeyj  hiperbolicznyeh.  Całki  elementarnych  funkeyj  hiperbolometry- 
cznych  Całkowanie  funkeyj  złożonych  wymiernie  z  funkeyj  hiperbolicznyeh. 
Całki  kształtu :  fi?  (sin  hip  m  x,  cos  hip  n  x)  dx.  Całki  kształtu : 
[sin  hip*  mx,  cos  hip*  n  x  dar.  Całkowanie  funkeyj  hiperbolicznyeh  za  pomocą  pod- 
stawień wykładniczych,  lub  goniometrycznych.  Całki  kształtu  *  [R(x)  sin  hip  x  <Łr, 

lub  ftf(*)coship*d*.     Całki:     f   .   *** —     i     f — ~ .    Całki  kształtu: 

J  J  sin  nip™  x  J  cos  hip»  x 

j*  tang  hip  x  dx  i    £*  cotg  hip  *  dx.  Całki  funkeyj  hiperbolometrycznych  kształtu : 
j  #(arg  sin  hip  x)  dx.    Wzory    redukcyjne   całek  :     C(arg  sin  hip  x)*dx 
i  £(arg  cos  hip  *)»«**.     Całki    kształtu:     §R(x)  arg  sin  hip  x  dx.    Całki    kształtu: 
Jaj»argsinhipa?Ar  i  Ja*  arg  cos  hip  a; d*.    Całki  kształtu:   £*»  arg  tang  hip  x  dx. 
ćwiczenia 203—221. 


VIII 

Stronia 
Wykład,  XIV.    Całki  funkcyj  złożonych  z  fankcyj  wykładniczych,  gonionietrycznyeh, 
lnb  hiperbolicznych  i  ich   odwróceń.    Całkowanie   funkcyj   złożonych  z  funkcyj 
wykładniczych  i  goniometrycznych.  Całki  kształtu:  [e°*  cos  bxdxi  p**  sin  bx  dx. 

Całki   kształtu:     \eo»8inmxdx    i    f e«* cos* x dx.      Całki    kształtu:     \ dx 

i  \ — —d*-  Całki  kształtu:  }#**  tang"* x dx  i  y<**  cotg*» a; dx.  Uwagi  o  cał- 
kowaniu funkcyj  złożonych,  sprowadzaj  ącem  się  do  całkowania  funkcyj  wymier- 
nych. Uwaga  o  uogólnionej  metodzie  całkowania  przez  części.  Całki  funkcyj* 
złożonych  z  funkcyj  wykładniczych  i  goniometrycznych  i  potęg  zmiennej.  Całki 
kształtu:  j««  e«* cos  bxdx  i  Csc*»e«* sin  bxdx.  Całki  kształtu:  f(«— a)«e«*cos  bxdx9 
£(*— a)" ef** sin  bx dx.  Całki  kształtu:  C G(x) e<**  cos  bx dx  i  C (?(*)  #**  sin  kr  dx. 
Całki  kształtu:  p*(«) #»* cos  &r  dx  i  [R(x)e^8mbxdx.  Całka  kształtu: 
£#(*,  ««t*, ...,  e«nx,  sin  fya:, ... ,  sin  &n«,  cos  ijor,... ,  cos  &n«)  dx.  Całki  funkcyj  złożo- 
nych z  funkcyj  logarytmicznych  i  cyklometrycznych.  Uwagi  o  całkowaniu  funk- 
cyj mieszanych.  Metoda  różniczkowania  pod  znakiem  całkowym.  Zastosowania. 
Ćwiczenia 222—29 

Wykład  XV.  Całkowanie  zapomocą  szeregów.  Przedstawianie  całki  nieokreślonej 
danej  funkcyi  w  postaci  szeregu  potęgowego.  Wyprowadzanie  szeregów  potęgo- 
wych danej  całki  za  pomocą  szeregów  potęgowych  funkcyi,  stojącej  pod  zna- 
kiem całkowania.  Całki  szeregów  potęgowych  i  ich  zakresy  zbieżności.  Funkcye, 
określone  szeregami  funkcyj  elementarnych.  Pochodna  szeregu  funkcyj  ele- 
mentarnych. Całka  szeregu  funkcyj  elementarnych.  Szereg  utworzony  z  potęg 
funkcyi  elementarnej  t(x).  Całkowanie  funkcyj,  określonych  szeregami  potę- 
gowymi. Zastosowanie  prawidła  całkowania  szeregów  potęgowych  do  rozwija- 
nia funkcyj  na  szeregi.  Całki  funkcyj,  nie  dające  się  wyrazić  przez  funkcye  ele- 
mentarne. Całki  dwumienne  Eulera.  Główniejsze  całki  funkcyj  przestępnych, 
niedające  się  wyrazić  przez  funkcye  elementarne.  Całki  niektórych  funkcyj  zło- 
żonych, niedające  się  wyrazić  przez  funkcye  elementarne.  Rozwinięcie  całek: 
j  A  (*)««*  cos  fertfe,     j  i? (x)  e°*  sin  bx dx.   Ćwiczenia 239-2E 

Wykład  XVI*  Szczególne  uwagi ,  dotyczące  rozwijania  całek.  Całki  pierwszego  i  wyż. 
szych  rzędów.  Całki  ogólne  i  całki  szczególne  dowolnego  rzędu.  Ogólny  wzór, 
dotyczący  wyznaczania  całki  n-go  rzędu  danej  funkcyi  f{x)  za  pomocą  n 
całek  pojedynczych.  Metoda  wyznaczania  całek  pojedynczych  przy  pomocy  sze- 
regów z  nieoznaczonymi  ppółczynnikami.  Rozwijanie  funkcyj  na  szeregi  przy 
pomocy  całkowania  lub  różniczkowania  szeregów  o  nieoznaczonych  spółczyn- 
nikach  Rozwijanie  danej  funkcyj  według  potęg  innej  znanej  funkcyi.  Całki 
funkcyj  uwikłanych.  Ćwiczenia 256— 2( 

Wykład  XVII.  Dalszy  ciąg  uwag  dotyczących  rozwijania  całek.  Wzory  redukcyjne 
danego  typu  całek.  Metoda  powtarzanego  całkowania  przez  części  i  ogólne 
wzory,  na  niej  oparte.  Zastosowanie  powyższych  wzorów  do  wyznaczania  całek 
w  formie  zamkniętej.  Zastosowanie  metody  całkowania  przez  części  do  rozwi- 
jania całek  na  szeregi.  Rozwinięcie  całki  kształtu:  £  f(x)  V  (x)  dx  na  szereg. 
Rozwinięcia,  oparte  na  różniczkowaniu  danej  całki  pod  znakiem  całkowym. 
Całkowanie  pod  znakiem  całkowym.  Rozwinięcia,  oparte  na  całkowaniu  pod 
znakiem  całkowym.  Ćwiczenia 270— 2Ś 

Wykład  XVIII  Różniczkowanie  i  całkowanie  fankcyj  dwu  zmiennych  niezależnych. 
Pochodne  cząstkowe  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych.  Różniczki  cząstkowe 
i  różniczka  zupełna  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych.  Pochodne  cząstkowe 
wyższych  rzędów  danej  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych.  Różniczki  czą- 
stkowe wyższych  rzędów.  Różniczki  zupełne  wyższych  rzędów  danej  funkcyi  dwu 
zmiennych  niezależnych.  Całki  cząstkowe  danej  funkcyi  dwu  zmiennych.  Całko- 
wanie różniczek  zupełnych  pierwszego  rzędu.  Warunki  calkowalności  różniczek 
drugiego  lub  wyższych  rzędów.  Ćwiczenia     .    • 283—2 


IX 

Stronica. 

tfilad  XIX.  Rozwijanie  funkcyj  dwa  zmiennych  niezależnych  na  szeregi.  Szereg 
Taylora  dla  funkcyj  dwu  zmiennych  niezależnych.  Maxima  i  minima  funkcyj 
dwu  zmiennych  niezależnych.  Przykłady  wyznaczania  mazi  mów  lub  minimów 
danej  funkcyi.  Zastosowanie  teoryi  maximów  i  minimów  dwu  zmiennych  nie- 
zależnych do  rozwiązywania  rozmaitych  zagadnień  arytmetycznych  lub  geome- 
trycznych. Symbole  nieoznaczone  funkcyj  dwu  zmiennych,  niezależnych.  Całko- 
wanie funkcyj  dwu  zmiennych  niezależnych  za  pomocą  szeregów.  Ćwiczenia  800—317. 

Tyktad  XX.  Różniczkowanie  i  całkowanie  funkcyj  wy  raźny  eh  ilukolwiek  zmiennych, 
niezależnych.  Pochodne  cząstkowe  i  różniczka  zupełna  funkoyi  n  zmiennych  nie- 
zależnych. Pochodne  i  różniczki  cząstkowe  wyższych  rzędów  danej  funkcyi 
»  zmiennych  niezależnych.  Różniczki  zupełne  wyższych  rzędów  danej  funkcyi 
»  zmiennych  niezależnych.  Własności  pochodnych  cząstkowych  funkcyj  jednoro- 
dnych o  ii  ukoi  wiek  zmiennych,  niezależnych.  Jednorodne  formy  algebraiczne.  Całki 
cząstkowe  danej  funkcyi  »  zmiennych  niezależnych.  Całki  wielokrotne.  Całkowa- 
nie różniczek  zupełnych  pierwszego  rzędu  o  n  zmiennych,  niezależnych.  Całko- 
wanie różniczek  zupełnych  o  trzech  zmiennych  ,  niezależnych.  Warunki  całkował- 
ności  różniczek  wyższych  rzędów  o  ilukolwiek  zmiennych.  Ćwiczenia    ....  818—834. 

Cyklad  XXI.  Rozwijanie  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych  na  szeregi  i  odnośne  zastoso- 
wania. Wzór  Taylora  dla  funkcyi  ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych.  Szeregi  Tay- 
lora i  Maclaurina  dla  funkcyi  ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych.  Maxima  i  mi- 
nima funkcyi  ilukolwiek  zmiennych ,  niezależnych.  Maxima  i  minima  funkcyj 
ilukolwiek  zmiennych,  poddanych  pewnym  warunkom  dodatkowym.  Zastosowanie 
teoryi  maximów  i  minimów  funkcyi  ilukolwiek  zmiennych,  do  rozwiązywania  za- 
gadnień z  analizy  i  geometryi.  Ćwiczenia 335—849. 

ITyftotf  XXII.  Zasady  teoryi  przekształceń  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych.  Określe- 
nie pojęcia  przekształcenia  funkcyj.  Przekształcenie  liniowe  form  algebraicznych. 
Przekształcenie  ortogonalne.  Wyznacznik  ortogonalny.  Elementy  wyznacznika 
ortogonalnego  n-go  rzędu.  Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  danej  formy 
liniowej  ilukolwiek  zmiennych.  Kolejne  zastosowanie  kilku  przekształceń  liniowych 
do  danej  formy.  Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  układu  form  liniowych. 
Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  form  kwadratowych,  ilukolwiek  zmien- 
nych. Zastosowanie  przekształceń  ortogonalnych  do  form  kwadratowych  ilukol- 
wiek zmiennych.  Sprowadzenie  formy  kwadratowej  do  postaci  kanonicznej  zapo- 
mocą  przekształceń  jednomodułowych.  Formy  kwadratowe  stale  dodatnie ,  lub 
stale  ujemne.  Prawo  bezwładności  form  kwadratowych.  Zastosowanie  przekształ- 
ceń liniowych  do  dowolnej  funkcyi  ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych.  Zastoso- 
wanie przekształceń  liniowych  do  układu  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych,  niezale- 
żnych. Ćwiczenia .  360—867. 

tyklad  XXIII.  Niezmienniki  i  współzmienniki  form  algebraicznych  ilukolwiek  zmien- 
nych. Określenie  niezmienników  danych  form.  Określenie  współzmienników  da- 
nych form.  Ilość  niezmienników  bezwzględnych  danej  formy.  Formy  niemające 
niezmienników  bezwzględnych  Jedyny  niezmiennik  formy  kwadratowej.  Wspólne 
niezmienniki  dwu  form  kwadratowych.  Niezmienniki  ortogonalne  formy  kwadra- 
towej ii  zmiennych.  Ogólne  własności  niezmienników  danej  formy  m-go  stopnia. 
Ogólne  własności  współzmienników  danej  formy  m-go  stopnia.  Niezmienniki 
form  dwójkowych  m-go  stopnia.  Równania  różniczkowe  niezmienników  formy 
dwójkowej.  Tworzenie  niezmienników  danego  stopnia  dla  danych  form  dwójko- 
wych. Współzmienniki  danej  formy  dwójkowej  n-go  stopnia.  Równanie  różnicz- 
kowe współzmienników.  Tworzenie  współzmienników  dla  danych  trójkowych. 
Ćwiczenia 368-387. 

Wykład  XXIV.  Przekształcenie  pochodnych  i  różniczek  funkcyi  jednej  i  dwu  zmiennych. 
Zmiana  zmiennej  niezależnej  w  funkcyi  jednej  zmiennej.  Różniczkowanie  funkcyi 
określonej  równaniem  :  F  (xf  y)=0  za  pośrednictwem  nowej  zmiennej  t.  Zmiana 
zmiennej  niezależnej  na  zależną  i  odwrotnie.  Zmiana  obu  zmiennych  zależnej 
i  niezależnej  w  funkcyi  jednej  zmiennej.  Zmiana  zmiennych  niezależnych  w  fun- 
kcyi dwu  zmiennych.  Różniczkowanie  funkcyi,  określonej  równaniem : 
F[z,  y,  r)  =  0.  Zmiana  wszystkich  zmiennych  w  funkcyi  dwu  zmiennych 
niezależnych.  Przekształcanie  całek  podwójnych.  Ćwiczenia 388—406. 
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Wykład  XXV.  Przekształcanie  pochodnych  i  różniczek  funkcyj  ii  ukoi  wiek  zmiennych 
i  wyznaczniki  funkcyjne.  Różniczki  zupełne  i  pochodne  cząstkowe  funkcyi  uwi- 
kłanej n  zmiennych.  Zmiana  zmiennych  niezależnych  w  funkcyi  n  zmiennych 
Zasadnicze  własności  Jakohianu  n  funkcyj.  Jakobian  układu  n  funkcyj,  złożo- 
nych z  funkcyj  n  zmiennych  niezależnych.  Jakobian  układu  funkcyi  n  zmiennych 
niezależnych.  Jakobian  układu  funkcyj  odwrotnych.  Hesyan  funkcyi  »  zmiennych 
niezależnych.  Różniczkowanie  wyznaczników  funkcyjnych.  Wyznaczniki  funkcyjne 
Wrońskiego.  Zasadnicze  własności  Wroński  anu.  Funkcye,  określone  układem 
równań.    Zmiana  wszystkich   zmiennych  w  funkcyi   n  zmiennych    niezależnych. 

Przekształcanie  całek  wielokrotnych.  Ćwiczenia 407—4 

Wykład  XXVI.  Rozwijanie  funkcyj  uwikłanych  llnkolwiek  zmiennych  na  szeregi 
potęgowe.  Bozwijanie  funkcyi  uwikłanej,  określonej  jednam  równaniem.  Maxima 
i  minima  funkcyi  uwikłanej,  określonej  równaniem:  Ffo,  $,,  £j,  .  .  ,xn)  =  0. 
Rozwijanie  funkcyj  algebraicznych  ilu  kol  wiek  zmiennych.  Szeregi  Lagrange'a 
Zastosowanie  szeregów  Lagrange'a  do  rozwiązywania  równań.  Odwracanie  sze- 
regów potęgowych.  Rozwijanie  układu  funkcyj  uwikłanych  na  szeregi  potęgowe. 
Ćwiczenia 428-^ 

Wykład  XXVII.  Zasady  teoryi  iloczynów  nieskończonych  i  rozwijanie  funkcyj  na 
iloczyny.  Zasadnicze  pojęcia.  Warunki  zbieżności  iloczynów  nieskończonych.  Wa- 
runek ogólny.  Bezwarunkowa  zbieżność  iloczynu  nieskończonego.  Iloczyny  nie- 
skończone ,  warunkowo  zbieżne.  Zestawienie  prawideł  zbieżności  iloczynów.  Prze- 
kształcanie szeregów  na  iloczyny  nieskończone.  Przekształcanie  iloczynów  nie- 
skończonych na  szeregi.  Iloczyny  nieskończone ,  których  czynniki  są  funkcyami 
jednej  zmiennej  niezależnej.  Przedstawianie  funkcyj  sin  x  i  cos  x  w  postaci  ilo- 
czynów nieskończonych.  Wzór  Wallisa.  Przedstawianie  funkcyj  goniometrycznych 
ilukolwiek  zmiennych  w  postaci  nieskończonych  iloczynów.  Bozwijanie  funkcyj 
hiperbolicznych  na  iloczyny  nieskończone.  Ćwiczenia 445—4 

Wykład  XXVIII.  Funkcye  peryodyczne  i  rozwijanie  ich  na  szeregi  i  iloczyny  nie- 
skończone. Funkcye  jednoperyodyczne.  Elementarna  funkcya  jednoperyodyczna 
bez  miejsc  zerowych.  Peryody  i  miejsca  zerowe  funkcyj  goniometrycznych 
i  hiperbolicznych.  Peryodycznośó  iloczynu  nieskończonego,  przedstawiającego 
funkcye  sin  x.  Punkt  istotnie  osobliwy  funkcyj  peryodycznych.  Ogólny  sposób 
tworzenia  funkcyj  peryodycznych.  Niektóre  uwagi  o  funkcyach  całkowitych 
przestępnych.  Funkcye  całkowite  przestępne  o  nieskończonej  ilości  miejsc  zero- 
wych. Szeregi  nieskończone,  oparte  na  iloczynach  nieskończonych  danych  funk- 
cyj. Szeregi  nieskończone,  po  obu  stronach  wyrazu  środkowego.  Szereg  Jaco- 
biego.  Ćwiczenia 462—4' 

Wykład  XXIX.  Theta- funkcye  Jacobiego  i  na  nich  oparte  funkcye  dwuperyodyczne. 

n  =  oo 

Funkcya     0(a?)    określona    szeregiem:    0(g)  =  ^>i  ęan2+bnx,     Funkcye  Jacobiego, 

ns= — oo 

zwane  Theta  -  funkcyami.  Miejsca  zerowe  funkcyi  Theta.  Rozwijanie  Theta- 
funkcyj  na  iloczyny  nieskończone.  Logarytmiczna  pochodna  funkcyi  &u(&).  Druga 
pochodna  logarytmu  0n(x)ł  jako  przykład  funkcyi  dwuperyodycznej.  Rozmaite 
inne  funkcye  dwuperyodyczne  oparte  na  funkcyach  Theta.  Ćwiczenia  .  .  .  477—4! 
Wykład  XXX.  Ogólna  teorya  funkcyj  dwuperyodycznyeh  i  funkcye  eliptyczne.  Okre- 
ślenie ogólnej  pery  ody  czn  ości  funkcyj.  Funkcye  dodajnikowo-peryodyczne.  Funk- 
cye mnożnikowo  peryodyczne.  Tworzenie  funkcyj  mnożni kowo-peryodycznych. 
Funkcye  dwuperyodyczne  pierwszego  rodzaju,  oparte  na  funkcyach  mnożnikowo- 
peryodycznych.  Funkcye  dwuperyodyczne  drugiego  rodzaju.  Funkcye  dwuperyo- 
dyczne trzeciego  rodzaju.  Theta  funkcye  n-go  rzędu.  Theta  funkcye  pierwszego 
rzędu.  Theta-funkcye  drugiego  rzędu.  Tworzenie  elementarnych  funkcyj  dwu- 
peryodycznyeh przy  pomocy  Theta-funkcyi  pierwszego  rzędu.  Bozwijanie  ele- 
mentarnych funkcyi  dwuperyodycznyeh  ^(jp),  ^2(x)>  ¥*(x)  na  szeregi  potęgowe. 
Funkcye  eliptyczne  w  ogólności.  Ćwiczenia 495—51 
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fklad  XXXI*  Szczególne  funkcye  eliptyczne.  Funkcye  eliptyczne  Jacobiego.  Peryody 
funkcyj  eliptycznych  sn*,  cnii,  dn«.  Punkta  zerowe  i  punkta  nieskończono- 
ściowe  funkcyj  sn  w,  en  w,  dnt*.  Prawa  dodawnioze  The  ta  funkcyj.  Prawa  doda- 
wnicze  funkcyj  eliptycznych:  ^(as),  f^x\  Vi(x).  Prawa  dodawnicze  funkcyj  elip- 
tycznych: sn  w,  en  u,  dnu  i  związki  na  nich  oparte.  Zastosowania  funkcyj  tn« 
i  cotn  u.    Ćwiczenia 618—524. 

ykład  XXXIX.  Fnnkeye  eliptyczne  Weierstrassa.  Funkcya  Weierstrassa  a(«). 
Pochodna  logarytmiczna  funkcyi  o(i#).  Funkcya  eliptyczna  Weierstrassa  $?(*). 
Wyprowadzenie  wzoru  a(u+a).  Funkcye  £(*+a)  i  fflu-ł-a).  Dwup  ery  ody  c  znoś  ć* 
fankcyi  fp(u).  Rodzaj  dwuperyodyczności  funkcyi  Z(u).  Rodzaj  dwu  peryodycz- 
ności  funkcyi  o(m).  Pierwsza  pochodna  funkcyi  $?(«).  ćwiczenia 525—584. 

yklad  XXXIII.  Rozwijanie  fnnkeyj  eliptycznych.  Odwrotności  The  ta  funkcyj  i  ich 

rozwinięcia.  Rozwinięcia  funkcyj  eliptycznych  i  ich  odwrotności.  Ćwiczenia  685—542. 

"ykład  XXXIV.  Rozwijanie  fnnkeyj  na  ułamki  ciągle  nieskończone.  Ułamek  ciągły 
nieskończony  i  jego  wartości  przybliżone.  Ułamki  ciągłe  nieskończone,  o  samych 
wyrazach  dodatnich.  Zbieżność  i  rozbieżność  nieskończonych  ułamków  ciągłych. 
Badanie  zbieżności  lub  rozbieżności  danego  ułamka  ciągłego  za  pomocą  bada- 
nia zbieżności  lub  rozbieżności  równoważnego  szeregu  nieskończonego.  Zasadni- 
cze typy  nieskończonych  ułamków  ciągłych.  Ułamki  ciągłe  nieskończone,  zło* 
żonę  z  samych  wyrazów  dodatnich.  Wystarczające,  choć  nie  zawsze  konieczne 
kry  tery  a  zbieżności  ułamków  ciągłych  nieskończonych,  złożonych  z  samych 
wyrazów  dodatnich.  Ułamki  ciągłe  zwyczajne.  Rozwijanie  liczb  wymiernych 
i  liczb  niewymiernych  na  ułamki  ciągłe  zwyczajne.  Ułamki  ciągłe  nieskończone, 
których  wyrazy  począwszy  od  drugiego  są  ujemne.  Ułamki  ciągłe  peryodyczne. 
Przykłady  ułamków  ciągłych  peryodycznych.  Ćwiczenia 648—561. 

Wykład  XXXV.  Przekształcanie  szeregów  i  iloczynów  nieskończonych  na  ułamki 
eiąpłe  nieskończone.  Przekształcanie  szeregu  nieskończonego  na  ułamek  ciągły 
nieskończony.  Przekształcanie  szeregu  potęgowego  na  ułamek  ciągły.  Prze- 
kształcanie ilorazu  dwu  szeregów  potęgowych  na  ułamek  ciągły.  Przekształca- 
nie iloczynów  nieskończonych  na  ułamki  ciągłe  i  nawzajem.  Przekształcanie 
iloczynu  nieskończonego  na  ułamek  ciągły  za  pośrednictwem  szeregu.  Bezpo- 
średnie rozwijanie  danej  funkcyi  na  ułamek  ciągły.  Ćwiczenia 562—570. 

Wykład  XXXVI.  Zasady  teoryi  całek  określonych.  Pojęcie  całki  określonej  pojedyn- 
czej. Przykłady  wyznaczania  całek  określonych  pojedynczych  za  pomocą  całek 
nieokreślonych.  Zasadnicze  własności  pojedynczej  całki  określonej,  oparte  na 
własnościach  całki  nieokreślonej.  Zmiana  zmiennej  niezależnej  w  danej  całce 
określonej.  Metoda  całkowania  przez  części  w  zastosowaniu  do  całek  określo- 
nych. Wzór  Wallisa.  Całki  określone  z  nieskończonemi  granicami.  Ocenianie 
całki  określonej  na  podstawie  funkcyi,  stojącej  pod  znakiem  całkowania.  Cał- 
kowanie szeregów.  Ćwiczenia 671—584. 

Wykład  XXXVII.  Znaczenie  geometryczne  całki  pojedynczej  i  przybliżone  metody 
całkowania.  Krzywe  różniczkowe  i  krzywe  całkowe.  Całkowanie  graficzne.  Zna- 
czenie geometryczne  całki  określonej.  Metody  bezpośredniego  obliczania  warto- 
ści całek  określonych.  Przykłady  bezpośredniego  obliczania  całek  określonych. 
Przybliżone  metody  obliczania  powierzchni  zastosowane  do  przybliżonych  me- 
tod obliczania  całek  określonych.  Wzór  trapezowy  przybliżonego  obliczania 
całek  określonych.  Wzór  Simpsona.  Uogólnienie  wzoru  Simpsona.  Średnia  war- 
tość funkcyi  w  danym  odstępie.  Beszta  szeregu  Taylora  w  postaci  całki  okre- 
ślonej. Ćwiczenia 575—599. 

Wykład  XXXVIII.  Powierzchnie  jako  obrazy  geometryczne  funkcyj  dwu  zmiennych 
niezależnych.  Obraz  geometryczny  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych.  Kształt 
powierzchni  określonej  danem  równaniem.  Przykłady  badania  kształtu  powierz- 
chni określonej  równaniem  wyraźnem.  Przykłady  badania  powierzchni  określo- 
oych  równaniami  uwikłanemi.  «)  Elipsoida.  6)  Hiperboloida  o  jednej  powłoce. 
i)  Hiperboloida  o  dwóch  powłokach,  o)  Paraboloida  eliptyczna,  e)  Paraboloida 
inperboliczna.    Kształt  powierzchni,   określonej  równaniem  o  dwu  zmiennych, 
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uważanein  za  równanie  o  trzech  zmiennych.    Znaczenie  geometryczne  pocho- 
dnych cząstkowych  w  danym  punkcie  powierzchni    Płaszczyzna  etyczna  w  da* 
nym  punkcie  powierzchni.  Powierzchnie  różniczkowe  danej  powierzchni.  Powierz- 

chnie  całkowe  danej  powierzchni.    Całki    określone    cząstkowe:     \    /(*,  y)dx 

i     \  V(*i  y)dy-  ćwiczenia 600—614. 

Wykład  XXXIX.  Całki  określone  podwójne,  potrójne  i  wielokrotne.  Pojecie  całki 
określonej  podwójnej.  Porządek  całkowania  podwójnego  przy  stałych  granioach 
całkowania.  Znaczenie  geometryczne  całki  określonej  podwójnej.  Całka  okre- 
ślona podwójna  jako  granica  sumy  podwójnej.  Całki  określone  podwójne  o  zmien- 
nych granicach  całkowania.  Znaczenie  geometryczne  podwójnej  całki  określo- 
nej przy  zmiennych  granicach  całkowania.  Całki  określone  potrójne.  Całka 
potrójna  jako  granica  sumy.  Pojęcie  całki  wielokrotnej.  Całki  n-krotne  i  ich 
szczególne  przypadki.  Całki  liniowe,  powierzchniowe  i  przestrzeniowe.  ćwi- 
czenia  615—626. 

Wykład  XL.  Różniczkowanie,  całkowanie  i  przekształcanie  ealek  określonych.  Róż- 
niczkowanie całki  określonej  względem  zmiennych  granic.  Różniczkowanie  całki 
określonej  ze  względu  na  zmienny  parametr,  znajdujący  się  pod  znakiem  całko- 
wania. Różniczkowanie  całek  określonych  o  zmiennych  granicach  całkowania. 
Zastosowanie  prawideł  różniczkowania  całek  określonych.  Całkowanie  pojedyn- 
czej całki  określonej  ze  względu  na  parametr  zmienny,  znajdujący  się  pod  zna- 
kiem całkowania.  Zastosowanie  prawideł  różniczkowania  i  całkowania  całek 
określonych  do  wyznaczania  niektórych  całek.  Wyznaczanie  całek  określonych 
pojedynczych  za  pomocą  całek  podwójnych.  Przykłady  mieszane.  Przekształcanie 
całek  określonych  podwójnych.    Znaczenie  geometryczne  przekształcania  całek 

podwójnych.  Przykład:  Przekształcić  całkę  podwójną  kształtu:  \  *  \  '  f{xyy)dxdy 

za  pomocą  podstawienia :  x  =  r  cos  <P,  y  =  r  sin  V.  Przekształcanie  całki  określo- 
nej potrójnej.  Przekształcanie  całki  określonej  wielokrotnej.  Ćwiczenia     .    .  627— G43. 
Wykład  XLI.    Zastosowanie  całek  określonych  do  krzywych  płaskich.    Kwadratura 
krzywych  płaskich.    Zastosowanie  całek  określonych  pojedynczych  w  kwadra- 

turze  linii  krzywej.  Przykłady:    a)  Kwadratura  elipsy:  -,  +  vy  =  1-     P)    Kwa- 

dra  tura  hiperboli :  -,  —  ~  =^  1.  y)  Kwadratura  paraboli :  y*  =  2px.  Rektyfikacya 

X1       v* 
linii  krzywej.    Przykłady:  «)  Rektyfikacya  ellipsy:  -j+rj  =  1.     P)  Rektyfika- 

x3  ty1 
cya  hiperboli:  —  —  ^=1.  y)  Rektyfikacya  paraboli:  ył  =  2|?x.  Kubatura  po- 
wierzchni obrotowych.  Przykłady :  a)  Kubatura  ellipsoidy  obrotowej.  p)  Kuba- 
tura hiperboloidy  obrotowej  o  jednej  i  dwu  powłokach,  y)  Kubatura  parabo- 
loidy  obrotowej.  Komplanacy a  powierzchni  obrotowych.  Przykłady:  a)  Kompla- 
nacya  ellipsoidy  obrotowej,  p)  Komplanacy  a  hiperboloidy  obrotowej  o  jednej 
i  o  dwu  powłokach,  y)  Komplanacy  a  paraboloidy  obrotowej.  Momenta  staty- 
czne łuków  i  pól  płaskich.  Moment  statyczny  łuku  względem  prostej.  Moment 
statyczny  powierzchni  zamkniętej  względem  linii  prostej.  Środki  ciężkości  łuków 
i  pól  płaskich.  Wzory  Guldin'a.  Moment  bezwładności  łuków  i  pól  płaskich. 
Moment  bezwładności  łuku.  Moment  bezwładności  pola.  Przykłady:  a)  Moment 
bezwładności  powierzchni  trójkąta  względem  jego  podstawy.  P)  Moment  bez- 
władności powierzchni  kola  względem  jego  średnicy,  y)  Moment  bezwładności 
koła  względem  jego   środka.    Potencyał    łuku  i  pola   płaskiego.     Przyciąganie 

punktu  przez  łuki  lub  pola  płaskie.  Ćwiczenia 644—665. 

Wykład  XLII.  Przykłady  krzywych  płaskich  algebraicznych.  Ogólne  uwagi  o  równa- 
niach krzywych.  Krzywe  algebraiczne  i  przestępne.  Wyprowadzenie  równania 
linii  krzywej  z  danej  własności  jej  punktów.  Cissoida  Dioklesa.  Parabola  Neila. 
Strof oida.    Liść  Descartesa.    Konchojda  Nikomedesa.    Konchoida  Pascala.  Kar- 


xiii. 

Stronica, 
dioida.  Krzywe  Cassi  niego.  Lemniskata.  Róża  czterolistna.  A  stroi  da.  Skarabea, 
jako  uogólnienie  róży  czterolistnej.  Ćwiczenia 666—681. 

yklad  XLIII.  Przykłady  krzywych  przestępnych.  Krzywe  logarytmiczne.  Linia 
łańcuchowa.  Krzywe  goniometryczne,  a  w  szczególności  krzywa  Dinostrata. 
Cykloida.  Zastosowanie  całek  określonych  do  cykloidy  zwyczajnej.  Epicykloida 
i  hipocykloida.  Odwinięta  linii  kołowej.  Krzywe  spiralne.  Spiralna  Archimedesa. 
Spiralna  hiperboliczna.  Spiralna  paraboliczna.  Spiralna  logarytmiczna.  Styczne 
w  punktach  krzywej,  określonej  równaniem  biegunowem.  Zastosowania.  Asymp- 
loty  krzywych,  określonych  równaniami  biegunowemi.  Koła  i  punkta  asympto- 
tyczne krzywych  spiralnych.  Promień  krzywizny  w  danym  punkcie  krzywej,  okre- 
ślonej równaniem  biegunowem.  Ćwiczenia 682-699. 

Cyklad  XLIV.  Zastosowanie  całek  określonych  do  krzywych  przestrzennych  i  powierz- 
chni. Równanie  krzywej  przestrzennej.  Linia  śrubowa  na  walcu  kołowym,  jako 
przykład  krzywej  przestrzennej.  Komplanacya  walca,  rzucającego  krzywą  prze- 
strzenną. Kubatura  powierzchni  dowolnych.  Zastosowanie  całek  określonych 
pojedynczych  w  kubaturze  powierzchni.  Zastosowanie  całek  podwójnych  w  kuba- 
turze powierzchni.  Zastosowanie  całek  potrójnych  w  kubaturze  powierzchni. 
Przykłady :  a)  Kubatura  ellipsoidy.  P)  Kubatura  hiperboloidy  o  jednej  powłoce. 
r)  Kubatura  hiperboloidy  o  dwóch  powłokach.  5)  Kubatura  paraboloidy  elipty- 
cznej. Komplanacya  dowolnych  powierzchni.  Momenta  statyczne  i  środki  ciężko* 
ści  powierzchni  i  brył.  Potencyały  powierzchni  i  objętości.  Przyciąganie  punktu 
przez    powierzchnie  i  bryły.  Ćwiczenia 700—716. 

Wykład  XLV.  Teorya  styczności  i  krzywizny  krzywych  przestrzennych.  Styczna  do 
ktzywej  przestrzennej.  Asymptoty  krzywej  przestrzennej.  Płaszczyzna  normalna 
krzywej  przestrzennej.  Płaszczyzna  ściśle  styczna.  Normalna  główna  i  bi  nor  mak  a. 
Kolo  ściśle  styczne  i  krzywizna  pierwsza.  Kąt  skręcenia  i  krzywizna  druga. 
Kula  ściśle  styczna.  Związek  między  promieniem  koła  ściśle  stycznego  i  promie- 
niem kuli  ściśle  stycznej.  Wzory  Freneta.  Przykłady:  a)  Linia  śrubowa.  8)  Lem- 
niskata sferyczna,  y)  Dan*  krzywa  algebraiczna.  8)  Wyznaczyć  asymptoty  krzy- 
wej przestrzennej.  Styczna  dwu  krzywych  przestrzennych.  Ćwiczenia  ....  717—786. 

Wykład  XLVI.  Ogólne  własności  powierzchni  drogiego  rzędu*  Dyskusya  równania 
drugiego  stopnia  o  trzech  zmiennych.  Środek  powierzchni.  Płaszczyzny  środkowe. 
Średnice  powierzchni  2-go  rzędu.  Średnice  sprzężone.  Układy  średnic  sprzężonych. 
Płaszczyzny  główne  i  kierunki  główne  powierzchni.  Układ  kierunków  głównych. 
Płaszczyzna  styczna.  Stożek  styczny.  Biegun  i  płaszczyzna  biegunowa.  Punkta 
nieskończenie  dalekie  na  powierzchni.  Stożek  asymptotyczny.  Ćwiczenia  .    .   .  787— 754. 

Wykład  XLVII.  Szczególne  postacie  powierzchni  rzędu  drugiego.  Przekształcanie 
ogólnego  równania  powierzchni  drugiego  rzędu  na  podstawie  zmiany  początku 
układu.  Zmiana  kierunków  osi  układu.  Zmiana  początku  i  kierunków  osi  układu. 
Klasy  fikacya  powierzchni  drugiego  rzędu.  Powierzchnie  obrotowe  rzędu  drugiego. 
Ćwiczenia • 766—766. 

Wykład  XLVIII.  Szczególne  własności  powierzchni  środkowych  rzędu  drugiego.  Elli- 
psoida.  Przekroje  płaskie  ellipsoidy.  Przekroje  kołowe  ellipsoidy.  Średnice  i  pła- 
szczyzny środkowe  ellipsoidy.  Układy  średnic  sprzężonych.  Układ  równych  śre- 
dnic sprzężonych.  Hiperboloida  o  jednej  powłoce.  Przekroje  płaskie  hiperboloidy 
o  jednej  powłoce.  Przekroje  kołowe  hiperboloidy  o  jednej  powłoce.  Stożek  asymp- 
totyczny hiperboloidy  o  jednej  powłoce.  Linie  proste  na  hiperboloidzie  o  jednej 
powłoce.  Hiperboloida  o  jednej  powłoce,  powstała  przez  ruch  prostej.  Średnice 
sprzężone  hiperboloidy  o  jednej  powłoce.  Hiperboloida  o  dwóch  powłokach.  Prze- 
kroje płaskie  hiperboloidy  o  dwóch  powłokach.  Przekroje  kołowe  hiperboloidy 
o  dwóch  powłokach.  Stożek  asymptotyczny  hiperboloidy  o  dwóch  powłokach. 
Płaszczyzny  środkowe  i  średnice  sprzężone  hiperboloidy  o  dwu  powłokach.  Ćwi- 
czenia      767—784 

ttykład  XLIX.  Szczególne  własności  powierzchni  bezśrodkowych  rzędu  drugiego. 
Paraboloida   elliptyczna.    Przekroje   płaskie    paraboloidy    elliptycznej.    Przekroje 
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kołowe  paraboloidy  elliptycznej.  Odmiany  paraboloidy  elliptycznej.  Płaszczyzna 
styczna  i  prosta  normalna.  Płaszczyzny  środkowe  i  średnice  paraboloidy  ellip- 
tycznej. Paraboloida  hiperboliczn a.  Przekroje  płaskie  paraboloidy  hiperbolicznej. 
Linie  proste  na  paraboloidzie  hiperbolicznej.  Płaszczyzny  styczne  i  płaszczyzny 
środkowe  paraboloidy  hiperbolicznej.  Ćwiczenia      786—' 

Wykład  L.  Ogniska  i  kierownice  powierzchni  drugiego  rzędu  i  powierzchnie  spół> 
ogniskowe.  Równanie  kali.  Potęga  punktu  względem  kuli.  Ilość  kul  w  przestrzeni. 
Układ  dwóch  kul.  Układ  trzech  kul.  Układ  czterech  kul.  Równanie  koła  w  prze- 
strzeni. Ogniska  i  kierownice  danej  powierzchni  rzędu  drugiego.  Ogniska  w  po- 
wierzchniach środkowych  drugiego  rzędu.  Kierownice  powierzchni  środkowych. 
Ogniska  w  powierzchniach  bezśrodkowych.  Kierownice  w  powierzchniach  bez- 
środkowych.  Ogniska  pępkowe  i  ogniska  modułowe  powierzchni.  Uwaga  o  ogni- 
skach pępkowych  powierzchni  drugiego  rzędu.  Uwaga  o  ogniskach  modułowych 
powierzchni  drugiego  rzędu.  Powierzchnie  spółogniskowe.  Powierzchnie  spółogni- 
skowe  z  ellipsoidą,  przechodzące  przez  dany  punkt  w  przestrzeni.  Normalne  do 
trzech  powierzchni  spółogniskowych,  przechodzących  przez  dany  punkt  w  prze- 
strzeni. Powierzchnie  spółogniskowe  z  daną  powierzchnią  bezśrodkową.  ćwi- 
czenia     .  797 — ' 

Wykład  LI.  Zasady  ogólnej  teoryi  powierzchni.  Ogólne  równanie  powierzchni.  Linie 
styczne  i  płaszczyzna  styczna  w  danym  punkcie  powierzchni.  Normalna  i  pła- 
szczyzny normalne  w  danym  punkcie  powierzchni.  Punkta  osobliwe  powierzchni. 
Szczególne  postacie  punktów  nadzwyczajnych.  Stożki  styczne  danej  powierzchni. 
Kontury  powierzchni.  Promienie  krzywizny  przekrojów  płaskich  danej  powierz- 
chni. Promienie  krzywizny  przekrojów  normalnych  powierzchni.  Główne  promie- 
nie krzywizny.  Wzajemne  położenie  głównych  płaszczyzn  krzywizny  w  danym 
punkcie  powierzchni.  Wzór  Eulera,  wyznaczający  promień  krzywizny  w  dowol- 
nym przekroju  normalnym.  Wzór  Meusniera,  wyznaczający  promień  krzywizny 
w  dowolnym  przekroju  skośnym.  Ćwiczenia 813— 

Wykład  LII.  Teorya  krzywizny  powierzchni*  Środki  krzywizny  powierzchni.  Powierz- 
chnia środków  krzywizny.  Kryterya  krzywizny.  Krzywa  wskazująca  (Indicatrix) 
Dupina.  Krzywizna  Gaussa.  Krzywizna  dodatnia,  ujemna  i  zerowa.  Punkta  kuli- 
ste, czyli  punkta  pępkowe  powierzchni.  Rozwijalnośc  powierzchni  na  innej 
powierzchni.  Spółrzędne  krzywolinijne  na  powierzchniach. .  Różniczka  łuku  na 
powierzchni,  określonej  trzema  lównaniami,  kształtu:  *  =  /(«,  p),  y^^w,  c), 
a?  =  +(««,  v).  Kąt  zawarty  między  dwoma  łukami  na  powierzchni.  Promień  krzy- 
wizny przekroju  normalnego  powierzchni:  «=/(«,  t>),  y^^w,  r),  s  =  <]/(«#,  v). 
Główne  promienie  krzywizny  w  punktach  powierzchni :  x  =  /(«,  v\  y  =  V(u,  t?), 
z  -=  <««,  v).  Ćwiczenia 829— i 

Wykład  LIII.  Teorya  tworzenia  powierzchni.  Powierzchnie  powstałe  przez  ruch  linii 
prostej.  Powierzchnie  walcowe.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe  powierzchni 
walcowych.  Powierzchnie  stożkowe.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe  powierz- 
chni stożkowych.  Ogólne  równanie  powierzchni  rozwijalnych  na  płaszczyźnie. 
Równanie  różniczkowe  powierzchni  rozwijalnych.  Krzywa  zwrotu  na  powierzchni 
rozwijalnej.  Równanie  powierzchni  rozwijalnej,  mającej  daną  krzywą  zwrotu. 
Płaszczyzna  styczna  w  danym  punkcie  powierzchni  rozwijalnej.  Powierzchnie 
wichrowate  w  ogólności.  Przykłady  konoidów.  a)  Paraboloida  hiperboliczna. 
(3)  Konoid  kołowy.  Płaszczyzny  styczne  do  powierzchni  wichrowatych.  Krzywa 
zwężenia  (strykcyjna)  danej  powierzchni  wichrowatej.  Powierzchnie  powstałe 
przez  ruch  koła.  Powierzchnie  obrotowe.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe  po 
wierzchni  obrotowych.  Powierzchnie  kanałowe.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe 
powierzchni  kanałowych.  Ćwiczenia 845— 

Wykład  LIV.  Dalszy  ciąg  teoryi  tworzenia  powierzchni.  Powierzchnia  powstała  przez 
ruch  dowolnej  krzywej.  Przykłady  powstawania  powierzchni  rzędu  drugiego 
przez  ruch  krzywych  rzędu  drugiego.  Powierzchnie  śrubowe.  Powierzchnie  po- 
wstałe przez  ruch  powierzchni.  Przykład :  Powierzchnie  powstałe  przez  ruch  pła- 
szczyzny. Powierzchnie  graniczne.  Przykład:  Powierzchnia  graniczna  podwójnie 
nieskończonego  układu  płaszczyzn.    Równania  powierzchni   w   spółrzędnych  pła- 
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szezyzny.  Przykład:  [Równania  ellipsoidy  w  spółrzędnych  jej  płaszczyzn  stycznych. 
Powierzchnie  spodkowe  danej  powierzchni.  Przykład:  Spodkowa  dodatnia  i  uje- 
mna ellipsoidy.  Powierzchnie  równoległe  do  danej  powierzchni.  Ćwiczenia  .   .  861—872. 

ffkład  LV.  Zasady  teoryi  przekształcania  powierzchni.  Powierzchnie  algebraiczne. 
Układy  liniowe  powierzchni.  Rząd  i  klasa  powierzchni  algebraicznych.  Powierz- 
chnie biegunowo  wzajemne.  Powierzchnie  jednokreślne,  czyli  homograficzne. 
Powierzchnie  jednokładne,  czyli  homologiczne.  Przekształcanie  powierzchni  za 
pomocą  promieni  odwrotnych  (inwersya).  Równania  powierzchni  w  spółrzędnych 
jednorodnych.  Powierzchnie  biegunowe  punktu  ze  względu  na  daną  powierzchnię 
»-go  rzędu.  Płaszczyzna  styczna  jako  pierwsza  powierzchnia  biegunowa  punktu 
Da  danej  powierzchni.  Druga  powierzchnia  biegunowa  punktu  parabolicznego 
na  płaszczyźnie  i  powierzchnia  Hessego.  Ćwiczenia 873—884. 

Wfklad  LVI.  Powierzchnie  określone  równaniami  różniczkowani  1  wybitniejsze  linie 
■a  powierzchniach.  Równania  zwyczajne  a  równania  różniczkowe  powierzchni. 
Powierzchnie  stokowe,  czyli  powierzchnie  posiadające  płaszczyzny  styczne  jedna- 
kowo nachylone  do  danej  płaszczyzny.  Powierzchnie  Weingartena  (zwane  krótko 
powierzchnie  W).  Powierzchnie  minimalne.  Linie  na  powierzchniach.  Linie  krzy- 
wiznowe. Linie  krzywiznowe  poszczególnych  powierzchni.  Analityczne  wyzuacza- 
nie  linij  krzywiznowych  na  danej  powierzchni.  Linie  krzywiznowe  na  ellipsoi- 
dzie.  Dwie  powierzchnie  przecinające  się  podług  wspólnej  linii  krzywiznowej.  Linie 
asymptotyczne  na  powierzchni.  Linie  asymptotyczne  na  powierzchniach  obroto- 
wych, określonych  równaniami:  z  =  uco8v,  yr=usint>,  2?==/(u).  Proste  mini- 
malne. Krzywe  minimalne.  Linie  geodezyjne.  Analityczne  wyznaczanie  linij  geo- 
dezyjnych na  powierzchni:  «=/(«,  y).  Linie  geodezyjne  na  powierzchniach  obro- 

towych.  Znaczenie  geometryczne  równania:  r*^-  =  C  Długość  łuku  linii  geode- 
zyjnej na  powierzchni  obrotowej:  s=/(r).  Warstwice  i  linie  największego  spadu. 
Linie  największego  spadu  na  ellipsoidzie.  Warstwice  i  linie  największego  spadu 
na  powierzchni  obrotowe] :  z  =  f  (r).  Isofoty  na  danej  powierzchni.  Ćwiczenia  886—906. 

Wykład  LVIL  Wstęp  do  teoryi  równań  różniczkowych.  Określenie  i  podział  równań 
różniczkowych.  Rząd  i  stopień  równania  różniczkowego.  Całki  równania  różnicz- 
kowego. Tworzenie  równań  różniczkowych  zwyczajnych.  Równania  różniczkowe 
linij  krzywych.  Przykłady  równań  różniczkowych  poszczególnych  linij  krzywych. 
Całka  ogólna  zwyczajnego  równania  różniczkowego  rzędu  pierwszego.  Geometry- 
czny obraz  całek  szczególnych  i  całki  ogólnej  danego  równania  różniczkowego 
pierwszego  rzędu.  Normalna  postać  równania  różniczkowego  pierwszego  rzędu 
i  pierwszego  stopnia.  Rozmaite  postacie  całki  ogólnej  danego  równania  różniczko- 
wego rzędu  i  stopnia  pierwszego.  Ogólne  uwagi  o  rodzajach  całek  eliptycznych. 
Zastosowania  geometryczne  równań  różniczkowych  pierwszego  rzędu.  Trajekto- 
rye  układu  krzywych.  Gałka  ogólna  równania  zwyczajnego  różniczkowego  n-go 
rzędu.  Geometryczny  obraz  całek  danego  równania  różniczkowego  n-go  rzędu 
Równanie  różniczkowe  zwyczajne  ilukolwiek  zmiennych.  Równania  różniczkowe 
linij  krzywych  na  powierzchni.  Tworzenie  równań  różniczkowych  cząstkowych. 
Równania  różniczkowe  cząstkowe  o  dwu  zmiennych  niezależnych.  Równania 
różniczkowe  powierzchni.  Ćwiczenia 907—928 

Wykład  LVIII.  Szczególne  metody  całkowania  równań  różniczkowych  zwyczajnych 
rzędu  pierwszego.  Metoda  oddzielania  zmiennych.  Metoda  zamiany  zmiennych. 
Zastosowania  geometryczne,  a)  Trajektorye  ukośnokątne  układu  prostych  y  =  Cx. 
S)  Przykład  trajektoryj  ortogonalnych.  Równania  różniczkowe  jednorodne.  Rów- 
nania różniczkowe  niejednorodne.  Równania  liniowe  pierwszego  rzędu.  Metoda 
całkowania  równania  różniczkowego  liniowego  rzędu  pierwszego,  za  pomocą 
funkcyj  dowolnych.  Równania  Bernouilli'ego.  Równania  Riccatiego.  Zupełne  rów- 
nania różniczkowe  rzędu  pierwszego.  Teorya  czynników  całkujących.  Ogóln9 
wyznaczanie  czynników  całkujących  równania:  Mdx-\-Ndy  ^=  0.  Równania  różnicz- 
kowe pierwszego  rzędu  a  wyższych  stopni.  Szczególne  przypadki  równań  różnicz- 
kowych rzędu    pierwszego  a  wyższych  stopni.    Równanie  Clairaut'a.     Równanie 
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Łirgrange'a.  Równania  różniczkowe  ewolwent  danej  linii  krzywej.  Równania  róż- 
niczkowe rulet.  Równania  jednorodne  ze  względu  na  x  i  y.    Całki  osobliwe  rów- 
nań różniczkowych  pierwszego   rzędu.    Geometryczne   objaśnienie   całki   ogólnej 
i  osobliwej.  Wyprowadzenie  całki  osobliwej  z  równania  różniczkowego.  Ćwicz.  929—91 

Wykład  LIX.  Równania  różniczkowe  zwyczajne  drugiego  i  wyższych  rzędów.  Rów- 
nania różniczkowe  liniowe  n-go  rzędu.  Równania  różniczkowe  ljniowe  ze  stałymi 
spółozynnikami  i  wyrazem  wolnym  różnym  od  zera.  Równania  różniczkowe  liniowe 
ze  zmiennymi  spółczynnikami.  Równanie  różniczkowe  nieliniowe  wyższego  rzędu. 
Równania  różniczkowe  jednorodne  wyższych  rzędów.  Zupełne  równania  różnicz- 
kowe rzędów  wyższych.  Niektóre  równania  całkowalne  za  pomocą  metody  zmiany 
zmiennych.  Zastosowanie  metody  zmiany  zmiennych  do  równania  różniczkowego 
rzędu  drugiego,  sprowadzonego  do  zera.  Przekształcenie  równania  różniczkowego 
rzędu  drugiego  na  równanie  różniczkowe  rzędu  pierwszego.  Przekształcenie  rów- 
nania różniczkowego  rzędu  drugiego  na  inne,  w  k torem  brak  pierwszej  pocho- 
dnej. Ogólna  całka  równania  różniczkowego  liniowego  rzędu  drugiego  z  wyra- 
zem wolnym  różnym  od  zera.  Całkowanie  równań  różniczkowych  drugiego  rzędu 
za  pomocą  szeregów.  Równanie  Legendre'a.  Równanie  Bessel'a.  Równanie  Gaussa. 
Zastosowania  geometryczne  równań  różniczkowych  rzęlu  drugiego.  Ćwiczenia  953—91 
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WYKŁADY  MATEMATYKI  I. 

Zasady  cjeornetryi  analitycznej  i  analizy  wyższej. 

TOM    II. 


Wykład  I. 

Wstęp  do  rachunku  całkowego. 

1.  Funkcyą  pochodna  i  różniczka  danej  funkcyi.  W  rachunku  różnicz- 
kowym rozważa  się  zmiany  danej  fnnkcyi  f(x),  wywołane  zmianą  zmiennej 
niezależnej  x,  i  dochodzi  się  do  dwn  pojęć  zasadniczych: 

a)  do  pojęcia   funkcyi    pochodnej  /'(#),   jako  funkcyi,  określającej 

I  granicę  stosunku  różnicowego  danej  funkcyi   f(x)    w  kaźdem  miejscu  x,    we- 
dług wzoru : 

A*=0  ax 

h)  do  pojęcia  różniczki  df\x)  danej  funkcyi  /(#),  jako  różnicy  między 
dwiema  sąsiedniemi  wartościami  funkcyi  f(x),  przedstawiającej  się ,  jako 
iloczyn  z  pochodnej  f'(x)  danej  funkcyi  f(x)  i  różniczki  dx  zmiennej  nieza- 
leżnej z,  według  wzoru : 

df(x)  =f(x  +■  dx)  —f(x) =/  '(x)  dx  (2) 

Powyższe  dwa  wzory  podają  zarazem  sposoby  bezpośredniego  wyzna- 
wania funkcyi  pochodnej  f'(x),  a  więc  i  różniczki  df(x)  danej  funkcyi  /'(x), 
pierwszy  metodą  granic,  drugi  metodą  różniczek. 

2.  Fnnkcye  różniczkowalne.  Oba  powyżej  wskazane  sposoby  wyzna- 
ezania  pochodnej  f'(x),  a  więc  i  różniczki  df(x)  danej  funkcyi  /'(#),  wymagają, 
aby  dana  funkcya  f{x)  w  całym,  lub  pewnym  wiadomym  zakresie  zmienności 
imiennej  niezależnej  x  była:  1)  funkcyą  skończoną  i  jednowartościową; 
2)  funkcyą  ciągłą;  3)  funkcyą,  posiadającą  oznaczoną  granicę  stosunku  róż- 
nicowego, czyli  funkcyą  różniczkowalną. 

Funkcye  f(x),  posiadające  swe  funkcye  pochodne  f'(x),  a  więc  także  swe 
różniczki  df(x),  nazywamy  też  ogólnie  funkcyami  róż  nicz  kowalne  mi. 

8.  Przykłady  funkcyj  róintczkowalnych.  Do  funkcyj   różniczkowalnych 
ulezą    przedewszystkiem    wszystkie  funkcye    algebraiczne,  a  miano- 
wicie: 1)  funkcye  wymierne  całkowite,  kształtu: 
G(x)=a0xn+a]x*-i+...+aĄ_ix+aH; 
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2)  funkcye  wymierne  ułamkowe,  kształtu: 

3)  funkcye  niewymierne  y=f(x),  określone  w  ten  sposób,  że,  pod- 
stawione w  równanie  algebraiczne : 

0fo  y)=oooa?my,,+«io«m"1»,*+«oia;Wy,,"1+---a=0» 

czynią   dany    wielomian    algebraiczny   tożsamościowo  równym    zeru: 

0(x,f(x))-O. 
Wśród  funkcyj  przestępnych  okazują  się,  jako  różniczkowalne : 

a)  wszystkie  poznane  w  tomie  I.  elementarne  funkcye  przestępne,  jako 
to:  1)  funkcye  potęgowe:  xm  o  jakimkolwiek  niewymiernym  wykładniku  m, 
2)  funkcye  wykładnicze:  ax,  e*,  3)  funkcye  logarytmiczne:  log*  a,  log  a:, 
4)  funkcye  goniometryczne :  sin  ar,  cos  a,  tanga; ,  cotga?,  sec  a;,  cosec  a:,  B)  funkcye 
cyklometryczne :  arcsina;,  arccosa;,  ar c tanga?,  arc  cotgz,  arcseca1,  arc cosec x, 
B)  funkcye  hyperboliczne :  sin  hip  a;,  cos  hip  a;,  tang  hip  a?,  cotghipa?,  sec  hip  #, 
cosec  hip  a?,  6)  funkcye  odwrotne  względem  funkcyi  hyperbolicznych:  arg  sin  hip  x) 
arg  cos  hip  #,  arg  tang  hip  a;,  arg  cotghipa;,  arg  sec  hip  a\  arg  cosec  hip  a;,  wreszcie 
7)  funkcye  złożone  z  powyższych  funkcyj  w  skończonej  jednak  liczbie,  jak 
f(x)=tgx\  sin2(a;*"*),..., 

b)  funkcye  analityczne ,  określone  szeregami  potęgowemi ,  kształtu : 

^(x)^a0+aix+alx2+  ...  +  aHx*+..., 
^(x^a)^b0+bi(x^a)  +  b2(x^a)2+...  +  bn(x---ayA-... 
4.  Przykłady  funkcyj  nieróżniczko  walnych.  Wśród  funkcyj,  określonych 
za  pomocą  szeregów  funkcyj : 

f(z)  =  <Po(*)+(Pl(x)  +  (Pl(x)  +  ---  +  (Pn(x)  +  ... 

spotykamy  się  po  raz  pierwszy  z  funkcyami  nieróżniczko walnemi. 
Takiemi  są  n.  p.  funkcye  określone  szeregami: 

j.,  x  sin2aa;  ,  sin32as  ,  sin42ap  ,  sin62a?  . 

f(x)~mx+—5¥-  +  —^—  +  — Ta"  + 


22  32  42         •  52         •  -» 

-,  x  ,  sin2!a;      sin3!x  ,  sin4!ap  ,  sinBJa: 

f(x)=smx+— g3—  +  — ^—  +  — p—  +      52— +  - 

zbieżne  w  całym  zakresie  rzeczywistej,  zmiennej  niezależnej  x.  Funkcye  te, 
mimo  swej  skończoności  i  ciągłości,  nie  posiadają  w  żadnem  miejscu  x  ozna- 
czonej granicy  stosunku  różnicowego,  czyli  nie  posiadają  funkcyj  pochodnych, 
a  więc  nie  są  funkcyami  róźniczkowalnemi. 

Pierwszy  przykład  funkcyi  ciągłej  ,  która  w  żadnem  miejscu  x  nie  po- 
siada oznaczonego  stosunku  różniczkowego  po,dał  Weierstrass  (1874) 
w  postaci  szeregu : 

f{x)  =  cos  (nx) + a  cos  (bn  x) + a2cos  (b2nx)  +  a3cos  (b3nx) + ..., 
*■=» 
czyli:  ffa)**1  2  anco8(bnnx), 

gdzie  a  jest  liczbą  stałą,  mniejszą  od  1,  b  liczbę  nieparzystą,  większą  od  1, 
a  zarazem  ai;>l  +  3/3rc. 

Fnnkcya  ta  występuje,  jako  granica  szeregu  funkcyj,  których  wartości 
ostatecznie  różnią  się  o  liczby  dowolnie  małe,  podczas,  gdy  wartości  ich 
stosunków  różniczkowych  wahają  się  między  dowolnie  wielkiemi  wartościami. 
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duo  przez  się  rozumie  się,  że  ta  funkcya  w  źadnem  miejscu  x=a,  uie  da 
;  przedstawić  w  postaci  szeregu  potęgowego ,  uporządkowanego  podług 
tęg  (x—  o). 

5.  Fnnkeya  pierwotna  danej  funkcji.  Zagadnienie  rachunku  różniczko- 
wo wyznaczania  pochodnej  F'(x)  danej  funkcyi  F{x)  prowadzi  do  zagad- 
ania odwrotnego  : 

Znaleźć  fuńkcyę  F(x),  której  pochodną  F'(x)  byłaby  dana  funkcya  f(x). 

Szukaną  funkcyę   F(x),   której    pochodną   F*(x)  jest  dana  funkcya  f(x), 
.zywamy   funkcya    pierwotną    danej    funkcyi   f(x).    Na  jej  oznaczenie 
jglibyśmy  użyć  znakowania:       F(x)=Pr[f(x)]j 
ytając:  Funkcya  F(x)  jest  funkcya  pierwotną  funkcyi  f(x). 

Znakowanie  to  nie  wskazuje  sposobu  wyznaczania  funkcyi  pierwotnej, 
rbby  tylko  analogicznem  do  znakowania  odwrotnego: 

[*\s)]' ==/•(*),  czyli  F\x)~f{z\ 
are  wypowiada  ,  że  funkcya  pochodną  funkcyi  F(x)  jest  funkcya  f(x). 

Z  wzorów,  dotyczących  funkcyj  pochodnych  danych  funkcyj,  otrzymamy 
i  podstawie  powyższego  znakowania  wprost  odpowiednie  wzory,  dotyczące 
mkcyj  pierwotnych,  przyczem  możemy  do  tak  otrzymanej  funkcyi  pier- 
wej dodać  dowolną  stałą  C. 

Skoro  bowiem  [F(x)],=f(x),  to  także  [F(x)+C\'—f{x),  a  zatem: 

JPr[f(x)]=F(x)+C  (3) 

6.  Wzory  zasadnicze,  dotyczące  funkcyj  pochodnych  i  analogiczne ,  do- 
yczące  fankcyj  pierwotnych  przedstawiałyby  się  według  powyższego  zna- 
kowania w  sposób  następujący : 


1)  CJ=0 

2)  s^l 

3)  (ax)'=a 

«&)'■ 

5)  (log*)'- 

7)  («■)'-«• 

8)  (—cos  x)' = sin  x 

9)  (sin£)'=co8:c 

10)  (tanga)'-* =- 

7  v      e  '     cos2  a: 


a  zatem 


_1_ 

x 


U)  (— cotangs)'= 


sm^ 


12)  (sec*)'— — Q-f- 

'  V  '  COS2flJ 


13)  (—cosec %y = 


cos  o; 
sin2# 


14)  (arc  sin  x)'  =  — ,=-- 


Vi  -i 


i>r(0)=C. 

Pr(l)=x+C. 

Pr(a)=ax+C. 

P^)=loga  +  6' 

Pr(e*)=e*+C. 

Pr  (sin  x)  =  —  cos  a;  +  C 

Pr  (cos  «) = sin  *  +  C. 

Mcos^)=tanS*+a 

p-(siny=-c°tanga:+a 

Pr(s%)=secx+a 

\C0823/ 
„  /  C08  X  \  ,    n 

Pr  I  — ^-r- 1  =— cosec  flP+  C. 
\  sin2 x) 

Pr  (  — r-    --_  i =arc  sin  #+  C. 
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16)  (—  żre  cos  x)' = —7=  7  azatemPr(- -f — )  — —  arcoos^+C- 

V  1— x2  Wl — xV 

16)  (arc  tang*)' -^p  „         Pr  (j-^-arc  tang  x  +  C. 

17)  (-arccotga;)'  =  j-^  „         Pr(j-^2j  =  -arccotga?+C. 

18)  (arc  sec  a)' =      _  JL-- -  *         Pr(— 7==)-arcsec*+G 

xVx2  —  l  V   xv  xl  —  1/ 

19)  (—arc  cosec  x)*  — „         P,  [ ,  )  =  —  arc  cosec  x  +  C. 

xVxl  —  \  \  xVxl—\J 

Ten  sposób  znakowania  zastępuje  się  innym ,  który  poznamy  w  na- 
stępnym artykule. 

7.  Całka  danej  różniczki.  Z  zagadnienia  rachunku  różniczkowego,  które 
dotyczy  wyznaczania  różniczki  dF(x)  wypływa  zagadnienie  odwrotne: 

Znaleźć  funkcyc  F(x),  której  różniczką  jest  dana  zmienna  różniczka  f{x)dx. 

Szukana  funkcya  pierwotna  F(x)  staje  się  ,  w  tak  postawionem  zagad- 
nieniu, określoną  swą  różniczką  dF(x)=f{pc)dx,  a  więc  sama  jest  niejako  ca- 
łością swych  zmian,  czyli  zmiennych  różniczek  kształtu:  f(x)dx,  nazywa  się 
przeto  całką  danej  różniczki  f(x)dx. 

W  tern  rozumieniu  funkcya  pierwotna  F(x)  danej  funkcyi  pochodnej 
fXx)i  jako  całka  danej  różniczki  f(x)dz,  jest  niejako  sumą  swych  zmian,  czyli 
sumą  różniczek  zmiennych  kształtu  f(x)dx.  Na  jej  oznaczenie  używamy 
przeto  za  przykładem  Leibnitza  (1694),  znaku  sumowego  w  postaci  wydłużo- 
nego S,  kształtu  /,  zwanego  znakiem  całkowym. 

Piszemy  zatem:  F(x)=ff(x)dx, 

skoro  się  przekonamy,  że:  dF(x)=f(x)dx, 

i  powiadamy:  Funkcya  F(x)  jest  całką  różniczki  /(a:)rfjc,  jeżeli  różniczka  dF(x)} 
przedstawiająca,  jak  wiadomo,  różnicę  F(x+dx) — F(x),  jest  równa  różniczce 
f(x)dx,  stojącej  pod  znakiem  całkowym.  Znak  całkowy  j"  i  znak  różniczkowy 
d  pozostają,  w  myśl  powyższego  określenia,  w  tym  związku  wzajemnym,  że 
położone  jeden  po  drugim  wzajemnie  się  znoszą.    Jest   tedy : 

fdx=x,  a  zarazem  dfdx=dx,  ogólnie  JdF(x)—F(z);  dj f  (x) dx=f  (x) dx. 

8.  Funkcya  pierwotna  danej  funkcyi  pochodnej  t  całka  nieokreślona 
danej  różniczki.  Funkcya  pierwotna  F(x)  danej  pochodnej  f(x)  jest  zarazem 
całką  danej  różniczki  f(x)dx  i  nawzajem,  całka  danej  różniczki  f{x)dx  jest 
funkcya  pierwotną  danej  funkcyi  pochodnej  f{x).  Skoro  bowiem  F(x)=Pr{f{x)), 

to  F\x)=f(x),  czyli  -J&-f(x),    a  więc   dF{x)=f(x)dx}   czyli  F(t)^Jf(x)dx 

i  odwrotnie,  skoro  F(x)=ff(x)dx,  to  dF(x)=f,x)dx ,  a  zatem  -  ^  =/'0), 
czyli  F'(x)=f(x),  a  więc  F(x)=Pr(f(x)). 

Znakowanie  możliwe,  ale  nieużywane:  F(x)  =  Prf(x)  zastępuje   się    tedy 
zawsze    znakowaniem:    F(x)  =ff'(x)dx ,     skoro     F'(x)  =  f{x),    czyli,     skoro: 
dF(x) 
d      ~"/^»  a  w^c  sk°r0  dF(x)=f(x).dx. 
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Jeżeli  jednak  dF(x)  =  f(x)  dx}  to  ponieważ  według  prawideł  rachunku 
różniczkowego  jest:  d[F(x)  +  C\=dF(x),  przyczem  C  jest  dowolną  liczbą  stałą, 
jest  więc  także  d[F(x)  +  C\—f(x)dx9  a  zatem  nietylko  funkcya  F(x\  lecz  także 
fimkcya  F(x)+C,  gdzie  C  jest  stałą  dowolną,  jest  funkcyą  pierwotną  danej 
funkcyi  /"(#),  czyli  innemi  słowy  nietylko  funkcya  F(x),  lecz  także  funkcya 
F(x)  +  C  z  dowolną  stałą  C  jest  całką  danej  różniczki  f(x)dx. 

Dana  funkcya  pochodna  f  (x)  ma  zatem  nieskończenie  wiele  funkcyj 
pierwotnych,  czyli  dana  różniczka  f(x)dx  ma  nieskończenie  wiele  całek, 
a  wszystkie  te  funkcye  pierwotne  danej  funkcyi  pochodnej  f(z),  czyli 
wszystkie  całki  danej  różniczki  f(x)dx,  różnią  się  między  sobą  tylko 
o  liczby  stałe. 

Piszemy  zatem  ogólnie : 

Jf(x)dx-F(x)+C,  (4) 

skoro  dF{x)  =>f(x)dx,  a  ogólną  funkcyę  pierwotną  F(x)  +  C  danej  funkcyi 
pochodnej  f{x)  nazywamy  całką  nieokreśloną  danej  różniczki 
f[X)dxy  albo  też  niewłaściwie  całką  nieokreśloną  danej  funkcyi  pochodnej  /(#). 
Całką  nieokreśloną  różniczki  f(x)dx,  przedstawioną  w  postaci  ff(x)dx, 
jest  więc  najogólniejsza  funkcya  F(x),  której  różniczka  dF(x)  znajduje  się 
pod  znakiem  całkowym,  czyli  ma  kształt  f(x)dr.  Funkcye ,  posiadające  całki 
nieokreślone,  czyli  funkcye  pierwotne,  nazywamy  funkcyami  całkowal- 
nemu 

9.  Rachunek  całkowy,  a  rachunek  różniczkowy.  Wyznaczanie  funkcyj 
pierwotnych  dla  danych  funkcyj  pochodnych ,  czyli  wyznaczanie  całek  nie- 
określonych dla  danych  różniczek ,  jest  głównym  przedmiotem  rachunku, 
zwanego  rachunkiem  całkowym,  podobnie,  jak  wyznaczanie  funkcyj 
pochodnych,  czyli  wyznaczanie  różniczek  danych  funkcyj,  jest  głównym 
przedmiotem  rachunku,  zwanego  rachunkiem  różniczkowym. 

Rachunek  różniczkowy  i  rachunek  całkowy  stanowią  dwa  główne  ra- 
chunki analizy  wyższej,  zajmującej  się  wielkościami  zmiennemi.  Przedmiotem 
*ych  rachunków  są  dwa  działania  odwrotne  względem  siebie ,  pierwsze  dzia- 
łanie nazywamy  różniczkowaniem  danych  funkcyj,  drugie  całkowa- 
niem danych  różniczek. 

Różniczkowanie  jest  działaniem  głównem ,  określonem  bezpośrednio 
wzorem  różniczkowym: 

dF(x)=F(x+dx) — F(x)=ftx)  dx , 

z  którego,  jako  odwrotność  występuje  odpowiedni  wzór  całkowy  w  postaci: 

ff(x)dx=*F(x),  albo  ogólnie  ff(x)dx=F(x)  +  C. 

Zmienna  niezależna  x  może  mieć  oczywiście  rozmaite  znaczenie  i  może 
t>yć  też  zastąpioną  różnemi  innemi  literami,  jak  t,  u,  *,... 

10.  Całki  zasadnicze.  Z  różniczek  funkcyj  elementarnych  wypływają, 
jako  odwrotności  odpowiednie  wzory  całkowe,  podające  tak  zwane  całki 
zasadnicze. 

Zestawiwszy  je  kolejno,  otrzymujemy  następującą  tablicę  całek  zasad- 
niczych : 
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1)  fata  =  ~  +  C,  (m  $  -1),  gdyż  d^^y^dz. 

2)  j^=logaJ+C, 


dloga  = 


dx 

x  ' 


axdx 


a* 


ifC, 


J1*  ^      log  tt 
4)  fexdx=>e*+C, 
6)  JcosscdiC=sina;+C, 
6)  Jsina?da:=— cosa?+C, 

J  sin2 i 


~cotgxĄ-C1 


^x  f  sinseŁc  - 

9)  \— y—sec  x+C} 

J      C082#  ' 

irYi  f  cosstfo 

10)  \ — r-s — ==—  cosec £+C, 

'  J    sm2  x 

12)  J 


\\oga)  ' 

d(eT)=e*dx. 
d(sinx)=cosxdx. 

d  (— cos  a;) = sin  x  dx. 

dz 

d  (tang  x)  = = — . 

v      &   y       cos2 a; 

dx 
d(— cotg#)= 

<ź(seca;)= 


sin2  a?* 
sinzcfc; 


, ,  N      cos  x  dx 

d( — cosec  x)  = — .--? — . 
J        sm2a; 


Vl-xl 


— =  —  arc  co8#+  C , 


d(arcsinoj)  = 
d(— arccosa?) 


dx 
dx 


= arc  tang  x+C, 


14)  j   1+^,2 arccotgs+C, 

16)  \ — , =arcseca;+C, 

JxVx*-l 


d  (arc  tang  x)  = 
d(— arccotga?)^ 
df(arcseca?)= 


Y/l^2"' 

dx 
~T+x*' 
dx 

1+s2' 


dx 


~xVz2—l 
16)  \ — -jzz = — arccoseca;+C\    *      d(— arc  cosec  o?)  = — . 

Podobnie  wynikają    z   prawideł   różniczkowania    odpowiednie   pra^ 
całkowania.  Przejdźmy  je  po  kolei. 

11.  Prawidło  całkowania   sumy   różniczek.    Z  prawidła  różniczkom 
sumy  funkcyj,  określonego  wzorem  : 

d(u+v)=du+dv} 
czyli :  d{f{x)-¥ę{x))^\ft(x)+ęt(x))dx) 

otrzymujemy,  zastępując  u  przez  fdu,  czyli  f(x)  przez  ff'(x)dx}  a  V  przes 
czyli  0>Oz)  przez  fq)*(x)dx,  wzór  następujący: 

/(<Jw + dv)  =fdu +fdv  , 
czyli:  f[f\z)+<pW]dz=ff'(x)dx+f<p\x)dx, 

t.  z.  Ciatta  sumy  różniczek  jest  równa  sumie  całek  poszczególnych  różniczek. 

Na   podstawie    tego    prawidła    całkowania,  rozwiążemy   n.   p.    nas 
jące  całki: 
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1)  J(x+l)dz=fxdx+fdx=*+x+C-, 

2)  S(*t^+l)dx=fx>dx-fzdx+fdx=C-°C+x+C] 

3)  J(cosx — sin x) dx=fco8xdx--f  smxdx=*sin x+cosx+  C ] 

4)  J(^+^)&==  ^<rdx+^=e*+logx-tC. 

li  Prawidło  całkowania  wielokrotności  różniczek.  Z  prawidła  różnicz- 
tow&nia  wielokrotności  danej  funkcyi,  określonego  wzorem: 

d(au)  =  adu, 

ayli:  d[af(x))=af\x)dx, 

rtnymnjemy  podobnie  wzór: 

fadu=afdu,  (6) 

ayli :  /a  /  *(*)  dx  =  a/H*)  <&•  (6') 

L  l  CrfJta  wielokrotności  dcmej  różniczki  jest  równa  wielokrotności  całki  tejże  róż- 
iksb',  albo  innemi  słowy :  W  danej  całce  możemy  czynnik  stały  wyłączyć  przed 
mi  całkowania. 

Na  podstawie  tego  prawidła  całkowania,  otrzymujemy  wprost,  lub  w  po- 
tyseniu  z  poprzedzaj ącem  prawidłem,  n.  p.  następujące  całki: 

aoP+l     „ 
1)  faz?  dx  =  afxndx  =  ——  +  C\ 

%  /(«+&)  dx  =afxdx+bfdx  =-^-  +lx+C; 

3)f(ax*+bx+c)dt=-^  +b^  +  cx+C; 


*)  \-2~  **=  W-»  *-i  RH + a 


1S.  Prawidło  całkowania  przez  części.  Z  prawidła  różniczkowania  ilo- 
opro  dwn  funkcyj,  określonego  wzorem: 

d(uv)=udv+vdu, 
tjnika,  jako  odwrotność  wzór : 

/ (udv+vdu)=uv , 
i  którego,  na  mocy  prawidła  całkowania  sumy,  dostajemy: 

fudv+fvdu=uv , 
i  stąd  wzór : 

ftidv  =  uv—J  vdu ,  (7) 

©dający  sposób  całkowania  danej  różniczki,  zwany  całkowaniem  przez 
rcści,  albo  też  całkowaniem  częściowem. 

Według  tego  wzoru  całkowanie  różniczki  udv  sprowadza  się  do  całko- 
mia  różniczki  vdu,  które  może  doprowadzić  do  całki  prostszej,  ewentualnie 
o  jednej  z  całek  zasadniczych. 

Przykłady: 

1)  Mając  znaleźć  całkę  kształtu:  fxcosxdx,  połóżmy: 

u=x  .  du  =  dx 

a  otrzymamy 
dv*=coazdv  J  J      v  =  sin:r. 
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i'l 


Wobec  tego,  na  mocy  wzoru:  fttdv=uv—fvdu1  otrzymujemy: 
fxco8  xdx*=*x  sin  x—  /sin  x  dx , 
a  że:  fainxdx= — cosx, 

przeto  będzie  ostatecznie : 

fx  cos  x  dx = x  sin  x  +  cos  x+C, 
co  łatwo  sprawdzić  różniczkowaniem  otrzymanej  funkcyi,   jest  bowie 

d  (x  sin  x + cos  x) = x  cos  a;  dx. 


2)  Jar^tó-? 

Kładąc : 

a  zatem 

u=x 

du=dx 

dv=exdx 

v=e* , 

otrzymujemy : 

fxex  dx=  xe*  — Je*  dx , 

a  więc  ostatecznie : 

fxexdx—xex  - 

-e*+C. 

3)  Jlogzda;-? 


Kładąc 

u=logx 
dv=dx 


a  zatem 
dx 

v=x 


otrzymujemy: 


flogxdx=x\ogx—  \x-    =  #log£  —  x, 


a  więc  : 

4)  fxlogxdx  =  ? 


/log  x  dx=x  log  x  -  x+  C. 


Kładąc 

w=«loga: 

dv=xdx 


a  zatem 
dx 
x 

x* 


rfw= 


tf=- 


otrzymamy : 


a  zatem: 


„    ,         ,      a;2,  Cx2  dx     je2loga;       1    ,.    7 

fslogacfo^-glogs-  j-g-  — ""       2       ~"  2^        ' 

fxlogxdx^-^^+C. 


14.  Prawidło  całkowania  różniczek  przez  wprowadzenie  nowej  zo 

Z  prawidła  różniczkowania  funkcyi  danej  funkcyi,  określonego  wzor< 

czyli :  tf/[9>(*)W  [«P  (*)]  •  9>'0*0  riz , 

który,  za  podstawieniem  c>(a;)  =  «,  sprowadza  się  do  postaci: 

<*/(«w(«).**, 

otrzymujemy  wzór : 

//'  [»>(*)]  •  ¥  (*)  *»  =  //'  (w)  dw=/('W)=/[c>0*)], 
który  dozwala    daną  całkę,  przez  wprowadzenie  nowej  zmiennej,  spr< 
do  całki  prostszej,  ewentualnie  do  jednej  z  całek  zasadniczych.  Z  teg< 
możemy,  przy  całkowaniu  danej  różniczki,  skorzystać  w  dwojaki  spos 
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U  wprowadzając  w  istocie  stosowną  funkcyę  zmiennej  niezależnej  x, 
j&ko  nową  zmienną  u,  albo 

2)  przekształcając  stosownie  funkcyę  stojącą    pod    znakiem  całkowania. 

Pierwszy  sposób  nazywamy  całko  w  aniem  za  pomocą  podsta- 
wienia, drugi  całkowaniem  za  pomocą  przekształcenia. 

15.  Sposób  całkowania  za  pomocą  podstawienia.  Mając  wyznaczyć  całkę 
bztałtu  JF(x)dx,  staramy  się  stosownem  podstawieniem  q>(x)=z  daną  całkę 
sprowadzić  do  całki  możliwie  prostszej  kształtu  ff(z)dz.  Wyznaczywszy  tę 
całkę,  wyrażamy  na  powrót,  na  mocy  podstawienia  g>(x)=Zj  nową  zmienną  z 
przez  pierwotną  x. 

Postępowanie  to  wyjaśnimy  na  przykładach : 

1)  Mając  wyznaczyć  całkę:  JVa2  +  x*xdx,  połóżmy  a2+#2=*2,  a  otrzy- 
mimy  2xdx=2zdz,  zatem  xdx*=zdz\  a  że  Y/a2+a;2=$,  przeto  będzie: 

[Vat+x*  .xdx—$ z*dz. 

z3 
Otrzymaliśmy  tą  całkę  zasadniczą  fz2dz=*  ~-,  wobec  tego  będzie: 

fi/-i-i— j    i       r  2i      **     (VV+f2)3 
\  Va2+x2xdx=fz2dz=-jj=  g 

2)  J\/sinxco8xdx=? 

Połóżmy  sina;=jer,  zatem  cos xdx=dz,  to  otrzymamy: 

)Vsmxco8xdx  =  jz    dz=^z   ^-^-{smx)    , 

2 

JV/sinxcosa;(ir=  -^V  sin3jc+6'. 

Mi*?-* 

Połóżmy  x=az,  natenczas  będzie  dx=adz,  zatem  będzie: 
C     dx  f      adz      _  1  f      * 

J^^  +  o2""  JaV2+l)""  a  J  22+  1  ' 

i      dz  x 

**«  \~Ti  i  ==arc*iailgjEI)  przeto,  kładąc  naodwrót  $=      ,  otrzymamy: 


j 


dx  1  lx 

_ =       arctg2  = —  arctang 

x2  +  a2       a  &         a  6a 


atem:  f.   <**      ^  *  arctang  -*-  +  C. 

du 
Kładąc  W£=t*,  otrzymamy:  mdx=du,  dx=       ,  będzie  więc: 

(e**dx=\  =       \eudu=—eu=  — , 

J  J     m        m  J  m         m 

f  emx 

atem :  \  emjr  dr= 1-  C 

J  m 
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16.  Sposób  całkowania  za  pomocą  przekształcenia*  Podstawienie  ę{x)-=n 
ma  na  celu  sprowadzenie  danej  całki  ze  zmienną  niezależną  x  do  całki  za- 
sadniczej ze  zmienną  niezależną  u. 

Całki  tego  rodzaju  są  uogólnieniami  całek  zasadniczych  i  prowadzą  do 
następnych  wzorów,  jak: 


1)  f[q>(x)FvXx)dx=S[q>(x)Fd<p(x)J^^+C,  (»»>-l). 

2)  C<p'(x)dx      C  d<p{x) 
1  )    9i*)         )     <PW 


d^-^oeg>(X)+a 


aV(x) 

3)  JtfM  g>'(x)  dx  =  Ja**)  d<p(x)  =  y +  0. 

4)  fert*>q>Xx)dx  =  SerWdęfr)  —  eł*»>+C. 

5)  Jsin  [<p{x)} .  <p'(x)  dx=$sin  <p(x) dę(x)  =  —cos  [<p  (x)]  4-  C. 

6)  j" oo8  [ę{x)] .  <p'(x)  dx=$cos  <p(x)  d(p{x)  =  sin  [q>  (a;)] + C. 

f    <p\x)dx        C      d<p(x)         tantr[m(^,r 

7)  )  cos*  [?,(*)]  -  )   cos^s)  -tang  [»(«)]+ C. 

8)  (-££»*-  C-Ą^r-  -  ootgW.;j+G 

J  sin2[c?(s)]        J    sm2c>(x)  &Lrv    J 

W  wielu  przypadkach  możemy  daną  całkę,  przypominającą  jedną 
z  całek  zasadniczych ,  przez  stosowne  przekształcenie,  sprowadzić  do  jednego 
z  powyższych  wzorów.  Ten  sposób  postępowania  zastępuje  całkowanie  za 
pomocą  podstawienia,  a  nazywamy  go  całkowaniem  za  pomooą  prze- 
kształcenia. 

Przykłady.  Sposobem  całkowania  przez  przekształcenie  przeprowa- 
dzimy z  łatwością  rozwiązanie  następujących  całek: 

1)  j"  VTTxdx  =f(l+x)xdz  =  S(l  +  x)l''d(l+x)  =  -?-  (l+x)%+C. 
a  więc  ;  }yT+xdx  =  -|-  \^(l  +  a;)ł  +C. 


jVl  +  *»       2  Jv/1  +  »2      8)^1  +  *'      2JV 

a  więc :  C    /***"  .  =  Vl  +  &+  C. 

..  C  «+2&x  fdCor  +  Łr2)     .      ,      ,  .    .. 

3)  )  ax  +  *?*"  \     „+&»'    -l08t«+fa'), 

a  więc:  \—^-^-2dx^=\og(ax+bx2)  +  C. 

Jx  rj.  7      fsinada;  f  dcosa;         . 

4)  Jtanga:<fc=\ =  — \    ^^  =  —  logcoss, 


*a +**)''«, 


cos# 
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afe:  —  log  cos  £= log =-logseo:r, 

&  e  cos  x        6         ' 

pneto :  /tang  xdx= log  sec  x+ C. 

cx  r     .        ,         f  oosaefc       f  dsins      . 

o)/cotg*a»—  \ — -. —  \— . «=logsmx, 

j    sina;  1    sina?  ° 

i  wifc:  J  cotg  x  efo=log  sin  x+  C. 

6)  /cos  mx  da;  =  —  f  cos  mxd(tnx)  = —  sin  twa; , 
w  tn 

i  więc:  f  cos  mxdx<-= \-  C. 

J  m 


7)  j  sin  mx  aa;  «= hć7. 

m 

17.  Elementarne  metody  całkowania.  Na  podstawie  poznanych  prawideł 
całkowania  możemy   wymienić  następujące   elementarne    metody  całkowania: 

a)  całkowanie  bezpośrednie,  oparte  wprost  na  całkach  za- 
sadniczych ; 

b)  całkowanie  za  pomocą  przekształcenia,  sprowadzające 
dmą  całkę  za  pomocą  stosownych  przekształceń  do  całek  zasadniczych; 

ej  całkowanie  za  pomocą  pod  stawienia,  sprowadzające  daną 
całkę  za  pomocą    stosownego   podstawienia   do  jednej    z  całek  zasadniczych; 

d)  całkowanie  przez  rozkładanie  na  dodajniki,  polegające 
na  tern,  że  funkcyę,  stojącą  pod  znakiem  całkowania,  przedstawiamy  w  po- 
staci sumy  funkcyj  ; 

e)  całkowanie  częściowe,  oparte  na  wzorze: 

§udv  =uv  —  §vdu; 

f)  całkowanie  za  pomocą  połączenia  powyższych  metod  elementarnych. 

18.  Zastosowania. 


Ą*g?*-r 


Funkcyę  ułamkową,  stojącą  pod  znakiem  całkowania,  możemy  rozłożyć 
na  dodajniki  w  postaci : 

3*,+5*-1  .3*+8  ■     7 


x-l  "*TUT|-1' 

otrzymujemy  zatem: 

=  3^+8s+71og(s-l), 

C  3x*-f  6a?— 1  3 

a  więc:  V — ^— ^ — <&—  _3*+8a;+log(a;—  1)7+C. 

2)  Jcos^apcir  — ? 

Wiedząc,  że  l+cos2aja=2cos2x,  mamy  cos2x=      +  -  ,   wobec    tego 

otrzymujemy : 


zatem:  fco8ixdx=-^Ą j — hG. 
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1  sin2# 
coszxax=-ir-x+  - 

x  .   sin2# 


3)  Jv/a2— *2<fcr=? 

Połóżmy  a  zatem 
zda 


dv*=dx 


dU V5*=i5 


v=x 


a  na  podstawie  wzoru  $udv=uv— $vdu,  otrzymamy: 


Otrzymaną  nową   całkę   możemy  wyznaczyć   przez   rozkładanie    na  d 
dajniki.  Kładąc  x2«a2— (a2— x*),  otrzymujemy: 
A* 


zatem  dostajemy 
a  stąd 


jemy  : 

„ „    . . C       dx 

2  ^  V/o»-x2  <Zv  -.*VV-x*  +  a2  V  ^y^i ' 

czyli  \Va*-x*dx- __  +  _  \  ^  ^_, 

f       cfc  V  a  * 

a,  że  \  -7  --z^=.-=  I  — =■■  —  =  arc  sin  - 

V..--    Jf-(f)' 

więc  otrzymujemy  ostatecznie: 

fi/"l m      *Va*=*»     a2  .     x  ^n 

\Va1—x7dx=* s- 1-  -=r  arc  sin  - — \-L. 

Ł  Ł  a 

19.  Uwaga.  Do  jednej  i  tej  samej  całki  możemy  często  zastosować  róż 
metody  całkowania.  Wyniki  mogą  być  na  pozór  różne ,  muszą  jednak  prze 
stawiać  funkcye,  różniące  się  tylko  o  liczby  stałe. 

Tak  n.  p.  otrzymujemy  wprost: 

J  sin  2x  dx  =*  — ^-  cos  2x+  C, 

a  całkowanie  przez  przekształcenie  daje : 

/'sin  2xdx=J2  sina;  cos  x  dx=2  J  sin  x  dsin  x= sin2#+  C\ 
albo :  ./'sin  2x  dx=*J2  cos  x  sin  x  d x=  —  2  j1  cos  #  rf  cos  s =  —  cos 2x  +  C. 

Funkcye:  —  -^-cos2a?,  sin2x,  — cos2#  różnią  się  między  sobą  tyl 
o  liczby  stałe ,  jest  bowiem : 
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^-cos2x=—  -<>-  (cos*<r— sin2x)=- — =-+sin2a;=  —  cos2^-^- 

Znalazłszy  więc  jedną  z  metod  całkę  nieokreśloną  danej  funkcyi,  możemy 
pewną  część  stałej  dowolnej  dołączyć  do  wyniku,  a  tern  samem,  po  stosownem 
przekształceniu  całkę  nieokreśloną  przedstawić  w  odmiennej  postaci. 

20.  Całki  funkeyj  elementarnych.  Stosując  odpowiednio  powyższe  me- 
tody całkowania  do  funkeyj  elementarnych,  otrzymujemy  w  zestawieniu  na- 
stępujące grupy  wzorów: 

1)  jaJ"da5=^4C,(»5-l);  j^-logar+C 
(całkowaniem  bezpośredniem). 


2) 


\  a*dx=-^^+  C;   \e*<lx=ex+C 


(całkowaniem  bezpośredniem). 

3)  J'\ogxdx=x(logx-l)  +  C 

(całkowaniem  częściowem). 

4)  j,8ina;cfec=— CO805+C';     J  cosx/fx=s\nxĄ-C 

(całkowaniem  bezpośredniem). 
6)    y  t*ngxdx=log8GGX+C;  $cotKxdx=\ogsinx  +  C 

(całkowaniem  za  pomocą  przekształcenia,  lub  metodą  podstawienia, 
kładąc  w  pierwszej  całce  cosa;=j&,  w  drugiej  sina?=£). 

6)    ^secawla5=logcotaDg^-[-^  —  x  )  +  C, 

gdyż  metodą  przekształcenia  otrzymujemy : 

r  ,         f    dz        f         dx  C  dx 

§aecxdx=*  V =\ — - =  V — — = 

dx 


*>$■ 


*—  log  tang  -  ( -J  -  sj  -  log  cotang  -^  (y — *  V 


05 


cosec  &<Z&  =  log  tang  Q  +C, 

gdyż  metodą  przekształcenia  otrzymujemy : 


dx 


\  cosec  xeŁc=  \ 


d#        i  (ir 


2   X 
COS2-rr- 


2  sin-  cos  -2  J    tang-2 

dtang2  * 

=  log  tang 


.  x  &       e  2 

tang  2 
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8)  $&realnxdx=x*re8lnx+\/l—  #*+C, 


gdyż,  kładąc 

u=-  aro  sin  z 
dv=dx 


a  zatem 

,  dx 

01**=—;= 
Vl— ; 


na  mocy  wzoru  £ucfc=t«;—  £  vdu,  otrzymujemy: 

r  .       f    xdx  .        ird(i-^2) 

\  arcsma;da;  =  :rarcsina; —  \-y  2  =  aarcsma?  +  —  \  -y- -  = 

1  f  1 

—  a?arcsina;+—  \(1 — x2)-il>d(l  —  £2)=a5arcsina;  -f  -^  .2.  (1—  a?2)ł'»  = 


=a;arcsm 


z+Y/l- 


9)  tarccos&cte^&arccosa?— Y/l— as2+C, 


gdyż,  kładąc:        a  zatem 


w=  arc  cos  as 
dv=dx 


du= 


dz 


Y/l -z2 


otrzymujemy : 

arc  cos  xdx  =  x  arc  cos 


J 


f     xdx 


1  Cd(l-x2) 
arc  cos  x — =-  \    ;  = 

2JV/1_; 


■# 


2 


=  a?  arc  cos  aj— V\ — x'k , 
co  także  otrzymamy  metodą  rozkładania  na  dodajniki  na  podstawie  wzi 

arc  cos  x=  -^ arc  sin  z. 

a 

10)  l  arc  tang  awlas — x  arc  tang  as— log  Vl+x2 + C , 

gdyż  ,  kładąc :  a  zatem 

!  dx 

w*=arc tanga;  I  du—- , 

i  l  +  x2' 

dv=dx        |       v=>x 

otrzymujemy : 

f       ,           ,               .               f  «ib  .  1  fd(l-f*2) 

\  arc  tanga;a#=:r  arc  tanga?—  \  - 2=x  arc  tang  #—  -=-  Y  — ^        2  — 

=jt  arc  tang  #  —  ^-log(l+a?2). 

Temsamem  otrzymujemy: 

11)  Jarccotga?cfa5=a5arccotga;+logV/l+a52  +  C   . 

12)  §nTC$ecxdx=x*rc*ecx- log  (as+ Y/as2— 1)+C. 

a  zatem 

dr 


Kładąc  bowiem 
t*=arc  sec  a: 
dv=dz 


otrzymujemy : 


du= 


xVx*-l 


v=x 


5 


arc  sec  xdx=x  arc  sec  x 
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Podstawiając   teraz    Vx3 — 1—»— as,   a  więo  e=x+\/x2 — 1,   dostajemy: 

X1— l=02+*ł— 2xe, 

:atem:       *=-~,     a  stąd    dx=8^dz;  \Z^_I=*_^:  _i^i  , 
.eto:  ^tir  j-^-/--lrf^  j*->og*-lo8(*+  ^^1). 

Fli:  ^-^-log^+^-T). 

Tern  samem  otrzymujemy : 

13)  jare  cosec 05€to-=  a;  arc  cosec  x+ log  (o5+V/o52— 1)+C. 
Całki  funkcyj  elementarnych   dadzą   się  więc  powyżej  podanemi  meto- 
imi  wyznaczyć  i  są  nowemi  funkeyami,  złożonemi  funkcyj  elementarnych. 


Ćwiczenia    I. 


Wyznaczyć  i  sprawdzić  następujące  całki:  1)  [dx  =  x-\-C.  2)  C  adx  =  ox -f-  C 
3)  J2xdx=x»  +  C.  4)  JS**^ =*»  +  £.  B)  j  4a>s «**  =  **+ C.  6)  jm**-*  <**=**+  C. 

7)  j^-log*  +  C.  8)  ^  =  log(*')  +  C.  9)  £^  =  log (**)+£    10)  jJ=-i+C. 
U)  jV* <**  =  ^ xtfx~+  C.   IB)  j<?* dx  =  —^ *(?»  +  C.    16)  f-^L  =2\/*  +  C. 
19)  £r\/**r=  -|.*i\/x  +  C.    20)  f*  \?xdx=>-^  x*tfx  +  C. 

21)  J^*-^..^"  +  a  22)  J  -*=  —  -A  +  o. 

27)  j  (»  -  a)  ci*  =  1  (*_„)'  +  <?•  28)  j(x-  a)»  <te  =  ^  Jj*" *-  +  O. 
29)  )~(a-*)«Łe=--|-(a-*)»+  C.  30)  j(a-  *)»«*»  =  - (<* ~^+   +  G 

83)  f  \/i=a  <fa  —  -i  (*  -  a)  V^  -  "o  +  C.  34)  f-^— =2\/*-a  +  C. 

SB)  J(«+te)(to  =  -i- (a  +  &r)»  +  C.    36)  j(a  +  te)-<fa (»+i)6  <*+  bx)H+i  +  C 
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89)  §Vx*-i*d*=^  (**- 1)  V^irl  +  C.     40)  fr(C+Ą*dx= ^l+*)^(l+*j»  +  < 
41)  \x*V^^ldx=%-VJx*=l7 +  C.    42)    f     **»_  =yi+^+c. 

43)l7^°-2(>.-lX^+l^+a    44)JTO=l0^iir"4  +  a 

47)  l — — — =rr=^- = -r- arc sin h  <?•     48)  \— rn — =-  =  — arctang \-C. 

J\/a*—b*xt         b  a  '  J^  +  a1         a  °a 

,^x  C        d*  1  .   ^     ^^n  f       ^*  1  &*  .    ^ 

49)  Jl  +  a^°Tarctangftg  +  C-    W)  Ja'+6'^==^-arCtangT+C- 

51)  f  o3" loga  aa;  =  a*  +  C     52)   f  ***ojp=  —  «**  -f  C.     58)  Csin axdx  = cos  ax  + 

Jl  /•  1 

tang  ax  dx  = log  cos  aa?  +  (7.  55)  \  cos  aa;  Ar  =  —  sin  axĄ-C. 

Jl                                     p                                   1 
cotg  axdx  «=  — log  sin  ax  -f-  C.    57)  \sin  {ax-\-b)  ox  = cos(oa;  +  6)  +  C. 

58)  [cos(ax+&)d*  =  -i-  sin(ox+  &)+C.    59)  f  l^£^dx=  -^(logx)?  +  O. 

M*iiógV — o.-Daogx)-i  +  c-  61)J^=,og(1°^+c- 

Jcos*"4~la;  ł*  sinw-f-1  a; 

cos"  z  sin  ar  Ar = °  +  C.    68)  J  sin»*co8*<*.T=^i-j— -  +  O. 

64)  f  i?^.<te=     tany.+ix  ccotg.*  fe  =  _cotg^.  * 

yJ     cos2a;  (»  +  *)  J    sm^a?  »+l       ' 

66)  L  ,     lx**  „ =  log  arc  tan*  x  +  C.    67)  f  to  —  arc  cos  —  +  C. 

'  J(l+ajJ)arctangx  6  *  Jl  y/2a?(a—  ar)  a 

68)  f —    <**  _2    arc  tang  V2a?-g    +  tt  69)  f f? =  arc  tang  e*  +  C. 

70)  (  -7M:--  =  \og(x+\/a*+x*)+  C.   71)  fa?S  +  4a?ł  +  5ox  =  4-^3+<^4-51ogx 
J  Vai  +  xl  J  x  b 

72)] -J— ^ aaj  =  — a;3-^-x»  +  a:+logx  +  C. 

73)  ^  2x^a7-5x  +  8a:'^-4    &eaA  g^,B1ftga+Btf +  ■!  +  (? 

74)  i  — — 737-4 —  **  =  2  arctga?2— tanga; -f  "g  x  v  *  +  C 

75)  jClz?1)!^^ log *-«»  +  -!-**+ C.    76)  jJ~^ax=21og(l+x)-a;4-C'. 

80)  Jsin**aa;  =  -|  -  — *—  +  Cl     81)  J  tang* a*fcr  =  tanga;-  a: +  C. 

oon  r    •  Ł   ^  1  T  cos(a  +  6)x         cos(a— &)a;  "1 

82)  f  sina*cos  bxdx=~Yl       a  +  b +  _(-__J  +  C. 

Q«^  P  a^^o^  ^^  l  \   si*(a  +  b)x         sin(a~6)x  -] 

88)  J  sina^sm  tea>=-  ^  [ ^j ^ J  +  C 

qa\  c  i_  1  1  T  sin(a+6)a?         sin(a—  b)x  1 
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85)  jcosJa<£?==sina:—  —  sin3ar-f  (7.     86)  fsin3ar^=  — cosar+  ^cos8ar-f  C. 

^  i  sin' a:  cos2*  "  t&ng *-cotg *  +  C-     ^  J  sin2arcos2aakr=-  -i  a:  -  ^  sin  4a?  +  C. 

89)IJ^S^=2a?-tangX+a      90)J^^^  — 2z-cotgx+a 

91)  J^gsf  daj€S=4a?~3tanear  +  c'-     92)  j— ^£&r  =  2sin2ar+logcosar+C. 

98)  JxV/l+^d.T=|-x(14-a;),/-~(l  +  a:),/2+a 

oj\  f  j         a:  sin  aa:    .     cosox    .    ~       «„x  p      _*  ,  ,  — * 

94)  j  ar  cos  aa***  = 1 — \- C.      95)  l  xe    x  dx=  -(*  +  l)e    *  +  C. 

96)  j  a*ax<ix-  =  —e**  \x—  —)  +  C.     97)  J  *  tang2***  =  x  tang*  +  log  cos  aj—  -^ a:5  +  C. 
]  J"^o7^"==aptAnga:+logC08aJ+a   «9)  j-^c— -*cotg*+logsln*  +  a 

ioo)  j  ^log^-^iog.-^  +  a 

J         Y^l-ar2                                                        ^ 
lrt^    p   arcsina.cŁr         ararcsinar      ,  _      .  y- -   ,     . 

io8)  J  v'i+*,dx=?V/i+*,+|iog(x+x/r+p). 

104)  J     \A-i**B=  — ~*-  +  y  mc  sin  *  +  C. 

105)  j  -7^---N=2arcsiiiV^  +  e.   106)  f  —M, =    f  -  arc sin\/- +  ^ 

'  1    x+x*        2      °  l  +  *»  r  'J^y/l  +  ar*        *     8  V/l+*ł+l 

^W"*T*S^  ""  a^arCtangW  tanH  +  °- 

110)    f  y***.    a ilog(af6tg^)+C. 

'J     a  cos2* +  6  sin2  ar       2b     e  v    ^      6     y~ 

Rozwiązania  I.    Wskazówki:  l)  do  66)  całkowanie  bezpośrednie,  lub  za  pomocą 

pi&ztałcenia ,  względnie    podstawienia     67 )   Podstawienie   a  —  x  =  z.    68)  2ax  —  a2  =  z\ 

Ąe^z.  70)  Y/a2-far2=2— ar.  71)— 92)  za  pomocą  rozkładania  na  dodajniki.  98)— 104)  cal- 

fennie  przez  części.  106)  Podstawienie  x  =  a  sin2?.  106)  x~—  sin2?.  107)  Podst.  ar2=2r  i  roz- 
et 

Warie  na  dodajniki.  10a  Y/r+a?4==-   .  109.  tang  x  =  z    110)  tang  ar=  y/7. 

titeratura.  L.  Euler.  Institutiones  calculi  integralis,  Petropolis  1768  —  1770.  w  niem. 
^buł:  Vollstandige  Anleitung  zur  Integralrechnung,  ttbersetzt  von  Salamon,  Wien  1880. 
kJ.Gerhardt.  Die  Entdeckung  der  hóheren  Analysis.  Halle  1855.  W.  Folkierski. 
ktfy  rachunku  całkowego.  Paryż  1873.  O.  Schltfmilch.  Compendium  der  hóheren 
toaljiis.  2  Bde.  4.  Aufl.  Braunschweig  1895. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Historya  odkryj  analizy  wyższej. 

2.  Warunki  różniczkowalności  funkcyi  i  przykłady  funkcyj  nieróżniczkowalnych. 

3.  Metody  całkowania  różniczek. 

— ^—  2 

te  DumUmkL  Wykł.  matem.  I.  Tom  II. 


Wykład  II. 


Całki  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych. 

1.  Całki  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych,  całkowitych.  Funkcya 
algebraiczna,  wymierna,  całkowita  n-go  stopnia: 

G(x)=a0xn+aix»-i+a2z*-2+...ĄaH-ix+atn 
ma  całkę  nieokreśloną,  kształtu: 

.  faz)dx=^x»+i  +  Jar-  +  -2^ **-*+...+  ^±x2+anx+C,         (1) 

która  jest  funkcya  algebraiczną,  wymierną,  całkowitą  (n+l)-go  stopnia,  a  zatem : 
Funkcye  algebraiczne,  wymiernej  całkowite  są  zawsze  całkowalnej  a  ich  ftmkcye 
pierwotne  są  równia  fmkcyami  wymiernemi ,  całkowitemu  stopnia  o  jeden  wyższego. 
n.  p.  J(xs- 2x*+  3* - 1) dx=  74*'—  Vs*'  +  %**— *  +  C. 

8.  Całki  fankcyj  algebraicznych,  wymiernych,  ułamkowych.  Funkcya 
algebraiczna,  wymierna,  ułamkowa  przedstawia  się  w  postaci  ilorazu  dwóch 
funkcyj    wymiernych,  całkowitych : 

R(  a0zm+aia?»-i  +  ...+am-ix+am    =Gm(x) 

i  jest,  albo  niewłaściwą,  gdy  m^>n,  albo  właściwą,  gdy  m<*.  Funkcya 
ułamkowa  niewłaściwa,  w  której  lioznik  jest  m-go,  a  mianownik  n-go  stopnia, 
przyczem  (m*>ń)  da  się,  za  pomocą  zwykłego  dzielenia,  rozłoży ó  na  funkcyę 
całkowitą ,  wymierną  (m— f?)-go  stopnia  i  na  funkcyę  ułamkową  właściwą, 
której  licznik  będzie  najwyżej  (w— l)-go  stopnia,  a  więc  da  się  przedstawić 
w  postaci: 

Całka  funkcyi  ułamkowej,  niewłaściwej  składa  się  więc  z  całki  funkcyi 
wymiernej,  całkowitej,  która  jest  znowu  funkcya  wymierną,  całkowitą  i  z  całki 
funkcyi  ułamkowej,  właściwej,  według  wzoru: 


$*(*)<&-$<?<*>&+ $-^f><fc  (2, 


2as-l 
Mamy  tu  :  (x3  -2*»-  lx  +  17  :  (**-  bx  +  6)= x  +  8  +  g>_to+6  i 

zatem:  j.  —^—^„rf^^.  +  s+^^^Jfc, 
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4.  Całki  fankcyj  ułamkowych,  właściwych.  Funkcya  ułamkowa,  właściwa 

!t7-t-  **a  8*9>  Ja^   wiemy   z  wykładu   XLI.  Tom  I.  str.  666.,  rozłożyć  na 
'■W 

*mki  proste,  kształtu: 

A  A  Ax+B  Ax+B 

x—a*    (x—a)r)     x2+px+q  7    {x2+px+qfi 
sględnie,  kształtu: 

A  A  Az+B  Ax+B 


az+b  '  (ax+b)r}  ax2+bx+c1  (axi+bx+c)r ' 
Spółczynniki  J.,  5,  są  tu  pewnemi  liczbami  stałemi,  które  możemy 
nwsze  wyznaczyć,  skoro  mianownik  Gn(x)  danej  funkcyi  ułamkowej,  wła- 
fciwej,  jest  rozłożony  na  czynniki  stopnia  pierwszego,  lub  drugiego,  albo  na 
poł^i  czynników  stopnia  pierwszego,  lub  drugiego ,  w  których  spółczynniki 
t,  l,  c  są  wiadomemi  liczbami  stałemi. 

Z  tego  wynika,  że  całka  wszelkiej  funkcyi  ułamkowej,  właściwej  da  się 
•Utecznie  rozłożyć  na  całki  ułamków  prostych  o  spółczynnikach  rzeczy- 
wistych, kształtu: 

[Ad*       f   A**        f    *>+B    dx     f      A*+B       dx 
Ja?— a1    ){x-a)r'    J  z*+px+q       '    J  (x'i+px+q)r       ' 

fnględnie,  na  całki  kształtu: 

CAdx        C     Adx  C     Az+B  C      Az+B 

)ax+b'    )(ax+by}    )ax*+bx+c      '    J  (ax*+bx+c)r 

Dopuszczając    przy   rozkładzie    funkcyi    ułamkowej    na    ułamki    proste 

ttłe spółczynniki  urojone  i  opierając  się  na  twierdzeniu,  że  wszelka  funkcya 

Iriuwita  n-go   stopnia   da   się   rozłożyć    na    czynniki    stopnia    pierwszego, 

Inględnie  ich   potęgi,   możemy   wnosić,   że   wszelka   funkcya   ułamkowa  da 

tttroiłoiyć  na  ułamki  proste,  których  mianownikami  są  funkcye  całkowite 

ipftpift  pierwszego,  lub  ich  potęgi,  a  więc  na  dwa  rodzaje  ułamków  prostych 

litu: 

idi'    Jj=jf  widnie:  ^f-y      (^  +  fc)r   , 

l»  których  spółczynniki  Aii  Ar ,  a,  a,  6,  są  wiadomemi  stałemi  liczbami,  rzeczy - 

I  makami,  lub  urojonemi,  względnie  zespolonemi. 

Na  bezpośrednie    wyznaczenie  spółczynnika  A  wyrazu  rozwinięcia 

X      u 

]fi^-,  odpowiadającego  czynnikowi  (x—a)  mianownika    ćrn(x),  mamy, 

(rn(x) 

Wiocy  T.  I.  art.  10   str.  668,  wzór: 

II  *  wyznaczenie  8  półczynnikó w  A9(8=l,  2, ... r),  wyrazów- ^—rozwinięcia 

\x — a) 

hyi  /!/     ,  odpowiadających  czynnikowi  {x—a)r  mianownika: 

Gn(x)=(x-aYtf>(x) 
*7  znowu,  na  mocy  tegoż  art.,  T.  I.  str.  669.,  wzory: 


h 


Ar-?®/         -  °@ - #(«),    J,  1=  »•  («), 

flT"(g)  _  ffrC-i>(g) 

r_2"=       5T" '"''      1-    (r-l)P 
Wyznaczając  całki  takich  ułamków  prostych,  otrzymujemy,  w  pierwszym 
przypadku : 

ogólnie : 

f    Adx        A  Cd(ax+b)      A.      ,      ,., 

J  ax+6        a   J   ax+b         a      °  ' 

a  więc: 

J^— ^=^log(s— a),  ogólnie:  J__— —  log(«5+6)f  (3) 

czyli  całkę ,  w  postaci  funkcyi  logarytmicznej ,  w  drugim  przypadka   zaś  : 
f    Adx  .  Cd(z-a)       A  f,        ,  r  ,,  -4 

Adx     =  ACd(ax+b)_  A  (as+ft)-'*1 ^L 

I  (ar  +  6)r  ~~  a  J  (ar  +  6)r  ""    a       — r+1     ^      a(r— l)(aa;+6)r-1 ' 
a  więc: 

f   Adx A  .      [_Ądx_^ A  (A, 

)(x-ay~       (r-l)(*-a)^-1  '  og0  nle  )  (ax+b)r  a(r—l)(ax+bf^      W 

czyli  całkę  w  postaci  funkcyi  wymiernej,  ułamkowej. 
Mamy  więc  twierdzenie : 

Funkcye  algebraicznej  wymierne,  ułamkowe  są  zawsze  całkowalne,  a  ich  całki 
składają  się  z  funkcyj  algebraicznych ,  wymiernych  i  z  funkcyj  logarytmicznych. 

r     2x 1 

5.  Mając  więc  wyznaczyć  (art.  8.)  całkę :  J  -^ —  dx}  możemy  najpierw,  ze  względu 

na  to ,  że  x7  —  bx  +  6  =  (*— -2)  (o?— 3),  daną  funkcyę  ułamkową  rozłożyć  na  ułamki  proste  : 

2g-l  2s-l  A  B 

x*—bx  +6  —  (x-8)  (a;— 2)  ""  »— 8  +  »-2 ' 
przyczem,  na  wyznaczenie  spółczynników  A  i  B,  otrzymujemy  tożsamość: 
2*— 1  =  4(*— 2)+U(*— 3),  z  której  wypływa:  4  —  5,  £=  —  3. 

Jest  zatem:  __^=^-_f  przeto: 

J.^+«*-K^  "  i)  ^=Blog(,-3)-81og(a5-.2). 
f       2as-l         .       ,       (*-8)»  ,   „ 

*  ™«o :  P^itS  + 1 " <to=  I *'+  *•  +  loS  (2-|'  +  c- 

6.  Przykłady: 


Mamy  tu: 


1  1  AB 


aT2-~T       (a?  +  i)(«— 1)  ""«  +  1  ^  *  —  1 ' 
stąd  tożsamość :  1  =  4(a>-l)  +  £(*  +  1), 

z  której  wypływa:  0  =  A  +  B,    1  =  —A  +  B, 
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M:*  =  -4-'    Bmsa  4»  lub  wprost :  A=^/         =  -4,    £=  —  /  =— . 

2  2  *  2x1  x=-l  2  '  2*/  «=+!       2 

Jest  zatem: 

^_=ir^ i_i 

x*—  1       2  U  — 1      ar+lJ' 


Mamy  ta: 


8**+*  +  2   _     A  B      ,         C 


(*+l)(*-l)>      *  +  1  ^  »-l  ^  (ar—  1)«  ' 
ten  tożsamość* :      3xs  +  x  +  2  =  -4(:r-l)ł  +  B(x  +  1)(*-1)  +  C(*  +  1), 
*i:  8  =  ^i  +  B,  l  =  -2^+(7,  2  =  ^-B+C, 

lyli:  4  —  1,     B=2,     C  =  3. 

^  3xs— 2a:  —  1  /  «=-i  *  +  1       /  «=i  v  V  *=i        " 

B.™,)/       _(»+D(to+l)-(8x'  +  a,  +  2)/ 


leti  zatem: 


3*»  +  a:+2  _      1       ,       2  8 


(x+l)(x-l)t      x  +  l^x-l^(x-l)*' 


5oH-i)(l-i)'*'-lBg(,,+1)+8lB>(,'"1)"*-i' 

T.  Uwaga.  Dopuszczając  spółczy uniki  urojone ,  możemy  n.  p.  całkę  zasadniczą : 

ta^FI  =  ftrctanga!+c 

fafotawić  w  postaci  fonkcyi  logarytmicznej. 
Mamy  ta: 


1 

1 

-     *     , 

5 

*«-f 1 

(■ 

+  •)(•- 

-0 

"*  +  t + 

#—  » 

1  = 

-*(*- 

■•)+ 

*(*+*), 

1 

1 

i 

1    . 

4  =  - 

'  2% 

— T1 

s  *» 

-  2%  "* 

Tf' 

iy  zatem  położyć : 

1       _  1    .  ri '     1    "I 

*»+l~~  2    *  L»+i        *-tJ' 

W  otetymujemy : 

Ja^+1  2        %_v/_iT 

*"  sprawie    związku    funkcyj     logarytmicznych    z    cyklometrycznemi     por.     T.    I. 

p»xuv. 

&  Cftlki   właściwych   funkcyj  ułamkowych,    których   mianowniki   są 

:  /•  A/r  A-  fł 

■bfiai  drugiego  stopnia.  Mając  wyznaczyć  całkę  kształtu:  \-2— dx, 

*tóng  mianownik  xa+px+c  nie  da  się  rozłożyć  na  dwa  czynniki  stopnia 


pierwszego  o  rzeczywistych  spółczynnikach ,  możemy  ten    mianownik  przed- 
stawić, jako  sumę  kwadratów.  Otrzymujemy  bowiem: 

zatem : 

x'+f*+9-(0-<a)ł+/P, 

gdzie:  a Ł,  p^q-^. 

Wobec  tego  możemy  daną  całkę  sprowadzić  do  postaci: 
f  _Ąx+B  C     Az+B 

3  xi+px+q  3  (*-<*)»+ /J» 

Rozkładając  funkcyę,  stojącą  pod  znakiem  całkowym,  na  dwa  dodajniki, 
według  wzoru: 

Ax+B    _    A(x— a)  Aa+B 

{x-a)2+^~  (*-o)ł+/J,+  (x-a)*+p* ' 
rozłożymy  daną  całkę  na  dwie  całki  w  postaci : 

C     ^H-P      .       C    A(x-a)    ^,    ę     Aa+B 

.  (¥)'+1 

przeto  otrzymujemy: 

3  (— a)^'*"  "2-l0g[(a:-  °),+^+  -^-arctang-^-  (B) 

f     Ax+B     ,        A  .      .  ,  ,       J    .         4p-2B  2*+p       ... 

Ji5+iią7*f-Tl0«<-1+|tt+*)- \?Ę^r  arctangv^zp  (6) 

Całki  funkcyj  ułamkowych,  właściwych,  w  których  mianownikami  są 
funkcye  drugiego  stopnia,  nie  dające  się  rozłożyć  na  czynniki  rzeczywiste, 
składają    się  więc  z  funkcyj  logarytmicznych  i  z  funkcyj  cyklometrycznych. 

9.  Przykłady: 

r  ,i+a^-i 
^J(»-i)(^fi)*" 

Mamy  tu: 

s«  +  2g-l 1_  2 

(aj-i)(ar2+l)""a:-i'1"  si  +  1' 

zatem: 

ON    f *'*! =? 

Z;  J(*H-l)(**-2*+10) 

Mamy  tu:  Cpatrz  T.  I.  str.  670). 

a?3  1   &c— 2        1       94s—  20 

(i*+  l)(a?»~2jB  +  10) ~~"~  85  *l  +  1  +  86  **-2*  +  10  ' 


a  że: 


zaś: 


J(i^+^ — ?-  \w-aYV, — ^~arc tang-T' 


czyli : 
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85 

10.  Mając  ogólnie  wyznaczyć  całkę,  kształtu: 

r     (Ax  +  B)dm 


OB*  +  bX  +  C      ' 

możemy  postąpić  w  sposób  następujący: 

Połóżmy:  ax*  +  bx  +  c=*X,  a  więc  (2ax  +  b)  dx  =  dX , 

natenczas,  mając  na  uwadze,  że: 

otrzymamy : 

f  (Ax  +  B)da>        A   CdX      2aB-Ab   Cdx 

J  ax*+bx  +  c      2aJX"ł"        2a        JX' 
a  więc: 

f  U*+B)<to        ^.      -■    2«B-Ab  Cdx 

J  «*>  +  fcr+7  - 2il0gX+        2«        J  X *  (7) 

Pozostaje  nam  zatem  wyznaczyć  jeszcze  całkę ,  kształtu : 

dx 


J  X       J  oxl  • 


*  +  bx  +  c' 
Uwzględniając,  że: 

ax*+  fcr  +  c  =  J-  [(2ax  +  d)»+  (4*>-6»)], 

przyjmijmy,   że  trójmian  am*Ą-bxĄ-c   nie  da  się  rozłożyć  na  dwa  czynniki    stopnia  pierw- 
szego o  rzeczywistych  spółczynnikach ,  i  połóżmy :  4ac — &*=  A  >  0,  natenczas  otrzymamy  : 


~'+te  +  c=l[(2~+&)'+A]  =  A[(?^)'+1], 

Cdx     r         dx  4a[*  da 

J  X      J  ax*  +  bx  +  c  "T  \  (2a*  +  b\*~ ' 


Kładąc: 

-^f— '.  *  wxęc  a:—    g—,  *--,;-*,  X=  ^  (*'+l), 

otrzymujemy : 

fcte      4a  >/A  f    <**  2 

Jx-T--^J-?+I==V/A-arctai1^ 
a  więc: 

Wobec  tego ,  na  mocy  wzoru  (7),  otrzymujemy : 

f    Ax+B  A.      .     ......       2a£-il&  .  2«r+d 

\ — s-r-r — ; — ox  =  ^- log  (aa?1 -*-&»  + c)H ^ :  arctang      . _. 

U.  Jeżeli  trójmian  ox,+  fer+c  da  się  rozłożyć  na  czynniki  stopnia  pierwszego  o  spół- 
czynnikach rzeczywistych,  wówczas  mamy:  albo  1)  A=4ac— &J  <0,  albo  2)  A  =  4ac— 6J=0. 
W  przypadku  A<0,  mamy  —  A=d2— 4oc>0, 
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f  &*_  C         dx  4a     C  dx  4a  (•  dx 

JX~  J  ax*~+bx+c  ~~b*—4ac  \  /   2ax  +  b  y~^°  -^  \  /  2ax+b  \»  ~" 


Kładąc : 


V&J-4ac'  «/v    Y/- 

2ax+b  2ax  +  b 


V/-A        W-4ac 


=  ', 


a  więc  :  a:  =  — ^— ■  <**=  ^^  d< ,     o*'  +  te  +  c=  -^  (**-l), 

otrzymujemy : 


a  że : 


f  __J^___  —  _2_  C     <** 
J  ax»  +  te+c  """y/Z^J  *'—  1  ' 

_i-  i        _  y,        y, 

#1—1       (*_!)(*+ i)       *_i        #+i» 


więc'  Jii^I^TUi-i-Ji+iHT  logH^ 

zatem  otrzymujemy : 

r  rfa?  =      1  f-1 1_  2aa:  +  6-V/— A 

czyli : 

f  <*r  =         1  2qa?+ft-V/^ł  —  4™  /9x 

J  a**+  te  +  c ~~  Y/ft^ia^    °g  2a*  +  ft+l/*'  — 4ac' 

W  przypadku  A  =  0,  mamy  6ł=4ac,  aaj'4-te  +  css — (2ax  +  b)*    zatem: 

4a  v 

f daj     __Aaf <Łr_     —9   f'd(2gał  +  ż>)_       -~2 

J  ax^+bx  +  c  "*      J  (2a*  +  6)"* ""     J  (2~aa7-ł-  d)~»  ~~  2a«  -f  &  ' 

czyli : 

12.  Z  wzoru  (7)  otrzymujemy  zatem,  na  podstawie  wzorów  (8),  (9),  (10),  następujące 
wzory  całkowe ,  zawsze  w  postaci  rzeczywistej : 

1)  gdy  A  =  4ac  —  62>0, 

J-^^6^^^1^^  arctang  ^^==+0.    dD 

2)  gdy  A  =  4<w?  —  &2<0, 

f       J*  +  J8      _        A  .      ,     ,   ,   .      ,     N  ,       2aB    Ab  2ax  +  &-\/&>_-  4ac 

\ — «  ■  T    .     cfa=^-log(fla?1+te+ c)H j- — =-^  log  s J-r-: — 7- h  C.    (12) 

8)  gdy  A=4oc  — 6>  =  0, 

\  — w—r-1, — ; —  dx=?r  log  C035   4-  te  +  <0 ts J—T\  +  &  (!3) 

Jax*  +  bx+  c  2a     6  v       ^       ^  '       o(2aa:  +  b)  x     ' 

13.  Przykłady.  Według  powyższych  wzorów,  otrzymujemy  n.  p.  wprost: 

LSU^=l0g(x,_3a'+2)+2l0g^i+c=l0g(^+C7' 

W-r^i=łiog(x,+2a+i)+4T+c==iog(a!+i)+4T+c- 
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14.  Całki  funkcyj  ułamkowych,  których  mianowniki  są  potęgami  funkcyj 
bitego  stopnia.  Mając  wyznaczyć  całkę ,  kształtu  : 

C    (Ax+B)dx 
3    (z2+px+qY' 
r  której  trójmian  x*+px+q  nie  da  się  rozłożyć  na  czynniki  stopnia  pierw- 
Hgo  o  spółczynnikach  rzeczywistych,  a  więc  da  się  przedstawić,  jako  suma 
ndratów,  w  postaci: 

x*+px+q~(x-a)2+p2, 

taymujemy : 

[  Ax+B  (•      Ax+B       A  _  f      A(x— a)      A       r      Aa+B 

W+?r      J[c*-«),+0,]r     h*-«)*+pr      Ms-w+w  ' 

Z  otrzymanych  dwu  całek  jest  pierwsza: 

f     A{x—a) A  f    2(x—a)dx     __  _  A  1 

)[(*  —a)2+p*Y     ~~~  2  J[>— a)»+^p  ~~       2  "  (r— 1) [(*  -a)2+j32]'-i ' 
tag*  zaś  da  się  przedstawić  w  postaci  : 

i-      Aa+B  _Aa+BC  dx_  Aa  +BC    dl 

)[{x  -a)i + p  Y  ~T~  J  f  (^^%"Jr=  T^1"  J  («1+ ^ ' 

Pozostaje  nam  zatem  znaleźć  jeszcze  całkę,  kształtu: 

Zastępując  w  licznika  czynnik  1  przez  różnicę  {t2+l) — 1%,  otrzymujemy: 

Stosując  do  wyznaczenia  całki   \ — 75 — ^— -    metodę    całkowania    przez 


połóżmy 
tdł 


=dv 


a  zatem 
du=dt 


««=■ 


2(r— !)(<*+ l)r_1- 


^•biymamy : 

I  f     <ł<ft *  1     f       d< 

J  (<2+l)r  =      2(r-l)(<ł+l)'-1  +  2r-2j(<ł+i)r-r 
Wobec  tego  będzie: 

f__d*__      f      _<« l 1     f         dt 

)(t*+iy       J(7>+l7-r      2(r— lj^+ir-1      2r-2J  (*»+l)'-t  ' 
Nmb  otrzymujemy  wzór  redukcyjny  całki  Jr  w  postaci: 

f      dt  1  '__,2r-3C *  /141 

J(^+^)'='2r-2■(<,+  i)'-i+2r-2J(<^+lX-,'  l     ' 


Na  podstawie  tego  wzoru ,  otrzymujemy  kolejno : 
j  1       t_       ,2r-6 


a  że :  J,  =  l  .        «~  arctang  ż, 

przeto,  pomnożywszy  powyższe  równania,  kolejno  przez: 

,    2r-3      (2r-3)(2r— 6)        (2r— 3)  (2r— 5) ...  3 
'  2r-2'    (2r-2)(2r-4)'"'   (2r-2)(2r— 4)...4' 
i  dodawszy  je  następnie,  otrzymujemy  wzór  bezpośredni: 

e   * '    r       1        ,  2r~8  i        ,     , 

J(**+l)r     2r-2[  (*2+l)r-1  "'"ar— 4  '     (*2+i)r-J  ^""^ 
(2r-3)(2r-5)...3       1     ]      (2r-3)(2r-5)...3 
+  (2r— 4)  (2r-  6) ...  2  *  *2+ 1  ]     (2r- 2)  (2r-  4) ...  2  ar°       g   ? 
a  zatem: 

Całki  prostych  funkcyj   ułamkowych,    w    których  mianowniki  \ 
gami  funkcyj  całkowitych  stopnia  drugiego,  składają  się  z  funkcyj 
nych  i  funkcyj  cyklometrycznych. 

15.  Przykład. 

C  (4s  +  1)  dx  C  (2x  +  l)dx    __  C  dx 2         _  C  dx 

J(x*  +  x+l)*  J(x*  +  x  +  l)*     J(»«  +  »  +  l)>~"     x*+x  +  l      J(x*  +  xA 

Mamy  tu: 

f  dx  dx  8Y/8  f       dt 

,  .  ,1       <V/3  ..  ,     2*  +  l 

gdzie  x  +  y  — -g— ,  czyh  *=—^r-. 

aże:  J(<*+i)*- J**+i     Jpi+i^Jfi+i  +  gpH-i)      2  J**+l 

2*  +  l         ,  4\/8  .     2s  +  l 


więc:  f * = 2g  +  1 

J  (**  +  *  +  1)*  3(**  +  *+l) 


arctg 


V8 


a  zatem: 


f(4a>+l)<fc>  2x  +  l  4V/8        ,        2*+l    ,    _ 

J5q^j5?—  8(««  +  »+i) 9-  arctan*  VT  +  a 

16.  Mając  ogólnie  wyznaczyć  całkę,  kształtu: 

C        Ax  +  B 

możemy  postępować  w  sposób  następujący: 

Połóżmy:  axi+bx  +  c  =  Xi  a  więc:  (2axĄ-b)dx=dX,  natenczas,  ze  względu 

1  A  2aB—Ab 

(Ax+B)dx  =  ^[A(2ax+b)  +  (2aB-Ab)]dx=-dX+ ^ dx, 

otrzymujemy : 
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J      XT      dX=*2iJ&+       2a       Jx>' 


CAx-\-B  fe^A  CdX      2aB—Ab  Cdx 


iyłi: 

C^±?«fe ± 1.    **-^   CJL?  (IB) 


2o(r- 1)  '   X'-l 

f  eto 
Celem  wyznaczenia  całki :   \  ■=■  użyjmy  metody  całkowania  przez  części. 

W  tym  celu  połóżmy :  a  zatem  : 

du  =  dx     u=x 

v  =  ^=r-     dv=  —  r.X— r~idX, 

i  otrzymamy : 

lit:  dX=(2ax  +  b)dx, 

i  więc:       «*X=  (2«rł  +  fcr)(to=  [2«b*  +  2bx  +  2c-(bx+  2c)]dx=*[2X-(bx  +2c)]dx , 

pzeto  będzie: 

latem: 

\Cdx 

JXr» 


*6«+2c      _  1    x    Ł  2r-lfc** 


J   Xr+i  rl^ 

Aąd,  zastęp ujac  r-fl  przez  r,  dostajemy  wzór: 

ffcc  +  2g      _     1  a?        2r— 3f  (to 

Na  mocy  wzoru  (16),  mamy  jednakże: 

r bx  +  2e b  1 4oc  —  b*  Cdx 

J-^  2a(r-l)  "  Xr-l +       2a      J^' 

wbee  tego  otrzymujemy  równość: 

_       h  1       ,  4oc— 6a  f (to  _     1  a  2r-8  f    dx 

2a(r-l)  '  Xr-i^        2a~  JX'—  r-l"  "   X'-i  +  r— 1  JZ*-*' 
mii-  4o<;— 6af(*s_      2qg  +  ft  2r—  3  C    dx 

V*  2a    Jj?"  2a(r-l)  X-*  +  r-1  J  Xr-l ' 

i  której,  kładąc  4ac— 6*  =  A,  otrzymujemy  wzór  redukcyjny  całki  Jr=  f-  -  w  postaci: 

J  Xr 

f(to  2qg  +  &  2(2r-8)qr   (to 

J  X*"  ~"  (r-l)AP-l  "T"    (r-l)A    JX'-~l '  ^1D; 

'qfi: 

[__fk 2ax+b  1  2(2r-8)a       f  (to 

J  {«>+&: +tf)r  ~~(r-l)(4oc-6l)  '  (o**  +  bx  +  c)^  +  (r-l)(4oc-&*)  J  (aa>*  +  kB+c)'-i  ^16^ 

Podstawiając  we  wzorze  (16)  za  r  kolejno   wartości  r,  r— 1,  r— 2, ...  3,  2,  otrzymamy 
*R&  wzorów : 

j  —  f  *?.  —      2(nc  +  6       ,  2(2r— 3>»f  (to 
r~~  J  Xr  ~  (r-1)  AX*-i  +  "(r-1)  A  JX'-l ' 
J      _  f   <to   _      2qa?  +  ft  2(2r— 5)qr  <to 

r~1""jX^-l""  (r-2)AXr-2+   (r-2)A  JX'-2' 

J      —  f    <**   __       2oa?  +  ft  2(2r-7)  f  &c_ 

r~2  ""•  J  X'-J  ~~  (r-  3)  AXr-3  +    (r-8)A  J  X'-3 

__  C  (to  ___ 2aa?  +  ft       2. 8. a  rdx 

3"~  J  r""   2A.X>  "^"^A-J^ 

f(to      2aa?  +  d   ,  2  . 1 .  a  f  dx 

*tife  całkę  J^  sprowadzają  ostatecznie  do  całki : 


-  __   c  dx C  dx 

wyznaczonej  w  art.  10.  a  przedstawiającej  się  w  przypadku  A=4a$— ftJ>0,  w  postaci: 


j 


dx  =         2         arctan     2«r  +  ft     ,    c 

«**+**+<•    y/s^***10  ^t/as^** 


17.  Całkowalność  funkcyj  algebraicznych  wymiernych.  Rozkładanie 
funkcyj  algebraicznych,  wymiernych,  ułamkowych  na  dodajniki,  t.  j.  na  funkcye 
całkowite ,  wymierne  i  na  ułamki  częściowe ,  względnie  ułamki  proste ,  któ- 
rych całki  nieokreślone ,  jak  powyżej  wykazaliśmy,  dadzą  się  zawsze  przed- 
stawić za  pomocą  funkcyj  wymiernych ,  całkowitych ,  lub  ułamkowych  i  za 
pomocą  funkcyj  logarytmicznych ,  względnie  cyklometrycznych,  prowadzi  do 
ważnego  wniosku ,  że  wszelka  funkcya  algebraiczna,  wymierna  jest  zawsze 
całkowalna,  a  jej  całka  składa  się  z  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych 
i  logarytmicznych,    względnie  cyklometrycznych. 

Celem  wyznaczenia  tych  funkcyj ,  potrzeba  przedewszystkiem  daną 
funkcyę,  jeżeli  jest  funkcyą  ułamkową,  niewłaściwą,  zamienić  na  funkcyę 
całkowitą  i  na  funkcyę  ułamkową,  właściwą,  a  następnie  przystąpić  do  roz- 
kładania funkcyi  ułamkowej,  właściwej  na  ułamki  proste. 

W  tym  celu  należy  mianownik  otrzymanej  funkcyi  ułamkowej,  która 
jest  funkcyą  całkowitą,  wymierną  pewnego  stopnia,  rozłożyć  na  czynniki 
stopnia  pierwszego,  lub  drugiego,  względnie  na  ich  potęgi. 

Rozkładanie  funkcyi  całkowitej  wymiernej  n-go  stepnia  o  liczebnych 
spółczynnikach  na  czynniki  pierwszego,  lub  drugiego  stopnia  wymaga 
w  ogólności  rozwiązania  liczebnego  równania  n-go  stopnia,  co  jest  teore- 
tycznie możliwe,  w  wykonaniu  jednak  połączone  jest  niejednokrotnie  z  po- 
ważnemi  trudnościami  rachunkowemi.  Ogólny  sposób  postępowania,  jaki  tu 
jest  wskazany,  polega  na  kolej  nem  wyszukaniu  poszczególnych  pierwiastków 
i  zniżaniu  stopnia  równania  w  ten  sposób,  że  się  wielomian  równania  po- 
dzieli przez  znaleziony  czynnik  pierwiastkowy.  Wyznaczywszy  poszczególne 
czynniki  pierwiastkowe  mianownika ,  możemy  dopiero  przystąpić  do  rozkła- 
dania danej  funkcyi  ułamkowej  na  ułamki  częściowe,  według  metod  pozna- 
nych w  wykładzie  XLI.  Tomu  I. 

Całka  danej  funkcyi  przedstawia  się  tedy,  jako  suma  całek  poszczegól- 
nych funkcyj  częściowych,  które  w  myśl  art.  poprzednich  dadzą  się  zawsze 
wyrazić  przez  funkcye  wymierne,  logarytmiczne  i  cyklometryczne. 


ćwiczenia    II. 

Wyznaczyć  i  sprawdzić  następujące  całki: 

1)  §(a  +  bx)dx=ax+^bx*+C=^(a  +  bxy+C'. 

2)  f  (a  +  bx  +  (n*)dx  =  ax+l-bx*+^rcx*+C. 
*  2  o 

8)  f  (a  +  bx+  ex*  +  dx*)  dx=  ax+  ~  bx*+  A-  cx*+  \-  <***+  C. 

4)  J(7*3  +  5a;*-3*  +b)dx=  7/4»*  +  5/3  *s—  '/,**  +  5x+  C. 

6)  $  (a  +  bx)*dx  =  a*x+  abx*  +  y3bhi*+  C  =  ^(a  +  bx)*+  C'. 

6)  J(2  +  fo)'ritf«4*  +  10r'  +  "/,  **  +  C=  Vis  (2  +  6*)3  -f  C. 
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7)  J"(l-8*  +  2x*)*dx  =  x -3x*  +  »/,*'-&r«  +  ł/5 »»  +  C. 
S)f{l+x')(l  +  x)xdx=Vix*  +  %x'+Vtx*  +  %x*  +  C. 
?(\+x*)(l-x) ij:  __  -*log*'-+  &r' -«'  -  2 
'  J         x*  2x 

12)J^^±^-«fa=ł/»»,  +  lfo-61og(x-l)+411og(«-2)  +  C. 

J{.-i)t(»+i)i-*-Tk+i +  STTi}+  T  log  *  +  i  +"  c' 

*>  V#-f,-=i  lo*  £=»  +  c- 

8)  ^.)(,%(,-c)-(.-t)1(.-<)log<''-*>+(t-.)1(*-c)log<a,-ł)  + 

+  (c-a)1(<;-ł)106(^)+g- 

i*  recfce  a  b 

(z-a)(x-b)(x-cr(—b){a-c)l0«(X-a)+(b-a)(b-c)l0«(*-V  + 

+  (,— K-*)lag(-<)  +  a 
m( *! N? logC^-r) ,  c 

'  J(»-«i)(*— «»)•••(*— *»)     ^|(«'--Oi)(or-a,)...(ar-ar_l)(<ir-or+1)...(ar-a«)T 

a>  \  *m<*g ="S         ar"  log  (*—ar) 

J(*-«i)(*-«.)-(*-««)     ^ar-OjKar-a,)..^-*.)"1"    " 

am  f         cŁc  1  1  a? — a 

™  J^-^^-Ó^^Ca-ft)^-^1  (S=&)*  l0g  x~=b  +  C' 

!**  C        xdx  b  o  x  —  & 

^  J(x-a) (*-  *)*H«-  &)  (« -  *)  +  (^P  l0g  ^^  +  C' 

"  J  J  (*+2)»(*+4)J~~~  »«+fo  +  8"H0g\*  +  2'  "*"  °' 
»».  f    z*dx        (x*       2a*\  1  2a,      ,.**,„ 

»>  \__jk  / x    i  26\  !        i   26  i       a  + bx  i  /* 

^Jsc+sgi— (s+p)  •  a  +  b-x+  ił  loe  -8r-  +  a 

™  JJ"JXrs==->^-arctaiig  -^=r-  +  C.  31)  \    -  .   ,=*  — -v  -  log  —  ...  ^    V  _  +  C. 


32)  f    **     __i     i~~  W-*  ,   „_      1 


-     2Va  l0g  ^ri  +  C=VŻ^arCtan8V^b+  C'- 


J**+«     \/7  *\/a  2\/-a       B  \/_«+xT 
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2sb4-1 


C       dx  2 

84)  \-ri —5-  =  —-=  arctang       ,_ 

C  dx  1  x 8 

C  x*dx  1  |  x  \ 

86)J(a,'+i)(^+Aj=8'rarctang2"'"otang*/'t'ft 

„^  f  «Ł»  1       ,    ,       \Z**+»»+*»        1  A         2*+l  ,    _ 

87>  L(«+i)»(,»+x+i)°^+i  +  l0«      (,+iy    -yf"^  -yT  +  a 

w,,  f <to  2-2*+6*»  ,  ,     8;(a!+ i)»(a!_i)      i 

.   r     (*ł--3«i— 2)<fa  y/»«  +  a:  + 1      ll»«  +  18a>  + 18  _ 

'  J(»+l)»(*»  +*  +  1)»~~  0g        x  +  1  8(*+l)(*»+*+l) 

-fY/rarctang^  +  C. 

...    f(*'-2g  +  l)<*r  bx'-Bx*+Bx-l      1  s»"(a;-2)       ...  .  .    . 

tó)  J^-2)(x»  +  l)= to'(«M-l)     +40lo*-(^+lP  ~  tł/,.arctanga,+  C. 

"»  V+.+V-ac.«+.+i>+ivf  "otM,g  "W" +  a 

<■»  f  (3»,-*+2)«Łb  8*  +  4        ,    2.     *»-2«+l         10  4        2x+l,    „ 

*>  3(— i)(,M^.K)»— ac»+,+i)+  9  l0g^+^n~8W        g"v^  + 
^  W£-  18«4  *<*(*-«)+  y  !<»«(«+ 6)+  a 

._    f        24<te  ...       *  — 8  .    _ 

^  tarż^*1-10^*-^* +6),]  +  a 

(*  (ix  2ax+&  4  a  2aa?+6 

49)  J  (a*« +&*+<>)»  - (4a*-6*)(aiH-fcr+<0+  (4ac-&*)  Y/4^=f*  arctan«  y/j^:&  +  C' 

M    f  <fo  _2am+b     Ga(a**+bx  +  c)+(4ac— d1) 

12a>  ^  2a«  +  &     .    „ 

•4 .  arc  tang      .  +  C. 

(4oc— &*)V4ac-dJ  Y/ioc-i1 

Rozwiązania  II.  Wskazówki  do  rozwiązania  całek  zawarte  są  w  wykładzie. 

Literatura.  S.  F.  Lacroiz.  Traitć  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral.  Paris 
Tom.  II.  1814.  F.  Minding.  Lehrbuch  der  Differential  und  Integralrechnung.  Berlin  1886. 
J.  Hann   Examples  on  the  integral  calculus.  London  1850. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Całkowanie  funkcyj  wymiernych,  ułamkowych. 

2.  Gałki  funkcyj  wymiernych,  ułamkowych,  których  mianownikami  są  funkcje 
stopnia  trzeciego. 

8.  Całki  funkcyj  wymiernych,  ułamkowych,  których  mianownikami  są  całkowite 
potęgi  funkcyj  stopnia  trzeciego. 


Wykład  III. 

Szczególne    metody    całkowania   funkcyj 
wymiernych,  ułamkowych. 

1.  Ogólna  metoda  całkowania  funkeyj  wymiernych,  ułamkowych  polega 

Cr  (z) 

na  rozkładaniu  danej  funkcyi  ułamkowej,  właściwej      *     ,  (tn<ń),  na  ułamki 

trn(x) 
częściowe.  Jeżeli 

Gm(x)=(x— a)°(z— by  ...(z*+px+q)*(z*+rx+s)P ... 
natenczas  dana  funkcya  ułamkowa,  właściwa  da  się  przedstawić  w  postaci: 

Gm(x)  =         Ag  Ag-t  A^ 

Gn(x)     {x— a)"^  (0—  a)*-1"1"***"*'*— a 

+ (i) 

P&+Qz        P*-ix+Qz-i  Pix+Qi 

+  (x*+px+q)x±  (a^-MW-r-g)*-1  x*+px+q 

+  (s2+r*+s)*+(sH«+s)'*""1  **+«+« 

+  ■ 

w  której  spółczynniki  liczników  są  liczbami  stałemi,  jednoznacznie,  określonemi. 
Całka    danej    funkcyi   ułamkowej    składa   się    tedy    z   całek,  które  się 
sprowadzają  ostatecznie  do  trzech  typów: 

J)  y=ir—  (r-i)(»-«H  ■  a)  li^-10***-")' 


*fr 


dx  2  A  2s+p 

arctang 


H**+8       Y/4g-|>2  V/4g-i)a  ' 

przyczem : 

dar  2x+p  1 


*>$< 


*2fp*+?)r      (r— 1)(4«— p%)   '     (z'i+px+qY-i 

dx 


+ 


2(2r— 3)      C 
r_l)  (^—jpt)  J"  (jpS 


(r— 1)(4«— jp«)J  (ap^+iw+gr-1 
2.  Całkowanie  funkcyj  ułamkowych,  których  mianowniki  mają  czynniki 
tylko  stopnia  pierwszego*  Jeżeli  mianownik  Gn(x)  danej  funkcyi  ułamkowej 
da  się  sprowadzić  do  postaci:  Gn(x)=*(x— ax)(x— Oj)  ...(#— a»),  gdzie  alf  a2ł  —  a«i 
są  pojedyńczemi  pierwiastkami  równania:  Gn(x)=Q,  natenczas  otrzymujemy 
rozwinięcie : 
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G»(x)~*  x— Oj     *— a,     '"    «— o,' 
którego  spółczynniki  Ar(r=l,  2,  ...n)  podaje  wzór: 

=  ć?m(«)  (?w(cr) 

r        Gr\{x)lx=ar    G'n(Ory 

Całka  nieokreślona  przedstawia  się  tedy  w  postaci: 

^SrcS4*^^ — ^^^loe  C* — «±^-|-^4^1oSC^ — «a>-ł-...H-^U.loK  C^ — «-),  (2) 

i  jest  wyłącznie  funkcyą  przestępną. 

W  przypadku  pierwiastków  urojonych,  możemy,  dla  uniknięcia  wyrażeń 
ze  spółczynnikami  urojonemi,  zebrać  parami  wyrazy  sprzężone  w  jedno,  na 
mocy,  wzorii : 

P+iQ         P—iQ       2P(s-a)-2/JC        Ax  +  B 


:  + 


x — a—§ix  x—a+(li        (x-a)2+p2        x2+px  +  q} 
i  otrzymujemy,  jako  sumę  całek  dwu  wyrażeń  sprzężonych: 

1  dx=1Tlog(z2+px  +  q) ; =-   arctang    — 7==-     (3) 


Jx2+px+q  2      6V     ^*    T*'         V±q—p2  V±q-p 

Postępowanie  to  zastosujemy  do  wyznaczania  całek  funkcyj  wymier- 
nych, ułamkowych ,  których  mianownikami  są  funkcye  oałkowite  n-go  stopnia 
kształtu :  as"±l. 

3.   Całkowanie   funkcyj   wymiernych,   ułamkowych   o  mlauownikach 

Jxm  dx 
n » 
X   jji. 

w  której  wykładniki  m  i  n  są  liczbami  całko witemi,  przyczem  m  <n.  Przy- 
jąwszy  mianownik  w  postaci  xn— 1,  załóżmy  najpierw,  że  wykładnik  n  jest 
liczbą  parzystą  i  połóżmy  n=2r,  natenczas  otrzymujemy  pierwiastki  rów- 
nania: x2r — 1  —  0,  w  postaci: 

x=  V/+I  =  V/l2^=lJfoL=»cos—  +  *sin  — ,  (A«0,  ±  1,  ±  2  ...±  (r— 1),  r), 

r 

przedstawiającej  2r  różnych  pierwiastków,  między  któremi  są  tylko  dwa 
pierwiastki  rzeczywiste:  +1  i  — 1,  odpowiadające  wartościom  &«=0  i  i=r7 
wszystkie  inne  zaś  są  zespolone,  parami  sprzężone. 

™    ,                      hn  ,    .   .    hn                   kn       .   .    kn     „ 
Kładąc :  cos \-  %  sm  —  =  ak ,   cos 1  sin  —  =/3* , 

otrzymujemy  rozwinięcie: 

xm  xm 


-1  (X  -h  1)  (*- 1)  (0-Oj  )  (x— ft )  ...  (S-O*)  (*-/&)  ...  (s-a,-i)  (*— 0r-i) 


x-r  1     as— 1     #-<*!      x— jSj       "     x—ak     x—§k     ""     «— ar_j     z—pr-\ 
w  którem,  na  mocy  T.  I.  str.  694.,  mamy: 

__         Xm  i  __     gW+1      y  _  A-+1     ,  (  —  I)**1 

^""2w5ar-1/»— i""  2rx2r/x=-l^~2ir/x^^i^      2^      ' 
°-~2^=V  x  =  i~~&x27/  x~i  ~~~2fr/xs=i~2r 


—  as  — 

*_2r**-»/*  =  «*=2r  '  'x*  /*=  «*=  2r°*        ' 

R  -      *"      /  1      ^-  /  la  »+i 

ł~2«c*-,/*  =  Pł=2r  *    a;2' /  *  =  P*  =  2rP*      ' 

la  dwóch  ułamków  częściowych,  odpowiadających  dwa  pierwiastkom 
ym ,  przedstawia  aię  w.  postaci : 

(*-o*)+  (se— ft)     2r[x-a*     x— /fcj" 

ff»+l)ł»      .  .    ( 

...... 

2r[ 


fm+l)*rc  ,    .   .    (tn+l)kn           (tn+l)kn     .   .    (m+l)kn 
cos h  *  sm —         cos *  sin — 


(kn     .  .    kn\                      (       kn      .   .    kn\ 
cos h*sm  —  J  x — (cos tsm — ł 

(m+l)kn  mkn 

.    X  cos cos 

1  r  r 

*"    r  *       o  kn  .  1  " 

as2—  2#cos — rl 
r 

>bec  tego  otrzymujemy: 

(m+l)n  mn 

_*-     _1  [(-!)-+*,         Ł  *oob-- co»- 

*--l        rh(*+l)  +  2(*-l)+       ,2_arco8JL+1      +  '"+ 

r 

xcos  (OT+1)(r-1);i-Co8,>ł-(r-1^ 

+ ,  "     (,-l)~  '     - }  (4) 

a;2—  2xco8- - ł-1 

r 

dobnie  otrzymamy,  w  przypadku,  gdy  n=2r+l,  wzór: 

2(m+l)rc  2wrc 

X  COS  —TT l1 COSp,- 


^--i-ir+1i«(^i,+  ^„   * ■. +r_+"+ 


2r+l 


2r0»+l)»  2rmn 

x  cos  — = ^ cos 

2r+l 


2r+l 


+  1  ' 


+ — 2^ 1"  & 

x2— 2#cos 


Ji&logicznie  wypadają  rozwinięcia: 


(iw  +  l)rc  mn 

.  r  as  cos- — ^— <x>*  n— 

sm 1  T 2r 2r 

x2 — 2a;coss-  +  l 
2r 

(2r—  l)(m+l)  n  (2r—l)mn 

x  cos 4^ cos ^  —  , 

,   2r      2r 1  (6) 

,^2,00.^=^  +  1  J" 

2r 
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(m+l)n  ma 

x  cos  ^ — —3 cos ; 


a*+i  +  1  2r+l[2(x+l)   f       ,     „  *      Ll      +"-  + 

Ł    v  s1— 2*cos  Ll 


(2r— l)(m+l)»  (2r— l)mw  | 

,    *°°8  8r+l  -C08      2r+l      y 


2r+l 

! 


— -  (Łc ,     składają     się 


z  całek  kształtu: 


(m+l)&rc  mkn 

X  COS COS _       j      ,    tj 

-dx 


jx2+px+g 


•>-«•  00.^  +  1  J*'+l«  +  * 

n 

gdzie:  -d^  cos — ;     2?=  — cos , 

J>  =  —  2  cos  — ,  g— 1, 

które,  na  mocy  wzoru  (3),  przedstawiają  się  w  postaci: 

(m+l)kn  mkn 

x  cos  — ■ cos 


a;2 — 2acos \-l 

n 


dx  = 


1  (w+l)for 

-ar  cos 


— log  la;2— 2xcos ł"l)~ 


7  #  —  cos 

—  sin  (m+  i)  — arc  tang } f-  C. 

sin  — 
n 

Otrzymujemy  zatem  całki  szukane,  w  następujących  postaciach: 

JTmflx  1  ( 1  V»  +  1 

^fcos^log  (*'-2xcos^+l)- 


for 
1  *=r~1         /     .  1  x  7  rc  —  cos  — 

~T  ^   Sm r arctaDg       .    kn       ; 

*=1  sin  — 


Jximdx  1 

,       1     4ct       (m+iy2Jm  .      /  ,     _  24*         \ 


ti 


—  85  — 

2fci 


X —  008  ; 


2     ^  „;.(»»+ l)2to_,_  2r+l. 

-27+l^Sm      2r+l      arctan«  —  -aS— » 

8in27+i 

f  *"ir  1     ^5        (»»+l)(2*— 1)».     /,      0         (2Jfc— 1)»,,\ 

3>  Wr-2-r  lcos    Jw^Llo«r-2a!co8SrL+1)+ 

(2*— l)n 
_,_   1    45     .    (m-fl)(2*-l)*       .         *_C08      2r 

+  jri  ™l — 27 arctan« — ™ <s=l*! 

4)  J^T+l=-i+T-l08(a:+1)- 

-27+i^  cos — *+r — log(*-2*008  ar-+r+1J  + 

,       2      ^     .    (»J-l)(5tt-l)»       .         *      C0S    2r+l 
+  27+1  ^  8m"       2r+i— arCtang— .  T2*-l)^   * 


*==1  sin 


2r+l 


4  Sprowadzanie  funkcyi  ułamkowej  do  najprostszej  postaci.  Mając  daną  funkcyę  wy- 
mierną, ułamkową  w  postaci  ilorazu  dwu  funkcyj  całkowitych,  wymiernych  Gm(x) :  Gn(x), 
należy  zawsze  zbadać ,  czy  ta  funkcya  jest  sprowadzoną  do  najprostszej  postaci ,  t.  z.  czy 
licznik  i  mianownik  tej  funkcyi  nie  posiadają  żadnego  wspólnego  podzielnika ,  przez  który 
możnaby  daną  funkcyę  uprościć.  W  tym  celu  należy  wyznaczyć  wspólny  podzielnik 
funkcyj  całkowitych,  występujących  w  liczniku  i  mianowniku  danej  funkcyi  ułamkowej, 
a  w  przypadku  istnienia    takiego    podzielnika   należy   daną   funkcyę  przez  niego  uprościć, 


t¥-1  =  -¥- — ,  zatem    \    ,  ,  0  rr — oa?=  \-T- —  Au. 


5.  Największy  wspólny  podzielnik  dwa  funkcyj  całkowitych,  wymiernych  możemy  wy- 
znaczyć, bez  rozkładania  tych  funkcyj  na  czynniki  metodą  Euklidesa,  stosowaną  przy  wy- 
szukiwaniu największego  wspólnego  podzielnika  dwu  liczb  całkowitych. 

Niech  będą  G{x)  i  Gt(x)  dane  rai  funkcyami  całkowitemi ,  dla  których  wyszukać 
mamy  ich  największy  wspólny  podzielnik. 

Przypuszczając,  że  funkcya  G(x)  jest  n-go,  Gx{x)  zaś  m-go  stopnia,  przyczem  n<^tn^ 
podzielmy  funkcyę  G(x)  przez  funkcyę  Gt(x\  a  otrzymamy  na  iloraz  funkcyę  ?i(»),  stopnia 
»-m)-go,  a  na  resztę  funkcyę  rx{x)  stopnia  najwyżej  (m— l)-go. 

Będzie  zatem  :  -ggL  -  ft(*)  +  ^g  , 

*yli :  G{x)=qx(x) .  G,  (x)  +  rt (*). 

Dzieląc  teraz  pierwotny  dzielnik  Gt(x)  przez  resztę  r,(x),  otrzymamy  pewien  iloraz 
'/;•*>  oraz  resztę  r%(x),  funkcya  całkowitą ,  stopnia  najwyżej  (ro— 2  -go : 

Powtarzając  wskazane  działania ,  otrzymamy  kolejno : 

rx(x)  =  r,(x)  .  qz(x)  +  r3(a?), 
r,(ar)  =r3(x) .  gr4(x)  +  »•<(*), 


gteie  Tfiz)  będzie  funkcya  całkowitą ,  stopnia  najwyżej  (m— ji)-go. 
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Postępując  w  ten  sposób,  musimy  dojść  w  końcu  do  reszty  *>(&),  przez  którą  reszta 
poprzedzająca  *>_i(:r)  będzie  już  podzielna,  co  w  najgorszym  razie  nastąpi  wtedy,  gdy 
reszta  *>(x)  będzie  funkcyą  stopnia  zerowego ,  czyli  liczbą  stałą. 

Przypuśćmy  tedy,  że  w  końcu  tą  resztą  r^x)  jest   funkcya   (m — [i)-go  stopnia,    i  że 

V  i  (*)  —  %(*)•  Vm(*)» 

natenczas  poznamy  z  łatwością ,  że  funkcya  i>(x)  jest  tą  funkcyą ,  przez  którą  dane  funkcje 
G{x)  i  Gt(x)  są  podzielne. 

Z  pierwszego  równania  powyższego  układu  równań  wynika  bowiem ,  że  wszelki  po- 
dzielnik funkcyj  G{x)  i  Gx(x)  jest  także  podzielnikiem  funkcyi  r,(x),  z  następnego  wynika 
znowu,  że  wszelki  podzielnik  funkcyj  G(x)' i  Gx(x)  jest  także  podzielnikiem  funkcyi  rj(x). 
a  w  końcu  z  ostatniego,  że  wszelki  podzielnik  funkcyj  G(x)  i  6?t  (ar)  jest  także  podzielnikiem 
funkcyi  »>(x).  Z  ozego  wynika ,  że  największy  wspólny  podzielnik  funkcyj  G(x)  i  Gt(x)  jest 
także  podzielnikiem  funkcyi  »>(x).  Tym  podzielnikiem  jest  sama  funkcya  *>(x). 

Funkcya  ta  jest  przedewszystkiem  wspólnym  podzielnikiem  funkcyj  G{x)  i  Gt(x)% 
gdyż  będąc  podzielnikiem  funkcyj  r^*— i(x)  i  f>(x)  jest  także  podzielnikiem  funkcyj 
rfi—2(x)...rl(x),  a  więc  także  funkcyj  Gx(x)  i  G(x). 

Funkcya  r^x)  jest  także  funkcyą  najwyższego  możliwego  stopnia,  przez  którąby 
były  funkcye  G{x)  i  Gx(x)  podzielne,  czyli  największym  wspólnym  podzielnikiem  funkcyj 
G(x)  i  ^(as),  gdyby  bowiem  istniała  funkcya  wyższego  stopnia ,  przez  którąby  były  funkcye 
G(x)  i  Gt(x)  podzielne ,  to  przez  tą  funkcye  musiałaby  być  także  funkcya  »>(x),  a  więc 
funkcya  niższego  stopnia  podzielna ,  co  jest  niemożliwe. 

Szukając  tą  drogą  największego  wspólnego  podzielnika  funkcyj  «'—  1  i  xs+2x1-f-  x, 
otrzymujemy : 

(x»  +  2x»+ aj) :  (x>-  1)  =  x  +  2, 
±x*  +  x 

2x^+2* 
+  2x*  +  2 


2*  +  2  =  2(x+l) 
a  więc,  pomijając  czynnik  stały  2,  mamy   r1(ar)  =  x  +  l,   a  ponieważ  (x2— l):(x-|- 1)=  x— 1, 
przeto  x+l  jest  szukanym  największym  wspólnym  podzielnikiem  funkcyj  x*— 1  i  x3-\-2x*-\-x. 

Funkcye  całkowite,  których  największym  wspólnym  podzielnikiem  jest  funkcya 
stopnia  zerowego,  nazywamy  fu  nkcyami  względem  siebie  pier  ws  zemi;  w  funkcyi 
ułamkowej,  przedstawionej  w  najprostszej  postaci,  powinny  być  licznik  i  mianownik  fuuk- 
cyami  całkowitemi,  względem  siebie  pierwszemi. 

G.  Największy  wspólny  podzielnik  funkcyi  całkowitej ,  wymiernej  i  jej  funkcyi  po- 
chodnej. Niech  będzie  dana  funkcya  całkowita,  wymierna  ,  «-go  stopnia ,  w  postaci : 

G  (x)  =  {%-<*)*  (x—bf  (x-cy .  ...(x  _fc)*(X-J)*, 
gdzie  a+p  +  ...+X=n, 

natenczas  jej  funkcya  pochodna  G'(x)  przedstawi  się  w  postaci: 

G'(x)  =  a  (x-  af-x  (x-  bf  (x  -  cf .  ...  (x  -Jb)*  (*  -  T)x+ 
+  p  (x-a)"  (x  -  bf~*  (x -c)y .  ...  (x  -Jb)x  (x  -  tf+ 

+         .        '■ + 

+  l  (x-  a)«  (x-bf  (x  -  cf  . ...  (x-k)*  (x  - 1)*" x 
czyli : 

G\x)  =  (x  -  af~l  (x  -  bf~*  .  ...  (x-  Jb)*"1  (x  -  I)*"1 

Łatwo  wykazać ,  że  największym  wspólnym  podzielnikiem  danej  funkcyi  G(x)  i  jej 
pochodnej  G'(x)  jest  funkcya  : 

D(x)  =  (*-a)a  * ł  (*  —ft/  " !. ...  (x-  fc)*-1  (x  —  J)*-1.  (8) 

Funkcya  lXx)  jest  bowiem  przedewszystkiem  wspólnym  podzielnikiem  danej  funkcyi 
G(x)  i  jej  pochodnej  G'{x),  gdyż  funkcya  D[x)  występuje,  jako  czynnik,  tak  w  <r(x),  jak  w  G'(x). 
Funkcya  D{x)  jest  jednak  także  największym  wspólnym  podzielnikiem  funkcyj  G(x)  i  G*(x). 
Wspólny  podzielnik  wyższego  stopnia  musiałby  bowiem,  oprócz  wielokrotnych  czynników 
w  D(x)  się  znajdujących,  zawierać  jeszcze  inne  czynniki ,  któreby  były  wspólne  funkcjom 
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fljfji^a?),  co  jest  niemożebne.  Przyj  ąwszy  dalej,  że  n.  p.  czynnik  (a?— a)  zawiera  się 
wiąjwifkszym  wspólnym  podzielniku  nie  («— 1)  razy,  lecz  a  razy  (więcej  razy  ze  wględu 
U  bztalt  funkcyi  G(x)  niemożebna),  to  musiałby  czynnik  (x— a)  by ć  wspólnym  czynnikiem 
fakcyi ,  mieszczącej  się  w  nawiasie  funkcyi  G'(x),  a  więc  cala  funkcya,  w  nawiasie  t  i 
^ctA,  musiałaby  dla  x  =  a  stać  się  zerem,  co  się  jednak  stad  nie  może,  gdyż  pierwszy 
wyru  bfdzie  różny  od  zera. 

Funkcja  Z)(x)«=(a:— a)*-*  (x—b)P -1 ...  (x— Z)*-*  jest  więc  największym  wspólnym  po- 
iwlnikiem  funkcyi  Q(x)  i  jej  pochodnej   G'(x). 

A  sitem :  Największy  wspólny  podzielnik  funkcyi  całkowitej  wymiernej  G(x)  i  jej  funkcyi 
fś/duj  &{x)  zawiera  wszystkie  czynniki  pierwiastkowe  funkcyi  G(x)  w  stopniu  o  jeden  mniejszym. 

Największy  wspólny  podzielnik  funkcyi  G{x)  i  jej  pochodnej  G'(x)  nie  zawiera  więc 
lale  pojedynczych  czynników  pierwiastkowych  danej  funkcyi  G(x)t  a  natomiast  zawiera 
pfcójne  czynniki  raz,  potrójne  2  razy,  ogólnie  r-krotne  (r—l)  razy. 

i.  Warunek ,  pod  Jakim  eałka  funkcyi  ułamkowej  jest  wyłącznie  funkcya  przestępną. 
I  ostatniego  twierdzenia  wynika,  że  funkcya  całkowita  wymierna,  posiadająca  tylko  po- 
irkze  czynniki  pierwiastkowe,  nie  ma  z  funkcya  pochodną  żadnego  wspólnego  podziel  - 
b,  czyli  innemi  słowy  funkcya  całkowita,  wymierna,  posiadająca  same  pojedyncze  czyn- 
ili pierwiastko  we  jest  pierwszą  względem  swej  funkcyi  pochodnej. 

Chcąc  się  zatem  przekonać,  czy  dana  funkcya  posiada  wyłącznie  pojedyncze  czyn- 
ią pierwiastkowe  stopnia  pierwszego  ,  należy  wyznaczyć  jej  pochodną  i  znaleźć  największy 
■flny  podzielnik  tej  funkcyi  i  jej  pochodnej.  Jeżeli  tym  wspólnym  podzielnikiem  jest 
■keja  zerowego  stopnia,  czyli  liczba  stała,  względnie  1,  to  znak,  że  dana  funkcya  ma 
fbeznie  czynniki  pierwiastkowe  stopnia  pierwszego. 

Jeżeli  taka  funkcya  występuje,  jako  mianownik  danej  funkcyi  ułamkowej  właściwej, 
(całka  takiej  funkcyi  ułamkowej  składa  się,  jak  wiemy  z  art.  2.,  wyłącznie  z  funkcyj 
prrcmicznych,   względnie   cyklometrycznych ,  czyli  jest  wyłącznie    funkcya    przestępną. 

Z  tąd  wniosek :    Całka  funkcyi  ułamkowej  właściwej  yrf4  j**t    wyłącznie  funkcya    prze- 

|Mf  skoro  mianownik  Gn(x)  tej  funkcyi  nie  ma  ze  swą  pochodną  G'd(x)  tej  funkcyi  żadnego 
fAupo  podzielnika. 

&  Przykład*  Mając  ocenić  rodzaj  całki  w  postaci : 

r dx 

Ja;3+2a;J  —  i  —  2' 
■powadzimy  zatem  następujący  rachunek: 

G(x)=x*+2x*— x— 2,    G'(x)  =  ar'  +  4*-l. 
Celem    uniknięcia    spółczynników     ułamkowych    przy    wyszukiwaniu    największego 
ł&iego  podzielnika  funkcyj  G(x)  i  G'(x)  pomnóżmy  G(x)  przez  9,  a  otrzymamy: 
(9*3+ 18**-  9*-18) :  (&c*  +  4*-l)  =  Sx  +  2 
9x3+12*5—  3x 

-    -         + 

6*1—6* -18 
Gx*+8x-  2 

-        -     + 


-14*-16=-2[7a:+8] 
Pomnóżmy  3a5J  +  4a;— 1  przez  7'  =  49,  a  otrzymamy: 
(147a;ł-196tf-49):  (lx  +  8)  =  21x-52 
147*5+168x 


-364*-  49 
-364*— 416 

+ +     _ 

+367 

Bi0*(*)  są  więc   funkcyami  względem   siebie  pierwszemi.   Funkcya  G(x)  ma  więc  wy- 
pie  pojedyncze  czynniki  pierwiastkowe. 

W  istocie  jest  (a?*+2**— *— 2)= (x—  1)  (x  + 1)  (a>  +  2). 

Otrzymujemy  zatem: 

•    ~  ii' 


8  +  2z»  — *-2      x-i^  x  +  1T  x  +  2' 
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gdzi0:  A~  W  +  Am-l/^Ce*     B~Sx*  +  4x-l/*=-i= 2"' 

8*»  +  4*-l/*:=-2      8* 


a  więc : 


a.»4-2««  —  *  —  2       6    'a-l       2    '*+1^3    'a>  +  2' 
przeto: 

L+2at-iE-2B°łl0g(38+1)-łl08(a!+1>+Tl0g^+2>' 

"*h!  L+2»'-*-2"log     v/^+i~ + 

9.  Niektóre  uwagi  o  rozwiązywania  równań  liczebnych,  posiadających  sanie  tylko  jedno- 
krotne pierwiastki.  Równaniami  liczebnemi  nazywamy  równania,  których  spółczynniki  są 
liczbami  szczególnemi ,  dla  odróżnienia  od  równań  algebraicznych,  których  spółczynniki 
są  liczbami  ogólnemi.  W  tomie  I.  poznaliśmy  sposoby  rozwiązywania  równań  algebraicz- 
nych, pierwszych  czterech  stopni.  Równania  algebraiczne  stopni  wyższych  nad  czwarty 
nie  dadzą  się,  jak  dowiódł  Abel  (1817),  ogólnie  rozwiązać  przy  pomocy  działań  algebra- 
icznych, któreby  miały  byó  wykonane  na  ogólnych  spółczynnikach  tych  równań.  Z  tego 
powodu,  mówiąc  o  rozwiązywaniu  równań  wyższych  stopni,  mamy  zawsze  na  myśli  rów- 
nania  liczebne,  ograniczając  się  do  równań  liczebnych  o  rzeczywistych  współczynnikach. 

Przekonawszy  się  sposobem,  podanym  w  art.  6.,  że  dane  równanie  liczebne: 
G(x)  =  x*  -)-  Oja?»-l  +  ...  +  «n— i  x  +  a%  =  0, 
nie  posiada   pierwiastków   wielokrotnych,   a  tylko  same  pojedyncze  pierwiastki,  że  więc 
G{x)  da  się  przedstawić    w  postaci:   G(x)  =  («— *i)(a:— «j)...(aj — a«),  możemy    przystąpić   do 
wyznaczania  poszczególnych  pierwiastków  04,  oj,...,  a». 

Pierwiastki  te  mogą  byó  liczbami  rzeczywistemi,  lub  urojonemi,  parami  sprzężonemi. 
[Jeżeli  spółczynniki  równania  są  liczbami  całkowi temi ,  to  pierwiastkami  rzeczywistemi 
mogą  byó  tylko  liczby  całkowite,  lub  liczby  niewymierne,  zwane  liczbami  algebraicznie 
niewymiernemi.] 

Szukając  pierwiastków  rzeczywistych  równania  G(x)=0,  musimy  przedewszystkiem 
wskazać  granice,  między  któremi  leżą  poszczególne  pierwiastki  rzeczywiste  tego  równania. 

W  tym  celu,  podstawiamy  za  x  rozmaite  liczby  rzeczywiste  o,  b, ...  i  wyznaczamy  odpo- 
wiednie wartości  G{a),  G{b\ ...,  wprost,  lub  za  pomocą  dzielenia  Homera ,  jako  reszty  ilorazów 
G{x):(x— a).  Por.  tom  I.  str.  414. 

Odcinając  przyjęte  wartości  a,  6,  ...jako  odcięte,  a  wartości  G(a),  G{b),  ...  jako  rzędne 
punktów,  otrzymujemy  przybliżony  obraz  krzywej  parabolicznej  o  równaniu:  y—G{x). 

Jeżeli  przy  tern  okaże  się  przypadkowo ,  że  jedna  z  tych  wartości,  n.  p.  G{a),  jest  zerem, 
tedy  krzywa  przecina  oś  X-ów  w  punkcie  A(a,  0),  a  liczba  rzeczywista  a  jest  pierwiastkiem 
równania  G(x)=Q. 

Jeżeli  wartości  G(a)  i  G(b)  są  różne  od  zera,  to  na  podstawie  tego,  że  funkcya  cał- 
kowita wymierna  jest  funkcyą  ciągłą,  wysnuwamy  wniosek,  że  krzywa  y=€r(x\  między 
granicami  x=a  i  sc=6,  przecina  oś  se-ów  w  parzystej,  lub  nieparzystej  ilości  punktów,  czyli, 
że  między  granicami  a  i  b  znajduje  się  parzysta ,  lub  nieparzysta  ilość  pierwiastków,  sto- 
sownie do  tego,  czy  wartości  G(a)  i  G(b)  mają  znaki  jednakie,  czy  też  znaki  przeciwne. 

Stosownem  ścieśnianiem  granic  a  i  6,  możemy  szukane  pierwiastki  rzeczywiste  wyzna- 
czyć z  wszelką  żądaną  dokładnością. 

Wyznaczanie  pojedynczych  pierwiastków  zespolonych  danego  równania  możemy 
zawsze  sprowadzić  do  wyznaczania  pierwiastków  rzeczywistych  dwu  równań  o  dwu  nie- 
wiadomych. 

Kładąc  bowiem  w  danem  równaniu  G(x)  =  0  za  niewiadomą  x  liczbę  zespoloną  a  +pt, 
otrzymujemy :  G{x)  =  F(a,  P)  +  %  <I>  (a,  p), 

a  zatem,  na  wyznaczenie  *  i  P,  dwa  równania  o  spółczynnikach  rzeczywistych ,  o  dwu  nie- 
wiadomych a,  p,  w  postaci:  F(a,  P)  =  0,     <l>  (a,  P)  =  0. 
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Bliisie  ssccególy,  dotyczące  ściślejszego  oddzielenia  pierwiastków  (stosownego  ście- 
i  fcoró  granic  pierwiastków)  danego  równania  liczebnego,  jako  też  rachunku  liczebnego  pier- 
iHfitków  niewymiernych  poznamy  przy  zastosowaniach  wyższej  analizy  do  algebry. 

10.  Pnykład.  Bównanie : 

xh  4.  &»*— 2a>s-9**-lla>— 6  =  0, 

U stme  pojedyncze  pierwiastki,  gdyż  funkcya: 

G(x)= z*  +  8**— 2*»-9*»— lla>— 6 
pierwszą  względem  swej  funkcyi  pochodnej:  G'(x)^&x*Ą-  \2xz— 6**— 18»— 11. 
Podstawiając  za  x  rozmaite  liczby  całkowite,  otrzymamy: 

0(8)  =  830,  0(2)  =0,  0(11)  =  -24,  0(0)  —  -6, 
0(-l)«O,  0(-2)  =  12,  0(-8)=Oł  <?(-4)=-182, 
b  trzy  pierwiastki  całkowite  2,-1,-8,   a    więc   trzy   czynniki   pierwiastkowe  *— 2, 
i+!,  x-f8,  których   iloczyn  daje   funkcyę:  »3  +  2xł  -  Ba?— 6.    Podzieliwszy   funkcyę   0(x) 
funkcyę  x%Ą~2x%— 5«— 6 ,  otrzymujemy  iloraz  »' +  ob  +  1,  a  więc  pozostałe  dwa  pier- 

,                                        1    ,    .  Y/3            1       »V3 
lwspolone:  ~~2+%~2~'   ~  ~2 2~* 

Jest  zatem: 

X5  +  3**_2a>»— 9**— 11*  -6  =  (a?-2)  (a?  +  1)(*  +  8)  (**  +  *  +  1). 
Całka  funkcyi  ułamkowej  właściwej,  której  mianownikiem  jest  funkcya: 
a-s  +  8jt*  -  2*»-  9*>- 11*  -  6 
fiatem  wyłącznie  funkcya  przestępną. 

1L  Całkowanie  funkcyj  ułamkowych,  których  mianowniki  mają  czynniki 

ikbkrotne.  Jeżeli  mianownik  funkcyi  ułamkowej,  właściwej     J"    '  (w<n), 
a  czynniki  wielokrotne,  a  więc  przedstawia  się  w  postaci: 

Gm(x)  =  (x— a)a(x— bf  ..(a?— I)*,  gdzie  a+/3+...+^=»n,  natenczas: 

<?,(*)     (a;—  a)«"^  (z- a)"-1"*" *'*"*"*— a"*" 
+ + 


tern: 

(G»(X)  ■,  -^a  -^a-1  -^2      i     >i   i        /  x 

fc^*-  -  (^rć=^-(a=-2)(*-«)->-  -  -^_i+Alog(*-a)- 


0?— 1)  (s-ft)"-1     0»— 2)  (x— bf 


qE: 


C^J  (&=£(*) +^  log  (s-a)  (9) 

J  0^-^(0?) 


Biń  £(z)  jest  funkcya  algebraiczną,  wymierną,  2  Alog(x— a)  jest  funkcya 
peitępną. 

Całka  nieokreślona  funkcyi  ułamkowej,  której  mianownik  posiada  czyn- 
ni wielokrotne ,  składa  się  zatem  z  dwu  części ,  z  części  algebraicznej 
'icseści  przestępnej,  złożonej  z  logarytmów. 
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W  przypadku  pierwiastków  urojonych  mamy  co  dwa  pierwiastki  sprzę- 
żone o  tej  samej  wielokrotności:  a=*a  +  /ft,  b  —a  —  pi\  odpowiednie  ułamki 
częściowe  mają  postać: 

P+iQ  P—iQ 

(a?— o— piy*    (x—a+(ti)r1 

są  również  wyrażeniami  sprzężonemi,  a  ich  całki: 

1_        P+iQ  1 P-iQ 

r—l  (z—a—piy-1  '         r— 1  (x—  a+pi)'-1 

dają  sumę  rzeczywistą  w  części  algebraicznej  szukanej  całki. 
W  części  przestępnej  zaś  mamy: 

1  «c— et 

log(z—a—pi)~  -g j- log [(a—a)2+/J2]  +  śarc tang— ^- ; 

zatem  sumę : 

{P+iQ)log{x-a  —  MHP-*Q)log(x--a+pi)- 

-Plog[(x-a)2+/J»]-2Carctg^, 

złożoną  z  funkcyi  logarytmicznej  i  funkoyi  cyklometrycznej. 

12.  Warunki,  pod  jakimi  całka  funkoyi  ułamkowej  jest  ciysto  algebraiczną.  Z  wzoru  (9) 

poznajemy,  że  całka  funkcyi  ułamkowej  7/7-^  jest  czysto  algebraiczną,  skoro  spółczynniki 

Aiy  Ą,...,  Z*  są  wszystkie  zerami. 
Kładąc : 

otrzymujemy,  jak  na  str.  669.  Tomu  L,  na  wyznaczenie  spółczynników  At1  St, ..., Z*,  wzory: 

A*-    (a-l)!  /    /f|""    (p-l)|    '"•1*—   (X— 1)1    * 

Spółczynniki  -4,  B, ...,  Z,  określone  powyższemi  wzorami,  nazywają  się,  według  Cauchy'ego 
resztami,  albo  res  i  d  u  a  m  i  funkcyi  wymiernej : 

^  '  ~  Gn  (x)      (*-a)«  (*-&)? ...  (*- J>* ' 

odpowiadaj  ącemi    różnym   między    sobą    pierwiastkom   mianownika    (?«(»).    Mamy    zatem 
twierdzenie : 

Całka  funkcyi  ułamkowej  jest  czysto  algebraiczną,  skoro  wszystkie  jej  reszty  (residua)  są 
zerami. 

13.  Rozwiązywanie  równań  liczebnych  o  pierwiastkach  wielokrotnych.  Przypuśćmy,  że 
dane  równanie  liczebne  n-go  stopnia  G(x)  =  0  posiada  pierwiastki  wielokrotne ,  że  więc : 

G(x)  =  (*-a)«  (*— b)P . ...  (*-*)*(*-  |)A , 

natenczas  największy  wspólny  podzielnik  Ą(a?)  funkcyi  (r{x)  i  jej  pochodnej  #'(*),  ma,  jak 
wiadomo  z  art.  6.,  kształt: 

Ą(*)=  (ar-a)*"1^  -  &/-1 . ...  (»  -  fc)*-^*-*)*-1. 
Oznaczmy  największy  wspólny  podzielnik  dwu  funkcyj  znakiem  NWP,  to  napiszemy : 

Dl(x)^NWP[G(x)i  &(.)]. 

Funkcya  Dx(x)  ma  znowu  swoją  pochodną  D*i{x\  a  ich  największy  wspólny  podzielnik 
2>i(a>)  przedstawi  się  w  postaci : 

Dt(x)  =  (a>-a)*-2  (*-  i/""2  ...  (x  -  l)M. 
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Pomyślmy  teraz  sobie,  żeśmy  w  danej  funkcyi  G(x)  zebrali  wszystkie  pojedyncze 
Bynniki  pierwiastkowe  w  jedną  funkcyę  UXl  wszystkie  podwójne  czynniki  pierwiastkowe 
r  jedną  funkcyę  Ut  ...  wszystkie  r- krotne  czynniki  pierwiastkowe  w  jedną  funkcyę  Ur,  gdzie 
*  jest  wykładnikiem  największym,  natenczas  możemy  funkcyę  Q(x)  przedstawić  w  postaci : 

0(x)=  ux.v\ .  u*s ....  brrz\ .  K-  (W) 

Otrzymujemy  tedy  powyżej  wyprowadzone,  największe  wspólne  podzielniki,  w  postaci: 
Dr-\(x)=  Ur 
Dr-%{9)=*V*r.   Ur-l 
Dr-.z{x)mmU*r.   l7V_i.   I7r-J 


Dt(x)  =  CTrr-i .  DJ-J .  £C-»  ...  u*3  .  v%i  przyczem : 
G(x)=Urr.  Djrj.  &£»  ...  tf3, .  ^,  •  Vu 

i  stąd  dostajemy  poszczególne  funkcyę  U,  wyrażone  przez  największe  wspólne  podzielniki 
fy\  w  postaci: 

Pr  — 2V-l(*) 

Dr-2(»)  ZV-l(g) 

tf*r  DV-1(X) 

jj  Dr-Z  (x)    __  Dr-Z  (x)  .  Z)*r-1  (x)  __    Dr-Z  (*)  .  Dr-1  (a?) 

r    ,aBłl^r"l7V-.i        Z>sr-H*).DV-2(a:)  D1,--^*) 

Dr-l(*).  Dr-łCg) 

^ 5V=^j 

(U) 


i  w  końcu : 


_  Ą(«).Ą(») 
g(*).-P,(«) 


Wyznaczywszy  zatem  metodą  Euklidesa  kolejno  największe  spólne  podzielniki:  Ą(«), 
tyj,-.ZV(:r),  tak,  że: 

Dx{x)=NWP[G{x\  G\x)] 


Dr(x)  =  NWP[Dr-l(x),  Z>'r-l(*)] 

■fcay,  na  mocy  wzorów  (11),  wyznaczyć  wprost  czynniki  jedno- i  wielokrotne  Uu  #i,...,  Ur 
•*j  funkcyi  G(x),  przedstawionej  w  postaci:  (?(*)-=  Ut.  U\.  IPS. ...  l/rr. 

Bozwiązanie  równania    G(x)=0  sprowadza  się  zatem  do  rozwiązywania  r  równań: 
1^  =  0,    tf,=0,...,  crr  =  o, 
łbdrych  każde  ma  tylko  pojedyncze  pierwiastki,  między  sobą  różne. 

Równanie  Ut=0  podaje   tedy    wszystkie   pojedyncze,  17,  =  0   wszystkie    podwójne, 
&"0 wszystkie  r-krotne  pierwiastki,  występujące  w  równaniu  (?(*)=  0. 

14  Przykład*  Dane  jest  równanie : 

£(*)=  *6— 5*8+  5**  +  13a!8-94a>»  +  28x-8  =  0. 

Chcąc  zbadać,  czy  to  równanie  ma  pierwiastki  wielokrotne,  szukajmy  największego 
"Pfoego  podzielnika  funkcyi  G{x)  i  jej  pochodnej  G'(x)  =  6x*—2bx*+20x*  +  89x*—G8x+2S. 

Aby  uniknąć  spółczynników  ułamkowych  przy  dzieleniu  G(x)  przez  G'(x),  pomnóżmy 
taeyc  G(x)  przez  6* =86,  a  otrzymamy: 

»V-I8at*+ 180**  +  468x»-1224*>+  1006«-288) :  (6x5-  25**+  20r8+  89x'-6ar+28)= Ge— 5 
■^lMb*+120**+284*8--408*>+  168* 

IL±  +  + 

-ttr*  +  60 ar*  +  234x8-  816**  +  840*-288 
-80**+ 125**  —  100*8- 195*' +  840*- 140 

+  +  +  -  +_  _ 

-66**   +8S4*8  -  62i**  +  500&-148  " 
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2     [(-!)-+' 

2r+lL2(s+l)   r 


(m+l)rc  mrc 

*  cos  ^ — -Ą C08  : 


*"•  2     f(—  1)m+1  .  2r+!  2r+l 

-  +  ...+ 


a-Jr+i  +  l  2r+lL2(a!+l)   T       .  * 

X —  aa;  cos 


2r+l 


(2r— l)(m+l)ji  (2r-l)*n«  | 

.    gC°8  2r  +  l  -C08L-27+I-| 

2r+l 

— *-<&>     składają     się      więc 


z  całek  kształtu: 


(m+l)kn  mkn 

x  cos cos ~     j     ,  ■» 

Ax+B 


-*-fcś£v- 


n 

,  .                                 .            (m+l)kn       _  mkn 

gdzie :  -4—  cos —  ;     2?=  —  cos  — :7—  , 


n 


«  =  —  2  cos ,  0«-l, 

które,  na  mocy  wzoru  (3),  przedstawiają  się  w  postaci: 


(m+l)kn  mkn 

x  cos  — cos 


x% — 2#cos \-l 

n 


n      7 

dx  = 


=  -£-  cos  -  1~~  f  ~2     ®~  — 


■ — - log  la;2— 2a?cos — Ł"1)"" 


kn 
.  x  —  cos 

—  sin  (m+  i)       arc  tang r h  K 

sin 
w 

Otrzymujemy  zatem  całki  szukane,  w  następujących  postaciach: 
fa?"  ete       1  .      ,       ,N      (-  l)m+\      ,    ,  -x  , 

X)  35^1-  -g^g(.-u  +  Sr"  log(*+D+ 

1     xii          (m-fl)for  /jo  **.i\ 

+  2r  ^oos '- >g  ^2-2a:co8  — +  1J- 

kn 
1  *=r~1         /     ,  ju  a;  — cos  — 

-  ?    2   8in    "    r  arCta°g       ,    Jen  "  ' 

*=1  sin  — 

r 

f  «"d«  1  , 

2>  1^-H=l=27+Il0g(a:-1)+ 

1     4ej       («M-l)5tt»  ,      /.     0  2A«         \ 
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_  2kn 

(m+l)2ht        .         X     °°S2r+l 


-<fr+lg8m      2r+l      arCtang       .      Ste 
*=i  sin 


2r+l 

ter 


(2*— 1)« 


42 


.    (m-fl)(2A— 1)«       .         *      C08"     2r 

,  t  sin  27 arctan* T-(2^i>F; 

*=1  8111- 


2r 


co8(m+l)(2*-l)«ł_  ^2     0_  <8ł-l)* 


'log(.»-teoo.<£=£+l)  + 


2r+l 

2(ft-l)tt 
,       2      ^     .    («-L.l)(SJł-l)*       A         X~ C0S    2r+l 


2r+l 


4  Sprowadzanie  funkcyi  ułamkowej  do  najprostszej  postaci.  Mając  daną  funkcyę  wy- 
mierną, ułamkową  w  postaci  ilorazu  dwu  funkcyj  całkowitych,  wymiernych  Gm(x) :  Gn(x), 
należy  zawsze  zbadać,  czy  ta  funkcya  jest  sprowadzoną  do  najprostszej  postaci,  t.  z.  czy 
licznik  i  mianownik  tej  funkcyi  nie  posiadają  żadnego  wspólnego  podzielnika ,  przez  który 
moźnaby  daną  funkcyę  uprościć.  W  tym  celu  należy  wyznaczyć  wspólny  podzielnik 
funkcyj  całkowitych,  występujących  w  liczniku  i  mianowniku  danej  funkcyi  ułamkowej, 
a  w  przypadku  istnienia   takiego    podzielnika    należy   daną   funkcyę  przez  niego  uprościć, 

11  V'  x*+2x*+x  ~    •  (•4-1)*  ^+^'Zatem  J««  +  2*»+*      ~J5v+*       " 

5.  Największy  wspólny  podzielnik  dwu  funkcyj  całkowitych,  wymiernych  możemy  wy- 
znaczyć, bez  rozkładania  tych  funkcyj  na  czynniki  metodą  Euklidesa,  stosowaną  przy  wy- 
szukiwaniu największego  wspólnego  podzielnika  dwu  liczb  całkowitych. 

Niech  będą  G{x)  i  #,(•)  danemi  funkcyami  całko witemi ,  dla  których  wyszukać 
mamy  ich  największy  wspólny  podzielnik. 

Przypuszczając,  że  funkcya  G (•)  jest  n-go,  Gx(x)  zaś  m-go  stopnia,  przyczem  n<m, 
podzielmy  funkcyę  G(x)  -przez  funkcyę  Gt{x),  a  otrzymamy  na  iloraz  funkcyę  &(•),  stopnia 
'•«— »}-go,  a  na  resztę  funkcyę  rx(x)  stopnia  najwyżej  (ro— -l)-go. 

Będzie  zatem  :  |^  -  ft  (*)  +  g«  , 

czyli :  <?(•)= q,{x) .  Gt (•)  +  r,  (•). 

Dzieląc  teraz  pierwotny  dzielnik  Gx (•)  przez  resztę  rt(a?),  otrzymamy  pewien  iloraz 
?i»,  oraz  resztę  rj(ar),  funkcya  całkowitą ,  stopnia  najwyżej  (m— 2  -go : 

^W=nW-  ft(*)  +  **.*)• 
Powtarzając  wskazane  działania ,  otrzymamy  kolejno : 

rt(x)  =  r%(x) .  qt(x)  +  r3(«), 
rt{x)  =  r3(aj) .  &(»)  +  r,  (*), 


ogólnie :  f>  - 2 (*)  ^-i  (•) .  q(l(x)  +  r^aj) , 

gdzie  rrfp)  będzie  funkcya  całkowitą ,  stopnia  najwyżej  (m— (*)-go. 
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(f»+ 1)  n  ttm 

*■ 2     \(-ir+i  .X0°B    2r+l   ~C0827+I 

a-sr+i  +  1  2r+l[2(x+l)   f       ,     „  *      ,.      +'"  + 

L      V  X1—  2«OOSS TT  +  1 

2r+l 
(2r— l)(ro+l)jr  (2r-l)»ww  f 

,  xcoa-    arii—  C084r+i i 

T^ (2r-l)^  ,  , }  <7> 

a;2—  2a?co8    ..    t  ;    +1  J 

2r+l 

Całki  funkcyj  ułamkowych  kształtu:    \— +  dx}     składają     się     więc 

z  oałek  kształtu: 


(m+l)fat  mkn 

x  cos cos 


n     ,        f   Ax+B 


dx 


Jx*+px+g 


2     o          ***  •  i  JsM-iw+y 

a;2— 2xcos ^1  ^    '  * 

,  .  A  (m+l)Jcn      _  mfor 

gdzie:  4=  cos — ;     2?=  —  cos , 

n  fi 

1?  =  —  2  cos ,  Z^h 

n 

które,  na  mocy  wzoru  (3),  przedstawiają  się  w  postaci: 

(m+l)kn  inkut 

x  cos  — cos 

n  n     j 


x* — 2scos hi 

n 


1  (m+l)hn 

"2-  cos  " 


log  la?2— 2#cos Ł"*)"" 

hn 
7  a?  —  cos 

—  sm  (m+  i)       arc  tang t h  G 


sin 
n 


Otrzymujemy  zatem  całki  szukane,  w  następujących  postaciach: 

Jxmdx        1  (—  l)m+* 

rfF=3-  -^log(*-l)  +  l_^_log(*+l)  + 

+  27  Jjcos ^JT :>g  ^2-2a;cos  — +1J- 

for 

*=r-l  ?  X  —  COS   

— r    2  81n r. ar0taDg-     .    kn      ' 

*=1  8111  — 

r 

f   a?"da:  1     .      ,       ,.  , 

2)  3^+^l=27+il0g(a:-1)+ 


86  — 

2kn 


X—  COS; 


(m+l)2fcr        .  2r+l 


-  27+1  ^ 8m      2r+l      arCtaDg 


.      2kn 

SIU; 


2r+l 

tar 


ov       C  afdx  1     ^         (ł»+l)(2fc— 1)*,     /.      _         (M-IJs.A, 

(2A— 1)» 


+  4-2 


* — 008- 


.    (m+l)(2*— l>t       .  2r 

sin   ^ —  aro  tang  - 


r   **  2r  6  (2<fe-l)*  ' 

k-i  sin  ^ =-i- 

2r 

4)  3^n=-27+rlog(a;+1)- 

1      4n         (>n+J)(2*-lw        /  (9*-l)»  .  i\  L 

-  27+ i  2  C08  — 27+T lo*  (*'-  2* °°8  "Sr +F  + 1 )  + 


*=1 

,       2      ^3     .    (ro-J-l)(2i-l)rc       4         *      C0S    2r+l 
+  27+1Ś  im-      2r+l arCtang--T2A-l)^- 


2r+l 


4  Sprowadzanie  funkcyi  ułamkowej  do  najprostszej  postaci.  Mając  daną  funkcyę  wy- 
mierną, ułamkową  w  postaci  ilorazu  dwu  funkcyj  całkowitych,  wymiernych  Gm(x) :  Gn(x)y 
należy  zawsze  zbadać,  czy  ta  funkcya  jest  sprowadzoną  do  najprostszej  postaci,  t.  z.  czy 
licznik  i  mianownik  tej  funkcyi  nie  posiadają  żadnego  wspólnego  podzielnika ,  przez  który 
możnaby  daną  funkcyę  uprościć".  W  tym  celu  należy  wyznaczyć  wspólny  podzielnik 
tankcyj  całkowitych,  występuj  ącj^ch  w  liczniku  i  mianowniku  danej  funkcyi  ułamkowej, 
a  w  przypadku  istnienia    takiego    podzielnika    należy   daną    funkcyę  przez  niego  uprościć, 

Łp**a+2*'+*  ~~~     x(x+l)2  »»>*'  Zat6m  J^  +  2*»+ *       ~  JJ?+*       " 

5.  Największy  wspólny  podzielnik  dwu  funkcyj  całkowitych,  wymiernych  możemy  wy- 
znaczyć, bez  rozkładania  tych  funkcyj  na  czynniki  metodą  Euklidesa,  stosowaną  przy  wy- 
szukiwaniu największego  wspólnego  podzielnika  dwu  liczb  całkowitych. 

Niech  będą  G(z)  i  Gx(x)  danemi  funkcyami  całko witemi ,  dla  których  wyszukać 
mamy  ich  największy  wspólny  podzielnik. 

Przypuszczając,  że  funkcya  G(x)  jest  »-go,  Gx(x)  zaś  m-go  stopnia,  przyczem  n<tn, 
podzielmy  funkcyę  G(x)  przez  funkcyę  Gx{x\  a  otrzymamy  na  iloraz  funkcyę  g,(a;),  stopnia 
»-»)-go,  a  na  resztę  funkcyę  rt(x)  stopnia  najwyżej  (m— l)-go. 

Będzie  zatem  :  ^  -  qt(x)  +  ^  , 

czyli :  <K*)=9i(*)  •  G\  (*)  +  rt  (*)• 

Dzieląc  teraz  pierwotny  dzielnik  Gx(x)  przez  resztę  r,(x),  otrzymamy  pewien  iloraz 
fc*),  oraz  resztę  ra(ar),  funkcya  całkowitą,  stopnia  najwyżej  (m— 2 -go: 

Powtarzając  wskazane  działania ,  otrzymamy  kolejno : 

rt(x)  =  r,(x)  .  q3(x)  +  r^), 
r%{x)  =rs(x) .  qi(x)  +  r,(x), 


ogólnie :  f>  - 2  (x)  ^r^  (aj) .  q^x)  +  r^x) , 

gdzie  rrfx)  będzie  funkcya  całkowitą ,  stopnia  najwyżej  (m— p)-go. 
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zatem:  x=a.    — ,    skąd  wypada:     <&&«*— r^, 

a  zarazem  ar — oP^tz rv 

(I-*)2 

Wobec  tego,  dana  całka  przedstawi  się  w  postaci: 

J(*ł— a1)-""  3  (1-*)*    '   22*.a2*.**       (2a)2— 0        a*  ' 

którą  łatwo  scałkowaó,  rozwijając  licznik  (1 — #)2*— 2  według  wzoru  Newtona. 
Mianowicie  otrzymujemy: 
(!_,)*.->      i       /a»_av       1       /2n-2v       1_  ,^^»-2\     1  + 

+(-i)-(*7")+.+(fci-,,)---fVa)--+r'. 

czyli : 

*--^-(>^(V)£H+(V)[^-H+ 

a  zatem  : 

+(2v2)„4-8{-'-^!--H-(-«-(2;_-22)Kł}+(-»-'Cr--,2)'»- 

jC  —  CL 

Zastępując  teraz  z  przez ,  otrzymamy  wzór: 

C      dx  1      r    1    //s-qy-1     /ag+gy-M      /2n-2\      1    f/s— a\«-2 

J(p— a"2)"8"  (2a)2"-1  In— 1  lU+W  U— J      '      V     1     7'w^Hs+a/ 

.  /     łXll  4        1        /2n— 2\.      x — a     „ 

19.  Całkowanie  funkcyj  ułamkowych  za  pomoeą  wzorów  redukcyjnych. 

Jakkolwiek  w  rozkładaniu  funkcyj  wymiernych,  ułamkowych  na  ułamki  czę- 
ściowe, posiadamy  ogólną  metodę  całkowania  funkcyj  wymiernych,  to  jednak 
metoda  ta  połączona  jest  często  z  mozolnemi  rachunkami,  zanim  dojdzie  się 
do  wyniku  Z  tego  powodu  wyprowadza  się  za  pomocą  metod  elementarnych, 
najczęściej  za  pomocą  metody  całkowania  przez  części ,  opartej  na  wzorze : 
fttdv=~uv — fvdu,  dla  poszczególnych  typów  całek  odpowiednie  wzory  reduk- 
cyjne, które  wyznaczanie  całego  tego  typu  całek  sprowadzają  do  wyzna- 
czania całki  możliwie  najprostszej,  względnie  do  całki  zasadniczej. 

? j-j-= — -j—r-.  Kładąc  ax*  +  bx  4-  c  =* X 

i  uwzględniając,  że: 

a-m  —-  —  xm- *[or  J~  bx  Ą-  c—(bx  +  c)]  =  —  »»— 2  [X— Jas— c], 
otrzymujemy  wzór: 
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Celem  wyznaczenia  całki :  J      -— -  dx=fx*—* .  X-  r+i  dx, 


połóżmy:                 I  a  zatem: 

l  xm  -  * 

an»— Jcte  *-du    ■      *  = 

;  m—l 

X-M-l  — f>           |  <fr=  —  (r—l)X-rdX 

enczas,  otrzymujemy  wzór: 

r— 1  f  ajm-UI 


Jx>*-*dx  #*-i  r— 1  f  i 

rZ^T"  "*  (m"=4)X^l  +  m~=l  J  " 


Xr       » 

iry,  ze  względu  na  to ,  że  dX=(2oa?+ &)<*»,  sprowadza  się  do  postaci: 

r—l) a  C&*dx  t  (r—  l)b  fa?*-* 


rg»-*dąg  **»-i  2(r— l)o  fa^cte      (r— 1 

J    Xr-i    ^(m-l)Xr-l+    m-1     J    X'   +~m~= 


lJ    P 


Wobec  tego,  na  podstawie  wzoru  (17),  otrzymujemy: 
'***_        *  a?"1-1   ,  2(r— 1)  fa*»rfar       r— 1    6^   rjm-itfg        b    Cx*-*dx       c  Cx**-*dx 

!"'P      (»-l)«  Xr-l  +   m-1  J    Xr~*  m-l7  J~~X>  T  J      X'~~      TJ       x~ 

iitąd: 

V        »-l/  J    X'        («-l)ai^+l«-i       7aJ      X'  iJ"T'"' 

■ten  wzór  redukcyjny : 

[****_  _  _     1 *~-l        _^»0*_  f««-«    ,  _        (»-!)*       f*»»-**r 

JIf        (m-2r+l)a  *  Xr-l  "r(m-2r+l)aJ    X"  (m_2r+l>»J~    X"    '»    W 

.  ,  Cxmdx  Cxdx      C  dx 

nory  wyznaczenie  całki:  J—    ,  sprowadza  ostatecznie  do  całek:   \    ■     i  J    -  -,   czyli    do 

fgdg^    1     r2aa?+&  6    f  dx 1 b   fAr 

J  Xr        2a  J      Xr  2o  J  X'  ~~     2a(r-l)X'-i       2o  J  X'  '  (19> 

Możemy  wiec,  nie   rozkładając  funkcyi    --  na  ułamki  proste,  całkę  \        —  o  całko- 

XX  «J    Xr 

idx 
-jFp  o  wykładniku 

■=0.  do  której    możemy   znowu   stosować   wzory   redukcyjne  (16)  i  (16')  wyprowadzone 
*  irt  16.  str.  27.  Wykład  II. 

W  przypadku  m  =  2r—  1,   otrzymujemy,  na   podstawie  wzoru  (17),   wzór  redukcyjny 
•postaci: 

rxir  -1  1    fx2r-3  b    fx2r-2  c    f  a*r-  3 


dar. 

X' 


JP    M       ą  J  X'-l  a  J    X'  a  J 

21.  Zastępując  we  wzorze  (18)  m  przez  — m,  otrzymujemy : 

J  x*  A>  ~~  (-m~2r  +  l)a  *    a*H-l  X'-l    +    (—  m  -  2r  +  l)a"  J  a*«+i  X' 

(_m_2r  +  l)a  J  arm+2Xr   '     Wię° 

[     &      =_         1 1 (r  +  m)b   C       dx        _  (m  +  2r-l)Q  C     dx 

J*H-*X'  (m  +  l)c    s^+llr-l  (w  +  ljJ^+l^  (»»+l)c      J»mIr' 

tyl,  zastępując  m -f  2  przez  m,  otrzymujemy  wzór  redukcyjny: 

L*L     -         1  "I  (r  +  m-2)6  f       (to  (m  +  2r-3)a  f        <fa  ^ 

]*Ir  =      (»-l)cx«-iIr-i  (m— l)c       J  ««-lXr  (m-l)c      J   ^-U''  '    v     ; 

^y  wyznaczenie  całki  J — -  ,    w   przypadku   m>l    sprowadza   ostatecznie  do  całek: 

£     .  f  dx 


t.Ir   *JXr 
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— =r  ,  możemy  znowu  zastosować*  wzór  (17). 

Kładąc  w  nim  »«1,  otrzymujemy  : 

ixdx   1    C     dx  b    P  dx         c   P  dx 

skąd  wypływa : 

C  dx   \    C     dx  b   P  dx         a   C  xdx 

a  ze: 

P  xdx  1         b  C  dx 

J"^"*"""    2a(r- l)JTV-l    ~~"2aJlF~' 
przeto  otrzymujemy  wzór: 

J  *X'~~    2(r~l)<J  '-Tr-l^    6  J    xXr-l  2c  J  X'  '  t22) 

f  aa;  p  cŁd        p  efcc  Cdx 

który  wyznaczenie  całki  J — =rr  sprowadza  do  całek  J — —  i  J-^rt  czyli  wprost  do  całki  \  — , 

gdyż  na  podstawie  wzoru  (21)  mamy: 

Cdx 1    P  dx        b   Cdx        a^  Cxdx 

Ji~X~~T  J~x         e  J  ^""TJlf  ' 
skąd ,  ze  względu  na  to ,  że : 

P  xdm        1     .      ^      b   Cdx 

otrzymujemy : 

Cdx        1  .  6    feto         1.       r.     if(fe 

J^7lo^-7J-x-¥lo«I+2"Ji» 

czyli : 

P  dx         1    .       x»  6    P  o* 

Jxm  dx      P     dx 
y#.    i   \    m  Yr  przy  dowolnych  cał- 
kowitych wykładnikach  mirza  pomocą  wzorów  redukcyjnych  sprowadzić  do  całki  typu : 

idx         P  dx 

~X   ^  J  ax*  +  bx  +  c* 


ćwiczenia   III. 

^   P       x*dx  ...      »  — 1   ,    V/2~  .  x 

2>  3  *'  +  *»-2  °1/aloga!-TI4  -3-  aretang  ^  +  A 

8)  \  -r A  «=  .— j  log  — - h  o  j  arc  tanS \"  °- 

'  Ja4—  x4      4a*     °a  — x      2a2  °    a 

JN   f  2x»  —  8aJ  .  1   .      x  -  a  ,     5  .  *    .    - 

4)   \ i 7—  dx  *= j—  log  — : h  Ti—  aretang \-  C. 

'  J     x4— a4  4a      &  a?  +  a  T    2a  e  a    ' 

6>  I^=¥lo^+1>-łlo*^7i:=^1+ warctang  w + a 
7)i^i=i-lo*(*-1)  4lo«^^+7+!-^arctangvr+<7* 
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8>  Sirzi-  v»lo«  i +1  ~  ł arotang*  +  a 

..  r  &  i        i  +  x\/2+*»       i  *V2,.,, 

10)  J-* »      log  V*C^-I+-1+  4=  arctang  *Ą  +  a 

'J**+l      2Y/2      *»*»+*V2+l     2\/2  *l-x» 

U)  I   ,    .  ==  c- log ;        '    .    !  - -pr arctang,       ,  +  C. 

,*f_*L_  l     ,      l-t-*V8"+*1  ,    1         t  3x(l-x«) 

18)h3  +  6i>-+&+T  =  4-2  +  l0g(a,+  1)+C- 

U,JiwWW^^Ti+3l0g^+     8     arctang  ^  +  C. 
pf  <**_  ___J_   ,   _1   i  (g+l)>8(^ł-~   '   °x 


13  ^  2*-l     t    ^ 

arctang  —      -  +  C. 


45V/ll  V/n 

ft  p*  +  1x*  +  6*  +  2J  1    ,_      (*  +  l)\/V»"     ,    „ 


■»  fe^S?- W+i) +  lo*  v/"~+r + * 21)  HS-  ^=log  ^ + a 

«„.  f z*dx  1  *»—  9  „.    f  6xs<Łr  x«  ,    - 

~]  J*«-10x»  +  9   =  24  l0g  x'=T  +  C'  ^  J(6T7x*)' =  ~6(6=W 

"JJ*»(5  +  S*')ł  —  2610g        x*  6*3(6  +  8x>)  + 

M^-=Velog^+C. 

^Vw=t1o«ttW+c-  28)K(5xt+3)°f8lo^T3-+ć'- 

«...  f      12<Łt  11,  *e      ,   „ 

S,h^r2T=  x^  ~  2   l0*  x«^2  +C- 

«if       MŁr  r      1    ,   12-1         1  ...    ,      6-6x 

<i\f        *3<Łe  *!-2  ,   V/3        .        2x'-l 

*))>--,i+iy  =  6(«»-*s+ir+  9  arctan«  yś  + 

Wyprowadzić  następujące  wzory  redukcyjne: 

J*»(a  +  &r)    ~~  ~~  a(m— 1)  x»-i "~  a  J  "  "*^^i"(a  +  bx)    ^m  "*    ^ 


f  <ir  1 

PKyczem    \ — 7 —  = log 

J    x  (a  +  bx)  a       ° 

|      •  tatjbki.  Wykł.  matem.  I.  Tom  II. 


aĄ-bx 


x 


_-.    +c. 
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^  J  x (a  +  fcx)«         o(n-l)  (o  +  te)»-i  +  a  J«(«+  &*)»->'  ^  *  ^ 

34)  fa+>*>-  **=  (a\b*>  +ay°+tey>-j  dx>  (M>0), 

przy  czem    l dir  =  a  log  x  +  fcr  +  & 

'  J        x»»»  a(m—  I)**"-1  ^       m- 1  aJ      ar»"-l  v 

36x   f ** ^ 1_ _  m  +  n-2  b_  C  dx 

'  J  x«(a+&x)»  a(m— l)x'»-i(a-ł-6*)«— *  m—l       a  J   x"»  (a  +  bx)*~i  ' 

«7x    f         <**  _* .       2w-3       f  d* 

;J(a+fcr2)*       2a(n-i)(a+&x2)»--l~1~    2«(fi-l)    J  (a  +  6*2)»-i ' 

przyczem  j__  =  -^arctang  ^+0;  J-^^-—  log  y^^^  +  * 

*>  J^+^  =  6^T)-TJ  i  +  to»  .Puczem  J^,=  ^  log  (a  +  k,«)  +  O. 

C    *m<*r     _   1    r      x"»-2dx  g   r»  &*-*dx 

'  J  (a +  *>**)«  ~~  IJ(a  +  fcr2)«-l        T  J  (a+  &**)»  ' 

im   C  dx _1_ ft(2n  +  m-3)r  ds 

;  Ja;"1  (a  +  bx*)n  *~     a(m-l)*m-i  (a+fcr2)"  o(m— 1)      J  xm-l  (a  +  fcr*)«  " 

Jdx  x  Sn— 2      C  dx 

Ja  +  bx~*Y~  =  8a(»  - l)(a  +  te^i  +  8a(n-l)  J  (a  +  te3)"- i'  Przyczem 

3a+to3  =  ^U^^Xx  +  X»  +V/BarctaDg^—  J  +  (7,  gdzie    X-^[r 

Wyznaczyć  NWP  licznika   i  mianownika  następujących  funkcyj  ułamkowych,  wy- 
miernych : 

x*-2x3+3*  2-2*+l  **  +  !  ar3-gł~8a;4-12  **-7*3-22a?*+ 139* +105 

x*-l  *       '  *14>  1'      '  *3+  4*2-  8x- 18*  4  '  i*  -  8*3-ll*2~+ 116*  +  70" 

x*-2x*-2x*+4x*-{-x-2  x8  +  6x6-8x*+l 


ar&4_2a;4_2*3-8*2— 7x-2'       ;  xii—  7*10-  3x8-3x2  -2  * 

*•  +  64a*  *■-« +  (»-!) 

;     (*  +  2a)*  -  16a»    '      j  w*«+i--(fi+l)x«+l' 

Następujące  funkcye  wymierne ,  ułamkowe  przedstawić  w  najprostszej  postaci  i  wy- 
znaczyć ich  funkcye  pierwotne: 

dy        (•»-8*  +  16)(*»+fe  +  16) 


51) 


da?  *2— 25 

dy      (x-~l)(*-2)(*-3)  (x-4)  (a;- 5)  ~  760  (*-6)  +  120  (*-7) 
dx=*  (a,_6)(i-7) 

dy^_  (,»-,+  l)(gM)  dy_a:3+2a:2-a?+6 

'  dx  x*+  a?2+  1  ;  dx        a:3-.x«"+  4a:-4  * 

dy  __ 9s3+  53a;a— 9x— 18        -    dy  _    6a^  +  lSaa^-Sa^-lOo3 
'  dx ""     4x5  +  44x  + 120     '        '  dx~  9x3+  12aa:J-flalx-10a3  * 

dy  __       Sa?3"-*'— »--l_ a?3+3a?ł+5g+  8 

'  dx ~    S*3~+  o*2  +  3^!    +  -  a-i +p  +TZ. 3~ " 

dy x*+2x3— 2x— 1 x*  +  x3  —  3xl—  5x  —2 


dx         »4  +  x3  —  8xJ-5x  —  2  x*  +  2x3— 2x— 1 

dy_   x«-2x3  +  l         ^  +  2^i+I 
'  dx~"    a:2-"2x  +  l"+    a:2  +  2x+"l  " 
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Wyznaczyć  część  algebraiczną  następujących  całek: 

»>)'<?£),  -JteSp  ">$OT  ^W 

®}  J  ~*3 (**+7j* " "    64)  J  (*■+*+ i)a'    66)  J *'  +  x*  +  2x3  +  2**  +  x+T 


^  f x3-6xł  +  3x— 9  f       <fa 

J  J  a:*  +  14x3  +  78x»  -f  168*  +  144       '    70)  J  x3  +  bx* 
Wykazać,  źe: 

f    x*-3x  -|-  1  __1.        1  1 L_j_r 

'  }  J  (*-2)3  (x-3)*  2  "  (x-2)ł  "h*  -  2      *  -  3  + 

-on  f  **  x    i  x«— 4*  +  6     ,1  ,        m 

^J(;c^4x+5)(x»-dr+13)a^  l0«   *>-6x+l3  +  ^  ^  tang(x  -  2)- 

-J5  arctang  — —  +  C. 

Bo  związania  III.    1—21)  Metodą  rozkładania  na  ułamki  częściowe.  22)— 26)  Pod- 

tówienie  x*  =  z.  26)-27)  **=*.  28)-29)  x«=*.   30)  ^^=z.  31)  **  =  *.   32)-4L)  stosów- 

x 

ko  przekształceniem  i  całkowaniem  przez  części.   42)  x2 — x  +  l'   43)  x-\-l.   44)  x*  +  x — 6. 
6)xJ-12x  +  35.  46)  x3-3x-2.  47)  x»— 1.  48)  x»+4ax+8a3.  49)  (x-l)*.  50)  y=y3x3-9*-f  6. 

51:  V-  Va*8+  "/%**+  80x+C-40\og(x-  7).    B2)  Vi*2  -  *  +  C.    53)  j  ~ » x^-jp  **• 

■»?&***  **-£$£*  «#& «>tó&*  -ir<^+«* 

^      ^'  +  3  *3-8o'x  flt^    8*'+ll*»-11g»  +  8g  2  +  3x^ 

'   4(*>+-l)'~*     W;    64a'(*'  +  a2)3  128(x»+l)»  '        Z;  2x(x*+l)~' 

_     105V+280x*  +  231*3  +  64     CA,        2x  +  l  _      *  +  l       _ 

^ m„A-i_i_m •     64)    *r~t  .  ^   .   i  -     66)  "7/-r:.  TV  66) 


64x(*a  +  l)3  •        y   3(**+x  +  l'        ;4(»H1)        ;         2(x-l)  " 

?$shł    ^TRT    ^-^SfS-    70)-  i.  71)  Funkcya  czysto  algebra- 
**na.  72)  Funkcya  czysto  przestępna. 


Literatura.  J.  Bertrand.  Traite  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral.  Paris  1870. 
CL  Herm  i  te.  Cours  d'  analyse  de  Tecole  polytechnique.  Paris  1873.  Handbuch  der 
MłtŁematik,  herausgegeben  von  Geh.  Schulrath  Dr.  SchlCmilch,  unter  Mitwirkung  von 
ftrf-  Br.  Beidt  und  Prof.  Dr.  Heger  II.  B.  Breslau  1881.  Integralrechnung,  bearbeitet  von 
&•  Richard  Heger  a.  o.  Honorarprofessor  am  Kgl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Znaczenie  i  sposoby  wyznaczania  residuów  danej  funkcyi  ułamkowej. 

2.  Sposoby  bezpośredniego   wyznaczania   części    algebraicznej    w  całce  funkcyi  alge- 
^•icmej,  wymiernej. 

3.  Całki  funkcyj,  wymiernych,  typu:    \,  ^      — ^-  i  sposoby  ich  wyznaczania. 


Wykład  IV. 

Całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych. 

1.  Zasadnicza  metoda  całkowania  funkcyj  algebraicznych,  niewymier- 
nych polega  na  sprowadzenia  danej  całki,  za  pomocą  stosownego  podstawienia, 
do  całki  funkcyi  wymiernej.  Całki,  w  których  takie  przekształcenie  jest 
możliwem,  jak  obaczymy,  nieliczne,  dadzą  się  ostatecznie  wyrazić  przez 
funkcye  algebraiczne,  wymierne ,  lnb  niewymierne  i  przez  funkcye  logaryt- 
miczne, względnie  cyklometryczne  i  nie  prowadzą  do  żadnych  innych  funkcyj 
przestępnych.  W  niniejszym  wykładzie  przejdziemy  po  kolei  główne  ro- 
dzaje funkcyj  algebraicznych ,  niewymiernych ,  których  całkowanie  da  się 
sprowadzić  do  całkowania  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych. 

2.  Całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  zawierających  ułam- 
kowe potęgi  zmiennej.  Całki  tego  rodzaju  przedstawiają  się  ogólnie  w  postaci : 

!  &**  +  Oitf** + ... + ar  3f*r 


■dz,  (1) 


» +  b%af*  + ...  +  bmxPm 

w  której  wykładniki  a  i  /?  są  wszystkie  liczbami  ułamkowemi,  sprowadzo- 
nemi  do  najprostszej  formy.  Oznaczywszy  przez  n  najmniejszy  wspólny 
mianownik  tych  ułamków,  połóżmy  as=«",  a  więc  dx=nen—1  dz ,  natenczas 
sprowadzimy  daną  całkę  do  postaci : 

f  aixai  +  aiza*+...+arxar       _  Ca18nai+aiena>  +  ...+ar0*«r  ^_ 
J  \zP*  +  b2zP*+...+  bma?m       ~~  J  b^  +  bt**t* + ...  +  bmz*tm  *        Z ' 
w  której  wykładniki  na,  n/?,  będą  już  liczbami  całkowitemi.  Funkcya,  znaj- 
dująca się  pod  znakiem  całkowania  będzie  już  funkcyą  wymierną,  ułamkową, 
jej  całka  da  się  więc  zawsze  wyznaczyć  i  będzie  się  składać  ogólnie  z  pewnej 
funkcyi  algebraicznej  B(t)  i  pewnej  funkcyi  przestępnej  &(e). 

Wobec  tego,  szukana  całka  przedstawi  się  w  postaci :  J=R(fyx)+$Wx) 
będzie  się  więc  składać  z  pewnej  funkcyi  algebraicznej,  niewymiernej  i  z  funkcyj 
logarytmicznych ,  względnie  oyklometrycznych. 

3.  Przykłady.  Wyznaczyć  całkę  J,  kształtu: 
Połóżmy  x  =  z6,  a  więc  dx  =  6z*dz,  a  otrzymamy: 
.to:  £+£_,._,.+,■+*•-.-  !+■£.}. 
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prseto:  JW6{y- -£  +  -£  +  -£- -£-*}+log(*»+l)'  +  6arctang*. 

Zastępując  z  przez  Y/x,  otrzymujemy  wiec: 

+  log  (\^«  +  l)3  +6  aro  tang  V^  +  O. 
2.  Wyznaczyć  całkę  J,  kształtu : 

C  dx  C  dx 

""  J(l+\^i*)V/«  =J  v/*+  ^*5^ 

Podstawiając  znowu  sc  =  a?6,  a  więc  <te  =  6«6<fe,  otrzymujemy: 

*a         .         i 

przeto :  J«=*  6  (z—  arctg 2)  -f  O, 

czyli :  f        %^/-  - 6  {  V^-  ""tang  V*'*  }  +  C. 

4.  Całki  fankcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  zawierających  ułam- 
kowe potęgi  dwumianu:  ax+b.  Całki  tego  rodzaju  przedstawiają  się  w  postaci : 

J^fRfa  (ax+b)«,  (ax+by,  {ax+b)r,...]dx,  (2) 

gdzie  jR  przedstawia  dowolną  funkcyę  wymierną  argumentów:  x,  (ax+b)a, ... 
a  wykładniki  a,  /?,  y, ...  są  ułamkami  wymiernemi ,  sprowadzonemi  do  naj- 
prostszej formy. 

Oznaczmy    przez    n   najmniejszy    wspólny    mianownik    tych    ułamków 
i  połóżmy: 

ax+b=#*i  a  więc  x= ,  dx= — zn~idz1 

natenczas  otrzymamy  daną  całkę  w  postaci: 

J=fB[x,  (ax+b)",  (ax+b)f>, ...]dx=—  Cjr[  — -,  *■«,  ^....L"-1^, 

w  której  nowa  zmienna  występuje  już  tylko  z  wykładnikami  całkowitemi, 
a  więc  w  postaci  wymiernej. 

6.  Przykłady.  Wyznaczyć  następujące  całki: 

1)  J=  \      .     * ... 

s1—  b  2z 

Podstawiając  ax  +  b  =  z\  a  więc:  x= ,   dx  =  —  dz,  otrzymujemy : 

a  o 

a  Jm-f-ft*      anl\       m-\-nz)  an  L        n      gVk     "■"     'V  % 

skąd,  zastępując  z  przez  y/aa?-}-*,  otrzymujemy  wzór: 

2)  J==f_^_ 

Kładąc  *— 1  =  «2,  a  więc  a?  =  al+l,  da?  =  2zcfe,  mamy: 

J  Vx  —  1  J  * 

=  2[,A«'  +  %«,  +  »,  +  *]. 
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zatem:  C    *—.=*2  V^=l  {'/,(* -l)8  +  zk(*-l)*+*)  +  & 

6.  Całki  fankcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  zawierających, 
nicwymiernofó  ułamkowe  potęgi  funkcyl:  ,  ^.  Całki  tego  rodzaju  i 
stawiają  się  w  postaci: 

gdzie  JB  jest  funkcyą  wymierną  całkowitą ,  lub  ułamkową  funkcyj : 

(ax+b  \°    (  az+b  y 

w  których  a,  /?  są  ułamkami  wymiernymi. 

Oznaczając   przez    n   najmniejszy   wspólny    mianownik    tych    uła] 

w,  ax+b  &y — b 

połóżmy  — - — r-j-.^z1*.   a  więc  x= — , 

r  J  a'x  +  bs        '  *  a  —  a***1 

dz=n(ab,—atb)  -. — -^  , 

v  (a— a'zn)2   f 

natenczas,  otrzymamy  daną  całkę  w  postaci: 

gdzie  wykładniki  zmiennej  z  są  już  liczbami  całkowitemi,  zatem: 

gdzie  Ą(£f)  jest   funkcyą   wymierną   zmiennej  z=  i    ,       łt)"* 

7.  Przykład.  Wyznaczyć  całkę: 


Podstawiając  — —  =  a?s,  a  więc: 

1—  z1     ,  4«efe 

*  =  — — z,  cŁr= — -;— 


1  +  **'  (1  +  *1)*' 

sprowadzamy  daną  całkę  do  postaci  wymiernej  : 


J=  H Yrr*  ** = 4  J(2'-i)?»+iy 

Mamy  tu: 

g'  ^ ^  B       .Cz+D 

(z*-l)(z*+l)  —  (z-l)(z+l)(z*+l)'-  *_l+s+l+  S»  +  l' 
a  więc  tożsamość: 

z*  =  A(z+l)(z*+l)  +  B(z-l)(z*  +  l)+(Cz  +  D)(z>-l\ 
która,  dla  s  =  l,  daje  1=44,  a  więc  A  =  i/i1  dla  2r= — 1,  daje  1=— 4#,  a  więc  £=— 
s  =  *\  zaś  —  1=.—  2(Ci+D)  a  więc  C=0,  Z>  =  Vs- 
Jest  zatem : 

(ar*— i)(*»+l)        4U-1        z+ll+~2    '  *«+l' 
f         *%dz  l    i        *—  1    ,     1 

przet0 :  J(ga--i)(g2+1)-T  l0*  7+i  +  2"arcts*> 

a  więc  ostatecznie: 

h  Yr+i*— ^  N/i^+v/A+2arctaDgVr+^+  c 
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8.  Ogólne  wnioski.  Funkoye  algebraiczne,  niewymierne ,  w  których  nie- 
wymiernego dotyczy  samej  zmiennej  z,  albo  też  jedynie  pewnej  funkcyi 
liniowej  zmiennej,    bądź    to    całkowitej,  kształtu    ax  +  b}    bądź   ułamkowej 

axĄ-b 
kształtu   j    ,  tt>  s%»  jftk  powyżej  poznaliśmy,  zawsze  całkowalne,  bez  względu 

Bi  stopień  niewymierności ,  byle  tylko  wykładniki  były  ułamkami  wymier- 
nemi.  Całki  takich  funkcyj  dadzą  się  zawsze  przekształcić  na  całki  funkcyj 
ilgebraicznych,  wymiernych,  a  więc  wyznaczyć,  jako  sumy  pewnych  funkcyj 
algebraicznych,  wymiernych,  lub  niewymiernych  i  pewnych  funkcyj  prze- 
lanych, złożonych  z  funkcyj  logarytmicznych,  względnie  cyklometrycznych. 
Przejdźmy  teraz  do  całek  takich  funkcyj  niewymiernych ,  w  których 
liewymierność  dotyczy  funkcyj  całkowitej  zmiennej  x,  stopnia  drugiego. 

9.  Całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  zawierających,  jako 
itarymiernotić  kwadratowy  pierwiastek  z  funkcyi  drugiego  stopnia.  Niech 
będzie  daną  całka,  kształtu  : 

J^fB(x1  Vazt+bx  +  c)dx1  (4) 

ayli  J=fR(x,  y)dx,  gdzie  y=Vfax2+bz+c1  o  spółczynnikach  rzeczywistych 
ąi,  c,  a  JJ(x,  y)  przedstawia  funkcyą  wymierną,  całkowitą,  lub  ułamkową 
imiennych  x  i  y. 

Aby  całki  tego  rodzaju  za  pomocą  stosownych  podstawień  sprowadzić 
fo  całek  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych,  z  rzeczy wistemi  spółczynni- 
iimi,  odróżniamy  przedewszystkiem  następujące  dwa  przypadki: 

a)  Spółczynnik  a  przy  x2  jest  liczbą  dodatnią  ,  czyli  a  >  0. 

W  tym  przypadku  podstawmy : 

y*=Vax2Ą-bxĄ-c=*u—  xVa ,  (P) 

ie  u  jest  nową  zmienną. 
Wskutek  tego  podstawienia ,  otrzymujemy  : 

ax2+bz+c*=  u2+ax2  —  2uxVa 

1  b  +  2uVa  ' 

fy_{l+  2wV/o)  2w-  (wł—  c) .  lVa  2[{u2Ą-c)Va  +  bu] 

(J+2«\/a-)2  M~      (i+2«V/«)2 

t/    ,     Ł t/-  («2— e)\/a        («2+ c)Va +&« 

b+2uVa  b  +  2uVa 

Dana  całka  kształtu  fR($,y)dx   przybiera,  wskutek  tego  podstawienia 
i  kntU  t: 

J    U+2«VV       6+2«\/a      /        (b+2uVa)* 

j  "i^  zamienia  się  na  całkę   funkcyi    wymiernej  nowej  zmiennej,  kształtu: 
j  J*i(*)m,  z  rzeczywistemi  spółczynnikami ,  gdy  o  >  0. 

Wyznaczywszy  tę  całkę ,  należy  w  wyniku  położyć : 

u  =  xV'a  +  Vaxi+bx  +  ~c.  (&') 

ty  Wyraz  wolny  funkcyi  <ix2+bx+c  jest  liczbą  dodatnią,  czyli  c  >  0. 
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W  tym  przypadku  podstawmy: 

y^Vax2  +  bx+c=xu-t-V~c  (6) 

gdzie  u  jest  nową  zmienną.  Na  mocy  tego  podstawienia,  otrzymujemy  : 

ax2  \-bx+c=*x2u2+2ux\/c  +  c, 
a  zatem:  ax2+bx=x2u2+2uxVc , 

a  stąd:  JtoW-* 


a?«=- 


a— u2 


(a— u2y  (a— u1)2 


y=  Vaa;z  +  fa+c=aw+Vc  = «- — h  V  c=- — 5 . 

a— t*2  a—u2 

Dana  całka  przybiera,  wskutek  tego  podstawienia,  kształt: 

rv,      w        {j>(2uVc-b    (a+u2)Vc-bu\2[(a+u2)Vc—  bu]  ,       ,  „  ,  w 

zamienia  się  więc  na  całkę  funkcyi  wymiernej  nowej  zmiennej  w,  kształtu : 
/JBj^rfw,  z  rzeczy  wis  te  mi  spółczynnikami ,  gdy  c>>0.  Wyznaczywszy  tę 
całkę,  należy  w  wyniku  położyć: 

_Vax2+bx+c—\/c  ,„,. 

x 

10.  W  obu  powyższych  przypadkach,  w  razie,  gdy  funkoya  całkowita 
drugiego  stopnia  ax2  +  bx+c  da  się  rozłożyć  na  dwa  czynniki  rzeczywiste 
pierwszego  stopnia,  co  ze  względu  na  to,  że: 

az2+bx+c=  ^[(2ax+b)2+(±ac— &1)], 

zawsze  nastąpi,  gdy  wyróżnik  4=4ac—  &2<0,  możemy  także  użyć  następu- 
jącego podstawienia. 

Przypuśćmy,  że:  ax2+bx+c=(px+q)  (rx+ś),  wówczas  podstawimy: 
V(źn+q)(rx+8)=(px+q)u  (7) 

a  otrzymamy : 

(px+q)  (rx+s)=(px+q)2.u2, 
zatem:  rz+s=*(px+q)u2, 

a  więc:  #(r—  pu2)=qu2—  s, 

a  stąd:  x=*  — 5-, 

^  r — pu2 ' 

zatem:  <fa_8(r-|N»»)g»+2Gf,'-,)g  ^JJp-spyu 

(r— #w2)2  (r— pw2)2 

Dana  całka  przedstawia  się  tedy  w  postaci: 


i/rs  -H 
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zamienia  się  więo  takie  na  całkę  funkcyi  wymiernej  nowej  zmiennej  w, 
kształtu  fR^CtĄdu,  w  której,  po  jej  wyznaczeniu,  należy  podstawić: 

^  (70 

+« 

Ostatniego  podstawienia  używamy  szczególnie  w  przypadku,  gdy  oba 
pierwsze  są  niedopuszczalne,  a  więc,  gdy  zarówno  a  <0,  jakoteż  e<0,  a  także 
przytem  wyróżnik  4=4ac— 62<0,  a  więo  trójmian: 

ax*+bx+c  =  ^-[(2aa?+6)2+(4ac— ft2)], 

da  się  rozłożyć  na  dwa  czynniki  rzeczywiste,  stopnia  pierwszego. 

Grdyby  jednak,  przy  a<;0,  c<C<3,  był  wyróżnik  4=4ac— &2>0,  a  więc 
4ac>ó2,  wówczas  funkcyaax2+6#+c  byłaby,  dla  każdej  rzeczywistej  wartością;, 
ujemną,  a  więc  zmienna  y=V/oo?2-t-  bx+c  posiadałaby,  dla  każdej  rzeczy- 
wistej wartości  z,  wartości  urojone. 

W  tym  wypadku  nie  podobna  w  całce  kształtu  fB,  y)  dx  uniknąć  spół- 
czynników  urojonych. 

Podstawiając  tedy: 

y=Y/ar2+for+c=*V/— a#2— bx—c=*i\/ax2+jix+y— iyi9 

gdzie  a^—a,  /?=  —  6,  y—— c,  a  więc  yt  =  Vaa?2+/fcci-y,  posiada  pod  pierwiast- 
kiem kwadratowym  spółczynniki  dodatnie  c  i  y,  otrzymujemy  daną  całkę 
w  postaci: 

JBfo  y)dx-fR{x,  iyx)dx, 
do  której  możemy  już  zastosować  poprzednie  podstawienia. 

Przypadek  A=4ac — i2=0,  pomijamy,  gdyż  wtedy  całka  /-R(#,  y)dx  jest 
wprost  całką  funkcyi  wymiernej. 

Za  pomocą  jednego  z  powyżej  wyłożonych  podstawień,  możemy  więc 
całkowanie  wszelkiej  funkcyi  niewymiernej,  zawierającej,  jako  niewy mierność 
kwadratowy  pierwiastek  z  dowolnej  funkcyi  całkowitej  drugiego  stopnia, 
sprowadzić  do  całkowania  funkcyi  wymiernej  nowej  zmiennej  u. 

11.  Przykłady. 

1)  "Wyznaczyć  całkę   J=\  -y= . 

J  Vx*+px  +  q 

Spółczynnnik  przy  x*  jest  tu  dodatni,  równy  1,  użyjemy  zatem  pod- 
stawienia (5)  w  postaci : 

W+  pz  +  q—u—z9  czyli  u=*x+\/x2  +  px+  g, 
skąd  dostajemy:  x2+px+q=u2— 2ux-^x2, 

w2—  q     ,       2(u*+pu+q)   , 
a  więc :  x—  -—„- ,   <Łr  =  -  ,— , -0  -  ^—  du , 

"2—  g     «1+gti+g 

\/x2+^  +  {=5ti-^ytt-     JP+2W    • 

Otrzymujemy  zatem : 

r        da? r2(tt2+j?tt+g)    _^+2«*__       r  2du 

\Vx2Vpx 7+q  ~  \~lj+W~  '    «*2+i**+?    """>+»• ' 
a  Że:  J^-logfp+2w)  +  (?'=log(|-+w)  +  C, 
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przeto ,  kładąc:  u*=x+  \Zx*-\-pz  +  q, 

dostajemy  wzór: 

Sy.Cłt-'"[T+"łV5'*igr']+ft 

W  szczególności,  otrzymujemy  stąd  wzory : 

[   — Ą==-log[p+*+  V/^+2^]+C. 

(*  da; 

2)  Wyznaczyć  całkę  .7=\— — 

J  VaĄ-bx — x2 

Spółczynnik  przy  x2  jest  tu  ujemny,  równy  — 1 ;  jeżeli  wyraz  w 
jest  dodatni,  wówczas  użyjemy  podstawienia: 

V/o+  bx  —  z1***  Vo  +xu, 


czyli :  u 


M    V/o+to  —  a?2— V^q 


skąd  dostajemy 


a; 


a  więc :  «= 


a+foc — £2~=a+2ttV'aa;+a;2tt2, 
b-2uVa 


t#2+l 


Stąd  wynika :  ą,— ,.  2(^+^Va)    rf 

zatem  otrzymujemy: 

czyli  wzór: 

f *r  0       +         Wa-Va  +  bx-x2\^r 

\     ,  =  2  arc  tang  I I  +  C. 

Wa+bx-x*  6L  *  J 

Kładąc : 

62 

"4 

otrzymujemy  daną  całkę  także  w  postaci: 


a+bx— z*=a+^  —  (x—  — j  , 


C  dx  C dx 


czyli : 

v  arc  sin  — — =+  C 


\  =   ,        _-  arc  sin  — — =- 
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W  szczególności,  otrzymujemy  stąd  wzory: 

\w-t 2=2arctang — arcsin— +C, 

JW  —  ar  x  a  a 

Sdx          „                 \  —  \/l—x% 
x/.         =  2arctang = arcsin  a; +G 
VI— x*                               x 

f        dx  Vbx-x2      2  .    2x—b     n 

. 


jemy 


e: 


]x  +  P' 

(x+a)=u\x+p), 
a  — {W 
u2— l   ' 

(«J_1)J    ttW> 


P  <to 2f-^--lo   ^^ 

jV/(i+oKa5+"jŚ;_  J"*- 1 =  °g «-l ' 


fc 


<Łr 


=2log[Vx+a+\/a:+fl+C.  (11') 


)V(x+a)(x+p) 
y  szczególności,  otrzymamy  stąd  wzór: 

\,7 ==2  log  {Vx  +  Vx+2a}=log[x+a+Vx(x+2a)]+  C. 

jVx(i+2o) 

ł)Wyznaczyó  całkę  J=°  V     .  — . 

Klad%c  V(z+a)(/J-a;)=«(/3-a;),  a  więc  tł=  V|^>  otrzymujemy: 

5^fc)=2L-^i-=2arctangtt' 
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i-  <fo  n        .         -ilx+a  ,   _ 

ozyh:  v/(g+a)^x)=2arctingVM+a  (12) 

W  szczególności,  otrzymujemy  stąd  wzór: 

f         &x                            1/    x                  .    x — a     * 
\y/—^      -r=2arctangV/o —  arcsin [-C. 

12.  Rozkładanie  całek,  kształtu:  f  B(x1  y)dx.  Jakkolwiek  całki  funkcyj  algebra- 
icznych, niewymiernych,  kształtu :fB(x,  y)dx ,  gdzie  y=\/ax* +  bx  +  c,  za  pomocą  pod- 
stawień, poznanych  w  art.  poprzednich,  dadzą  się  zawsze  sprowadzić  do  całek  funkcyj 
algebraicznych ,  wymiernych ,  a  tern  samem  wyrazić  za  pomocą  funkcyj  algebraicznych 
i  funkcyj  logarytmicznych,  względnie  cyklo metrycznych ,  to  jednak,  dla  uniknięcia  mozol- 
nego częstokroć  rachunku ,  staramy  się,  przed  użyciem  stosownych  podstawień ,  sprowadzić 
daną  funkcyę  do  postaci  możliwie  najprostszych. 

Mając  na  uwadze,  że  wszelkie  parzyste  potęgi  zmiennej  y  =  \/ «»*  +  &»  +  e  są  cal- 
kowitemi,  wymiernemi  funkcyami  zmiennej  »,  a  wszelka  potęga  nieparzysta  zmiennej  4 
da  się  przedstawić  w  postaci  G(x).yy  t.  j.  jako  iloczyn  z  funkcyi  całkowitej,  wymiernej 
zmiennej  x  przez  zmienną  y,  zauważymy  z  łatwością,  że  wszelka  wymierna  funkcya  R(x,y\ 
którą  możemy  zawsze  przedstawić  w  postaci  ilorazu  dwu  funkcyj  całkowitych,  wymiera 
nych  obu  zmiennych  x  i  y,  da  się  ostatecznie  sprowadzić  do  postaci : 

czyli  : 

*(*,  \/=i  +  S  + «  h  ^(*>  +  SW  ^  +  »*4lc ,  (13) 

V,v         nr       -r  6?8(a»)+Ą(aJ)Vax»  +  6x  +  c 

gdzie  Gt(x)}  G^(x),  Gz(x),  Gk(x)   są   całkowitemi  funkcyami   zmiennej   x    rozmaitych    stopni. 
Uwolniwszy  funkcyę  B(x,  y),  przedstawioną  w  powyższej  postaci,  od  niewymiernego 
mianownika  i  zastępując,  dla  skrócenia  funkcyę  Gi(x)  przez  (r,-,  otrzymujemy: 

a  stąd: 

^  yJ G,,-G,».y'    +    G's-tf'4-y'     '  y  ' 


czyli : 


JK(«,y)-ą(*)  +  ^-f  (14) 


gdzie  funkcyę :  Ą(a?)  =      gi^gi^y*     »    *» W  —  ~0*s"tfi~- y*—  > 

są  wymiernemi  funkcyami  wyłącznie  zmiennej  x. 

Wobec  tego,  dana  całka  (B(x,  y)dx  da  się  zawsze  rozłożyć  na  dwie  całki  następujące 


fB  {x,  y)  dx  =  fBt(x)dx  +  j^M  <te,  (15) 


łv  więc  da  się  przedstawić,  jako  suma   dwu   całek,   z   których  jedna  JBt (x) dx  jest  calkq 

dx 
funkcyi  algebraicznej, wymiernej,  a  druga  JĄ(x).—  jest  całką  funkcyi  algebraicznej,  nie< 

wymiernej,  zawierającej  niewymierność  y=\/axi  +  6a>  +  c  tylko  w  mianowniku. 

A  zatem: 

Całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  zawierających,  jako  niewymierność,  kwadratowi 
pierwiastek  z  funkcyi  całkowitej,  wymiernej  drugiego  stopnia ,  dadzą  się  zawsze  rozłożyć  na  całki 
funkcyj  algebraicznych,  wymiernych  i  na  całki  takich  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  w  któ< 
rych  kwadratowy  pierwiastek  z  funkcyi  całkowitej  drugiego  stopnia  występuje  tylko  w  mianowniku 
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1$.  Sprowadzanie   całki   \--^dx   do  eałek  zasadniczych.    Funkcya    wymierna  R(x) 

J     y 
talce  niewymiernej,  kształtu: 


f^Wfc^f        *&** 


y  JY/«el  +  ks  +  e   ' 

■Łwogóle  funkcya  ułamkową,  niewłaściwą,  składa  się  więc  z  funkcyi  całkowitej  i  z  funkcyi 
hakowej  właściwej. 
i     Połóżmy  więc: 

<?»(*)  jest    funkcya   całkowitą  m-go    stopnia,   natenczas   rozłożymy   daną    całkę  na 
ealki,  w  postaci  : 


f  *(*)*»        f  Om(x)dx        C  G»-\(x)dx 

J— v-  =  J — ; — +J    &M.if  •  (16) 


y  J         V  J       Gn(x).y 

14  Połóżmy  w  pierwszej  z  tych  całek : 

^ -£[«*-.(•>.*]  +  >-.  (17) 

pi?  ^a-i  (z)  jest  niewiadomą  funkcya  (m— l)-go  stopnia,  ii  zaś  niewiadomą  liczbą  stałą. 
Ni  wyznaczenie  funkcyi  Gm—}(x)  i  stałej  ^4,  otrzymujemy,  na  podstawie  (17)  tożsamość: 

-^-  =  «—i  (*)*'  +  G"»-i(-).  y  +  y  , 
atem: 

Gm  (*)  =  Gm-i  (*) .  y'y  +  G'm-1  (») .  y  *  +  ii  , 

|d,  ze  względu  na  to  ,  że  y*=ax*  +  bx  +  c ,    zaś  yy'  =  %  (2oa?  +  6)  =  ax  +  %  6,    otrzymu- 
•y  fimkcyę  <?m  (x),   w  postaci  : 

Gm  (»)  =(a*  +  %  ft)  <?m-l  (*)  +  {ax »  +  dar  +  c)  G'm-l  (»)  +  ^ 

Mamy  tu  po  obu  stronach  funkcye  całkowite  m-go  stopnia;  porównywaj ąc  spółczyn- 
ki  pny  równych  potęgach  zmiennej  x ,  otrzymujemy  (m  + 1)  równań  o  tyluż  niewiado- 
!?th,  do  których  zaliczamy  m  niewiadomych  spółczynników  funkcyi  Gm— \(x)  i  niewia- 
ry spólczynnik  A.  Równania  te  są,  ze  względu  na  niewiadome,  stopnia  pierwszego, 
bttlają  więc  jednoznacznie  funkcyę  Gm—\(x)  i  stałą  A. 

Jeieli  więc  Gm(x)  jest  funkcya  całkowitą  m-go  stopnia  a  y  =  \/axl-\-bx-\-  c,  możemy 
*sze  wyznaczyć  taką  funkcyę  (m— l)-go  stopnia  Gm— i(x)  i  stałą  A,  że  będzie  tożsamościowo : 

Gm(x)        .  .        ii 

Wobec  tego,  otrzymujemy  wzór: 

JJ^.ft,..,  (,).,+ a£,  (18) 

1%  całkę,  kształtu   \  — ^-^ sprowadza  do  całki    zasadniczej  typu  : 

Cdx__  C  dx       

J  y  ""  J  Y/aa;l  +  k8  +  c  ' 

15t  Druga  całka,  kształtu :  J  — !£""/  \ »   prowadzi  w    przypadku  ,   gdy   mianownik 

%(*)  ma  czynnik  m-krotny  (a?—*),  do  całki  kształtu : 

Ińe  Gm-i(x)  jest  funkcya  całkowitą  (m— l)-go  stopnia,  jednoznacznie  określoną. 
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Połóżmy: 


(a?-a)»iy        <&.  |_    (a;_a)m-l     J"1"  (a?— <x)y'  ^      ' 


gdzie  6rm-2(a;)  jest  niewiadomą  funkcyą  (m— 2)-go  stopnia,  A  zaś  niewiadomą  liczbą   stałą, 
Na  wyznaczenie  spółczynników  o0,  <r,....,  am_2  funkcyi  Gm-^x)  i  stałej  A    otrzymu- 
jemy, na  podstawie  powyższego  równania,  tożsamość: 

flm-i(g)  =  g'm-2(g).y+(?TO.-2(g) •  V'  _  (m-l)gm^2(g).y  ^ 

(x__ a)my  (aj— a)»n-l  (ar— a)«  "*"  (*— a)y  ' 

a  zatem: 

ftK-l(*)==[6?'m--2(*)y,+  Gm- %{x) tfy] (*-*)  —  (»f — 1)  (?m-2(*).y*+i4(*-«)'"-l  , 

skąd,    ze  względu  na  to  ,    że  ył=  aa;*  +  &e  +  c ,    zaś  yy'  =  «#+Vj&i   dostajemy   tożsamość: 

Gm- 1  (*)  =  [<?'m-2(:r) (ax*  +  Ja;  -f  c)  +  Gm-2(x) .  (oar  +  %  *)]  (»-«)- 
—  (w  —  1)  <?m-2(a?)  .(aa;8  +  bx  +  c)  +  A  .  (a?— a)«-l. 

Mamy  tu  po  pierwszej  stronie  funkcyę  całkowitą  (m— l)-go  stopnia,  po  drugiej 
stronie,  na  pozór,  funkcyę  całkowitą  m-go  stopnia,  która  jednak  przechodzi  także  na  funkcyę 
całkowitą  (m— l)-go  stopnia  ,  gdyż  kładąc  : 

Gm— 2  (a?)  =  Oo .  asw-2  +  ... 
a  więc :  <?'m— 2  (a?)=(m— 2)  Oq  aj«-3  -j-  „,f 

otrzymujemy  spółczynnik  przy  a?"»  równy  (m— 2)oflo -J- a^— -(«f—l)o<r0,  zatem  równy  zeru, 
Porównywaj ąc  spółczynniki  przy  jednakowych  potęgach  zmiennej  as,  otrzymujemy  m  równań 
o  tyluż  niewiadomych,  do  których  zaliczamy  (m — 1)  niewiadomych  spółczynników  funkcyi 
Gm—*(x)  i  niewiadomy  spółczynnik  A.  Równania  te  są,  ze  względu  na  niewiadome  stopnia 
pierwszego,  określają  więc  jednoznacznie  funkcyę  Gm—2(x)  i  stałą  A. 

Jeżeli  więc  6rm— i(x)  jest  funkcyą  całkowitą,  najwyżej  (m  — -l)go  stopnia,  a 

y  =  \/ax*  +  bx  +  c , 
możemy  zawsze  wyznaczyć  taką  funkcyę   (m-2)-go  stopnia  Gm-i(x)  i  stałą  A,  że  będzie 
tożsamościowo : 


(a?— a)»»y       L     (a?— a)»»— 1    J    '    (as— a)y ' 


0 

Wobec  tego  ,  otrzymujemy  wzór : 

"*)my  (»—«)"«—*  J    (ar —  a)y 


J  (a; — a 


(to=    7—^7    +  ^f  ,     *\      ■  (20) 

J    (ar  —  a)v 


który  całkę   kształtu:  J, — " /^  yó*a?  sprowadza  do  całki  zasadniczej,  typu: 

da:  ox 


j 


<*  —  «)  3f         (a;  -  a)  V/aajł+te+c" 
16.  Gałkę  zasadniczą  tego  drugiego  typu  możemy  przekształcić  w  sposób  następujący: 
Rozwińmy  funkcyę  cuć%Ą-bx-\-c  według  potęg  dwumianu  (a;— a),   a  otrzymamy,  (po- 
równaj Tom  I.  Wykład  XXXI.  str.  480.):  «**  +  bx  +  c=:AĄ-B(x—a)  +  tT(ar-a)*,  gdzie: 

4=a«*  +  &a  +  c,  £  =  2o«+&,  <7=a. 

Wobec  tego,  otrzymujemy: 

r dx r dx 

J "{i  —  <x)y  ~~  J     (aj-«)V/C(ar  -  a)*+ B(*  —a)  +  A. 

« wx  i  «**       y/^*  +  Bz  +  c  .  . 

Połóżmy  a?— a= — ,  zatem  <te= -,  y= ! ,     natenczas     otrzymana 

z  z*  z 

całka  przedstawia  się  w  postaci: 

c     dx r d*.^* b__  r  <fe 

czyli : 

f  **  __      f ^ 

J(ar-  a)V/^+^+i  """  J  VAz*  +  Bz+  C 
gdzie:  4  =  aa*  -f  6a  +  c  ,  B=2a*  +  6  ,  (7=  a. 
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A  zatem: 

Galka  zasadnicza  typu  drogiego:   l- r-  da  się  przekształcić   na  całkę  zasadniczą 

pierwszego :  \  — . 

17.  Gdy  mianownik  G*(x)  funkcyi  ułamkowej,  właściwej     %~         ma  czynnik  m-krotny 

ostaci  funkcyi  całkowitej  drugiego  stopnia,  kształtu:  (#'  +  pz  +  g),  natenczas  odpowiada 

iVL  czynnikowi  ułamek  częściowy:    =— =-; t—t-,  zatem  całka  częściowa:  \  — r-: — -  -\   — , 

*"         J     (x*+px+q)**1  *  J{x*+px+qy*y' 

ae  Gim-\(x)  jest  funkcyą  całkowitą  (2m— l)-go  stopnia,  jednoznacznie  określoną: 
Połóżmy : 

Gim-i(x)      _  d  r     G2m-Z (x).y    Y,  Ax+  B 


(x*+px+q)'*y 


ł»  (r2»-3(x)  jest  niewiadomą  funkcyą  całkowitą  (2m— 8)-go  stopnia,  A  i  B  zaś  niewia- 
taymi  spółczynnikami.  Na  wyznaczenie  spółczynników  ac,  a,, ...  ajiw_3,  funkcyi  6r2m-3(x), 
Amż  spółczynników  -4  i  B,  otrzymujemy,  na  podstawie  powyższego  założenia,  tożsamość: 

<h*-)(x) =  G'im-3(x)  .y  +  G%m-z(x) .  y/  _  (m— l)(2a?  -f  p)  S2m-3  («)-y  ,        ^x  +  £ 

f^+^  +  ^y  (*a  +  P*+?)m-1  (*' +  **»  +  ?)"'  (*ł+ *»+$>' 

lifc: 

fc«_i  (*)  =  [6?'2«-3  (*).  y*  +  G2m-3(x) .  y*y]  (a:8  +  px  +  q)  -(m-1)  (2x  +  p)  G%m-*{x) .  y*  + 

+  (Ax  +  B)(x*  +  px+q)>n-K  (28) 

Mamy  tu  po  prawej  stronie  funkcyę  całkowitą  (2m— l)-go  stopnia,  po  drugiej,  na 
■ar,  funkcyę  całkowitą  2m-go  stopnia,  która  jednak  przechodzi  także  na  funkcyę  całko- 
lit}  (2b— l>go  stopnia ,  gdyż  kładąc  : 

Glm-Z (x)  =  Oq  x2m-  3  -|-  aiaj2m-4  -J-  ... 
Itife :  G'%m-Ąx)=  (2m-8)  Oo^™-*  +  ..., 

bymujemy  spółczynnik  przy  x2m  równy  (2m— 8)  a^a  +  OoO— 2(m— 1)  ooo,  zatem  równy  zeru. 
I  Porównywaj ąc  spółczynniki  przy  jednakowych  potęgach  zmiennej  x,  w  tożsamości 
•l, otrzymujemy  2m  równań  o  tyluż  niewiadomych,  do  których  zaliczamy  (2m— 2)  spół- 
ijumków  funkcyi  G*m—z  (x)  i  2  spółczynniki  A  i  B.  Równania  te  są ,  ze  względu  na  nie- 
bdome.  stopnia  pierwszego,  określają  więc  jednoznacznie  funkcyę  G%m— 3 (a?)  i  funkcyę 
HB. 

Jeżeli  więc  G%m— \{x)  jest  funkcyą  całkowitą  najwyżej  (2m— l)-go  stopnia,  a 

y=\/ax1  +  bx-\-c1 
efemy  zawsze  wyznaczyć  taką  funkcyę  całkowitą  (2m— 8)-go  stopnia  (hm— 3  (a?)  i  funkcyę 
łwszego  stopnia  Ax  +  #,  że  będzie  tożsamościowo: 

€hm-\{x)      _^  r       G2m-3(a?).y       V  Ax  +  B 

(a?5  +  px  +  g)*  y  *"  L  (x5  -f  px  +  g)m-l  J       (««+  p*+g)  y* 

Wobec  tego,  otrzymujemy  wzór: 


C».-i(.).fe   =      gi—^-y  f       f*+*       <to,  (24) 


f     g2m 

J  (x*  +  px  +  qy»y        (xi  +  px+q)^l   ^  J   (x*+px  +  q)y 

r?  całkę  kształtu :    \^-J?-*^~ —  sprowadza  do   całki    zasadniczej    trzeciego    typu: 
J(x*+px  +  q)>ny 

Jx+B)dx 


f    (AxĄ-B)dx  . 

18.  Dopuszczając  spółczynniki  urojone,  możemy  całkę  typu:  ^f-jjr — ,     n      rozłożyć 

iffize  na  dwie  całki  drugiego  typu:  \(   __  i    \(    _a\    i  gdzie  ai  p   są  pierwiastkami 

bunia:  x*Ą-  px -\- q=0.  Gałka  zasadnicza  trzeciego  typu  da  się  tern  samem  także  za  pomocą 

iiitawień  x— x=  — ,   x  —  p=—  przekształcić  na  dwie  całl;:  zasadnicze  pierwszego  typu. 

z  z 
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19.  Wniosek.  Z   wywodów  powyższych,   dotyczących  rozkładania  całki  funkcyj  nie- 
wymiernych, algebraicznych ,  w  których,  jako  niewy mierność"  występuje  kwadratowy  pier- 
wiastek  z  fankcyi   całkowitej   drugiego  stopnia ,   dochodzimy  do  następującego   wniosku  I 
ogólnego :  ! 

Całki  funkcyj   algebraicznych,  niewymiernych,  kształtu:  fB{x,  y)cfc,  gdzie  : 

y  =  Y/mj*  +  bx  +  c  ,  i 

dadzą  się  sprowadzić  do  całek  zasadniczych  trzech  typów  następujących: 

J-{*L      j«-f       *»         j f     (A*+B)dx 

J-)  y    '   J  =  J(*-«)j,'  J    ~  J  (x*  +  px  +  q)y  '  ^ 

z  których  ostatnie  dwa  typy  dadzą   się  ogólnie  przekształcić  na  całki   typu  pierwszego. 

Do  tych  też  całek  należałoby  dopiero  stosować  podstawienia  w  art.  9.  podane  i  one 
to  składają  się  na  część  przestępną  danej  całki,  złożoną  z  funkcyj  logarytmicznych, 
względnie  cyklometrycznych. 

W  szczególności  otrzymujemy,  podstawiając:  y  =  u—x\/a,  całkę  zasadniczą  typu 
pierwszego,  w  postaci: 

C^C^+c)Vj±^]m        »+W«_^2f-  *         , *      log[6+2„Vq], 

a  więc,  skoro  od  stałej  dowolnej  C  oddzielimy  stałą: —  log2\/a,  otrzymujemy: 

Va 

dx  1  b  4-  2m  \/a 

y        V*  2V/a 

Podstawiając  zaś : 
otrzymujemy  ją  w  postaci: 


czyli : 


C4.C*[(*  +  *y/*^.   _(-=!5*_.8  f-^-*      arctang^-, 

\    , =  —7—    arc tang  - ,—---  —  +  ^  V27) 

)\/*B*+bx  +  c        \/-a  xV-a 


a  więc  zawsze,  jako  funkcyę  przestępną. 


ćwiczenia    IV. 

/•     «y — ,  lt lt _  ii  _  ii 

1)  \  -£*-=L-  =  */s  V »3  -  % V*'  +  "4 l/*5 -4>/*  +12V/a?  - arctang  \A  +  C. 

2)  L+\^)\/x°6[^"arcten8  *^+ft 

8)  ^4^^-*" — 6  ^H*+'h\y^+  %  \p*"+%\y» + v.  v*+ 1 }  - 

J  1  — y  x 

-log[\^-l]«+C. 

4)  l1""^*  <&;  =- 73^^+2 Vx  +  *Vx  -log  (l+l/*  )2  -  arc  tang\^x  4-  C. 
Jl-\-Vx 

5)  \ /---_  =—7-^  log    —r— j=  •  +  C- 

JJx\/x+a       V*  Vx  +  a    +V/a 
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6)  f     *1<fe     -1  3(*+l)»  +  6(*+l)-l    _^ 

^=  =  2  V'  -  1  {  V,(*-l)'  +  %  (*-!)'  +  *}  +  c. 
J*»V/*-l  4*'  4  V* 

Ja-*)  y  i + *     2    *  v/2- -y/i-j.* + 

1'Mrrfe=(1+'){4v/r4:i-1}+c- 

13)  C— ^ = *&  +  *)  _  +  c 

jV^6*  +  8)»  26(6*  +  8)''> 

14;  J7xVB  +  2*  <fe  =  (»»-2* +ł%)l/(6  +  2*)ł  +  C. 
15)  /*\y&"+7  eŁt=(V,  *  -  y«)(8*  +  7)  \^8J+7  +  O. 

f    *,      =  ,0,.- 4*. +  »«,.)  c 

JV/a-f-te  166' 

1«)  \  — ,  =  — t=-  log    -r  -' — — --;-=  +  C  =  — j-^--  arctang  -  — —=-+& 

}x\/a+bx  V*  \/a  +  bx+\/a  V  - «  y~« 

JJV(„  +  >x)*  J>y/ («  +  **)'      + 

i9)  (-T-T7=T=f- -  ^  (y«*+*  -  ~  i<>g  (p + « y«s+»)\ + C 

20)  (^1,  dx  =  A  ||-  («*  +  d)+  „s-ty  J  V/«»  +  *  +  C. 

-0  Ir . =     .        — aro  tang  v/— !=— -  — 

J(l*+j)Y/«w  +  b      Vp{aq-bp)  °  y    aq-bp 

_  1_  log  \/p(ox-j- b)-_Vbp -ag 

Vp(pp—  ag)  Vp{ax  +  6)  +  Vbp  —  ag 

23)  ( iE?  <fa  -  2  v/^m + y»  •  iog  y?"+5-y°" .  c 

345  !  l£~  da!  =  2°  arc  tan&  V?±^  _  V"  i*^*  +  C. 

251  Ul±5<te  =  arcsinx— V/r^aj2+C. 

^  f  ~l/--+  -  d*  =  arc  sec  *-  +  log  (*  +  V**  ~-i*)  +  C 
Jx)x  —  a  a 

J  Wa  +  aj* 

6 
*tomifckL  Wytł.  matem.  I.  Tom  U. 
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^  [vmn*= log  &+x+ vsi+*\  +  ° 

*°  fl/łTC+g"  log  It  +  *  +  ł^+S+Fi)  +  c. 

31)  ę)  f    .     **      _  =  arcsin-   fZVł&— +  C.») 

f       a«  *    .    ^         C       dx  2x—b 

b)  \ t  7  - — =  arc sin  —  +  C.    c>  V— ? =  «arcsin  — T f- C. 

/JV/a»-^                     «                   J  V/^-*2  * 

/•        <fcp 

32)  I     . =  arc  sin  *  =  arc  cosY/l  —  x*  —  arctang  —  * 

JV/1— ar1  Y/l—  a?1 

86)  f         *  -1  log  l-Vl-«'_V/i=P+>, 

37)   f --_ =— -l/^^+ff.    38) **  --lAT^lj.,, 

j(*+i)\/i-*'      Vi+*         ;(*+i)v/s^i    V^+i 

89)   f %=  =l/l±^  +  C.  40) * —  =  -"lK+1  +  tf 

'j(i-«ov'i— »   Vi-*        >-i)V^n      y^i 

41)  l(i+^r^=-w^t^^+c=warCTO8V§+a 

44)   f— ^gL_         -  log  ^H^  +  *M«+g)   ■   c 

;  jo.Y/r+^T^  -    10g  3*        -  +  a 

46)  \     .  =  =  arc  sin h  C. 

J\/l+*-*3  Y/6 

46;   I -  =  arc  tang  — -  -  -' — U  c. 

at\   f  **  •       a5—2     ,    ^ 

47)  I =  arc  sm  — j=  +  C. 

48)  [V«1+^%dx ]^±^  +  log(x+V^+^)+C. 

J  X2  X 

49)  f  V^7a!Lto=-  ^zZ  -  arcsin  *  +  C 

60)  C        *         =1  log  •=V5EZ,+  a 

51)   C  **       —  =  log[s+aY/g(2a  +  s)]  +  C 

J  V  x  (2a  +  x) 

62)    V -—  =  arcsm Ł-  C. 

J     Vx{2a-x)  «      ^ 


*)  We  wzorze  (10)  na  str.  58.  należy  opuścić  mylnie  pozostawiony  Czynnik  przed  arc  sin 

1  2 

Jak  również  czynnik  —  na  str.  59.  wiersz  2.  i  ezynnlk  —  na  str.  69.  wiersz  4. 

a  0 
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dx 


54)  f  ^  =  2  aro  sin  t  /*_+_*  +  C. 

M*+l)(2-»)  \2-* 

Dowieść,  że: 

551  (    --        -  -  ■    ^     log  i^±_*  +  V««+2fa+el  +  C, 
'  Jl/w^te  +  e        l/a  IV/«  / 

V  — «  TV/6,-ac+(<i«+6)  \/— «  \/6*-ae 

56)  /\/ax'+  2bi+e dx  =  ^^  \/«B»+2te+«  + 


f^t-^V/«a;,4-2^+c  + 


ae  — fc*  aa5  +  6 


^ —  K  *~,  -r- «..,«,  n  v  -1-  . arc  cos      ,  +  C. 

2«  2aV-<*  Vb*-ac 

h-<i)\/axi+bx+e      \/<***  +  b*+c         (x_a)  Y/a+Y/oa>5+ bx +c+V^+5^+V 
58)  f » =  » arc  tang  1*  +  «!7-±f5  = 

=    *    log  y(^^K^g+v/^ »(«-»).,, 

l/«V-  p»  V/(o«+  P)(«  +  *)  -V/(<w  -  P)  (•—  ~x) 

m  U-ririr  =  t  v^+i5+t+  *=*  iog  [- +» +  v/a^^+-c]  +  a 

60.  [ **__  _^  = ___2___ . 

'  J(«+?)V/<w:,+2fer+(r         V/2«p6-(a>c  +  pła)  _  

arc      (i+wy^+^^tgfcLL*  +  c 

V/2a86— (a'c  +  Pła) 
1  log  («r  +  P)VA~  +  «\/oxł  +  2^+"c— V/ałc  +  P*a-  2»B6        ^ 


, _       XVg  - ; _ . 

V**c  +  p*a  -  2a8£  (aa.  +  p)y/a  +  aV/J^+2te  +  c  +  \A*c  +  P  J«  -  2a?6 


iązania  IV.  1)  Podst.  aj=*lJ.  2)— 3)a;=*6.  4)  a:  =  24.  6)  x  +  a=z\  6)  aj+l=z*. 
Hz-1=«5.  9)  \  +  x=*z\  18)  5oj  +  3  =  ^.  14)  5 +2*=: z*.  15)  3x  +  7=z*.  16)  a+6«=c2. 
^T*)/V*)==*2.  28)  \/a+aj5  =  u— ar.  29)  V  bx  +  x*=x-u.  30)  V a  +  *>x +  x*  =  x—u. 
W+h^fl^uz—y/a.  32)  \/1-*j=xk— 1.  44)  \/l+ *  +  *'==*— ar.  48)V/o>+«2-=«— x. 
*V(iQ»=«-a.  51)  \/x(2a  +  x)=*ux. 

kbnłura.  Emanuel  Czuber.  Vorlesungen  ttber  Differential-  und  Integralrechnung. 
■ster  Band.  Leipzig,  1898.  L.  A.  Sohnke.  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Integral- 
*®n$.  Ffinfte  verbesserte  Auflage ,  herausgegeben  von  Prof.  t)r.  Herman  Amstein. 
Wk,  1885. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1;  Całki  funkcyj    algebraicznych,   niewymiernych,   dające  się  przekształcić  na  całki 
m**ft  algebraicznych ,  wymiernych. 

?  Wyznaczanie  całek  kształtu:   \ — - 1  '  '"   '     "  da?  i  ich  redukcya. 

J  Vax*  +  bx  +  c 

*}  0  spółczynnikach ,  występujących  przy  wyznaczaniu  całki  kształtu: 

r  x*dx 

jV/ox2+  bx  +  c  ' 


Wykład  V. 

Uwagi,  dotyczące  wyznaczania  całek  kształtu: 
[R(x,  ^aa(?+bx+c)dx. 

1.  Ogólne  formy  podstawień  algebraicznych.  Podstawienia,  przekształ- 
cające całkę,  kształtu :  fB(xt  Vax*+bx  Ą-c)  dx  na  całkę  funkcyi  algebraicznej, 
wymiernej,  podane  w  poprzednim  wykładzie,  zdążają  do  wprowadzenia  takiej 
nowej  zmiennej  tt,  aby  zarówno  zmienna  2,  jako  też  jej  funkcya  y,  przedsta- 
wiająca się  w  postaoi  pierwiastka  kwadratowego  z  danej  fankcyi  całkowitej, 
drugiego  stopnia:  y=\/ax2+bxĄ-  c}  dały  się  wyrazić  wymiernie  za  pomocą 
tejże  nowej  zmiennej  u.  Powyższe  podstawienia  przedstawiają  się  w  ogólnej 
postaci:  y=Mx+N , 

gdzie  Jfcf  i  N  są  pewnemi  liniowemi  funkcyami  nowej  zmiennej  u. 

Połóżmy  ogólnie: 

y^(Ąu+A0)x+(S1u+B0)  (1) 

i  zbadajmy,  pod  jakimi  warunkami  da  się,  na  podstawie  tego  podstawienia, 
zarówno  zmienna  #,  jak  y,  wyrazić  wymiernie  przez  u.  W  tym  celu,  pod- 
nieśmy obie  strony  równania  (1)  do  kwadratu,  a  otrzymamy  równanie: 

ax2+bx+c^{Aiu+Ą)^+2(A1u+Ą)(Biu+B0)x+(Biu+BQ)\ 
które  wyraża  zmienną  x  wymiernie  przez  zmienną  u,  przedewszystkiem  pod 
następującemi  warunkami: 

1)  -^=0,  40a=a,  zatem  -i^y/a, 

2)  Ą=0,  JB02=c,  zatem  B0  =  \/ć- 

W    pierwszym   przypadku,    przedstawia    się    ogólne    podstawienie    (1), 

w  postaci: 

y=xvn+Bxu+Bot  (2) 

i  prowadzi  do  równania: 

bx+c=2{Biu+BQ)x\/a  +  (B1u+B0)*} 
z  którego  otrzymujemy: 

x[b-2{Bx»+B*)Va]={Bxu+B,)*-c, 

z&tem  * 

(■B,tH-B0)ł—  c        (■Bi,-c)+Łg0.B1<«+.B1łttł 
X=6-2(S1«+B0) \Za~  (&-2  B,v/o)— 2B,>/o  •«' 
gdzie  spółczynniki  B0  i  Bi  mogą  mieć  ogólnie,  dowolne  wartości  stałe ,  przy- 
czem  współczynnik  Bi  musi  być  różny  od  zera. 
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Dla  !?!=» — 1,  2?0=0,  otrzymujemy  pierwsze  podstawienie  szczególne: 
y=*Va-»,  zatem  —  ft+w_  ,  y ft+^7^       > 

używane,  gdy   a>0,    przyczem  y/a  może   być   uważany,  jako  dodatni,  lub 
ujemny. 

W  drugim  przypadku  przedstawia  się  podstawienie  ogólne  (1)  w  postaci : 

y=(A1u+A0)x+\/^}  (3) 

i  prowadzi  do  równania: 

ax*+bx~(Aiu+A0)*x*+2\/c(A1u+Aii)x, 
czyli:  ax+b^(Ąu+Ą)^x+2\/c(Aiu+A(i)} 

z  którego  dostajemy: 

x[a-(A1u+AQ)*]=2Vc(Axu+Ą)-b, 
zatem: 

a-^n+Jo)*         (a-i20>-2i0il1^l>2' 

gdzie  spółczynniki  4>,  ^  mogą   mieć   wogóle  dowolne  wartości  stałe,  przy- 
czem spółczynnik  A^  musi  byó  różny  od  zera. 

Dla  A^  —  l,  40=0,  otrzymujemy  drugie  podstawienie  szczególne: 

y=*xĄ.y/j    zatem  a?—  — - «-- ,  y=— ^ , — —  , 

a—  aa  a— a2 

używane,   gdy  e2>0,  przyczem   znak   w    \/c   może   byó   przyjęty,  jako  do- 
datni, lub  ujemny. 

W  przypadku,  gdy  funkcya   drugiego  stopnia:  ax*+bx+c,   rozpada  się 
na  dwa  czynniki  pierwszego  stopnia,  w  postaci: 

ax*+bx+c=*(px+q)(rx+$), 
podstawienie  ogólne  (1),  które  możemy  także  napisać  w  postaci: 

y^{A1x+Bx)uĄ  (Ąx+B,), 
wyraża  x  wymiernie  przez  ff,   skoro    spółczynniki  A  i  B,    tak  obierzemy,  że 
będzie : 

(A1x+B1)u+(Aiix+B0)~(px+q)(Ciu+C0), 

a  więc,  skoro  położymy: 

Ą=pC„  Bi^qCi}  Ą~pG0,  B0=qC0. 

czyk:  _-_=p,_„_.?. 

W  takim  razie,  przedstawia  się  ogólne  podstawienie  (1),  w  postaci: 

»=(px+q)(Ciu+C\)  (4) 

z  którego  otrzymujemy,  wobeo  ył— ax7+bx+c=(px+q)(rx+ś)i  wzoru  (4),  wzór: 

rx+s=(px+  q)  (<>+  <70)ł, 

czyli:  x[r-p(Ciu+C0^]=qiClu+Cl>)i-s, 

q(CiU+C0)*-s 
zatem:  *•=■ '-775 ,    f,.2, 

gdzie  spółczynniki  C0  i  C,  mogą  mieć  w  ogóle  dowolne  wartości  stałe,  przy- 
czem spółczynnik  Ct  musi  byó  różny  od  zera. 
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Dla  Cj—  1,  C0=O,  otrzymujemy  trzecie  podstawienie  szczególne: 

y  =  (p*+g)w, 

.                                                qu*  —  s            (qr—ps)u 
zatem:  x=- ,,  y=— { — , 

używane,  gdy  funkcya  ax2+bx+c  da  się  rozłożyć  na  dwa   czynniki   rzeczy- 
wiste stopnia  pierwszego. 

Podstawienia  algebraiczne,  podane  w  art.  6.  wykładu  IV.,  zawarte  są 
więc  w  formie  ogólnej : 

y=(Aiu+A,)x+(Biu+B0),  (5) 

względnie:  y^A^+B^u+i^+B^  (6') 

w  której  dwa  spółczynniki  są  zupełnie  dowolne,  a  wybór  dTUgich    dwu,  za- 
leży od  spółczynników  funkcyi:  ax2+bx+c. 

2.  Znaczenie  geometryczne  podstawień  algebraicznych,  przekształcają- 
cych całkę:  JB(x,  Vax2+bx+c)dx  na  calkl  funkeyj  wymiernych.  Ozna- 
czając przez  x  i  y  spółrzędne  punktu ,  odniesione  do  pewnego  układu  prosto- 
kątnego na  płaszczyźnie,  mamy  równaniem  :  y  =  V  axl  +  bx  +  c  ,  czyli : 
y2=ax2+bx  fc,  określoną  pewną  krzywą  drugiego  rzędu,  (krzywą  stożkową, 
symetrycznie  ułożoną  względem  osi  rr-ów).  (Por.  T.  I.  fig.  563.). 

Krzywa  ta,  której  równanie,  sprowadzone  do  zera,  przedstawia  się 
w  postaci: 

y2—ax* — bx— c«0,  (6) 


ma 


środek  na  osi  sów  w  punkcie  C|£=—  — ,  iy=0j,    Por.  T.   I    str. 


707. 


i  jest  hiperbolą,  gdy  a>0,  parabolą    (środek    w  nieskończoności),  gdy  a=0, 
a  elipsą,  gdy  a<0. 

3.  Jej  punkta  przecięcia  się  z  osią  y-ów,  określone  są  spółrzędnemi :  a?=0T  y=-f-\/<: 
i  są  rzeczywiste,  gdy  e>0,  wpadają  w  punkt  początkowy,  gdy  c=0,  a  urojone,  gdy  <?<0? 
natomiast  punkta  przecięcia  się  tej  krzywej  z  osią  a?-ów,  określone  są  spółrzędnemi  y  =  0, 


2a  2a 

io  lir  TkiiTilrf.  •    o  =  n     *■— = 

2a' 


i  są  rzeczywiste  i  różne,  gdy  wyróżnik  A  =  4ac— &*<(),  wpadają  w  punkt:  y  =  0,  a?=—^-,  gdy 


A=4ac— &l  =  0,  a  są  urojone,  sprzężone,  gdy  A  =  4oc— 6a>0. 
W  przypadku  A=4ac-—  6*«=0,  wobec  tego,  że: 

*»»  +  bx  +  c  =  ^  [(2a»+  &)*  +  (4oc-&»)], 

równanie  drugiego  stopnia  przybiera  po  stad : 

b*  1 

y*=  oojł  -f  &r  +  j-  ,  czyli  y*  =  —  (2as  +  W 

i  przedstawia,  w  przypadku  a>0,  dwie  proste,  rzeczywiste,  przecinające  się  na  osi 
x-ów,  w  punkcie:   fy  =  0,  *  =  ——),   jako    szczególną    odmianę    hiperboli;    w   przypadku 

a<0,  dwie  proste  urojone,  przecinające  się  na  osi  x-ów  w  punkcie  (y  =  0,  as  = — o~)»  czyli 

punkt  rzeczywisty:  (y=0,  x= —    -h  jako  szczególną  odmianę  elipsy;  w  przypadku  o=^). 

będzie,  wobec  £>2=4ac,  także  ft=0,  równanie  otrzymuje  zatem  kształt  y5  =  c  i  przedstawia 
dwie  proste,  równoległe  do  osi  :r-ów,  rzeczywiste,  gdy  c^>0,  a  urojone,  gdy  e<0,  jako 
szczególną  odmianę  paraboli,  (wierzchołek  w  nieskończoności  na  osi  a?-ów). 
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W  przypadku  A  »  4oc— 6*  >  O,  krzywa  stożkowa :  y*  =  j-  [(2a*  +  &)'  +  (4ac— 61)],    nie 

przecina  osi  ar-ów  w  punktach  rzeczywistych  i  jest,  dla  a>0  hiperbolą,  której  gałęzie 
wznoszą  się  symetrycznie  nad  osią  x-ów,  dla  o  <  0,  elipsą  urojoną ,  dla  a  =  0  parabolą. 
Przypadek  a  g  0,  A  j<0,  podtrzymujący  pod  pierwiastkiem  kwadratowym  funkcyą 
drugiego  stopnia,  w  postaci  równania  y=.yax*  -\-bx-yc,  obejmuje  wszystkie  krzywe 
środkowe:  hiperbole  i  elipsy  z  ich  odmianami,  ułożone  symetrycznie  względem  osi  a-ów. 
i  Por.  T.  L  Fig.  506—508),  z  dowolnym  środkiem  na  tejże  osi. 

4.  Równanie  podstawienia  ogólnego:   y—Mx  +  N,   gdzie    M=Aiu+BlJ 
$=AqU+B0}  przedstawia  linię  prostą,  której  położenie  zależy  od  parametru 
u,  więc  wogóle,  przy  zmiennem  <*,  układ  linij  prostych  na  płaszczyźnie. 
Oba  równania: 

y**=ax%+bx+c  i  y=*>Mx+N,  (7) 

przedstawiają  punkta  przecięcia  się  krzywej  stożkowej  z  prostemi  układu. 
Żądanie,  aby  podstawienie  algebraiczne:  y=Mx+N,  było  tak  dobrane,  żeby 
x  i  y  dały  się  wyrazić  wymiernie  przez  w,  schodzi  się  z  żądaniem  geometry- 
cznem:  obrać  taki  układ  prostych  na  płaszczyźnie,  aby  każda  z  nich 
przecięła  daną  krzywą  tylko  w  jednym  punkcie.  Warunkowi  temu  odpo- 
wiada taki  tylko  pęk  prostych,  którego  wierzchołek  jest  jednym  z  punktów 
krzywej  stożkowej. 

Niech  będą  ai  j8  spółrzędne  x  i  y  dowolnego  punktu   (fig.  1.)   krzywej 

stożkowej:  y=  Vfax2+bx+c,  natenczas: 

P=Vaa*+ba+c. 
Pęk    prostych,    przechodzących    przez    punkt 
^0*^^'  ^(a'  ft>  otrzymuje  równanie: 

1^ y-/8=«(s— a),  czyli:  y=u(x— a)+/3, 

_  n\N«*    i' — j — M= — X    gdzie    parametr    t$=tgX    cechuje     nachylenie 
\Aj     ^%j   v^  każdej    poszczególnej    prostej    pęku  względem 

\" ^\^  °8*  x  °w' 

\  Każda  z  tych  prostych  przecina   krzywe 

stożkową  jeszcze  w  jednym  tylko  punkcie  M, 
gi     !  którego  spółrzędne  są  algebraicznemi,  wymier- 

nemi  funkcyami  zmiennego  parametru  u. 
Na  wyznaczenie  tych  spółrzędnych  mamy  bowiem  dwa  równania: 

y2=ax2+bx+c,  (8) 

y=u(x—a)+p, 

o  dwu  niewiadomych:   x  i  y,  z    których,  po   wyrugowaniu  y,  otrzymujemy: 

ax2+bx+c=[u(x— a)+/3]2, 
czyli;  ax*+bx+c=u*(x— a)2+20w(a:-a)+/J2, 

stąd,  zastępując  (i2  przez  (*a*+ba+c,  dostajemy  równanie: 
ax*-*rbx=:U2(x— a)2+2pu(x— a)  +  aa2+ba1 
czyli:  a{%2— a2)+b(x— a)=w2(x~a)2+2/?w  (s-a), 

które,  po  opuszczeniu  wspólnego  czynnika  (x—a)}  sprowadza  się  do  postaci : 

a{x + a) + J = w2(s— a)  +  20w. 
Otrzymujemy  zatem: 

(aa+b)—  2pu+au* 
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a  więc: 


y=u(x— a)+p= 


aP—  (2aa+b)u+pu% 
a— u2 


wzory,    wyrażające   spółrzędne   x  i  y,  jako   funkcye    wymierne   zmiennej  «. 

W  tych  wzorach  może  mieć  a  wartość  dowolną,  przyczem  musi  być 
p=*\/aa2+ba  +c.  Podstawienia  algebraiczne  tego  rodzaju  są  zatem  nieskoń- 
czenie liczne. 

5.  Mogąc  wierzchołek  (a,  /?)  pęku  prostych  wybrać  dowolnie  na  krzywej 
stożkowej:  y2=ax2+bx+c}  możemy  sobie  rachunek  uprościć,  przyjmując  go 

albo  1)  w  punktach  nieskończenie  dalekich  krzywej  stożkowej, 

albo  2)  w  jej  punktach  przecięcia  się  z  osią  y-ów, 

albo  3)  w  jej  punktach  przecięcia  się  z  osią  sc-ów. 

Pierwszy  przypadek  jest  możliwy  tylko  przy  hiperboli,  jako  krzywej, 
posiadającej  dwa  punkta  rzeczywiste  w  nieskończoności,  wymaga  więc,  aby 
było  a^>0.  Kierunki  tych  punktów  na  krzywej  y2 — ax2— ta— c=0,  określone 
są  równaniem :  y2  —  ax2  «=  0 ,  które  wskazuje  na  dwie  proste :  y  =  +  xy/'a 
i  y=  —  x\/a ,  przechodzące  przez  początek  układu,  równolegle  do  dwu  asymptot 
hiperboli. 

Przyjmując  jeden  z  tych  dwu  kierunków,  n.  p.  tg^=  +  \Aii  (fig.  2.), 
jako  kierunek  promienia  pęku  o  nieskończenie  dalekim  wierzchołku,  otrzy- 
mujemy równanie  pęku  w  postaci : 

y  =  «V/a  +  w  (9) 

jako    pierwsze    szczególne    podstawienie,    w    którem    zmienny    parametr    u 
przedstawia  odcinek,  jaki  dowolny  promień  pęku  wyznacza  na  osi  y-ów. 


Fig.  2. 


Fig.  8. 


Fig.  4. 


Drugi  przypadek,  w  którym  wierzchołek  pęku  przyjmujemy  w  jednym 
z  punktów  przecięcia  się  krzywej:  y2 — cm?2— bx— c=0,  z  osią  y-ów,  a  więc 
w  punkcie  a=*0,  /?=\/c~,  wymaga,  aby  było  c^>0,  co  pod  tym  warunkiem 
możliwe  jest,  zarówno  przy  elipsie  (o<0),  jak  przy  hiperboli  (a>0). 

Przyjmując  punkt  (0,  Y/c~),  jako  wierzchołek  pęku  (fig.  3.),  otrzymujemy 
równanie  pęku  w  postaci: 

y  «  ux  +  W  , 
która  daje  drugie  szczególne  podstawienie,  gdzie  zmienny  parametr  u*=tgA, 
cechuje  kierunek  dowolnego  promienia  pęku. 

Trzeci  przypadek ,  w  którym  wierzchołek  pęku  przyjmujemy  w  jednym 
z  punktów  przecięcia  się  krzywej  stożkowej  z  osią  #-ów,  wymaga,  aby  trój  - 
mian  ax2+bx+c  dał  się  rozłożyć  na  dwa  czynniki  rzeczywiste  stopnia  pierw- 
szego ,  co  ze  względu  na  to ,  że : 
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ax*+bx+c=^-  [(2as+ft)2+(4ac— ft3)], 

jest  możliwe  tylko  w  elipsie  rzeczywistej,  (a<0),  i  to  pod  warunkiem: 
A=4ac  —  6*<0  i  w  hiperboli,  (a>0,  4<0j,   której    oś  rzeczywista    wpada 

w  oś  £-OW. 

Kładąc  w  tym  przypadku: 

ax2+bx  +  c*=o(x—  a)  {x — fi)y 
i  obierając  punkt  P(a,  0)  za  wierzchołek  pęku  (fig.  4.  na  str.  poprz.),  otrzy- 
mujemy równanie: 

y  =  u{x  —  a),  (11) 

które  daje  trzecie  szczególne  podstawienie,  gdzie  zmienny  parametr  u=tangi 
cechuje  również  kierunek  dowolnego  promienia  pęku. 

Całka  kształtu: /-B(x,  Vax%+bx+  c)dx  okazuje,  na  podstawie  powyż- 
szych rozumowań  pewną  funkcyę,  jednoznacznie  związaną  z  punktami  (x,  y) 
krzywej  drugiego  rzędu,  o  równaniu:  y2—ax2—bx — c=0. 

Podstawienia  algebraiczne,  przekształcające  całkę :  fR(x,  V  ax2+bx+c)dx1 
powyżej  poznane,  mają  więc  swe  uzasadnienie  geometryczne  i  tracą  przeto, 
na  podstawie  powyższych  wywodów,  pierwotny  pozór  podstawień  sztucznych. 

6.  Uwaga.  Żadne  z  powyższych  założeń  nie  może  byó  przyjęte ,  gdy 
krzywa,  określona  równaniem:  y**=ax2+bx+Ci  nie  ma  wogóle  punktów  rze- 
czywistych, czyli,  gdy  jest  elipsą  urojoną.  W  tym  przypadku,  określonym 
warunkami:  <x<0,  A=*4ac  —  62>  0,  możemy  wprawdzie  stosowaó  powyższe 
podstawienia,  nie  możemy  jednak  uniknąó  spółczynników  urojonych. 

7.  Przekształcenia  funkcyi  JR(x,Vax2+bx+c),  wskazane  przed  jej 
całkowaniem.  Funkcya  niewymierna,  ułamkowa  B(x,  y)  gdzie  y=Vax2+bx+c 
da  się  przede  wszy  s  tkiem,  jak  wiemy  z  art.  10.  poprzedniego  wykładu,  przed- 
stawić zawsze  w  postaci: 

gdzie  Bx(x)  i  B2(z)  są  funkcyami  wymiernemi  ułamkowemi,  niewłaśoiwemi. 
Wskutek  tego  rozkładu,  funkcya  niewymierna  y—Vaa%+bx  +  c  utrzymuje  się 
tylko  w  jednej  części  danej  funkcyi  niewymiernej  i  to  w  mianowniku, 
w  stopniu  pierwszym. 

Rozkładając  każdą  z  funkcyj  ułamkowych  Bi(x)  i  R^(x)  na  funkcyę 
całkowitą  i  na  funkcyę  ułamkową,  właściwą,  otrzymamy: 

Bi(x)=Gft(x)+-^^- ,    Ą(*)-.0„(s)+  ^±|>  , 

zatem  daną  funkcya  niewymierną,  w  postaci: 

»/*•  «\    r  t~*  ■  G»-i(x)  ■  G<&)  .   ff»-i(*) 
JSfe  J,)-flW0+_g_.r  __+  ^j^j  , 

gdzie  wskazówki  fi,  v,  m)  n  oznaczają  stopnie  odnośnych  funkcyi  całkowitych. 
Całka   danej   funkcyi   niewymiernej  ,  ułamkowej    rozpada   się  zatem  na 
następujące  cztery  całki: 

z  których  dwie  pierwsze  są  wprost  całkami  pewnych  funkcyj  wymier- 
nych ,  całkowitej    i   ułamkowej ,   a   tylko   dwie  ostatnie  są  całkami   funkcyj 
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algebraicznych  ,  niewymiernych  ,  zawierających  nie  wy  mierność,  w  postaci: 
y=Vaz2+bxĄ-c,  wyłącznie  w  mianowniku.  Potrzebaby  zatem  stosować  po- 
znane podstawienia  tylko  do  dwu  ostatnich  całek,  chcąc  je  przekształcić  na 
całki  funkoyj  wymiernych  nowej  zmiennej  u. 

Jednakże  stosowanie  poznanych  podstawień  algebraicznych  okazuje  się 
i  teraz  jeszcze  przedwczesne. 

8.  Pierwsza  z  otrzymanych  całek   \    m^    dŁc,    wobec   tego,   że    możemy 
wyznaczyć   taką    funkcyę    Gm-\{x)  i  taką  stałą  A,   aby    było   tożsamościowo : 

przedstawia  się  w  postaci: 

^te-G^.y+A^,  (13) 

składa  się  więc  z  pewnej,  ściśle  określonej  funkcyi  algebraicznej ,  niewy- 
miernej  i  z  całki  funkcyi  niewymiernej,  kształtu :  \  — ,  zwanej  całką  za- 
sadniczą  pierwszego  typu. 

Druga   z  otrzymanych   całek    \- J""1^     dx,  wskutek  rozwinięcia  funkcyi 

J  Lrn  (x)y 

ułamkowej,  na  ułamki  częściowe,  kształtu: 

Gr-i{x)  .  G*_i(aO 
-  ,  względnie  v  ' 


(x—a)r  *        6  *  (x2+px+q)'  ' 

składać  się  będzie  z  całek  częściowych,  kształtu: 


[G-i(x)dxi[     G*-l(x)      dx 
J(x—a)ry  J(x2+px+q)>y 


Z  tych  dwóch  rodzajów  całek,  pierwsza,  wobec  tego,  że  możemy 
zawsze  wyznaczyć  taką  funkcyę  Qr-i(x)  i  taką  stałą  -4,  że  będzie  toż- 
samościowo : 

0r-i(s)  _  (Gr-*(x).9y  A 

(x-ayy      \  (z—ay-i  )  +  (x-a)y  ' 

przedstawia  się  w  postaci: 

C^tM  *_  -f^w-y  +  ^  C   *l. ,  (14) 

J(s— a)ry  (s_a)r-i  J(a;— a)y'  v     ' 

sprowadza  się  więc   do    pewnej,   ściśle  określonej  funkcyi  algebraicznej,  nie- 

f     dx 

wymiernej  i  do  całki  funkcyi  algebraicznej,  niewymiernej,  kształtu:  \^ — , 

zwanej  całką  zasadniczą  drugiego  typu. 

9.  Drugi  rodzaj  całek,  w  postaci  \ j-jj^-     *  v     >    z    powodu    tego,    że 

możemy   zawsze  wyznaczyć  taką  funkcyę  (2s— 3)-go   stopnia:  G^^ (x)  i  taką 
funkcyę  pierwszego  stopnia:  Az+B,  że  będzie  tożsamościowo: 

g»-i(*)      =  / G2i-*(x).y     y  Ak+JB 

sprowadza  się  do  postaci: 
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a  więc  do  pewnej,  ściśle  określonej  funkcyi  ułamkowej  ,  niewymiernej  i  do 
całki  funkcyi  niewymiernej,  kształtu :  \  t^-j-tj — -£— : — ,  zwanej  całką  zasad- 
niczą trzeciego  typu. 

10.  Całka  funkcyi  algebraicznej,  niewymiernej,  kształtu: 

fB(x,  9)dx-fRi(x)dx+^*&^- , 
da  się  więc  ostatecznie  przedstawić  w  postaci  sumy  następującej : 

+  X  _fl^*)^L  +  ^  (   ^    i\  C    (Ag+-g) «»»  (16) 

"*"  ^  (»»+jMf + g)»-»  "*"  ^  J  (*—<%"**  ^  J  («2+ pas  +  g) y ' 

w  której  występują  w  ogólności,  obok  funkcyj  algebraicznych,  ściśle  okre- 
ślonych, jeszcze  całki  funkcyj  wymiernych ,  całkowitych  i  ułamkowych  i  trzy 
typy  całek  funkcyj  niewymiernych,  zwanych  całkami  zasadniczemi: 

J"J7'  3^=^'  3  (x>+Px+q)t,  •  (17) 

do  których  należałoby  dopiero  stosować  podstawienia  algebraiczne,  prze- 
kształcające te  całki  na  całki  funkcyj  wymiernych. 

11.  Przykład*  Wyznaczyć  całkę,  kształtu: 

Ja;— V*1  — 5*+10 
Mamy  tu : 

g+y/g'-  Bg  +  10  =  (x+\/x*-&x  +  10y  _  2x*-hx  +  10  ax(s»-5r  +  10)       ^ 

•r  —  V/**  —  5* +  10  "  Bi- 10         *""       Bx-10       ^(bx~  10)v/a:J-Bx+10 

=  1  2g»-B.c  +  10       2  s8-5s*+10g     __J___s== 
~~  B  a— 2         +  B  *— 2  *    V*8  —  Ba;  +  10 

-  i  {&-1+  -^)+  ~  L'-9*  +  4+  -8-  J  .  --.—  * , 

Bi  Ta-2/T  BI  ^    ^*  — 21      y^*1—  Bx  +  10 

zatem  otrzymujemy: 

f.+l/«' -fe+jp ^_  1  /,_  J     _8        (x_2)  + 

2r    *'-ar+4  16  r <fa 

6 )  t/^-Bi  +10<Łe+  6  J(*-2)  V/*ł-B»  +  10 

Kładąc:       !'!Z^Żi=  =  ((?,(*) .  \/»'-  5»  +  10)'  +  ~r. =^A= , 

gdzie  <r,(x)=o,a!  + o,,  otrzymujemy,  na  wyznaczenie  spółczynników  o0,  o,,  J,   tożsamość: 

a!ł_8a,  +  4  =  (a;-7,)(a1*  +  o0)  +  <i1(»'-5*+10)  +  2, 
z  której  wypływają  równania  warunkowe : 

1  —  2o, ,  -8  =  -5/,o,  +  (ło-So, ;  4  =  -s/,«o  +  10a,  +  ii , 

1  8        a-1 

cryh :  a,  —  7j- 1    <*!>  —  ^  '        —  "§"' 
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dx 


więc:      \    y  '  dx  =[-zr-x -\- -j-ly  x*—  bx+  10  +  s-  \     , 


B*+10 
zatem:  fr+l^Ęg+g*       *  ^ 

8  1    C  dx  16  P  da? 

gdzie  wyznaczyć  mamy  jedną  całkę  zasadniczą  pierwszego  i  jedną  drogiego  typu. 
Celem  wyznaczenia  pierwszej  całki  ,  podstawmy : 

Y/*1— 6*  +  10=« - x ,    czyli    « =*  +  V*a  —  B*  + 10, 

«'— 10 
a  otrzymamy :  **—  Ba:  -f  10=  i#*  -f-  x1—2ux ,  zatem  »  =»  -= =-  , 

(2«-6)»  '    V*        °*t-lu  —         2m~B       ' 

zatem : 

czyli : 

f    v      ***       -  =  log(2*-B  +  2  V*8  -  Bs  + 10  1  +  C. 

Celem  wyznaczenia  drugiej  całki  zasadniczej,  połóżmy: 
ar— 2  =  —  ,  zatem  cfcc  = -„  x=  — -J— ,    \/a?5  —  Bas  +  10  =  - —  > 

2f  2f  2T  Z 

a  otrzymamy: 

C  dx  C  dz.z.z  C  dz 

J  (*— 2)VV-B*  +  10  ~~"~  J  *V4«*-*-f"T~  "*  ~~  J  V  4*1  -  *  +  1  "" 
Podstawiając  teraz: 

\As8—  s  + 1  =*  t#— 2s  ,  czyli  t#=2a?+  \/4^7+i, 
otrzymujemy : 

4?1  —  *  +  1  =  u1 — 4«z  +  4s*, 
zatem: 

«*-l      .       2(2t#'-w  +  2),       t/— = —     2t#«-i#  +  2 

a  więc: 

skąd,  ze  względu  na  to,  że:  «== 5,  otrzymujemy: 

X  —  A 

1  ,  *-2 


J(*-2)V/i^ 


-B*+10       2         «  +  6+4V/a:5— Ba^+lO* 

Otrzymujemy  zatem  ostatecznie: 

f*+\/V--B*+lÓ"  1  1  /         3\t/-5 ,.     ,   tn  . 

\  y—  <fa?  =  -^-x(g— 1)  +  -=-  lag  +  -„  JY/*1  —  5x  +  10  + 

Jz-Y/a^-oaj  +  lO  5  5V  2/ 

+  !Tlog— ^2)ł +  ^log  {  2s-B  +  2  y^-Ss+lOl  +  C. 

B      ex  +  6  +  4V/xł-5x  +  10      20         *  ' 

JR(x)ckc 
—±-± —    do  całek  normalnych.  Całka  ks 
y 

\     ^   X  ,    gdzie  y=  Y/oa?'  -+-  **  +  c  ,  po  rozwinięciu  funkcyi   wymiernej,  ułamków 

y 

na  funkcyę  całkowitą  i  na  ułamki  proste,  rozpada  się  ostatecznie  na  całki   następi 

r  '     Cxrdx                C      dx                     C     (Ax+B)dx 
trzech  typów  :        Jr=  \ —     ,  «/mes=  \? r— ,    «/«  =  17— r~i i — v^J~* 
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Te  trzy  typy  całek  nazywają  częstokroć  całkami  normalnemi  dla  całek  funkcyj 
algebraicznych  ,  niewymiernych,  zawierających  niewymierność'  w  postaci  funkcyi: 

y  «=  V«**  +  to  +  c. 

13.  Sprowadzanie  całek  normalnych  do  całek  zasadniczych.  Wyznaczanie  całek  nor- 
malnych Jr,  Jm,  Jn  możemy  uskutecznić  za  pomocą  podstawień,  poznanych  powyżej, 
sprowadzających  te  całki  do  całek  funkcyj  wymiernych,  albo  też  za  pomocą  wzorów  re- 
dukcyjnych, sprowadzających  powyższe  całki  normalne  do  całek  zasadniczych. 

a)  Dla  całki  normalnej : 


r~~J    y    ""  J  vW  +  te  + «~"  *  (*«'  +  &»  +  c)1/, 


(19) 


otrzymujemy  wzór  redukcyjny  na  podstawie  wzoru  (18),  art.  19.  str.  47.,  przedstawiającego 

C  xmdx 

wzór  redukcyjny  dla  całek  funkcyj  algebraicznych ,  wymiernych,  typu :  J    ,     t  ,  ^g  i"^y  "» 

który  się  jednak   utrzymuje  i   podobnie   wyprowadza   także  przy   wykładnikach   ułamko- 
wych ri  a. 

Zastąpmy  mianowicie  w  tym  wzorze  m  przez  r,  zaś  r  przez   V],  a  otrzymamy  wzór 
redukcyjny  w  postaci: 

Jr  =  f  ^ L ^-i v_ o*-1)*  f"-1<fa  _  fc=ł)f  {*-idx  (20) 

J     y  ra  *  2ra     J       y  ra      J       y       '  v    ' 

który  całkę  Jr  =■  j przy  całkowitym  wykładniku  r,   sprowadza  ostatecznie  do  całek : 

_        Cxdx  .    _       Cdx 


y 

y 


— ,  gdyż: 
1      J    y   ""J  Y/S^  +  te  +  c""  2S"Jv/«»s  +  to+tf  2aJ  v/«r,  +  to  +  c' 


więc: 


1      ,, b   Cdx 

jj—Iy^+ta  +  .-gJ--  (21) 


W  rezultacie  otrzymujemy,  na  podstawie  uwag  w  art.  8.  poczynionych ,  wprost : 
^  =  6r_lW.y+4f, 


y  *'--■** 

gdzie  funkcya  (?r- 1  (*)  «  a^a?1"""1  +  ^  *r~3  -f  ...  +  ar_2  *  +  ar-i  *  ste*ft   -^   określone   są  toż- 
samością : 

ar  =»0'r-l(aO(*c*  +  &*  +  c)  +  Vi  Gr-l  (*) . (2«x  +  b)  +  A. 

b)  Całka  normalna  drugiego  typu : 

w      J    (*-«)»«y        J   (*_«)*  \/a*>  + to +c  ' 
wskutek  podstawienia,  «—«=«,  na  podstawie  którego  wypada:  dx=du1 

ax*  +  bx  +  c  =  <Ąu  +  *)*+b(u  +  *)  +  c*=Au*+Bu+  C , 
gdzie:  ^l  =  a,  £=2aa+6,  C=oaJ  -ł-fca  +  c, 

a  wi«cs  y  =  V/««,+  ^+c  =  l/^  +  Ai+C, 

przechodzi  na  całkę: 

Na  podstawie  wzoru  (20)  str.  47.  przedstawiającego  wzór  redukcyjny  dla  całek  typu 

Jdx     __  f  ___^___ 
xm  JCr  —  J  xm  («f*-|-  toe-fc/  ' 

ważnego  także  dla  ujemnych  wykładników  mir,  otrzymujemy  dla  całek  typu: 
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du  f      du 


f _* c. 


^y/^^+^+c    J  «"».y' 

gdzie  y  =  Y/^t*1  +  Bu-\-C,  wzór  redukcyjny  w  postaci: 

•        f    <**     =  _        1         _y (2m-3)J9  f    du     _  (m— 2)^  f_^_         ,« 

m"    J   «my  (m-l)C' ««-i      2(m— 1)0  Ji#m-iy      (m— l)CJt#*-2y,       l 

C     du 

który  wyznaczanie  całki :  Jm  =»  \  ,  przy   całkowitym  wykładniku   m ,   sprowadzi 

v     um  y 

wyznaczania  całek:  «^i=\  —  i  ^o  =  J — i  a  więc  ostatecznie ,  do  wyznaczania  całki  zasd 
czej:  J0=  j  —  ,  gdyż  całka  ^i=j — ,  wskutek  podstawienia  t#= — ,  a  więc  du= — ^  , 

y  =  \/Au*  +  Bu+  C=  —  V*  +  Bz+Cz*, 

z 

sprowadza  się  do  postaci: 

Jdu  r  dz 

a  więc  do  całki  zasadniczej  pierwszego  typu. 

W  rezultacie  otrzymamy,  na  podstawie  art.  8.,  wprost: 

r       dx  Gm-2(x).y  f       dx 

J  (a..a)my—  (ar— «)m"-i    T  AiJ    (T_a)y  '  l* 

gdzie  spółczynniki  funkcyi  całkowitej: 

Gm-%  (x)  =  o0  a?m""2+  axxm-z  +  ...  +  am-3  x  +  am_2 1 
i  stała  Ax  określone  są  tożsamością: 

1  =  [CHm-i  (x)  ,y»  +  V,  Gm-2(x)(2ax+  6)]  (*-«)  -(m-1) Gm-i(x).y*  +  Al(x-a)m-\ 
a  w  końcu: 

C     dx  C  dz  .  .  1 

\  ; r&~"  1     y  ,   gdzie  *—«=—. 

c)  Całka  normalna  trzeciego  typu: 

C      (Ax+B)dx  C (Ax+B)dx 

J    (x*  +  px+q)ny         J     (x*+px+q)ny/axi  +  h^rc     '  <* 

sprowadza  się,  na  podstawie  art.  9.,  wprost  do  postaci: 

C     (Ax+B)dx      =      g»,-3(aQ.y        ,    f     (Ae  +  B)<fa 

J  (*'+j>*+g)*y        (i*  +  j«+g)«-i  + J  C^+par+^y  '  C 

gdzie  spółczynniki  funkcyi  całkowitej  (2n— 3)-go  stopnia: 

(?2n_3(aJ)=a0x2»-3+a1*2,,-4+aJx2n-B  +  ...+a2w-3, 

i  funkcyi  całkowitej  pierwszego  stopnia :  Ax  +  B,  określone  są  tożsamością  : 

Ax  +  B  =  [(a*2  +  te  +  c)  G'2n-3  (»)  +  (ax  +  %&)  <?2«  -3(*)]  (*2  +  p*  +  g)  - 
~(n-l)(2a:  +  p)G2n-3(^)(ox«+te  +  c)  +  (^r+5)(^  +  ^+g)»-l, 

ii   j                 *     i            i     v     •         •   <hn    z(x).\/ax*+bx+  c    . 
a  więc  składa  się  z  funkcyi   algebraicznej  /  łV ,     >w_1  *    z    całki    zasadn: 


trzeciego  typu:  Jt  =){x>+px  +  q)y 


C  ix1— 3a;  +  4)  <fce 
14.  Przykład.    Kozwiązać  całkę:  I  przy  pomocy  całek  normaln 

J  V  x2  —  bx  +  10 


Mamy  tu : 

J(x2— 8x  +  4)cŁr  _  r  x*dx f  aafo f dx 

V~x*  -  5aT+  10  ~  J  V/a-«-Bar+  10  J  \/**-5*-|-  10  J  \/  *ł  -  &*  + 


10 
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a  więc  całki  normalne ,  typu : 


sam  dx  Cx**dx 


C        x>*  &x  C 

*      J\/*J-6*+fo      J 


y 

Kładąc  rr»  =  x«— *  .  y'  -j-  (5x— 10)#»— 2 ,  otrzymujemy : 

Jm  =  J  xm-2  y  dx  +  5  Jm-1  —  10  Jm-2. 

Za  pomocą  całkowania  przez  części ,  dostajemy  jednak : 

będzie  zatem: 

aj"«-iy  1       _     ,    6(2m— 1)  _  t_  _ 

*•-- 5ct  -5^*+  -2-(«"-"irm-1- l0  Jm-ł' 

a  więc: 

skąd  dostajemy  wzór  redukcyjny : 

_»»-iy      5(2m-l)  10(m-l) 

*■ — sr- + — sr  Jm-1 « —  Jm~% ■ 

który  wypływa  wprost  z  wzoru  (20),  jeżeli  położymy  r=*my  a  — 1,  6  =  —  5,  e  =  10. 
Na  podstawie  tego  wzoru  otrzymujemy: 


_       acy  ,   15  _      KTT  |6y 


zatem  : 


(•(«»-&*  + 4)  t*r       y      QT   ,  A  T       (x    .    8x  7  r 

* ie:  *  -  ^--fc+io  "^(^-^^ra^ió), 

otrzymujemy  ostatecznie: 

^^^  V/**-6*+10)+C. 

15.  Podstawienia  algebraiczne  ir  zastosowaniu   do  całek  zasadniczych. 

Stosując  do  całek  zasadniczych: 

JVas2+fo+c,  j(x—a)Vaxi+bx+c'  j(x2+px+q)Vax2  +  bz+c' 

kolejno  trzy  rodzaje  podstawień ,  zależnych  od  kształtu  funkcyi  niewymiernej 
y=Vaz2+bz+  c,  dochodzimy  do  następujących  wyników. 

a)  Całka  zasadnicza  pierwszego  typu: 
T    cdx       c  dx 


)\/ax2+bx+c' 
1)  przy  podstawieniu  I.  :y=ti— a?v/a,  otrzymuje  kształt: 


H 


du 


b+2uVa  ~  Va 
na  podstawie  którego  dostajemy : 

r  dx  1  

pod  założeniem ,  że  a  >  0. 


-  80  — 


2)  przy  podstawieniu  II. :  y=xu-t  \/c  ,  przedstawia  się  w  postaci: 
Jr=2\ =«= j=  arctang  — ^=4  <?, 

zatem  w  postaci: 

C          dx                  2                    Vc—Vax2~+bx  +  c  ,  „ 
r_=  arc  tang —r= +  C. 


)Vax2+bx+c     V^a 
rzeczywistej,  pod  założeniem,  że  c>0,  a<0. 

3)  przy  podstawieniu  III. :y=Va{x—  xi)(x—x2)  =  Va(x— xi)u,  zamki 
się  na: 

'      _  2    f   eto  1    .      u+l^r 

skąd  dostajemy  trzecie    rozwiązanie  w  formie: 

C  dx  1    ,     ^2ax+b+ Vb^^+V^+h—Vb*^iac 

==  77=  log- 


JVW+&s  +  c     Va        \/2ax+b+Vb*-łac-^2ax+b-Vb*—  4ae' 
rzeczywistej,  pod  założeniem,  że  &*]>4ac. 

6>  Całka  zasadnicza  drugiego  typu: 

~)(x—a)y~  )(x-a)Vax*+bx+c  <| 

1)  przy  podstawieniu  L:y=«— s\/a,  a  więc:  s«  i   .  o    »/        preybil 

kształt : 

Xi       f  2du  .     «— aVa--V'aa2+&a+ c     ,, 

e/ '  =   \ 7= =  10g j= . =-+0, 

J«2-2awVo  -ba—c  u—aVa  +  Vaa2+ba+c 

wobec  czego,  otrzymujemy: 

f  dte  .      (x— a)\/a  +Vax2+bx+  c—  Vaa%+ba+c  f  „ . 

\ y  «=  lOg T^rr ^ +  O. 

J(s— a)Vax2+6a;+c  (x—a)Va  +  Vax2+bx+  c+ Vaa2+ba+c 

_  2uV^ —b 

2)  przy  podstawieniu  II.  :y=xu+\/c  ,  a  więc  as= 5—    przedstai 

się  w  postaci : 

** - ? -™  —       ««+ v^ 


Jo«2+ 


•*■'-  \..,.«.,r    r~ — -  ./       ..,     ,        ^  arc  tang 


*Vc—b  —  aa     V—aai—ba—c  aV aa1—  ba— c 

zatem : 

[ **  —  2  arc  tang  «^a+»»ł^  i*—)* 

yx-a)Vąx2+bx  +c     V—aa2—  ba  —  c  ax\/—aa*—ba—c 

3)  przy  podstawieniu   III.  :y*=Va(x  —  xi)(x  —  x2)=\/a(x— xi)u,   a  wi 

x =— j — ^  ,  zamienia  się  na  następującą  całkę: 

j>-_  _  C            2d<* =              1       t  iiV^+5+\/^+<r 

J«2(^  -  a)  -  (s2  -  a)      Va{xx  -a)  (x\  -  a)  « l/^  +  a— Y/s,  +a  * 

skąd,  kładąc  aa2+ba  +  c  =  D1    otrzymujemy   trzecie  rozwiązanie   tej   o| 

w  postaci  :  , 


—  81  — 
dx 


v 


a)\/ax2+bx+c 

1       1q    V{2ax+b—\/nbK2aa+b  +  }^ 

VJT        V(2ax+ b—\/D)(2aa+b  +  Vl>)— V(2ax+b+  Vd)  {2aa+ b— \/d) 

Szczególny    przypadek    całki    zasadniczej    drugiego    typu ,   odpowiadający   wartości 
X  tworzy  całka : 

dx 


-Ł 


ra,  zapomocą  podstawienia  pierwszego:  przypadek  b)  1),   przedstawia   się  w  postaci: 


Ł 


dx  1  x\/a+\/ax*  +  bx  +  c— \/c 

zlog 


)x\/ax*-\-bx  +  c      V~e         x\/ a +\/ ax*  +  bx  +  c +\/ c 

c)  Galka  zasadnicza  trzeciego  typu: 

j„=  C  {Ax+B)dx  ^ 

J(x2+px+q)Vax2+bx+c' 

_  u2 — c 

imienia  się:   1)  wskutek  podstawienia  I:y=w — £\/a  ,   a  więc  a=,      g — -?=- 

rfy/a+bu+cy/^    A 2(tfVa  +^+cy/q)  ^      efc  2cfa 

y_         J  +  2«y/a      "'  (&+2vv/a)2  '    *  ~    b+2n\/a  ' 

i  całkę  funkcyi  wymiernej,  kształtu: 

)(u2—c)2+p{u2-c)(b+2u\/a)+q(b  +  2u\/a)2      ' 

2u\/c  —  b 


2)  wskutek  podstawienia  II:y=:rw+\/c,  a  więc  x= 


a — uŁ 


_u2\/c—bu+a\/c  2(tiVc  -bu+a\/e)du 

a  całkę  funkcyi  wymiernej  : 

r  A(2uVc-b)+B(a-u*)    

J(2u\/c-  b)2+p\2u\/J— b^a-u^+gia-u1)2      ' 

3)  wskutek  podstawienia  III:y=V'o(a; — xt)(x  —  x2)=\/a  (a— £,)«,  a  więc 
»= tfZTL >dx („2-1)3       > 


u%-\ 
całkę  funkcyi  wymiernej  w  postaci : 

T„       2    f  ^(s^-a^R-Bi*'-!) 


faJ(x^ui—x2) 


>du. 


■       16.  Wszystkie  trzy  całki  powyższe  sprowadzają  się  do  kształtu: 

Ułie  fx  \  ft  są  funkcyami  pierwszego,  lub  drugiego  stopnia,  ze  względu  na 
iaicBDą  i*,  a  mianownik  f\  2+p/i/ó  +  ^/i2  funkcyą  stopnia  czwartego. 
'       Funkcya  Pi+pf^fi  -\-qP%  w  przypadku  p2*>4q  rozpada  się  na  dwa  czyn- 
i  raeczy wiste,  stopnia  pierwszego  ze  względu  na  funkcye /,  i  f\ ,  w  postaci : 

k.  Omotaki.  WykŁ  matom.  I.  Tom  IL  6 
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gdzie  a=  —  1i%{p  +  ^pt-^4q)1  /}=  —  *j2(p  -Vpa— 4g),  w  przypadku  zaś  p%<Z4q, 
da  się  przedstawić  w  postaci: 

A,+l^.+fl/r.,-1/ł[fl/i+f»/i),+«Y,ł],  gdzie  c»=4g-p2. 

W  pierwszym  przypadku  jest  jednak: 

Ax4-B Ax+B      _  _1_  jAa+B     Ap+B{ 

x*+pz+q~~  (x—a)(x—P)=s'a—p\  x — a         x — /}  fm 

Całka  zasadnicza  trzeciego  typu  przedstawia  się  w  tym  razie  w  postaci : 
Aa+BC    dx         Ap+BC     dx 

składa  się  zatem  z  dwu  całek  typu  drugiego,  Ja'  i  e/p',  pomnożonych  przez 
rzeczywiste  spółczy nniki ,  w  postaci: 

' — 5=T    ^"FS"     " 
gdzie  całki  J*'a  i  J^  mają   kształty,   wyżej    pod   b)   podane  i  są,  albo  funk- 
cyami  logary tmicznemi ,  albo  funkcyami  cyklometrycznemi. 
Przyjmując  kształty  b),  1),  dostajemy: 

jMAa  +  B  1  ,      (x— a)Va  +  Vax%+bx+  c—Vaa*+ba+c 

(*—p)  Vaa%+ba+c       (x—a)Va  +  Vax2+bx+c+Vaaf+ba+c 

Ap+B  1  j      (a?— ^y/a+y/gg^to+c— V/o/92+&/9+c 

(/—o)    V^o/J2+6/J+c  °g  (x-p>  Va  +  \/ax*+bx+  c+Vaji*~+b(l+c 

Przyjmując  pierwszą  z  tych  całek  w  postaci  1),  drugą  w  postaci  2), 
lub  3);  albo  pierwszą  w  postaci  2),  drugą  w  postaci  1),  2),  3);  albo  pierwszą 
w  postaci  3),  drugą  w  postaci  1),  2),  3)  otrzymamy  ośm  jeszcze  postaci, 
których  tu  wypisywać  nie  będziemy. 

W  drugim  przypadku,  p2<4g,  gdy  oba  pierwiastki  a  i  P  równania 
x*+px+q-=0  są  liczbami  zespolonemi,  sprzężonemi,  równania: 

/i-tf.-Oifi-jSft-O, 

mają,  każde  z  osobna  po  dwa  pierwiastki  zespolone,  które  układają  się  w  ten 
sposób,  że  pierwiastki  jednego  równania  są  sprzężonemi  z  pierwiastkami 
drugiego  równania. 

Wobec  tego,  możemy  napisać: 

gdzie  X  jest  pewnym  stałym  czynnikiem,  zależnym  od  rodzaju  podstawienia. 
Połóżmy  a=y+ói}  p=y—ói}  a  otrzymamy  powyższe  równania  w  postaci  : 

(/t--y/i)+W-^(«--yi+«iO(«-yi+<i»), 

skąd  wypływają  równania: 

/i-y/i-^(«-yi)(«-yi)— *Vn 
*/i-^"i(«-n)+Wj(«-yi), 

które  dają : 
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Otrzymujemy  zatem: 

Aft+Bf^ZiAtu-yJiu-yJ  +  -^±*  {<*,  ("-yJM^-y*)}-^,]. 
a  więc  badaną  całkę  J"  w  postaci: 

f    {.Afx+Bfjdu 
J  (/i  -«/,)  (/i  -fit,) 

=  TJ  {(tł-y,)^^,}  {(«-y,)J+«>M  **" 

Funkcyę  ułamkową,  stojącą   pod  znakiem  całkowym  możemy  rozłożyć 
na  dwie  proste  funkcye  ułamkowe  w  postaci: 

■«i(*-ri)+ffi  ,  M^u-yJ+Nj 

(u-y^+dS  +   (u-yty+Ą  ' 
gdzie,  na  wyznaczenie  spółczynników  Jfi,  -Ylf  MtiN2,  otrzymujemy  równanie 
tożsamościowe : 

A(u-yi)(u-yi)+'Al^{ól(u-yi)+ói(u-yt))-Aólói^Mi(u-yi)(u-yiy+ 
+Mi(u-yi)(u^iy+Ni(u^iy+Nt(u-yiy+Mló\{u-yi)+Mió\(u-y1)+ 

z  którego,  przez  porównanie  spółozynników  przy  równych  potęgach,  otrzy- 
mujemy cztery  równania  pierwszego  stopnia,  ze  względu  na  niewiadome 
Mu  JK,,  su  2f2. 

Porównywaj ąc  spółczynniki   przy  u3  i  t*2,  otrzymujemy   pierwsze  dwa 
równania  w  postaci:  3fi+Af2=0, 

kładąc  zaś  raz  u=yu  drugi  raz  «— ya,  otrzymujemy  drugie  dwa  równania 
w  postaci: 

W^-Yj+óW+fa-y^+óW-  *^r+y  (*-*)  _M^ 

Z  pierwszych  dwu  równań  otrzymujemy: 

Ą-^-N^  A-Ni-Ni 

Yi-Yi  Yi-Yi 

i  drugich  dwu,  po  uwzględnieniu  wartości  J£,  i  Jf,,  otrzymujemy : 

[(yi-y^H^  +ó\]Ni.\-2ó\N1^  ?±-[(Ay+B){yi-y2)+AÓ(6l-62)}, 

2<5I,iV1+[(yi-ył)J+«521  +  <J,,]iV,=  ^  Py+^Cy.-y^+^^-cJ,)], 
»  ttąd  wartości  2f,  i  ^,  w  postaci  wzorów: 
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_  ói[(Ay+B)(yi-y1)+AÓ(ói-ó2)]  ói[Uy+B)(yi-yi)+ Aó(ó%-  , 

przyczem.  Jf ,  -  3^-y^+^S^]  • 

Badana  całka  zasadnicza  trzeciego  typu  przyjmuje  wobec  tego  ksz 

X  J    (w-y,)2+V  -l  J    (u-y^  +  ó*,         ' 

czyli : 

+  T  st i arc  tang  "~dT~  ~ arctang  ~df~i' 


a  więc: 

'  "  w Iog I«— ył)»+*\  +  i*,-  arctg(«-y1)(«-ył)+«J,^ ' 

czyli  ostatecznie: 

2,W[(y1-y2)*+(<51-<$2)*]      °g  («-y2)ł+<5'2  + 

+     ^[(y.-y^+tfi-^fi         g(«-y,)(«-y,)+<W 

gdzie,    przy    podstawieniu:    y=u—x\/a1    mamy  i2=l,    przy    podstawie 
y=xu+\/c,  A*=gi  przy  podstawieniu:  y=\/a.(x—xi)u1  A2=x\+pxi+g. 

17.  Powyżej  otrzymany  wzór  ulegnie  zmianom  pod  szczególnemi  założeniami. 
1)  Załóżmy,  że  :  Yi  =  Yj  =  y'. 

Pod  tym    założeniem    równanie    tożsamościowe,   wyznaczające  spółczynniki   J/j 
«^ii  ^J»  przyjmuje  postać: 

=(*i  +  -«.)(«-T')3  +  W  +  *i)  («-?')'  +  f  *i  *»i  +  *t*\ )  («-7*)  +  *M  +  BA », 
zkąd  otrzymujemy: 

Jlf, +Jf,=:0,      Ą  +  tf,  —  ^, 


a  więc : 


Mxo\  +  M^l==^  +  Bf^^\  K^  +  NM  —  A^, 


Wobec  tego ,  badana  całka  otrzymuje  kształt : 

<?"=»<*    J      »      ]og  ) Tv2  T"^2 -  +  TŚ r  arctanS  "T+Tii a"  arctanS  -i 

w — y'      w — y' 

r„       1     Ay  +  B   .       (u-y')2  +  82i,     1      A          .       ~\            ^j~ 
czyli:  j"=  ,  _^  _J_I_  l0g  ) L'  *  +       _    ^arctang — *-? ^-« 

2)  Załóżmy,  że  jeden  z  pierwiastków  równania : /1  —  a/J=0;  a  tern  samem  i  rów 
/i  —  py2  =  0  jest  rzeczywisty,  będzie  on  oczywiście  wspólnym  pierwiastkiem  ró 
ft  =  0  i  t\  =  0-  Oznaczmy  go  przez  Ya,  będzie  wtedy  62  =0,  a  dana  całka  otrzymuje  ka 


C(Aft+Bft)du        1_  \A(^- 
J(/i-«/»X^i-PA)     *J(«- 
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(4T  +  B)8, 


-T.)+ 

du. 


Tt){(«-Ti),+  3,t} 
Funkcya  stojąca  pod  znakiem  całkowym ,  daje  się  przedstawić  w  poBtaci : 

(«-Tt)  {(«-*)*+ S'i}        >-Ti)»+»\  ""*"•- Ti  * 
z  której,  na  wyznaczenie  trzech  spółczynników  Mx ,  Mt,  Nit  otrzymujemy  tożsamość: 

*i(«-Tt)(«-T,)  +  *,(«-Tl)«  +*(«-*)  +  *,8\  =  ^(«-Tl)  +   MT  +  J)»i    f 

a  zatem  trzy  równania: 

Jfj+Jf,=0, 
-■Mi  (Tt  +  Ti) -  J£  .  2rt  +  *,— A , 
JiiTiTi+^rt-^iTi  +J<iS'1=CilT  +  g)a'  -4h, 
skąd  otrzymujemy .  if,  =»  —  Jf, ,  a  zarazem  dwa  równania : 

^(Tt-Ti)  +  -»i— *." 

*Ł(T.T.  ~  T'i-  «',)-«lT.  -    Mr+sB)Sl    -^Ti, 
wyznaczające  3f,  i  Nx  w  postaci: 

„  _    4S(Ti  -TłM^T-fBft        v  _ *i[Ut+JKTi  — Ti)+^»t] 
,_  %,-T»?+8'.]         '       l_  "8[(T.-T;)8+8M  ' 

Wobec  tego  dana  całka  zasadnicza  trzeciego  typu  przyjmuje  w  tym  przypadku 
postać: 

J  "sx  log    (A)'    +Ta;  arcta°*  nsr- 

3)  Załóżmy  wreszcie,  że  pierwiastek  rzeczywisty  Yi  jest  zarazem  rzeczywistą  częścią 
drugiego  pierwiastka  zespolonego,  że  więc  yt  =  Yi,  a  przy  tern  Bj  =  0. 

W  tym  przypadku,  powyżej  podane  równanie  tożsamościowe  sprowadza  się  do 
postaci : 

(Jf,  +Jfł)(«-Tt)*+  A,  («_T|)  +  *,8»,= A («-Tl)  +    (-fr+BA    , 
z  której  otrzymujemy: 

a  zatem : 

**-       88,       '   ■"' 88,       '  *»       X 

Badana  całka  przyjmuje  zatem,  pod  temi  założeniami,  postać : 

1    Ay+B  ,       («-T,)ł  +  8,»  ,      A  Ł         tł-Yl 


ćwiczenia    V. 

1)  Wykreślić  i  zbadać  krzywą  o  równaniu:  y=\/— #*  +  8a;+2  i  wykazać, 
I  — T-- :  ==  arcsin  — ; \-  u. 

J  v/-x>  +  3x+2  v/n 
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2)  Wykreślić  krzywą  o  równaniu:  y  =s yA1  +  Gx  +  6    i  wykazać,  że: 
t%/«^I  7T"  =iog(*  +  3+v/*'  +  6*  +  5)  +  a 

•J  Y/jD^  +  Gaf  +  S 
8)  Wykreślić  krzywą:  y=\/9a!*  +  2a>-|-8  i  wykazać,  że: 

lv^TOl=^log^+1+8V/9x,+2x+8}  +  a 

Uzasadnić   geometrycznie   podstawienia  algebraiczne,    wskazane  przy  - 
następujących  całek: 

4)  I\^Arf=log(a!"2+v/*,"4a,+8)+c- 

o;  \  =  — — ^  arc  sin 5 \-  C. 

6)  f— — ==^====  =  — ^-arcsin(6ir  +  6)  +  (7. 

7)  C      _J^^_^^\/xi+x+l-l-log[2x  +  l  +  2Vxi  +  x+l)+a 

8)  Jy^+i+i  dx  =  (V,*+  ł/4)\/»M-*  +  i  +  %  log  [2*  +  i  +  2  Y/^M^T- 

9)  f **  =  (2*'-l)\/*T+i  +  tt 

Ja?*  \/r»a+  1  8»» 

10)Iv^^=,arcBin^~  +  c- 

11)  J\/ 2aa>  -  a>»  <fa>=  ?=?  \/2«a;  -  **  + 1  arc  sin  ^?  +  C. 
121  l    j  =  —  V  2ax—  x*  +  a .  aro  sin k  C 

J   *V/  2a*  —  op1  ax 

C        xldx  x  A-  8a  .  y— r-  .   8a'  aj — a   ,    „ 

i0;  J    *V2a*-*>  8a**»  +U 

16)  jy/i^+aT1  <Łr  =  i-  *\/ał  +  xł  + 1' log (x+\/a*  +  **  )  +  C. 

17)  jy/a117^  **>  =  ^  *V/V  -  **  +  |-  arc  sin  -^  +  C. 

r»  da? 1_  V/  ax*+bx+x\/a~  2  

18)  J  V**%+bx    ~~  VV    °g  V/a*J+fcc-*VV  ""  ł/^a^   ang  \/< 
Następujące  całki,  sprowadzić  do  całek  zasadniczych  i  wykazać,  że: 

19)  jV3**+ 10* +9  <**=(!-  +  "67  V  3*2  +  10*  +  9    + 

+   3V/3      log(8*+B  +  V/3   V/8; 
J\/-8*J+12*  +  11  <**  =  (f  -  g-)v/^&^>12*+ll  +  -A- arc  ' 


20) 
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,     *+2  , 

)t/i|»*-~Vi+a— .»+s 


arcBin 


*-l 


V2 


C. 


2s  +  l 


+  C. 


Jas 
28)  f  (*4-»  +1)*  «**=  i  (*+ 1")  (y/iM^+l)1  +  gg  (•  +y)\Z«1_+r+ 1  + 

+  BS log  (2  * + *  +  2  VW*+I)  +  a 
M,5Si?-|"Ł+1+1,'*,f«-lWTS5+,! 

f     s+1 
^  W(*,+*  +  1)1 


a 


<*r—  ^ g  +  -g-  log  -^ »L  -   ^     ~r     +  C. 


dx  = 


J_  87*1-}- &rl  -18a>  -tf* 
12       a-iy/^  +  ar  +  l 


x*+b 


,28)J(i+*V  v/i- 


<Łr  = 


cy/l  -  xi 
l+*ł 


9   .          x+2  —  2\/x*+x+l 
~8l°S— , 

arctg +  C. 


C. 


V/2 


\/l-** 


2*<&? 


r  gfgg  =,      3g-l-2V/l-a?— a?1 

J  3(1— ««)Vrl  —  9  — "5*       °g*  +  8-2Y/l-:r-*ł 

r         fe  =  2(2a*  +  fr)  ^ 

JJ(oiHte+c)*'»      (4ac-6ł)\Za*»+te  +  c 

U)[_   „_*** = 2(b»  +  2c)      

^  ?Jaz  +  b)dx       _         2[Kax  +  b)-2ac)  Q 

JJ(««  +  te+*)%      (4ac  —  6 J)\/  *»»  +  &*  +  c 
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8V/8 


=  log  (8«  -  -|  +V/8  V/3*»-  6x+  8)  +  C. 


arc  sin      ,_„  +  G 


»'Ji^!-fi--a'"+il4v';i+T-B1''«<"+v/'iI+i'+c 


«fc 


V,)x>Vax*+b  Ł~ 


&r 
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Wykazad,  że: 

=  -^rlog(2ax  +  b+2\/a  \/ax*  +  bx+  e)+  C  —  — ^arcsin       ***  +  *      . 
Y/a  Y/— a  VJ!-4« 

42,   f ** ^  lw  ^  +  g)+\/p(^ł^, 

'  W(p*+q)(rx+s)       VV      6  V/r(paJ  +  5)-V/p(^  +  *) 

^  f  **        =  --1_-  log  to  +  2g-2\AVqs»  +  te  +  Cs8S 

'  J  *Y/aa;ł  +  bx  +  e       Vo  x 

1  A  te  +  2* 

=  — 7=  aro  tang 7= — . 

V-c  2\/-c\/ax*  +  bx  +  c 

;  J(*+l)Y/*2+*+l         *                x+l~  +C' 

4B)  \ j  =  aro  tang . — =r  +  C. 

46x   f **  =log  *  +  8  -  2\/l -"^55 

5  J(«  +  l)Y/l-»-»«         g x-+l +C' 


dx  &B  +  1 


=  arc  sin —  +  C. 


47\     \  .  L  _    =  »ŁA>  Bill -~r 

J  J(*  +  l)\/l  +  a?-xł  (»+l)\/B 

;  J(*+l)V*f+i+i  *  +  2   l0g  2*  +  G' 

49)  f (*-2)d» 1      lo   2V/i0^^22^+T3+(l--g)V/^  +  c 

J (B*  J-18x  +  17)\/lO*J  - 22*~+18     4Y/ 8B  °g2\/fCte^22x  +  13-(l-x)Y/8B 

C  (l-*)<te  1  ,         V/l0a!ł-22aj  + 18  ,    „ 

BOl   \ - .L  ~  —     j      arctang —± \-  C. 

}  J  (&»»- 18*  +  17) V/lOxJ  -  22*  +  18       Y/36  (*  -  2)\/3B 

^ (2s— 3)aa? 1  2V/l0xł~22j-+13+(l--a?)V/^  _ 

B1)  J(B*»-iac  +  17)^10^- 22x~+T8  =  4V/3B   °g  2\/i^^22i+i3-(l-a;)V/8B 

1  x        \/lCteł~22x  + 13 

arc  tang  - 


Y/8B  *         (*-2)  \/35 

Rozwiązania  V.  Wskazówki  do  rozwiązań  podane  w  wykładzie. 


Literatura,  Leitfaden  und  Aufgabensammlung  zur  hGheren  Mathematik. 
Fur  technische  Lehranstalten  und  den  Selbstunterricht,  bearbeitet  von  Robert  Geigenmuller. 
11.  Band.  Die  hóhere  Analysis  oder  Differential-  und  integralrechnung.  B.  Auflage.  Mitt- 
weida  1903.  M.  C.  Jordan.  Cours  d'analyse  de  Fecole  polytecbnique.  Tome  deuxieme. 
Calcul  integral.  Paris  1888. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

Jx*dx 
7>     ,  ,    Ł     ,        i  ich  szczególne  przypadki. 
Y  ox  +  ox  +  c 

2.  Gałki  normalne  kształtu:   \;        .  .  /  -"-"Vr-l-^P   i  *cn  rozwiązania. 

J(a;— *YVaxi+bx+c  * 

C    (Ax  +  B)dx 

8.  Całki  normalne  kształtu:    \;Ti       ".  "TT/"-"  *  ,~T~"  ~   i  icb  szczególne  przypadki. 

J(x 2+P*+<l)nV  ax*  +  bx  +  c  ^  r    jr 


Wykład  VI. 

Dalszy  ciąg  uwag  dotyczących  wyznaczania 
całek  kształtu:  lR(x,  ^d^e2~+bx+c)dx. 

1.  Przekształcenie  całki:  fK(x,  Vax2+bx+c)dx  przez  uproszczenie 
laleyi  drogiego  stopnia,  występującej  pod  znakiem  pierwiastkowym.  Wpro- 
ndimy  do  danej  całki  nową  zmienną  z ,    za   pomocą    podstawienia : 

x  =»  Iz  +  X , 
łienczas  otrzymamy  : 

dx*=*ldz,  Vax2+bx+  c=VAz2  +  Bz  +  C  , 
|«e:  A=al\  JB=2aM  +  «,  C=aV+bZ+c. 

Dana  całka  przedstawi  się  tedy  w  postaci  analogicznej  : 

ffifo  Vax2  +  bx+c)  dx=$R(lz+Z,  VAJ2+B7+~C)ldz ,  (1) 

r  której,  rozporządzając  dwoma  spółczynnikami  l  i  Z,  możemy  funkcyę 
rtgiego  stopnia,  występującą  pod  znakiem  pierwiastkowym  sprowadzić 
i  formy  prostszej. 

Przedewszystkiem  możemy  w  niej    zawsze  uwolnić  się  od  spółczynnika 
I,  przy  pierwszej  potędze  nowej  zmiennej  z. 
V  tym  celu  należy  położyć  : 

2aM-j-W=0,  czyli  przyjąć:  i=—  -  . 

Otrzymujemy  tedy  podstawienie : 

*=fe       *     dla  którego  A=al2 ,  S=0,    C=*^-  =  -  -, 
2a  °  4a  4a 

F«ie  4=4flc—62  jest  wyróżnikiem  danej    funkcyi  drugiego  stopnia : 

ax2  +  bx  +  c. 

Przy  tern  podstawieniu  dany  pierwiastek  kwadratowy  otrzymuje  kształt: 

Vaz*+te+c = VIz2~+C, 

latem  dana  całka  sprowadza  się  do  postaci: 

fB(z,  Vax2~+bx+ ~c)  dx=fB (z,  V Az2  +  O)  dz ,  (2) 

^  której  jeszcze   spółczynnikowi  A=*ąl2   przez    stosowny   wybór  dowolnego, 

■**ywistego  l  możemy   nadać  dowolną    wartość   bezwzględną,   nie    mogąc 

™k  zmienić  znaku,  jaki  miał  pierwotnie  spółczynnik  przy  x2  w  funkcyi 
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Nie  można   także   zmienić    znaku  w  wyrazie  wolnym:  C=j-,  zależnym 

wyłącznie  od  spółczynników  danej  funkcyi:  <ix%-\-bx+c,  możemy  więc  od- 
różnić następujące  trzy  przypadki: 

1)  A>0,  C>0,    2)  j4>0,  C<0,    3)  A<0. 

Wskutek  podstawienia  a;=fo—  — ,  możemy,  przez  stosowny  wybór  spół- 
czynnika  Z,  dany  pierwiastek  kwadratowy: 

sprowadzić  do  jednej  z  następujących  postaci: 

1)  y=VWl,  gdy  a>0,  a  J>0, 

2)  yByV-l,  gdy  a>0,  a  4>0, 

3)  y«Y/l-*2,  gdy  a<0,  a  4>0, 

zastępując  zmienną  *  przez  a;,  możemy  więc  odróżnić  następujące  trzy  po- 
stacie całki  J=fB(x,  \/ax*+bx+  c)dx,  jako  to: 

1)  J,  =/£(*,  \fź*+l)dx,  2)  J2=fB(x,  V^l)<fc,  3)  Jz=fB(x,  Vl=^)<te, 
którym  odpowiadają  całki  zasadnicze,  trzech  typów :  J,  J\  J",  każda  w  trzech 
różnych  postaciach,  odpowiadających  trzem  różnym  kształtom  niewymier- 
ności. 

2.  Do  tak  przekształconych  całek  należałoby  dopiero  stosować  podsta- 
wienia algebraiczne,  zamieniające  te  całki  na  całki  funkcyj  wymiernych 
nowej  zmiennej  u. 

Odnośne  podstawienia  przedstawiałyby  się  w  jednej  z  następujących 
postaci : 

1)  VV+ l=fi-3,     albo     Vx*+l~ux+l, 

2)  Vx^\=u--x,    albo     Vx*^l*=(l+x)u, 

3)  Vl^si*—ux+lt  albo     Vl^*=(l  +  x)u, 

z  których  każda  mogłaby  być  opatrzona  znakiem  +,  lub  — . 

3.  Całki  zasadnicze  pierwszego  typu  z  możliwie  uproszczoną  niewymier- 
nością,  przedstawiające  się  w  jednej  z  następujących  trzech  postaci: 

C      dx  C      dx  C      dx 

Ji~\v^n>  J*~w^i>  j3-)vi^' 

otrzymują,  po  zastosowaniu  odnośnych  podstawień  algebr aiozny oh,  następu- 
jące kształty: 

A   -     _  .  u2  —  1 

1)  Kładąc  V  X1  fi =ti— x,  czyli  u=x  +  Vx2  +  l,  otrzymujemy  as— — ~ — , 

(h!  =  -lt*idU'    V^+l=-2^,  zatem: 

czyli:  Jv/i^~I  =  l°e(X+  Vxl+1)+  C'  (8) 
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Używając  natomiast  podstawienia:  VV*+1— *«— 1,  czyli  u=  — — X  "*" 
otrzymujemy:  x^—^-,  dx ^LŻ^du,    l/i*+l  =£!±ł ,  zatem: 

JVWl        ^l  +  y/^+l-a; 
Oba  powyższe  rozwiązania  sprowadzają  się  do  tożsamości,  jest  bowiem: 

lłj^l+g_(V/a!'+l+g+l)(l/^+l.|.g-l)    2s2+2sV^*+l_       ^-5 f 

1+V^*+1_*    ( V^+l  _^+  i)(V'£5+I+  aj-l) =  2*  *  +  V*   +  1. 

2)  Kładąc  W—  l=«-j;,  czyli:  u=x+Vx2—l,  otrzymujemy: 

^"ST'  **— sr***  ^'    1""_ar'  zatem: 

czyli:  t-^^^j-log(*+V^Tl)  +  G  (4) 

Używając  natomiast  podstawienia:  Vxl— 1=(*+1)«,  czyli:  «=  Y^— "T 

3/  ~\"   J. 

otrzymujemy:  *=££,  <fc=^L,    vV»=I- j-^j ,  zatem: 

Oba    rozwiązania    są    tożsamościowe,    względnie    różnią    się    o    liczbę 
st***,gdyź: 

ty — >y         — s =x+va;2-  1. 


czyli: 


czyli: 


3)  Kładąc  Vi — £2«1— xu,  a  więc  u= ,  otrzymujemy: 

„211  +2(l-«2)  ,       ./.—  -  .     l-«2 

a: 


5 


<**  o„.^„  l-V/l— x2 


V/l-*2 


=  2  arctg  l-v  l— x<  +  c  (B) 
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Używając  natomiast  podstawienia:  

Vl^xi~(l-x)u,  czyli  u-Uji^i 

tt* — 1  4udu         / 2tf 

otrzymujemy :  *=^^j; ,   dx  -  (1+<<ł)1 1  VI  -  *»=  j-^ ,  zatem : 

ozyli:  5^=2arctangVi§+a  (5° 

Oba  otrzymane  rozwiązania  różnią  się  tylko  o  stałą ,  jest  bowiem : 

1— l/l— *'  .     i/l+*  .  »  Vi  — a? 


arctg arctg  I/—-! —  =arctg 


#-:- 


l_y/l_a.i  •,/!+* 


a?  fi  —  • 

i-Y/r^    y/r 


*  arctg 


1-aj  A      a—m)-(l—x)\/l—x*-x\/T^x* 

*  arctg—       -;_ — 7 —  ,  -  =  arctg  i—     '      '— v~ —  = 

l-\/l-x*\/l-x*  a<l-aO+l/l-*2-(l-*') 

x  1— a? 

l-ar-l/I^  *    ,    «x  *  *    i— l/i11** 


^  /    «x         *                   *   l-l/i-**         ^  i/H1*"      * 
•tg(— 1)— —  4  y  a  więc  arctg ^        =arctg  y  j_—  -  ^  ; 


*-l+l/l-** 

i_v/p^  ^    i^y/r^ 


tt>  j       o       A     l-l/l-*2                       A         ?>      1  — VI—  x2  r 

Kładąc  2arctg =  c>,  mamy  tang  ^  =* ,  czyli: 


8inf  C0S2  1 


l-l/l— a;2         *         V/2(l-v/l^^2) 

-  rt     .     g>         ©  1— l/l— o;2  a? 

a  więc:    smc)-=2.sin  j;  cos—-—  2.-         7 :_ -    -  . y__ — -- =*, 

2  2  \/2l/l-Vl3^    v/2V/i_\/i_i2 

zatem :  c>=2  arctg -~^-~-=arcsins, 

czyli,  jak  wiemy,  bezpośrednio: 

V    ,__    _=arcsins+C.  (6*) 

4.  Całki  zasadnicze  drogiego  typu  z  możliwie  uproszczoną  nie  wy  mier- 
nością, przedstawiają  się  w  jednej  z  następujących  trzech  postaci: 

1      J(*-a)W+l'      2       J(3-a)l/x2-i  '     3       J(*_a)\/l-32' 
Stosując  do  tych  całek  odnośne  podstawienia  algebraiczne ,  dochodzimy 
do  następujących  wyników. 

1)  Kładąc  VxŁ+\'=u—x,  czyli  u=xĄ-\/z2  +  l}  otrzymujemy: 

u2— 1                ti2— 2ati— 1 
2t*    '  2w        ł  

,  Ti      T  ^  rtf         ^w  1        i      u— a— l/a2+l 

zatem:  J/      '  "l  1-~ 


J(s-a)l/^+l  =  >a-2an-l"v/5MTi  °g 


2ai#-l      \/oa+  1        u-a+l/«24-l ' 
_*?        __ 1 .      x— a+N/i2  +  l-l/a2+i 
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Używając  zaś  podstawienia: 

x/~* — 7            1          ,•         l  +  V~xT+l 
Vx*  +  1=xm — 1,  czyli  «= , 

X 

2u                  2u — au2+a 
zymujemy :  x=tf—i  '  a'_a «*— 1    " ' 

Km: 

■-  da; r        2du 1        ,      cw-l—  VV+1 

1    J(x-a)V**+l-  Ja«2-2«-a~~  y/a^  1  °ga«-l+  ^a^+T' 

fli:  

r_ _*__. L_ w ti+WHd+^+i)   a     (60 

J(x-a)Vs2+i     \^aM-  1        a(l  +  W+l)+*(l  +  V/a2+l) 

2)  Kładąc  Vxr—\=u — x,  czyli  u=x+Vx%— 1,  mamy: 
«2+l                m2— 2«a+l 
* 2^'*-° 2^ ' 

tern: 


J'~  3(«_a)H(l-al)=  Y/l-T2        g|/JCT' 


(--^-  -,—  -/-1_  log^+^Łi-^i  +  C,  (7) 

J(z-a)Y/a;2-l     Va2- 1        *— a  +  W— H-W-l 

gdy  o>l, 

b.  {  -    -  =  —    -.  ^arctang 77==-,      +  C,  (8) 

J(:r— a|V«2 — 1      vi  — o-  H— a2 

gdy  a  <  1. 

Używając  zaś  podstawienia:  Vx2—l=(x+l)u1  czyli: 

'*— 1  1+w2  (1— o)+(l  +  o)u2 


1.'* — i 


mamy  x=- j,  as — a 


l—u2'  1-w2 


j,     f        dx  r 2rfw 1  uVa+\-Va-l 

1   J(*-«)"Vi«"-i"  J(o+l)««2-(ó^lj~v/^-l  °g«Y/aTi  +  Va— l' 

Ł-  j.  ,f        ^  r  2rf«    _  2       -r-fc___«V^l+5 

*    J(x-a)\/^"-l      J(l  +  a)«2+(l-a)      v/IZ.al  g  V/l-a  ' 

fjli  wzór: 

J(*-a)V*»-i     Va2— 1        y/(a+L)\x  —  l)  +  V(a—i)'(z+'l)       ' 


gdy  o>l, 

2 

— — j  arctanj 

gdy  a  <  1. 


f_*L__        2  +        i/(l  +  a)(i-l) 

J(^.«)V^=I-  yra"0*"8  V(i-«)(*+i)+  '  (8) 
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1 y/1—  X1 

3)  Kładąc  vi- x2— 1 — zu  a  więc  f#= ,  mamy: 

2t*  au2— 2u+a 

zatem : 

^T  dz r         du  1  _|      gti-l  +  \/i^ 

ii.  Ti  of  ^^  — 2  i.  cm— 1 

czyli : 

gdy  a  <  1 , 

f  <&  -2  x        a(l— V/l^)-a;  ,  „ 

lub :  \ r  ■  -  —  =  -- >-  arctang  — , \-  C. 

)(x-a)Vl=xi     V/oł-l  S         «VaM 

gdya>l. 
Używając  zaś  podstawienia: 

Vl^xi^(l—x)u,  czyli  tt=l/ł±|, 

t«J-l                (l-o)«2-(l+a) 
mamy :  X=V+ 1 '  *_a «»+l ' 


zatem : 


uV\-a—Vl 


r,      f    _<*? C_ ?* ł     wy.1—1 

3     J(a;-a)Vl-a;2     Jll-oJ^-a+o)     l/l_a»       «V'l-a  +  Vl 


lab :  «^3 


(_  f  (to  2     /»  dt» 

r       _  2du  2  «\/o^I 


czyli : 


+1 

V(l-a)(l+x)  -  V/a  +  o)(l-x) 


f  *"  =--       logv/(1-q)(1+g)-v(1  +  a)(1-;r) 

J(«— o)Vf^     v/l-a2       \/(l-o)(l+*)  +  V^(l+o)(l-*j 

gdy  o<l, 

i  u  f  da;  2  i/(i-l)(l+a;)     . 

lub:  \ ,__=—-=—    7-     _ arctang  V,    ,-.[,, — t+C» 

J(*_ a)Vl-*ł  VV-1  »(a+l)(l-*) 

gdy  a>l. 

5.   Szczególne  przypadki    uproszczonych    całek    zasadniczych    di 

typu  stanowią    całki,   w  których   cs=0.    Na   podstawie    powyższych  •> 

lub  też  wprost  za  pomocą  stosownych  podstawień,  otrzymujemy  nast< 

wzory :  

f   _*L     =1      s+yWl— 1     1q    —  lł^łl 

J*Y^1~  °g*+Y^+l+T     °g  * 


=arc8ecx. 
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\ — 7==i= 2  aro  tang  V       , s 
C      dx  VT+x-Vl^x_       l  +  y/U^c* 

)xVT^~ogVi+x+Vurx~  og       * 

6.  Całki  zasadnicze  trzeciego  typa  z  możliwie  uproszczoną  nlewymier- 

•eią  przedstawiają  się  w  jednej  z  następujących  trzech  postaci  : 

1     J^+iw  +  tfy/^+T'     '       J(*ł+|w+ff)\/**:rr 

3  "  J  (*»+*>*+ g)\/l-*»    ' 
której  trójmian  x*-{-px+q  nie  da  się  rozłożyć  na  czynniki  rzeczywiste. 

1)  Kładąc  V**+T=«— as,  otrzymujemy  #=— s — > 

i*^*1-1^*-2",  x>+px+qJ»,-v1+2»  • »;  -1)  •-*+** 

item: 

jMf         (Az+B)dx  2f -4(fi2-l)_+2Bfi 

1     J  (**+*>*+«)  Y^+I   "    J  (^-1)^+2^(^-1)+ 4^        > 
gdzie  t#=a;+V/a;a+l. 
Używając  zaś  podstawienia: 

W+l=art*-l,  otrzymujemy  a?=   2 , 

■tem  tokie: 

j„_f       (At+.BJda;  r  2A»+B(«»-1)  . 

'     h*i+r*+q)i/&+i'm        J  4«*+2«(«2-l)j)+?(«ł-l)»  °    » 

l  +  l/^+l 

gdzie  «= 

6  x 

2  i    1 

2)  Kładąc  Vz*+l=u— x}  otrzymujemy  x  =■— ^ — , 

ir+P-4"ł+l)+g-2«    j^i-mu    (««ł+l)ł+2pW(^  +  l)+4g«» 
2ti  ł         ^      *  4w2  ' 

■ton: 

j„    f       (Js+ff)<fo  f  ^(n»+l)+2B>     

3     W+j)ł/iM"    J  (u2+l)2+2^(^  +  l)+4gW2     "' 
gdzie  u=x+\/z2—  1. 
Używając  zaś  podstawienia:  V#2— 1  =  (#+1)«,  otrzymujemy: 

ten  takie: 


1 
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c       jA»+B)dx  r >t(i+fi»)+B(i-«ł) . 

1     J  (xł+px+3)V/^=I        J  (l+«»)ł+i>(l+«2)(i-«,)+2(l-«ł)2        ' 

gdzie  «=  yf=}- 


z-     —  2« 

3)  Kładąc  vi— a;3— 1 — a;u,  otrzymujemy  *=- 


2^+i?(«*+l)     Jt  >'+»if»'+l)+f  («'+!)' 

zatem : 

r     (Ac+g)(fe  r  2Ah-.B(«'-M) . 

3  "J(*'+j«+j)\/w"  J    4«1+2p«(«ł+l)+2(«ł+l)2        * 

l  +  WT^ 
gdzie  «= 

X 

Używając  zaś  podstawienia:  Vi— #2=(l  +  #)ti,  otrzymujemy: 

1— «2  1— u2 

zatem  także: 

f         Ax+B)dx f 4(l+«»)+3(l-»ł) 

3     J  (*«+j«+c)^l=is       J  (l+«2y2+|>(l+t♦>Hl-««2)-H(l-«,),      ' 

gdzie  «=y^.- 

Podstawiwszy   każdą    z    fankcyj    czwartego    stopnia    ze  względu   na    u, 
występujących  w  mianowniku  funkcyi  ułamkowej,  w  postaci  : 

otrzymamy  każdą  z  całek,  w  ogólnej  postaci : 

J»=Mlogf^l%  +tf.arctang^-tf.arctgM-*,        (11) 

gdzie  spółczynniki  M}  JV,  są  pewnemi  liczbami  stałemi. 

7.  Przekształcenie  całki  zasadnlezej  trzeciego  typu  przez  sprowadzenie 
trójmianów  drogiego  stopnia,  w  niej  występujących,  do  form  dwuwyrazowych. 

Wprowadźmy  do  całki  zasadniczej  trzeciego  typu : 

j»=  [  (Ax+B)dx 

J{x"t+pxĄ-q)Vaxi+bx+c' 
nową  zmienną  t  za  pomocą  podstawienia: 

at  +  0 


rtt+P'' 
natenczas  otrzymamy : 

dx=  &*±F)  a— W+JH"'  u  =    (ap'~a'P) dt_ Ut 

A(at+P)+B(a't+p1)^  (Aa+Ba')i+(Ap+Bp') ^A,ł+  Bt 
+  a't+p-  a't+p'  a't+p'  ' 

X  +px+q=  -— ^ '—frl+p')*      ' 
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ax  +bx+c (a't+pr  "      &t+p)*     ' 


zatem: 


JmC  (Ax+B)dx  _f  (Ajt+BjUt 

\x*+px+q)\/ax*+bx+c     J(Atłt+B%ł+Ct)\/Att%+Btł+C%m  (     j 
Mając  do  rozporządzenia    cztery  stałe   a,  0,  a',  /?'   możemy  je   przede- 
wszystkiem  tak  obrać,  aby  było  zarówno  Ba=0,  jak  Bz=*0. 

W  tym  celu  otrzymujemy  dwa  równania  warunkowe  w  postaci: 

2ap+p(ap,  +  a'P)+2qatF=0, 
2aa(i+b(api  +  al(})+2cal(it*-0} 
z  których  wynika: 

afi  _  pc—bq        a       §       2(aq  —  c) 


a'p'        b-ap   '    a™  /?        b  —  ap  ' 
giego  stopnia: 


Stosunki  —  i  -—■  wyznaczone  są    w    tych    warunkach    równaniem  dru- 


,     2(aq-c)     .    pc—bq      _  ,  x 

9  b—ap  *        b—ap         ' 

którego    pierwiastki  #!«  — 7,  ift^-^r  »%  liczbami  rzeczy  wis  temi ,  skoro: 

(ag— o)2—  (pc— ftg)  (i  -op)  >  0. 

Warunkowi  temu  stanie  się  zawsze  zadość,  skoro  będzie  4g>p*,  t.  j. 
skoro  trójmian:  x*+px+q9  nie  da  się  rozłożyć  na  czynniki  stopnia  pierw- 
szego z  rzeczy wistemi  spółczynnikami ,  co  stanowi  właśnie  istotę  całki  za- 
sadniczej trzeciego  typu. 

Przyjąwszy  dalej  a'«0'=*l,  a  więc,  sprowadzając  przyjęte  podstawienia 
do  postaci: 

x__«t+j_ 
t+i  * 

gdzie  spółczynniki   a  i  /?  są   pierwiastkami  równania   (a),    otrzymamy  daną 
całkę  zasadniczą,  trzeciego  typa,  w  postaci: 

j--if cv+j^Ł,  (18) 

gdrie:  i-a— j8,  5,«=Jo+JB,  -4,—^+J?, 

8.  Otrzymaną  całkę  możemy  rozłożyć  na  dwie  całki  w  postaci: 

Pierwsza  z  tych  całek  sprowadza  się  wprost  do  całki  funkcyi  wy- 
miernej, za  pomocą  podstawienia: 

y^  +  Ą-jr,  czyli :  4<>+0s-*',  <»-  ^=Ą 

2  którego  dostajemy :  3 

-A3  A^  Az 
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)U2t*+  c2)  V2~i*+cz  ~  )  A**  -  (A  cz  -  A  cty 

Druga  całka,  wobec  tego,  że  spółczynniki  A2  i  C2  mają  jednakowe 
znaki,  zależnie  od  znaków,  jakie  mają  spółczynniki  A%  i  C3,  sprowadza  się 
do  jednej  z  następujących  trzech  postaci  typowych : 


a2 


(s2  +  A2)Va2-*2     ' 

do  których  należałoby  dopiero  stosować  poznane  podstawienia  algebraiczne, 
sprowadzające  je  do.  całek  funkcyj  wymiernych. 

9.  Wyznaczania  całek  zasadniczych  trzeciego  typu  za  pomocą  podsta- 
wień goniometrycznych.  Sprowadziwszy  daną  całkę  zasadniczą  trzeciego 
typu  do  jednej  z  powyżej  podanych  postaci  typowych,  możemy,  celem  wy- 
znaczenia otrzymanych  całek,  używać  z  korzyścią  podstawień  goniometrycz- 
nych, których  rodzaj  zależy  od  rodzaju  dwumianu,  występującego  w  danej 
całce  pod  pierwiastkiem  kwadratowym. 

10.  Wyznaczanie  całki  pierwszego  rodzaju: 

.    '      )    &*+  *2) W+  a2     ' 
Podstawmy:  jc=*=atangy,  a  otrzymamy: 

dx*=*a. — %-  ,    Vz2+a*=*a8*cw*=* , 

cos2c>  cosc> 

,     7«       ,,        .     ,  ,.        a2sinV+A2cos2c) 
£*+A2=*a2bangty+A;2=?-^-  ---  ^_ 


C082C?  ' 

zatem  daną  całkę  otrzymamy  w  postaci: 

f        dq>  cos2qp  cosc?__  C  cos  <pdq> 

1  ~J    "cos2c>  "      a2sin2gp+&2cos2gp       *       a         J  o2  sin2c>  +k2coa2q>  ' 

.  _      f  cosgpdg) f  tf(siny) 

czyli:  </l*=J"(^^-2)sin2y+fta  -  J~(a2-&2)sinVi-*2  ' 

w  której  znowu  odróżnić  możemy  trzy  przypadki : 
1)  a2>&2.  W  tym  razie  mfcmy: 

TC  d(pinq))    _^ C  dsinq> 

1  ~  J (iM,)«Ł,«P+*5~  J ^^n^5FW^}"" 

a  że,  na  mocy  podstawienia: 

a;             .       sing>     cos©  li 

tang  qp= — ,  a  więc -  =  — 


zatem :  sin  <p=  -  .  , 

■v  >  .  •        -     *  Vx2  +  a2  ' 

przeto  dostajemy  wzór: 
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[  dx  1  xVa*-k*     r  rt_. 

\ — °» . arctang 7- — =- + O.  (15) 

J(x»  +  *»;W+a2        *VV-*»  *VWa* 

2)  a2<ił.  W  tym  razie  mamy: 

j-f  d(sinci)  f d(8iny) 

1     J*1— (*ł-oł)sinV="  J  [k+sinq>\/k^-~ai][k-sinęVk2-~a1]    ' 

1  1  /  1 ■  1  ) 

incpl/**— oł][*-sinyV/*»—  a»]       2*  lft  +  sin9,V/&a_o»     *-8in^>V'^:i-a,', 

>  otrzymujemy: 

j  ^_  1         .      A-ł-singpl^1— a2     ~ 

1     2*V/*i^  l0g*_iinc>Vł»^S"        ' 
dostajemy  wzór: 

f %===-=     }—  log^+I^^^+a    (16) 

J  (*2+Jfc2)W  +  a2       2*Y//;2-a2     e*Y/*2+ «2_:rY/*2-«2 
J)  a*=jfc2.  W  tym  razie  mamy: 

T      f  tfsinp  1 

1  dostajemy : 

J  (s2  +  a2)l/a;2+a2       *"Y/s2  +  a2 
U.  Wyznaczanie  całki  drugiego  rodzaju: 

jj  ** 

1     J  (s24-*2)Y/*2-a2' 

Podstawmy  a?=asecc>,  a  otrzymamy: 

asincufy       %/-.t ..  ./ — * ;        ,  asingp 

<&== y  ^       va?z— a2  =  a  Vsec2a>— l-»a  tangcp  = — , 

cos*gp  cos  qp 

cos2c> 
m  daną  całkę  otrzymamy  w  postaci : 

7       C      singpdp  cos2c>  cosp  C    cos  tpd(p 

2~J    "    cos2c?     "  a2+i2cos2c?  "    asimp       Ja2+A2cos2c?' 
I: 


[ 


T      C  cos  q>d(p  __  C  d(smq>) 

2 -  J (a2 + **)  - Psin2  g> ~~  J(a2+*2)-*2sinV 

,  ze  względu  na  to ,  że : 

1 1  /     _    1 .    __J___1 

(aHŁ2)-***"*2?     2\Z«2+i2  Va2+A2+Asinc>      Va*+k2— isinc^ 

nmjemy : 

T  1  ,      Y/a2+A2+Asinc> 

J«= . log  --.  -■-.— f 

2tt/a*  +  *ł        V/a2+/fe2-*sinc> 
■*mocy  podstawienia  mamy:  ti^O*3^ 
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t     .  . '       r. tdt  r  dz 

za  em "     . .    . .  j(^H^2)Vl3^+ą  ~ j ^2 — (^ c8 - ^3 c2)" 

Druga    całka,    wobec  tego,   że  spółczynniki  ^i2    i   C2  mają   jednakowe 
znaki,  zależnie  od  znaków,  jakie  mają  spółczynniki  Az  i  C3,  sprowadza  się 
do  jednej  z  następujących  trzech  postaci  typowych: 
C  dx  C  dx 

J-    (s2  +  £2)Va2  +  s2  J     (*2  +  &2)V/*2-a2     ' 

8)    f <fa 

J    (s2  +  A2)\/a2-a;2     ' 

do  których  należałoby  dopiero  stosować  poznane  podstawienia  algebraiczne, 
sprowadzające  je  do,  całek  funkcyj   wymiernych. 

9.  Wyznaczania  ostek  zasadniczych  trzeciego  typu  za  pomocą  podsta- 
wień gonlometrycznych.  Sprowadziwszy  daną  całkę  zasadniczą  trzeciego 
typu  do  jednej  z  powyżej  podanych  postaci  typowych,  możemy,  celem  wy- 
znaczenia otrzymanych  całek,  używać  z  korzyścią  podstawień  goniometrycz- 
nych,  których  rodzaj  zależy  od  rodzaju  dwumianu,  występującego  w  danej 
całce  pod  pierwiastkiem  kwadratowym. 

10.  Wyznaczanie  całki  pierwszego  rodzaju: 


a2 


Podstawmy:  x=»=atang<p,  a  otrzymamy: 


dx=*a. — %~  ,    Vx2+a2=aaeG<p=* , 

C082C?  C08C> 

a^    a2sinV+A2cos2c? 


3*+&2=*a2tangV+*  — ^-. « 

°  x  cos3y 

zatem  daną  całkę  otrzymamy  w  postaci: 

f        dq>  '  cosfy  cosqp_f  coscpdcp 

1     J    "cos2?)"      a2sin2gp+&2cos2gp       '       a         Jo2sin2y  +/c2oos2c>  ' 
C  cos  ęd<p  _  f  d(s'mg>) 

czyli:  </l"=J"(^ri"2)sin2c?+ft2  -  J~(a2-A2)sinVi-*2" ł 

w  której  znowu  odróżnić  możemy  trzy  przypadki : 
1)  a2>A2.  W  tym  razie  mamy: 

T      f rifoiny)         ^  C rfsiny 

1  =  J(a2-/f2)  «*>+**"  J ^ J^^_V^F2)2+ir 

=   ---1=  arctangsiny^a!z-A2, 

a  że,  na  mocy  podstawienia: 

x  sin  ©     cos  w  h 

tangc>= — ,  a  więc        —  =        T  — 


0  '  x  a       Vx2+a2>  : 

x 


zatem:  smop=-  , -     , 

,    ,  *  .  \       ■     x  Vx2  +  a2  ' 

przeto  dostajemy  wzór: 
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f      dx       __  C  adaecy   C      sino<fo  r    (??  _1,       1  +  sin  9 

'  f     J y/xi ai  ~~  J  a  tang  9       Jcos,9.tang9     J  cos©         2      ^  1— sin©  ' 


*  a  l/i"1"— a* 

sec  ©  =  — ,    cos  9  =  — ,   sin  9  ■=  z. z_ , 


1         aj-ł-l/aj'— a2 


Jl/i1-^        2     ea._\/*2- 

sin  ©  =  — ,  a  więc  ©= arc  sin  — , 

.  =  arc  sm h  O. 

j4  /•  dx  /•        a .  tf  tang  ©         1    ^     d©  1.  © 

1      J  x\/x*~+^a*  ""  J    * tang©  .  asec ©     ~~  "a"  J  sin©   "" "a    °g  *ng  2  "~~ 

„  sin  -jr-  .  -  y5 

1    ,  2         1,1/1  —  cos  ©         1    ,        1  —  cos  9 

=  a   l0«  — jT-  «  l0g7!T^iT  =  ^  l0«   l  +  coso' 


(22) 


cos -g 


as  a 

tangv  =  —  t   cosv«=  — -— -— . 
a  l/*«-i-/i2 


t 


dx  1  _      V/i3+a2-a   ,    „ 

-s^-t7^==r . "  +  a  •       (23> 


j*V/i*  +  a'      2a     6\/ **+„'+ a 
„        f        da;  f         a.  (Z sec?  1  f ,         1 

JxV/xł  —  a1      J    a .  sec  9 .  tang  V  aJ  a 

*  a? 

sec  9  =  —  *  a  więc  V  =  arc  sec  — , 


C— 


dx  x 

—-■■  =s  arc  sec  — |-  C  (24) 


7, (•        rfx  f  a.rfsin?  lf    rfy    • 

*     J*l/*|i~jD*     ^     a .  sin* .  a  cos  ¥>  aJ  sin? 


1  ,  V         1  .        1— cos? 

=  -logtang?  =  2-logTT^^) 

x  V«J — &* 

smv  =  — .   co8V  = » 

a  a 

"*       :  — i-  log "  -  .- ,      -rA  +  C.  (25) 


eN/a1  —  a:1       2         a  +Va*-  x* 


ćwiczenia    VI. 
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c}  JV/l-*'  J      *  2       l+\Zl-*» 

8)  a)  (W*1  -  1  dx  =4-V'ii=:l,    6)  C      ,f! =  *rcBOOx+C, 

J  ■  B  •'aj^as*  —  1 

Jxdx  «»i/ZT     < 

-?— ===\/^-l,    <*)  J  — — -<te-V*,-l--arcsin*  +  C. 

J   *V/a  +  6«ł  2\/2"    °g  V/»  +  ta*  +  Va% 

9)  f        **        -         »  +  <?,  io)  f  ,    xdx   ..: ,  1  +q 

J  V/(a  +  6a.J)3       aVa  +  te*                     )V(a  +  bx*)*  b\/o+bx* 

r  x*dx /**      2a\ 1 

12)    l _=i — +     ,}«  — ^^=  +  0. 

i8)  j«v^+By  » =(«+ ^  y^ng: + a 

14)  r  <** =  _ L=  log  «  +  *(» 4- V/f+"^)  +V/^+** 

J(a  +  bx)Vl  +  *ł      \/a>  +**  a  +  &(*  +\A~+^)  -  VA*+TJ  "^    ' 

15)  f  *»         _  _         1  !         V/(a  +  ft)(l  +  »)  +\Ąft-a)  (1  -~x)        Q 
J(a+  &r)\/i  -  x*       Va*  +  6*  \/(a+&)(l  +  *)  -V{b-a){l -  *) 

Jdx  1  1  +  asę  ,  _ 
7— - — =  =  ---,_-  _r__^  arc  cos  — -. \-  C. 
(x+a)\/x*-l        V/l-a>                    *  +  « 

ida;  1  1  +  aa?  _ 
,  =  .  arc  sin  —  , 1-  C. 
(x  +  *)\/l-x*      l/a»— 1                 x  +  * 

1QX    f **     —     -= Kr   l0g    l\/^+  V/^  +  fex+^    ,  h      \ 

L*>  JaV<«2  +  bx+c  Vc  \  x  "*"  2\/7J  ~~ 


1  bx+2* 

--:  arc  sin 


Ar  1  #\/l  4-  a1 

19)  f y  =  —,— arc  tang     V._T—  +  (7. 

y  J(l  +  aV)V/l-*2        l/l+a*  y/l-** 

™  r___*L_ 1    /   ay/r-^      1     ,    «+g+i/(«»-ixi— *>i 

^  J  (1+  «*)«\/l=5*  — ««—  1  \  1  +  oa:    "Vimi     g  l  +  «  J 

1       /aY/l^^P  1  «  +  *    \ 

=  :; r  \— T~ i y .  arc  cos  -r-\ \ 

1-a11    1+aaj  \/\  _  a2  l+oxl 

;  J(l-»)Vi"-*ł-"8(1-*)'Yi-i  +  c, 

22)  f ł^=llog*-**-V^ 

J  J(a;_i)3Y/3_2x2  *-l  l  2  (*-!)>       x-ll 


-  103  - 

'  J*Vl+xs  2*  *  *       v  ■'• 

^  f     flb-6)J»       ^2  \/4+^  _  _17_  »  +  4  +  \/4+g.  \/B       ^ 

*'Jjl_l)V4  +  *s       6      n*-1  5v/6       S  x-l    \" 

_f      (4*  +  17)<fo  6  4*-B  1  6*  +  B 

26;  I  — ^ ■ — ._ = —  arc  sin .—  -  —    ,  -  .  arc  sm -— -  +  C. 

J(*'-Hc-6)V/B-2x>  \/3  (*-2)\/l0       \/l8  (*  +  8)V/lO 

27)  \ - — =-=- ^-  arcsm*\/-     * ,— * -,   /jeżeli  o§>6* 

=  — _  i0g  .JL  _!.  __T  _..__    ._ _T    jezeh  a?<&* 

=^  -    -7^ v—  ,  jeżeli  ag  =  da. 

cny  a  +  &** 

28)  Wykazać,  że  całka  kształtu:    \         —  —  —    -    —  l       .  —rz—  -.-. ,   da  się   za- 

J       («'*2  +  b'x  -f  c')  V  cwł  4-  bx  +  c 

■eocą  podstawienia :    *  =  — -Jy-  sprowadzić  do  postaci : 

3  +  1 


V 


8 

l»c*ć  warunki ,  pod  jakimi  spół  czynni  ki,  występujące  w  nowej  calce  będą  liczbami  rze- 

łwistemi. 

Wykazać,  że: 

^  f  (Ax  +  B)dx  SA  +  B  (8-*)  Vi  +  2Y/2  \A2-  4*  +  7§ 

J{*!  +  10r  +  41)  Y/^Śi+18  ~~      40V/l4     °g  (8-*)  V/7  -  2\/2  V*a-  4*  +  18 

H arc  tang  — -,      - '     -   —     —     -U  ^" 

10\/l4  \/2\/^1-4x  +  18 


30,  \  *  X  ♦  a\/*2- 

WJ  )  r: 7-=-.- 1  =  — r  -=—.  -.    arc  tang > 

•VWYis-l       aV/l-a*  x\/l  - 


1  xVo*—  1  —aVx'1  —  1 

—  — 7=-=^    log     V  /        V        —    +  6\ 


sn  f  _  ._*  =  _         1  -       _*V/«T+ 1-«VA*-1    , 

32,  f *  1.  ^     xV/^+l-aV/.^Ti:       ^ 

Jl*>-oS)V/*1+"l        2a\/aJ  4-  1  x_V/a'  +  1  +  aV  x*  +  1 

33\  f dx 1  ?\/o2^T+  a\/^+l  ^ 

'  J(«*+  O t/^+T "~  2a  V/  a«  -  1     °g  xVi*~l—  *V**  +  1 


1  Ł  xVl—< 

arc  tang 


a\/l-aJ  aV/**+  1   ' 

»l,-V-  =-/       -      log     «V/l^-icV/l-^+^ 
j!*!-a!)l/l-*2         aV/l-a2  V/^«  -  o2 

1  xV/aVl, 

= 7-  ..^.-r-  arc  tang  .._.  +  6ł. 

ay/a^-l  aV/l-^2 

^  1  a:\/a«"+T 

—  arctg       -   -  -        +  C. 


J/V+as)V/l-  *'        «V/o2  +  1  aV/l  - *2 
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2)  a)  J.V^*---£*n=F.     •)  $^==4  log  ^=|, 
r     xdx  x/t ,      _    r\/T^*  ,         ./. 1,    1,      1— l/P^ 

8)  a)  f*\Ał  -  1  <fe  ==l\/i*3I,    6)  f      ^ =  aro  sec* +  (7, 

J'  o  •'icY/*2— 1 

JohŁb  f\fx*     1  

t/~a— y-=lAł-l,    <*)  J  — ^— ^  <**  —  Y/*1-!—  arcsin*+  C. 

4)  c     *     =   1  _  iok  y/^+^-y/a 

J   *Va  +  te'  2\/2  Va  +  te'  +  \/a  * 

9)  r       *    _-        *__  +  q  10)  f— ^=— * +  a 

J\/(a  +  te')3        a\/o  +  bx*  JV/(a  +  te')8  6\/a+te' 

J*V(a+te')»        l«*        «2/      \/a+te' 

i8)  j,v/(m^f  **  ,(«+*y^ + a 

u)  f ^-^ - 1-=  log  «  +  *(»  4Vi  +?)  + W+T' 

J(«  +  te)Y/i+*'     V/«*+6'        a  +  K*4Vl+^-V'^T»"1" 

16)    f  «**  1  !         VW»)(1  +  *)  4V(»-a)(l  -lQ,   ,    a 

J(a+te)V/l-*'       V/a'  +  6*  \/(a+&)(i  +  *j  -V/(ó-a)(l-  *) 

J  Ar  1  1  +  <xx  ,  _ 
,.  _  —  =  - : ^ arc cos  — L. f-  C> 
(*  +  a)\A'-l       V/l-*ł                   *  +  " 

Jds                            1                   .     l  +  ocsc 
.  =     .  —  aro  sin  — -. h  C. 
(*  +  «)\/l-a;«       V/«s-l                   *  +  " 

igx   f  —  -    **  = L-  W  l\/^+V/^+to+^      _*1  _ 

10;  )xVax*  +  bx  +  c  W  \  x  "*"  2\/r' ~~ 


1  bx+2c 

z  aro  sm  ' 


V/-c  »V/ds  — 4oc 

dx  1  a?l/i  -i.  a'    . 

19)  f ,  —  arc  tang     v.    ^-  +  (7. 

^  J(i+«*)Vi^~",-M      i  +  «  fv^i  g  n-*         '  + 

1       /a\/r=V  1  a  +  *    1 

=  z =- 1— =— i , arccos  -r— | >  4-  C 

1_«J  V    l+a»         y/i_aj  1+0*1^ 

J(*-l)8V/8-2*ł  »-l  \  2  (*-!)»       *-ll  1 


C 
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24)   f      (8*-b)*t  2  Vi  +  *ł  _      17  g  +  4+\/4  +  »,-\/5'  ,  n 

J(i-l)V4V       6    "•*-!  B\X6"      g       *  «-l   \;  "~     i"t" 

r  1 4-  2*ł  * .  - 

f        (*  +  17)jb  ^5     arQ8in        4«-5        _     1     arc8in_^±5  . 

J(:bH-*--6)\/6--2*2  V/8  (*-2)V/lO       V/1B  (*+3)V/lO 

27)  \ **     _. .  =  - '^J=  arc sin ^V—  "  r^T~r  >XJeżeli  «?>** 

\  .1  _        Ą/ a  +  te2~+  g\A»2-  gaft     .... 

=  log  — -■'         .-_ ,  jeżeli  a3  <fta 

M  — — ,,        Vr.    ,  jeżeli  ap=&«. 

28)  Wykazać,  że  całka  kształtu  i    \ ""*"    ]-- ,   da  się   za- 

J       (a'*2 +&'*-(- cO  V^  a*2  +  te +  c 

pomocą  podstawienia:    *  = — ~r  sprowadzić  do  postaci: 

z  +  1 

(A.z  +  B^dz 


J  (J,*»+Ą) 


i  podać  warunki,  pod  jakimi  spółczynniki ,  występujące  w  nowej  całce  będą  liczbami  rze- 
czywistemi.  * 

Wykazać,  że: 

2*  f (Ax  +  B)dx  2J     3.4  +  2?  (3-*)  V/7  -f  WW**- 4*  +T3 

J(*J  +  10c  +  41)  \A2-4*+13  40V/l4     °     (3-*)  V/7  -  2\/2\/'x1-  4*  +.13 

;  >-^7^i  .    +         (*+7)VT       .  „ 

-} t^—  arc  tang  -7^-7 — h  & 

10V/l4  Y/2V/;r2--4a;+13 

30)  \ .  .     ■     =  ■    •    arc  tang  r-rr=r-  —  = 

J^-a^Y/*2— 1       ol/l-a*  *\/l-*2 

1  x\/a2^J  —  a\/i2— 1~ 

=     y: — =  log   -  —    y~_iy- +  C 

31)  l "  = 7==  log  — V—'Z——^—     +a 

32)  ( — * =    i— ^  iog  xV;^ri  -  mVj*±± + C 

J(x*— a*)V»'+  1        2oV/a>  4-1  *Y/o'  +  1  +  a\/*>  +  1 

33)  r *_-'__  log  ^gH"+"v;g+i= 

J(*8+  a2)  \A2+1      2a  V/  as  -  1  *V/a2  -  1-  *Vx*  +  1 

1  ,  x\/T^~a* 

arc  tang 


34) 


SB) 


V/l-a2  aV/ar'+l 


f  dx  1  aV/l-»ł-ajV/l— a2      ,    „ 

\ . = 7^-_^ log      -      -  - ^--J^r h  C  = 

J^-a2)^!-*2         «V/l-a2  ^'-o2 


a^ 


1  x\/oV  1 

arć  tang    -  _  +  6T. 


\ 7 l  =  ,      ■  arc  tg       - -^    — \-  C. 

J(»2+a2)\/l-aj2        a\/a2+l  aV/l-*2 


V/aa  —  1  «V/l  -  x 

x\/a*+T 
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w  której  wykładniki  m,  n,  p  są  dowolnemi  liczbami  wymiernemi  (całko  w  i  tern  i, 
lub  ułamkowemi). 

Aby  wyznaczyć  przypadki,  w  których  całka  dwumienna  tego  kształtu 
da  się  przekształcić  na  całkę  funkcyi  wymiernej,  połóżmy  przedewszystkiem 
azP  +  b=z,  natenczas  otrzymamy: 

zatem : 

Jaf  (aar+byte-^^f^yn1-1**  .dz,  (4) 

skąd  poznajemy,  że  otrzymana  całka  będzie  całką  funkcyi  wymiernej,  jeżeli 
wykładniki  win  mają  tę  własność,  że  iloraz      jest   liczbą    całkowitą. 

Warunek    ten    zasługuje   tein  na  uwagę,   że   jest  niezależny  od  wykładnika 
ułamkowego  p. 

Stosując  ten  warunek  do  całki  danej  dwutniennej,  przedstawionej  w  na- 
stępuj ącem  przekształceniu: 

f(^(a&+b)*dx=Jar+**(a  +  lx-*y>dx}  (5) 

dochodzimy  do  wniosku ,  że  dana  całka  dwumienna  da  się  także  sprowadzić 
do  całki  funkcyi  wymiernej,  skoro  iloraz: 

m+np+1  ..  m+1  , 

- ,  czyli  suma    ~^-+P,  (6) 

będzie  liczbą  całkowitą. 

Mamy  zatem  twierdzenie: 

Całka  dwumienna  Jmp=fxm(cuć*+bydx ,  da  się  zamienić  na  całkę  funkcyi 
wymiernej,  jeżeli  wykładnik  zewnętrzny  m  powiększony  o  1,  a  podzielony  przez  wy- 
kładnik wewnętrzny  w,  daje  liczbę  całkowitą  wprost,  lub  wtedy }  gdy  do  otrzymanego 
ilorazu  dodamy  wykładnik  ułamkowy  p  potęgi  dwumianu:  (axn  +  b). 

3.  Do  powyższego  wyniku  możemy  dojść  także  wprost,  na  podstawie 
podstawienia  #*=»*. 

Mamy  bowiem  tedy: 

1    i-i 
x=ty7   dx= — zn     dz. 

Daną  całkę  dwumienna  otrzymujemy  tedy  w  postaci: 

1       ^t1  _  i 
fx4n(axn+bydx^—  f  z  n        (az+b)*dZi  (7) 

n  v 

lub  też: 


f^af+iyd*-  i  J  si^*"1  (^±-*)V 


(8) 


a  więc  w  postaci  całek,  które,  jak  wiemy  z  wykładu  IV.  art.  4.  i  6.,  dadzą 
się  zawsze  przekształcić  na  całki  funkcyj  wymiernych  za  pomocą  podsta- 
wień az+b=t,  względnie  =ź,  skoro  wykładnik  przy  zmiennej  z}  a  więc 

z 

1 ,   względnie   wykładnik   +p — 1,  są  liczbami  całkowitemi. 

n  n 
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Ctłka  dwnmienna  fa^(axn+iydx,  da  się,  zawsze  przekształcić  na  całkę 

okcyi  wymiernej,  skoro  jeden  z  ilorazów ,  lub  +  p,    jest    liczbą. 

n  n 

Ikowitą. 

Warunki    te    nazywają   się   też   zwykle  warunkami  całkowalności  całki 
mmiennej. 

L  Pnykłady.  Wyznaczyć  całkę: 

Mamy  tu  iloraz:  — ~ — =-Jt_=BSl  połóżmy  zatem  1— a?2 =3,  a  więc:  a?=(l— s)  ', 


'(i 


*>;  j           f  (1  —  *)ł/,~V*f/TJ  1  f  »/,.,      x,  ,  7    •/    ,    7    «/       7    »•     i    ^ 

-*■)***=-  J- ^ **=»- 2J*/ł(l-*)2<k  =  -18*/T  +  j-6«  /7-jg«  'T  +  C» 

dcm: 

/**  (i-  *»)'/*<**=-  y18  (i-  »*)'/*  +  y16  (i-**)"'*-  ył6  (i-  *i)"/t  +  c. 

2)  Wyznaczyć  całkę  Je=*fx\l  -\-  xByif*  dx. 

'               m  +  l     8  +  1        1          .      .     .  m  +  1  .  1        1       n 

Mamy  tu:  — —  =  — ^—  «=  -  ,  natomiast  — ^ t-  p  =  —  —  --  =  O  ,  przeto  : 

/xs  (1  +  a;8)-  V»  dr  =/ar1  (ar-8  ■+-  l)~f/»  dx. 
Kładąc  ac-8  +  l  =  s*,  a  więc  x=(z*—l)--llt ,  dx=—  ł/4s(*ł— !)"*'•  i  otrzymujemy: 

Jr-l  (»-•+  1)-***--  i  j-^j—  ^  log  '+J  -  ~  log(*»  +  V/i-R), 

Kem: 

/aj«(l  +aj«)-,/,*»  =  log  ^a^V/l+i"8  +  C. 

5.  Wzory  redukcyjne  całki  dwumlennej.  Bez  względu  na  warunki  cał- 
btalności  możemy  dla  całek  dwumiennych  wyprowadzić  t,  z.  wzory  re- 
likcyjne,  które  wyznaczanie  danej  całki  dwumiennej  sprowadzają  do 
ijmaciania  całki  możliwie  najprostszej. 

Niech  będzie  daną  całka  dwumienna  kształtu : 

Jm,p=fxm(axn  +  b)rdx.  (9) 


Połóżmy : 


a  zatem: 
(ax*+bY+1 


na(p+l)   ' 
łtenczas,  na  podstawie  całkowania  przez  części,  otrzymujemy  wzór  I.: 
&*-*+*  (axn+ by+x__  m— n  +  1 
na(p+T)  naCp+l)* 

tory,  zniżając  wykładnik  mon,  zwiększa  wykładnik  p  o  1,  a  więc  może  być 
wydatny,  gdy  wykładnik  p  jest  liczbą  ujemną,  a  wykładnik  w  liczbą  do- 
bnią, większą  od  n. 

Kładąc  zaś: 

du=xmdx 


v*=*(ax*+b)p 
teymujemy  wzór  II. : 


a  więc: 

/cTO  +  l 

U~m  + 1 ' 

dv = anp  (ąxn  +  ft)^-"1 .  xn~  *  dr, 


T         af*+i(axn+b)p        anp  ln 
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który,  zniżając  wykładnik  pol,  zwiększa  wykładnik  mon,  a  wi^ 
być  z  korzyścią  użyty,  gdy  wykładnik  m  jest  ujemny,  a  wykładni 
datni. 

Całkę    eTin^w.p+i,    występującą    we    wzorze    (10),    możemy    prze 
w  postaoi: 

Jm-n ,  p+i  = /af1-*  (axn + by+*  dx=fzm-n  (as* + by.  (aa? + b)  dx*=* 
«=  afxm  (az!* + by  dx + bfxm-*  (azn +bydxy 
czyli : 

natomiast  całkę  «/«+«,  p-_i,  występującą  we  wzorze  (11),  możemy  prze 
w  postaci: 

•T.+., p_i*  jsm+w (ax"+ ft)"-1  rfa;=  f^^*4^— l^  (az*+by-i  dx= 

—  — \  a?*  (a;c* +&)*<& \af,(as,,+6)*-',dkl 

czyli : 

Wprowadzając  powyższe  przekształcenia  kolejno   we  wzory  (10 
otrzymujemy  najpierw  ze  wzoru  (10): 

j#*-*+i{fju«+by+*     m— n+1  r  6(ro— n+1)  7 

m''  t^+iy  i^P+l)     ",''        n«(p+l)   '— •" 

a  stąd  wzór  III.: 

__  a^-^CaS* +  &)*»+*  (m  +  l—n)ft       , 

",'p~      (w+l+np)a  (m  +  l+«p)a     m~*'  * ' 

a  następnie  ze  wzoru  (11): 

T      _  xm+\axn+b)*        anp    (1   T  b  y         \ 

*  w4-l  m  +1  ( a  a  r 

czyli  : 


x«n+l(az*+by        np     T  bnp 

a  stąd  wzór  IV.: 

T  xm+\azn  +  by  bnp         T 

Jm> p~    m+l+np     +  m+l+np  Jm* p~* ' 

a  więc  wzory,  z  których  pierwszy  (12)  zmniejsza  wykładnik  m  o  w, 
ruszając  wykładnika  p,    przydatny,    gdy   m  jest   za   wielką  liczbą  d 
drugi  (13)  zmniejsza  wykładnik  p  o  jedynkę,  nie  naruszając  wykład 
przydatny,  gdy  wykładnik  p  jest  ułamkiem  większym  od   1. 

Zastąpmy  we  wzorze  (12)   wykładnik  tn  przez  m+»,  a  we  wzc 
wykładnik  p  przez  jp+1,  natenczas  otrzymamy: 

_xm+l(axn  +  by+i  (m+l)b         T 


v m,  p-fl  —  ,    «    ,  :  r  "  iii  i"  ^m,  pi 


zm+*(axn  +  by+l  bn(p+l) 

m  +  l+np  +  n  m+i+np+n 

a  stąd  wzory  redukcyjne : 
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ar+i(aa!*+bY+i     (w-f-l-f  n+wp)o  7  , . 

V'  ***"       (»+l)i ÓMOJ6 1/"+"""  (U) 

tórych  pierwszy  (14),  zwiększa  wykładnik  m,  nie  zmieniając  wykładnika 

przydatny,    gdy    wykładnik    m    jest    liczbą   ujemną,    drugi  (15)  zwiększa 

kladnik  p,   nie   zmieniając  wykładnika  #»,    przydatny,    gdy    wykładnik  p 

;  liczbą  ujemną. 

6.  Za  pomocą    powyższych    sześciu   wzorów  redukcyjnych  możemy  wy- 

ać  wszelką    zamierzoną    redukcyą    danej    całki    dwumiennej.    Zauważyć 

w  należy,   że   wzory   (11)    i  (14)   są    nieprzydatne,   gdy   ro+1—0,  a  więc 

m-fl 
» =0,  wzory   (12)   i   (13)  są  nieprzydatne,  gdy    w+l+wp=0,   czyli, 

w+1 
F hp=0,  wtedy  atoli  mamy  te  oba  poznane  już  powyżej  przypadki, 

których  całka  dwumienna  za  pomocą  znanych  podstawień,  daje  się  spro- 
wiric  do  całki  funkcyi  wymiernej. 

Wykluczając  tedy  oba  te  przypadki  całkowa lności,  możemy  zapomooą 
torów  (12)  i  (14)  daną  całkę  dwumienna  sprowadzić  do  takiej  całki,  w  której 
jkladnik  m  byłby    zawarty    między   liczbami  0  i  n,  albo  między  liczbami 

-y  i  +  -g-  przy  niezmienionym   wykładniku  p;   za  pomocą  wzorów  reduk- 

ijjnych  (13)  i  (15),  możemy  znowu  daną  całkę  sprowadzić  do  takiej,  w  której 
fjkładnik  p   byłby    zawarty   między    liczbami  O  i  1,   albo  między  liczbami 

<.  Przykłady  wyznaczania  całek  dwnmiennych  zapomoeą  wzorów  redukejjnych.  Niech 
tyzie  daną  całka  dwumienna  : 


j=  C.—m  **  _  =  rxm  (i  _  X*)"*1*  dx  =  J 


tu  a=  —  1,  6  =  1,   p  =  —  -o- ,  n  =2;    przy    całkowitym    wykładniku  m  będzie 

t»Hc*«>u     -Ł           iu-1            m+Im+1       .,                 m+1.            m-fl       1        m 
»ce całkowitym,  albo  iloraz:  — —  ==  —  j—  ,  albo  suma  — —   +  p  =  —  -' o"  ~  o"' 

Funkcya  zm(l— X1)"'9  jest  więc  przy  całkowi  tern  m  zawsze  całkowalną. 

Jeżeli  m  jest  liczbą  całkowitą,  dodatnią,  użyjemy  wzoru  redukcyjnego  (12),  z  którego 

*",-,+1(l-*«)-,/>+i      (m+l-2)r 

1  *V  wzór  redukcyjny  danej  całki  w  postaci : 

a?V/l — #2  .   w— 1 

•/«.,  _ «/,  = h  -  —  Jm_2,  -  •/.• 

Wt  171 

Sa  podstawie  tego  wzoru  dojdziemy,  przy  parzystem  w,  w  końcu  do  całki. 

dx 
J0%  _i/  =  — —_—  =  arc  sin  *. 
Y/l-*2 

Wobec  tego  otrzymujemy  następujące  wzory  bezpośrednie : 

f  *»■*» V/i^*  J  2m_,  ,  2m  -1   2m_3  .  (2m  - 1)  (2m-8) 

Jl/r^*»""         2m      \X         +2m-2X  (2m -  2)  (2m-4J '  T 

.         .  (2m-l)...8  \  ,  (2m-l)(2i»— 4)...8.1  .    _  .,„ 
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f  y+l  dx  __  V\=^  I  2m+     2m     ym_.  •      2w(2m-2)        łm_4 
J\/l-i>—      2»  +  l  \  2m-l  "r(2w-i)(2»-8)  T  - -T 

■  2m(2m-2)...2  \ 

+     (2m-l)(2w-8)...l    /+C-  (17) 

Jeżeli  wykładnik  m  jest  liczbą  całkowitą  ujemną,  użyjemy  wzoru  redukcyjnego  (14), 
na  mocy  którego  otrzymujemy : 

»M+1(1-*1)''' ,(«•+!  + 2-1)  r 

a  więc  odpowiedni  wzór  redukcyjny  danej  całki  w  postaci  wzoru: 

*m+1V/l:r^  ,  m  +  2  T 
*»>-'/,=       m  +  l      +»,fi*>+a'-*' 

za  pomocą  którego ,  przy  parzystym  wykładniku  m,  dochodzimy  w  końcu  do  całki : 
a  przy  nieparzystym  wykładniku  m,  do  całki: 


'-!,-',,=  J- 


___=log  -*■ 


Otrzymujemy  tedy  nowe  dwa  wzory: 

C  dx  ==_  \/r^»  f        1  2m-  2 

Ja?2mV/r^*ł~  2»— 1    \    *2m~1     +   2w— 


3         x%m-s     '        ■ 

,  (2m-2)...2      H   ,   <y  (18) 

"r(2t»-8)...l    '  *  jr    ' 

f__J** y/l^Pf     l  2m-l       1  (2m-l)(2m-3)...3     JM 

J  *2m+1  Vl^*  2m      1  a.2m    +  2m  -  2 '  »2m-2  +  "'  +  (2m-2)  (2i»-4) ...  2  '  **/  "*" 

,  (2m-l)(2m-3)...l  V/l=^-l  (19) 

+  — 2^(2m-2)...2       l0g  x  + C' 

8.  Całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  sprowadzalne  do  całek 
dwumiennych.  Do  całek  dwumiennych  dadzą  się  sprowadzić  niektóre  całki 
funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych. 

Zaliczyć  tu  możemy  przedewszystkiem   całki  następujących   kształtów: 

1)  ftfn(ax»+bxP)*dx, 

2)  f(ax+b)r(ax+pyl'dx, 

3)  f(ax+P)»[a(ax+P)»+b]r dx, 

4)  fafn(axn + b)P  (ax2* + 2bx* +c)*dx, 

5)  fa?*(ba? + c)*  (aa2" + 2bx» + c)*  dx  , 

6)  fxm(ax*+by>(axn+p)rl'  dx. 

Całka  kształtu  1)  sprowadza  się  wprost  do  całki  dwumiennej,  jest 
bowiem : 

fti™  (aX*+bxP)*dx=$x!m+Pi(a&-P+b)*dx, 

da  się  wyznaczyć ,  skoro  ,  albo  iloraz : 

ni±M+1  _t  alb0  suma  »±Pt±L+qr.  »»+«?+! 


n— p  n—p  n—p 

jest  liczbą  całkowitą. 

Całka  kształtu  2),  wskutek  podstawienia  (tzx+P)=^e$)  na  podstawie  któ- 
rego otrzymujemy : 
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*—  8         ,  .        az>+ab— a§       ,        8    .  f. 

x= -,  ax+b*= - —  ,  cłr—  —  ei'idz. 

a     '  a  a  ' 

>wadza  się  do  postaci : 

r 

się  więc  wyznaczyć ,  skoro ,  albo  iloraz  : 

r+s       _,  r+s 

,  albo  suma \-p 


8 

liczbą  całkowitą. 

Całka  kształtu  3)    wskutek   podstawienia:    ax+p=z}   sprowadza  się  do 


,ci; 


f(ax+P)m[a(ax+P)nł-  b]*dx=-  -Um(a£*+byd*, 

si^więc  wyznaczyć,  skoro,  albo  iloraz ,  albo  suma (-p  jest 

fi  w 

\  całkowitą. 

Całka  kształtu  4)  wskutek  podstawienia:  a£*+ft«$,  a  więc: 

)?adza  się  do  postaci : 

Ja?*{axn  ±by  axu+2bzn+ć)*dx= 

1  f  ^-i 

= ~ (z-b)  n       zp [z*  +  (ac-b*)]>  dz , 

....  +„  j 


na  n 


*  aię  więc  w  przypadku ,   gdy   różnica : 1    jest     liczbą    całkowitą, 

•IM.    I     1 

•tnią  rozłożyć  na    -    -    całek  dwumiennych. 

Całka  kształtu  6)  da  się  przedstawić  w  postaci : 
rxm\bz*+cY[ax2n+2bzn  +  ć\*  dx=$xm+"P+2n9  (cx~n+b)P  (cx-u  +  2bx-*+a)*  dx. 
Wskutek  podstawienia : 

cx~n  +  b=z,  a  więc  &»=        -■ , 

^  1    i/  dz 

dx=* cx'n  -  Ą    -  -  , 

adza  się  zatem  do  postaci : 

ftf*  (bxn + c)p  [ax2n + 2b& + c]*  dx=-- 

)(s—b)      n  ,zp[z2+{ac— b2))«dz, 

\  więc,   gdy  wykładnik  — I  - — -+P+2#+l|  jest  liczbą  całkowitą,    do- 
bnią, rozłożyć  na  skończoną  ilość  całek  dwumiennych. 
Całki  kształtu  4)  i  B)  dają  w  przypadku,  gdy  jp=0,  całkę  kształtu: 

fxm  (az2n + 2bxn + ć)*  dx , 
i,  wskutek  podstawienia:  axn-\-b=z,  sprowadza  się  do  postaci: 


n 


1  --+H-*  f  -  -p-27-1 
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ra+1 


-1 


$xm  (ar*"+2fa"  +c)«  dx  =  — ^ f  (*— 6)  w       [*2+ (oc - 62j]* cby 

a  wskutek  podstawienia  ar-n+6=£,  do  postaci: 

fxm  (ax2n + 2  bx* + c)*  cte — 

m-H  mfl  t 

z  których  wynika,  że  dana  całka  da  się  rozłożyć  na  skończoną  ilość  całek 
dwumiennych,  zarówno  w  przypadku ,  gdy  różnica 1  jest  liczbą  cał- 
kowitą dodatnią,  jakoteż  w  przypadku,  gdy  wyraz — I h2g+ll  przecU 

stawia  liczbę  całkowitą  dodatnią. 

Całka  kształtu  6;  wskutek  podstawienia: 

«£*+/?  =  **,  a  więc  : 


m+*_i 


sprowadza  się  do  postaci: 

r 

/a^(as»+&)*(as"+j8)'^= ^ C*r+— *  (?  —  §)*      "(o^+oft-o^ .  dz , 

na 

da  się  więc  w  przypadku,  gdy  różnica: 1,  jest  liczbą  całkowitą,   do- 
datnią, rozłożyć  na  skończoną  ilość  całek  dwumiennych. 
Przedstawiwszy  całkę  kształtu  6)  w  postaci; 

—  —  cLoc 

foFiaaT + by  (ax« +/?) '  dx= J^"+v+»^+«  (bx~"  +«)*  ((ix-*  +  a) ' .  — , 

x 

podstawmy:  /far-n  +  a=js*,  a  więc: 

8         dx  s    e*~x    , 

.?"=— - — ,    — = a*, 

jer*  —  a      #  w  *«  —  a 

natenczas  otrzymamy  wzór: 

/xm(oa:,,+6)p(aa^+i?)  dx=<- B  \ L       '  r =! — dfj2f , 

(*'-  0) 

z  którego  wypływa,  że  dana  całka  6)  da  się  także   w  tym   przypadku  roz- 
łożyć na  skończoną  ilość  całek  dwumiennych,  gdy  wykładnik \-pĄ fr-1 

ft  s 

jest  liczbą  całkowitą,  ujemną. 

9.  Przekształcenie  całki  dwumiennej  przez  sprowadzenie  funkcyi  dwu- 
wyrazowej  do  funkcyi  stopnia  pierwszego.  W  całce  dwumiennej: 

Jrnip=fxm(ax»  +  bY>dxJ 

możemy    wykładnik    całkowity   n  sprowadzić    zawsze    do    jedynki.    Kładąc 
bowiem : 


a  więc: 
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i  x    I-i 

x"=ż,  a  więc  x=t',  dx^  —t*    dt,  otrzymujemy: 

1  f  — -» 


/*"•  (ar*+6)*dŁr  «  —  /  |v  (aż+ftyeft, 


gdzie  wykładnik  c=      1,  będzie  wogóle  ułamkiem. 

Stosując  do  tak  przekształconej  całki  dwumiennej : 

wzory  redukcyjne,   zmieniające   wykładnik  c,   możemy  ten  wykładnik  spro- 
ić  między  granice:  0  i 

10.  Kładąc  wreszcie : 


wadzić  między  granice:  0  i  1,  albo:  — -~-  i   +-5-. 


1  =  —  Z*  a  więc:  dt= — ds. 
otrzymujemy : 

&  więc  daną  całkę  dwumienną,  w  postaci: 

-r  1      6P  +  9+1   f 

Jm,P-fx<*(ax»+bydx=— ——yci+spdM, 

w  której  oba  wykładniki  p  i  q  zawarte  są  między  liczbami:  0  i  +1,  albo 
między  liczbami:  —  J  i   +J. 

Dochodzimy  zatem  do  wniosku: 

Całkę  dwumienną  ogólnego  kształtu:  Jm% p  =fz?*(axn+  b)?dx,  o  jakich- 
kolwiek wymiernych  wykładnikach  m,  n,  p,  możemy  zawsze  sprowadzić  do 
całki  dwumiennej  kształtu: 

w  której  wykładniki  p  i  q  są  liczbami  zawartemi  między  —  J  i  +  J, 
przyczem,  zależnie  od  znaków,  z  jakimi  występują  spółczynniki  liczebne 
«i  6  dwumianu  ozn+b1  dwumian  l+#  przedstawić  możemy  ostatecznie  także 
w  postaci  1—  jer,  lub  je? — 1. 

11.  Całka  dwumienną  kształtu  :  JPt  q=f  ^(l+zydz  sprowadza  się  do  całki 
funkcyi  wymiernej  tylko  w  przypadku,  gdy  albo  p,  albo  suma  p+q  jest 
liczbą  całkowitą.  W  tych  też  przypadkach  całka  JPtq  da  się  wyrazić  przez 
znane  funkeye  przestępne. 

W  przypadkach,  w  których  powyższe  warunki  całkowalnośoi  nie  są 
spełnione,  całka  Jp%  ,=j>*(l+$)9cfe,  nie  da  się  wyrazić  przez  znane  funkeye 
przestępne  i  prowadzi  do  nowego  rodzaju  funkcyj  przestępnych,  które  na- 
zywamy całkami  Eulera. 

12.  Przekształcenie  całki  dwumiennej  Jp,  q  za  pomocą  podstawień  go- 
ttiometryeznyeh.  Stosując  do  całki  dwumiennej: 

8 
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podstawienie  goniometryczne  #=tangJc>,  otrzymaj emy : 

l  +  a;=«=sec2a>  = 5 — ,  dx=>2ta,ngw  . ^— , 

cos2c>  ł  cos^gp 

przez  co  sprowadzimy  całkę  JPf9  do  postaci: 

t         r  «/t  ,     n«j       f  sin2*©  1       0  sin  gody 

J  cos^y      cos2*g>        cos3c> 

=2  \  sin2',+19> .  cos""2^-2*"3  g>  efyp , 

czyli : 

JpłC=2 /sin*c>  cos*g>dg> , 

a  więc    ostatecznie   do   całki  funkoyi  goniometryoznej  kształtu: 

J*,  *=  J"  sin'  <p  oos*c>  dq>. 
Do  całek  tego  rodzaju  sprowadzimy  także  całkę  Jp,q  kształtu: 

za  pomocą  podstawienia  #=sin2c>,  a  całkę: 

za  pomocą  podstawienia  a?=sec2qp. 

W  następnym    wykładzie   zajmiemy   się  też  przedewszystkiem  całkami 
funkcyj  goniometrycznych  kształtu:  J9t k=Ss\xi9XG08kxdx. 


ćwiczenia    VII. 

i* 

1)  Wyznaczyć  przypadki,  w  których  całka  §xm(axn  +b)vdx  da  się  przekształcić  na 
całkę  funkcyi  wymiernej. 

Wykazać,  że  następujące  całki  dwumienne  dadzą  się  przekształcić  na  całki  funkcyj 
wymiernych : 

2)  f(ax^+b)^dx%  3)  o)f(ax*+b)il*dx,  b)  fx(ax*  +  b)'l>dx. 

6)  a)  /(ar*  +  b)1*dxf  b)  fx*(ax*+  b)^dx.  6)  a)  S(ax*  +  b)^dxy  b)  fx(ax*  +  bfrdz, 
c)  fx*  (ax*  +  bf>  dx ,  d)  fx\ax*+  b)%l>  dx. 

l)a)Sxna(axn+b)n        dx,b)fxr+«°(axn+b)     »         dx. 

8)  Wykazać,  że  całka  kształtu:  Sxm+an(axn+  b) vdx,    gdzie   a    jest    dowolną    liczbą 

i* 
całkowitą,  da  się  sprowadzić  do  całek  kształtu:  fxm(ax*-\- b)v dx. 

r  "-+<> 

9)  Podobnie  całka  kształtu:  ) xm{axn -{- b)v     dx,  gdzie  6  jest  dowolną  liczbą  całkowitą, 

dodatnią ,  lub  ujemną. 

10)  Wykazać,  że  w  ogólności  całki  kształtu :fxm+an(axn  +  b)v       dx}  gdzie  a  i  p  są  do- 
wolnemi  liczbami  całkowitemi ,  dadzą  się  sprowadzić  do  całki  dwumiennej  : 

Ł 

fxm(axn+b)p  dx. 
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Wyprowadzić  następujące  całki : 

12)  \  *Vi5+I dx=  ~  *  V(*3+  1)»-  ±\/(x*+l)*  +  C. 

13)  \Y£+lda, V«'+l  +  log(»+\/x'+l)+g. 

J        X  X 

14)  j xVi>+ 1  dx  =  i-  *V?łl+  -g-  »  V/**+T-  -L log (a;+ V/arH-i")  +  C. 

15)  ^ —      fa-e—  z. arcsma?4-  C. 

f        dx  X 

16)J(v/f^)'=\7ft.v+c 

"Wyprowadzić  następujące  wzory  redukcyjne : 

W 

i)  f-jfe_-.  s"""1  n-l    f     x"~2dx 

f     _<fe = («B_+_ft),'> (2w— 3)a  f(ga?  +  ft)^dx 

JxV+^"     («-~l)W»-1       "2(n-l)*3        s*-1      "' 

'  V  -  it/fc  »  +  "  n  ~  a     3  (a1  -  x*)%1*' 

21}  L****       ^  _  xn-\2ax  -  *s)'/»     2n-l  ^  f       a;"-1  dr 
'  J  (2a» - a?')^  »       "  ~*       J  (2o»— a?*)v»  ' 

af..*      =_J_     *_   ..    +2,ł--3     J-f-      *L   - 

'  J(«1  +  *T      2n  -  2  "  fl>(a2  +  a-iy-i  T  2n  -  2  '    a'  J  (ai  +  xi)«-i 

J(oJ+xł)w  2m  — 2  *    (a2  +  ^jy"-*  ~*~  2m  — 2   J  (a*-f  x*)m~~1' 


18) 
19) 

3o; 


-2 
2  „„j     .<•  2 


25;  (-*__« l._  ■«■■       +      W~3         C- 


<te 


J  '     '  (»i  +  n  +  l)a' 

J  v        ^    /  m-Ł-jm  m  +  pn    J  ' 

J      v      ~        '  &(m  +  n  +  l)  6(m+»+l)J 
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,2  4+1 


C(ax+bx*)*     =_      (ax+bx>f  b(2-m  + »)      ttax+bx*) 2 

'J        *»                       oa^Cm— Vi»-1)  a(»-Vi»»-l)   J        a*—1 

Następujące  całki  wyznaczyć  wprost  i  za  pomocą  wzorów  redukcyjnych: 

Jxidx  (a1—  x1V/> 

32)   f-!^^(.'-*»)*/^ 

oox  r__*L__JL        *       .    6  x 

;J(a«  +  xs)4       6    '     a\a*+»V         6".4  "    a\a*+x*)* 


+ 

5.3  a  5.3.1       1  jr 

+  6.4.2'    a«(a'  +  *a)    +  6.4.2  '   a7  g  T- 

«u\   f     s^* * , * ,       1  lx 

M;  J(a'  +  aJ')3fS=       4(a»  +  xV    +  4.2»*(«*  +  *«)  +  TTŚ"  *  -^Tarctane^ 


a" 


Jx4dx  a;3  8  3 

(a»  +  *»)»  =  2(^*»)+2-  —  T*.«rtg- 

36)  J(««-  x^%dx^^-^-)-  +  ^  a*x(a*-x*)U+  g^  a*x(a2  -  ^  Vl+ 


6.8        fi  .a: 

a6 .  arc  sin  — . 


n    6.4.2       —  a 

r       <fo  (**— iV'»     i 

87>  i  ,»(,»- iyfc  =V-+2arcBec^fl 

f  dx  l(lł^''    ,     4   (1 +*')'»      4.  2(1+ *«)''» 

89)  J  *«(1  +**)'/,  =~  6         as*         "^BiS         a:'  B.8        x        "»"  *" 

40)  f  «**  __J        *         i     2  \  x  i    c 
J    (o,  +  *,),,»         l«*  +  *'  "*"  «' I  '    8  a»(as +  *»)''* 

41)  J  (•»  +^  =  W+*9  +  8a» (•»  +  .»)  +  Bi*/  '  S^S+1^  +  °- 
Rozwiązania  VII.  Wskazówki  podane  w  wykładzie. 
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Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Związki,  zachodzące  między  całkami,  kształtu: 

Jx  =  f  R(x)  Vl±*T  dx, 

JY/1  +  *' 

2.  Wzory  redukcyjne  całek  trójmiennych  kształtu: 

Jm,  p=>  Sxm(ax2n  +  bxn  +  e)Pdx. 
S.  Rozwijanie  całek  Eulera:  fxp(lĄ-x)',dx  na  szeregi  potęgowe  kształtu: 


Wykład  VIII. 

Całki  funkcyj   goniometrycznych  kształtu: 

1.  Wzory  redukcyjne  ealki  J9f  *.  Dla  całek  kształtu  : 

JSt  k  =f  sm$x  cos*#  dx ,  (1) 

możemy  wyprowadzić  wzory  redukcyjne ,  analogiczne  do  wzorów  redukcyj- 
nych, jakie  wyprowadziliśmy  w  poprzednim  wykładzie  dla  całek  dwu- 
miennych. 

Opierając  się  mianowicie  na  wzorze  całkowania  przez  części : 

fudv=uv—fvdu , 

a  zatem: 
sin'+1  x 


połóżmy : 
du=su±sXQ,osxdx 
v=cosk-lxdx 


8+1 
dv=  —  (Je— 1)  cos*_2a5  a'mxdx, 

i  otrzymamy  wzór  redukcyjny  I.  w  postaci : 


u==- 


T       T      sin^+^cos*-1^      Je—  1    T 


_  SIU  KUU8     ■     U,  /l/fJ.       j 


i  którego,  zastępując  s  przez  5—2,  a  Je  przez  Je  +  2,  dostajemy: 

sinJ-1:ccos*+1#      Je  +  1 
s—l     "  +  7=T 
fc  ttąd  nowy  wzór  redukcyjny  w  postaci : 

Tr  T  sin*  1a;cos*+,a;      s—l   7  /a. 

J*ł ł+i —  +  *+r J-*  *+*  (3) 

Otrzymane  dwa  wzory  dozwalają  nam  jeden  z  obu  wykładników  s  i  Je 
powiększyć  o  dwie  jednostki,  a  równocześnie  drugi  o  dwie  jednostki  po- 
mniejszyć. 

Z  wzoru  I.  otrzymujemy  dalej,  mając  na  uwadze,  że: 

stępujące  równanie: 

sin^scos*-1*?  ,  Je — 1  T  Je—l  T 

J'k 7+i — +8+iJ«k-i-ffiJ*k> 

'  którego  wypada  trzeci  wzór  redukcyjny: 

ttt                          7        8in*+,xco8*-1«     *-l  7  U\ 

111...  j9fk= _ +  ^  J,,  ,_2.  (4) 


_  Bill-  '  "»  UU8~  •  **  8-f  A  T 
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Podobnie  otrzymamy  z  drugiego  wzoru  redukcyjnego ,  mając  znowu  na 
uwadze,  że: 

J*-2,  ł+2"«Ji-2,  * «7«,  ft) 

równanie : 

T  sin*~,«oo8*+1a?     5—  1  T  s — 1  7 

J'k i+l —  +  *+i  -,,ł~*+i  *" 

z  którego  wypływa  czwarty  wzór  redukcyjny  w  postaci: 

TXT                        T           sin'-1^  cos*+i#  ,  s— - 1  T  /EA 

IV...  J^ ^ +  JTS^-..».  (B) 

Zastępując  w  trzecim  wzorze  redukcyjnym  k+2  przez  7c,  a  więc  A?  przez 
A— 2,  a  w  czwartym  wzorze  redukcyjnym  s+2  przez  5,  a  więc  s  przez  s — 2, 
dostajemy  dwa  równania: 

sin*+1a?  co8*+1  x       k+ 1 

s+*+2        l"s+*+2' 
sin*+1rc  cosH-i<&         s+ 1 
7+A+2      +  s+k±2* 
z  których  wypadają  nowe  dwa  wzory  redukcyjne: 

V...  J,,- __.-  +___<7I>ł+2,  (6) 

vt                          t       sin,+,a;cos*+1a?  ,  s+k+2  T  /7. 

VI...  j^ _ +  ___  Jf+li  k.  (7) 

Ostatnie  cztery  wzory  redukcyjne  dozwalają  nam  powiększaó,  lub  po- 
mniejszać jeden  wykładnik  o  dwie  jednostki,  nie  zmieniając  wcale  drugiego 
wykładnika. 

3.  Wzory  redukcyjne:  I.  i  VI.  są  nieprzydatne,  gdy  s«=— 1,  wzory  II. 
i  V.  są  nieprzydatne,  gdy  *«=— 1,  a  wzory  III.  i  IV.  są  znowu  nieprzydatne, 
gdy  s=—  fc,  możemy  jednak  w  takim  razie,  w  pierwszym  przypadku  (s=  —  1) 
i  drugim  (*=  — 1),  nie  zmieniając  wykładnika  5,  lub  t,  wedle  potrzeby  zwiększać 
lub  zmniejszać  drugi  wykładnik ,  używając  wzorów  redukcyjnych  III.  i  V-go 
względnie  IV-go  i  VI-go;  w  trzecim  przypadku  (s— — *)  możemy,  powiększając 
ujemny  wykładnik,  zmniejszać  drugi  wykładnik  dodatni,  używając  wzorów 
redukcyjnych  I-go,  lub  II-go. 

8.  Redukcya  całek  J9f  *  przy  całkowitych  wykładnikach.  Jeżeli  wy- 
kładniki s  i  k  całki  JA  =*  J  sin*£  cos*s  dx  są  liczbami  całkowitemi  (dodatniemi, 
lub  ujemnemi),  natenczas,  korzystając  z  powyższych  sześciu  wzorów  re- 
dukcyjnych, dojdziemy,  w  każdym  razie,  w  końcu  do  jednej  z  następujących, 
wprost,  lub  metodami  elementarnemi  wyznaczalnych,  całek,  jako  to: 

Jo,  i=*  fcoaxdx=sinx+C. 

Jlt  0=/sina;dŁr=— cos rc+C. 

sm  x 
JiX  =f8inxco8xdx=*—c — \-C. 


J->-  -1  -  i  si^s*  ral0gtftnga?+  a  (8) 

J'-,'0=t£==1Ogtangł+C' 
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*-•-  ^■=-logfcftng¥(f-a5)+a 

J    sina;  ° 

T  f  sinscŁc         .  ~ 

e/1,-1-888  \ — — logcossc+C/. 

J    cosa? 

Całki  fimkcyj  goniometryoznych  kształtu:  «/,,*  =  Jsin'a;co8*a?cŁ5  dadzą 
»c  więc  przy  całkowitych  wykładnikach  s  i  k,  dodatnich ,  lub  ujemnych, 
■Fsze  wyznaczyć  i  składają  się  z  funkcyj  goniometryoznych  i  z  logaryt- 
iftr  tyci  fdnkcyj. 

L Przykłady.  1)  Wyznaczyć  za  pomocą  wzorów  redukcyjnych  całkę:  «7— 3,5^1 -r-i—tf*. 

J  sin1  as 

tyjemy  tu  wzoru  redukcyjnego  I.,  zwiększającego  o  2  wykładnik  przy  sin?,  przy  równo- 
esnem  zmniejszaniu  wykładnika  przy  cos 2  również  o  2,  t.  j.  wzoru: 


rymujemy  tedy : 


_  sin*+la;co8*-l*  ,  h  —  1  _ 


_             sin— 2«cos*»       4   _ 
J~3'  6==s !Z2 "2*       if  3  ' 


i-  f  cos6 a:   _  cos4x  f  cos3x     , 

"  \— r-T-  <fa=—    0     .     * 2\ ; -dx. 

J  am*x  2sin3x  «J    sina? 

Stosując  teraz  do  otrzymanej  nowej   całki   wzór  redukcyjny  III.,  zmniejszający  wy- 
inik  przy  cos  a;,  bez  zmiany  wykładnika  przy  sinx,  t.  j.  wzór: 


rymujemy  wzór : 


T  sin*+la?  cos*— *x  ,   k — 1  _ 

*•*- 7+k +  i+kJ*k-a' 


_  cos'*  .    2 

J-l,  3  —  — g—  -f  —  J_1 ,  +1  , 


.;;.  f CO83*      COS2X  ,   fC08XcŁr  -  COS1* 

u.  \-.       cte=— Ul — : =—5—+ log  sina:, 

J  sina:  2       *   J     sina?  2       '      ° 


cm: 


Jcos6*,              cos*aj  ,        _.  ,    - 

-.— ,  -  (fcc  = — -  , cos3  a;— 2  log  sin  x+  C. 
sin3  a;                 2sin'aj  ° 


2)  Wyznaczyć  za  pomocą  wzorów  redukcyjnych  całkę  :  J3  _8=  \         8    <fa. 


Uiyjemy  tu  wzoru  redukcyjnego    II.,  który    zmniejsza  s,  a  równocześnie  zwiększa  h 
2,  czyli  wzoru : 

T  sin*—1  a;  cos*-M  a:  .   8  —  1  _ 

którego  otrzymujemy : 

T  sin*a;  cos-7a;         2 

^3,-8= ^7"     —  +^Jl.  -6' 

irli: 

sin  x  cfce 
cos6  ar 
że  mamy  bezpośrednio : 


fsin3aj        _   sin1  a? 2   C 

Jcos8a?  7cosTx        7  J 

Jsina;cŁr    C    dcosx  cos-8x  1 

cos6  as  J     cos6a; 


C086a?  J     cos6a;  B  Bcos5or 

item: 

sin2x  2 


Jsin3  x      __     sin*  a?    __         2 
cos^a;  7cos7a;         36cos5» 
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redukcyjnych 
Użyjemy  tu  wzoru  redukcyjnego  III.,  zmniejszającego  fc  o  2,  bez  zmiany  *,  tj,  wzoru : 

z  którego  otrzymujemy : 


8)  Wyznaczyć  zapomocą  wzorów  redukcyjnych  całkę  J0  5=  fcos6*  dx. 

'    ,2,1 

T  sin'+1a:  cos*""1  a:  .   &  — 1  _ 

8  +  h  '     8-\-k 


_            sina;  cos4*     ,    4   _ 
Jo,5  = * r-c"^0'  8* 


a  zarazem : 


a  więc: 


_             sin  x  cos1  a?         2   _ 
°'  3  = 8 *"  "8"     łl ' 

_  sina;  cos4  a;         4sinaJcos,x       8   _ 

■*••- 5 + IB +1B'70'1' 

gdzie :  Jo,  i  =  f  cobx  dx  =  sina? , 

czyli: 

\cos8a?da?=— —  {cos4a?  +  ^-coslx+-^J  +  C. 

4)  Wyznaczyć  za  pomocą  wzorów  redukcyjnych  całkę:  J4  8=  f sin4ajcos^»eŁr. 
Zastosujmy  najpierw  wzór  redukcyjny  IV.: 

_  sin*"" Sc  cos*"*-1*    ,  *  — 1  _ 

'**' 7+h +  7+kJ-2>k> 

z  którego  otrzymujemy : 

T                8inaa?co8*a5    ,    8   _ 
J4,  3  = tj +  y  Ja,  3 , 

a  zarazem: 

T                 sina?  cos4*     ,    1    _ 
J2,  3  = ^ h  -g-  Jo,  3 , 

zatem  : 

r                 sin3ajco8*a;       8  sin  ar  cos4  a;         8    _ 
Ji.  3 ? gg +35^0,3. 

Na  podstawie  wzoru  redukcyjnego  III.  mamy  znowu: 

,            sin  x  cos1  a;         2    _             sina?  cos*  a?     .    2    . 
•*>,3  = g +  TJo,i g +  -3SUI*, 

otrzymujemy  zatem  : 

f»;«*  a    *  sin' a?  cos4 a?       8sinxcos4a;    .     sina?  cos' x         2  .    - 

J81*4*  <*>*'*<** f - + __^+g8Biii.+  a 

5.  Całki  J",,0=/sin*aHfcB  l  Jo,  *^/C08fca5da%  Na  podstawie  IV.  i  III. 
wzoru  redukcyjnego  całki:  JStk=famtxco8kxdx,  otrzymujemy  wzory  reduk- 
cyjne całek  «7łto  i  t7ot*  w  postaci: 

T  sin^acosrc       s—  1  , 

«/*,  0  = 1 —  «/«  -2,0 , 

o  S 

T         sina;  cos*-1  a:  ,  A— 1  T 

e/0.t  = £ +  ~y~  c/0,  *-2  , 

czyli  wzory : 

J.  a    ,            sin^scoss    t  s — lf  .  ,  o    ,  /m 

sin*^  dz  « 1 \  sin'-2x  da; ,  (9) 

f      .     ,          sin x cos* -^  ,  A— 1  f       .   ,     -  /im 

\  cos*  a  (fo  = r 1 — T-  \  cos*"2  x  ax.  (10) 

a)  Korzystając  z  tych  wzorów,  otrzymujemy  najpierw  z  wzoru  (9): 
1)  dla  parzystego  s=2*w,  kolejno: 
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S.  ,..    ,            sin*"-1*  cos  a;  ,    2m— 1  f  .  ,_  ,    , 
•in*-. <fc= ^ +  -sr  J8m«-»«fc, 

f  •  im  i  *  sin^-^cos*  ,    2m— 3  f  .  .     .    , 

J8m *"-****=-  — 5,-1-  +  2^=2  J8111*^1 


I 


.  ,   ,            sin  x  cos  a;       x 
sm*xdz= ^ +  -Q-, 


|d  wzór  bezpośredni : 

*  j        cos*/  •  5-  1     ,    2w— 1    •  i-  ,    ,       .  (9m— l)(2w-8)...8  .      \  . 
2m    I  2m  —  2  .     (2w — 2)  (2w— 4) ...  2  ' 

(2m-l)(2m-3)...l  *  (11) 

+  (2m— 2)  (2ro— 4) ...  2  2tt»        ' 
2)  dla  nieparzystego  s=«2m+l,  zaś  kolejno; 

isin2"^  cos  x            Wftt     C 
810?™+*  x  dx— «  -  -.. 1-  k —isin2"1"1^*, 
2w+l            2w*+l  J 

f  •  2™  i    i  sin2m-2cos3    ,    2m— 2f   .   ,     3    7 

J  2t»— 1  2m— U 

f  .   2   ,            sin2xcosx       2  f  .        , 
\s\n3xdx= - \-    -  \s\nxdx, 

fsmxdx=—cosx, 
i  wzór  bezpośredni : 

fsin2m+,a?  dx  =  —  ^ -ssin^s+p: T  sin2m-2sc+ 

J  2m  +  ll  2w  —  1 

2m(2w-2)        .  ,m_4  ,       ,      2w(2w-2)...2     ^^  (12) 

+  (2m— l)(2w  — 3)8mm 

fy  Podobnie,  otrzymamy  z  wzoru  (10) : 
a,)  dla  parzystego  A=2n,  kolejno: 


_.  ,       .      2m(2»«-2)...2_  l 
+  "^C2»ł-l)(2m— 3)...l/X    " 


f      ,             sin  a;  cos2"-1  a;     2n— 1  c      .,  ,   , 
jcos^ors" 5 1 — ^ —  l  cosJ"_z*aa;, 

f  .     ,        sina5C082"-3a;   ,  2n— 3  f      -     .     , 


c      ,    _         sinrccosa:    ,    1 
)cos2a:dx  = g +  -g  x, 

Ą&  wzór  bezpośredni : 

„i-,     sina;/      ,     .     ,   2n— 1       ,     ,    ,  (2n-l)(2n— 3)  ...3  1    , 

(2n-l)(2t?-3)...3       x  (13) 

+  (2w— 2)(2n-4)...2   '  2t*        ' 

ty  dla  nieparzystego  k=^2n  +  l)  zaś  kolejno: 

c     ,  .«     ,        sina;  cos2*  a;  ,      2w     <•      0     <     , 
Jcos2"*^  aa;  =  — ^ h  «— Ti  Jcos^-^aa;, 

f     2.  1    ^        sin  *  cos2"-2a;       2n— 2  r      2b  „ 

\cos2l,"1a:cŁr= ^ * h  o ^  \cos2n-3a;da;, 

J  2w— 1  2n — 1J 
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r      ł   i*      sina:cos23  ,    2  r  , 


3 

/cosscto^sins+C, 
zatem  wzór  bezpośredni: 

6.  Zastosowania*    Na  podstawie    powyżej    wyprowadzonych   wzorów    bezpoś 
otrzymujemy  kolejno  następujące  całki: 

jsin**  (te  =  —  — |-  |sin*ap  +  —  sin  a?|+  ^^  , 

J..,            cos  xl.   R     ,6     .,     ,6.8.      1.5.8      *i^r 
sin«»dx= _|Bin«ap  +  --  sini0+ ^-^81X1^4- ^-g  .  -g-  +  C, 

Jsin^db—  ^^{sin^  +  2}  +  C, 

J  sin5*  o«  = — -  |sin4a?  +  -^-sin^as-f  ^-    f  +  C, 

f.7,  eos*f  .   ._  ,    6    ...6.4..    ,  6.4.2\   .    _, 

J,  sinajcosa?       a; 

f       .     .        sina;/       ,.3  \    ,    8       *.^ 

\  cos  ła?  aa;  =-        lcos^a;  +  -g-cosa;J  +  -^-  .  -j-+  C\ 

J6_        sina?|       *    .    6        ,.6.8  \  .   &-3      «    .   ^ 

cos6*  da?  =  -^-jC086x+  —  cos3a:  +  j-^  °°sa7+4~~2  *  ~6  ~*~    ' 

\cos3a?aa;  =      •■    \  cos2a;  +  2}  +  (7, 

f  sina;/       .     ,    4        ,        4.2\  .    „ 

\  cos^  dx  =  - --—  tcos*aj  +  —  cos^-p  ^^  ł  +  C, 

f      7    .       sinal  6        .     .6.4       ,     ,  6.4.2\   ,    _ 

\cos7a?dx=— —  <cos6x+-«-cos4a;+         cos*a;  +  _    ą      >  +  C, 

7.  Całki  kształtu  Jm=ft9.ngmxdx.    Całki  te   należą   również   do    całek  k 
J*,  *=  f  sin*a?  cos*  xdx.  Mianowicie  otrzymujemy : 

\tangmxaa?=  I dx  =  \sinw,a;co8-ma;aa;  =  t7in,  — m, 

a  zatem  na  mocy  II.  wzoru  redukcyjnego : 

dostajemy  wzór : 


_  sin*—1  x  cos*+*  x  .  *—  1  _ 


sinw-ia;  cos— m+*x        m—l 

Jm,  _m= -—^ —  +  ___  jm_2>  _M+2, 


czyli  wzór  redukcyjny  całki:  Jm=  ftangm a; aa; ,  w  postaci: 

Jtang™  x  dx  =  -. -r -. \  tang7*—2  xdx , 
e                 (m— l)cosr»-1a;      J       e  ' 

czyli : 

Jtang™  xdx= ■  tang™— *  x  —  \  tangm— 2  a;  aa?, 
w —  1  *J 
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Z  tego  wzoru  redukcyjnego  otrzymujemy: 
a)  dla  parzystego  m=2r  kolejno: 

f  tang*-«te  =  "cf     |  X  —  f tang^r-*  xdx , 
Jtang2r-2 xdx -  *??«^*-  Jtang*-  ** (te, 

J  tangsa?  (te=  tang  *— #  +  C, 
2atem  wzór  bezpośredni : 

jtang*  xdx  «^g^ -^ngj2-a:+...  +  (_i)r+itaIlga?  +  (_iyx  +  c.  (15) 

6)  dla  nieparzystego  w  =  2r  +  1 ,  zaś  kolejno  : 

J  tang*4-i a>  (te  =  tanS    *   - Jtang^-i  x  (te, 
Jtang2r-i  x  dx  »  *?^z!?_  jtaiig*-*»  (te, 


j  tang3  a?  da?  «=    an^  g  — j  tang  a:  (te , 

1 1€ :  J tangas  (te  =—  log  cos  *  +  C, 

przeto  otrzymujemy  wzór  bezpośredni  w  postaci: 

ft-^..*-J!^L_!^f  +...  +  (_1)r+1i!^  +  (_lxlogc08a!+  c.  (16) 

8,  Zastosowania.  Na  podstawie  wzorów,  powyżej   wyprowadzonych,  otrzymujemy  na- 
stępujące całki: 

J  tang  *s  (te = tang  x — a?  +  (7, 
J  tang*a?(te  =  -a^-?-  — tanga?  +  a;+  O, 

Jtang«,dr  =  -^1  -  **£.  +  tang*-x  +  o, 
j  tang8xdx  = §— ~  logcos*  +  C, 

Jtug*.  <*»  -  J55^_  J?^  +  iogcos  s+  c, 

jung^&^-^-^^  +  i^-logcos.+  C 

9.  Całki  kształtu:  J^—j  — należą  również  do  całek  kształtu:  J,,jfc==Jsin*ascos*a:(te, 

j»t  bowiem: 

Jęte  f  cos"a;<te       f  .  , 

Dla  całek  tego  kształtu  otrzymujemy   wprost ,   lub   na  mocy  I.  wzoru  redukcyjnego 
dawny  wzór  redukcyjny,  w  postaci : 

r  dx    = i_         i         r     (te 

J tang*x  n  —  1  "  tang" -i  a?     Jtang»— *x 

Z  wzoru  tego  otrzymujemy  : 
«>  dla  parzystego  »=2r,  wzór  redukcyjny: 

J  tangsa:  2r— 1  "  tang2'-ix      Jtang2r-2aj> 
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a  stąd  wzór  bezpośredni: 

b)  dla  nieparzystego  n=2r  +  l,  wzór  redukcyjny: 

f       dx        ^_  J^  1  f       <to 

Jtang2r-hl*  2r   '    tang*'*      ^tang^-i*' 

a  stąd  wzór  bezpośredni: 

J^.— ^+!^--+(M>-=p+<-^i»-..+a  OT 

10.  Wyznaczanie  całek  J9f  k  za  pomocą  podstawień.  Całki  kształtu : 

Jttk=fsm9z  cos*a?  dx , 
dadzą   się    za   pomocą    podstawień    sprowadzić    do    całek   funkcyj    algebra 
icznych.    Uwzględniając    wyniki ,    do  których    dochodzimy  zapomocą  wzorów 
redukcyjnych,    możemy    odróżnić    następujące    podstawienia:    1)    sina;  *=  u 

2)  cos£=f«,  3)  tanga;=ii,  4)  tang -^- a: = w,  5)  tang^-f  ^ — a;)=tt,  znane  u  nas 

pod  nazwą  „podstawień  Żmurkows kich". 

1)  Kładąc  sin  a; = u,  mamy: 

du 

coss=Y/l—  w2,    ^— i/j-j:^! 

otrzymujemy  zatem: 

J$  k=fam'z coBkxdx=fu9 (1-u2)  2  du,  (19) 

a  więc  wprost  całkę  funkcyi   algebraicznej,  całkowitej    (wymiernej,  lub  nie- 
wymiernej), gdy  wynik  k  jest  liczbą  nieparzystą  dodatnią. 

2)  Kładąc  cosz=u,  otrzymujemy: 

. du 

sinx=Vl-fi2,   *?— —  ^J"^łf 

zatem : 

J9  k=  f  sin*a;  cos*a;  dx=  — Jii*  (1  —  u2)  *  du ,  (20) 

a  więc  wprost  całkę  funkcyi  algebraicznej  ,  całkowitej   (wymiernej,  lub   nie 
wymiernej),  gdy  wykładnik  s  jest  liczbą  nieparzystą  dodatnią. 

3)  Kładąc  tang«=f#,  mamy: 

sinrc_  cosa?__        1 
_w~~~~l~~~Y/i  +  fiv 

u  1 

a  więc:  sma;=— , :,    cosrc  = 


Y/l+«2'  Y/i  +  w2' 

dx  du 

wreszcie:  d tanga?  « r— =<7w,  przeto  dx=  .,  ,     , 

e  cos2s  '  r  1+m2 

Otrzymujemy  zatem : 

(1+ti2) 

a  więc  wprost  całkę  funkcyi  całkowitej,  gdy  suma  s+k  jest  liczbą  parzystą 
ujemną. 


-te  iii  . 

^-/sin^oos**  <łr=  V ,+y^- ,  (21) 

J  n  -u  u2,i 2 
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Ktadąc  tang-^-a?=w,  mamy: 


sin    --z     cos-^r-o; 


U  1  V/l+MŻ' 

Łając  na  uwadze,  że 


.      1               «  1  1 

sm   .-a:=» ,  003-^-3=  -7-      -- , 


o  •     1  1 

sin  z= 2  sin  -^-  *  cos  -^-  % , 

cos  #=»cos2  -rr-  a; — sin3  -^-  z , 

jemy : 

2w  1-u* 

sma;=-T- — r,  cosa;=— — 5. 

y  nadto  dtang-^  x=* — \- —  =  du,  a  więc  dx=  ,  -—— «,    przeto   otrzy- 
°2  cos2J#  1+u2     r 

J..  k  -/sin^co8»«&-^ j(^^-"Xi*»,  (22) 

wprost  całkę  fnnkcyi   wymiernej,   całkowitej,   gdy    wykładnik  k  jest 
alkowitą,  dodatnią,  a  suma  s-\-k  liczbą  całkowitą,  ujemną. 


Kładąc  tang-^- 1  -=-—  «)=«,  mamy: 


.     1  (n 
sin-2- 


(-*-*)  co!4(f-*) 


«  "1        "    vT+«2' 

1   /»         \  «  1  In        \  1 

sm  2  (  2—j-  yTf..'  C09  2  (a—j-  ViT& 
?  względu  na  to ,  że : 

sino:  =  cos(£-*)=cos>i(|-*)-sin>  2  (y-*). 

COS#  = 

my: 

1-t 

om  /»•-—- 

l+«2'    ~"""      1+M2 

dv  nadto  rftang  *  (  *-*)  —  \  — ^  *  - -■  -*,, 

cos  'a"V~8~v 


:-sin(£-*)-asin|(*-*)oos-|-(*  -*), 


1— «2  2« 

sma;=:; „,  cosa;= 


2du 

*— r+v»« 


otrzymujemy : 


J.Ł»Jsin«x  cos** <te-  _2*+iJ  ^  -^f  d«,  (23) 
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a   więc  całkę   funkcyi   wymiernej ,  całkowitej,    gdy   wykładnik   s  jest   liczb 
całkowitą,  dodatnią,  a  suma  s+k  liczbą  całkowitą,  ujemną. 

11.  Ograniczając  się  na  wykładnikach  całkowitych  s  i  fc,  musimy  jeszcz 
rozważyć  trzy  przypadki ,  w  których  żadne  z  powyższych  pięciu  podstawie] 
nie  prowadzi  do  pożądanego  celu,  a  to  1)  gdy  oba  wykładniki  s  i  k  si 
ujemne,  a  ich  suma  jest  liczbą  ujemną ,  nieparzystą ,  2)  gdy  jeden  wykładni] 
jest  dodatni  i  parzysty,  a  drugi  ujemny,  ale  suma  ich  dodatnią,  3)  gdy  ob* 
wykładniki  s  i  k  są  dodatnie ,  a  ich  suma  liczbą  dodatnią ,  parzystą. 

1)  W  pierwszym  przypadku  mamy  całkę  kształtu: 

dx 
J  8inmx  cos2r+1~m  z y 


Je 


gdzie  liczby  m  i  r  są  całkowite  dodatnie. 

Mnożąc  w  tym  przypadku  licznik  przez  1  =  (cos *x+ sin 2#)r,  otrzymujemj 
daną  całkę  w  postaci: 

f    (cos2a;4-8in2a;)r        =  f^/r\    cos^-^sin2^ 

J  sinw3 cos2r+1"m x    X~  Jj&\n)  sin"* cos27^1-"*        '  (24) 

a  więc  w  postaci  sumy  (r+1)  całek,  z  których  każda ,  wobec  tego,  że  suma 
wykładników  przy  cos  a:  i  sina?  będzie  równa  —1,  za  pomocą  jednego  z  pod- 
stawień: tang  —  g«fiy  lub  tang  o- (-o — s)35**,    da   się    sprowadzić   do    całki 

funkcyi  wymiernej,  całkowitej. 

2)  Jeżeli  z  obu  wykładników  s  i  k  jest  jeden  dodatni,  a  drugi  ujemny, 
ale  tak,  że  suma  ich  jest  dodatnią,   przyczem   wykładnik   dodatni,  jest  za- 
razem   parzysty,    wówczas   możemy,  korzystając   z  relaoyi:   sin2#+cos2a:=i, 
uwolnić  się  od  jednej  z  tych  funkcyj. 
Otrzymamy  mianowicie : 

fsin2rscZa;_  r(l  —  cos2&f  dx 
Jcos2r-wa;"~  J 


cos21"-  mx 


cos2rs  dx      f  (1—  sin  2  x)r  dx  (2B) 


fOQB2rS(fe^  f  (1 

Jsin2r-ma;es==  J 


>>  2r— m« 


a  więc  całki ,  do  których  możemy  zastosować  podstawienia  powyżej  wskazane. 
3)  "W  trzecim  pozostałym  przypadku  mamy  oałkę  kształtu: 

Jh  k=r  jsin'rc  cos*a;  dx , 
gdzie  wykładniki  s  i  k  są  liczbami  dodatniemi  i  parzystemi. 

"W  tym  przypadku  możemy  iloczyn  P=sin,:cco8*#,  rozłożyć  na  dodajniki. 
12.  Rozkładanie  iloczynu  8in'&cos*&  na  dodajniki.  Połóżmy  w  tym  celu  : 
C08X+i8mx=ćt{=*lx=ui, 
cosfl?+isinaj=c_-»f=l-ar=«~1 , 
a  zatem : 

t^+tr-1  u1— u^1 

cos#= s ,  smir-1 — ^ — , 

2  2* 

a  sprowadzimy  iloczyn  P=sin*ascos*#  do  postaci: 

"Wykonawszy  wskazane  mnożenia,  otrzymujemy  iloczyn: 

r= *+H, W 
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Jeżeli   w  iloczynie   P  zastąpimy  ux   przez  w-1,   natenczas   otrzymamy 

P 

jako  wartość  iloczynu:  - — —  jest  zatem: 

Aby  wyrażenia  (a)  i  (i)  były  tożsamościowe,  musi  być: 

przeto:  41=(— l)'Plt  zaś  a^ft. 

Wobec  tego,  otrzymamy  dany  iloczyn  w  postaci: 

D_  ^4,[tt«r+(-l)'tt-«r] 

2'+*  i'  ' 

a  więc  w  przypadku,  gdy  wykładnik  s  jest  liczbą  parzystą,  w  postaci: 

F —  («) 

a  w  przypadku,  gdy  wykładnik  s  jest  liczbą  nieparzystą  w  postaci: 

p      -24r  (tt*r— tr-«r) 

* T~~ '  W 

2*+*  (—1)2 
Mając  na  uwadze ,  że  wobec : 

cos  aa?-H  sin  az—eP*'^  1^=11" , 
cos  ax— » sin  ar=e_aarf=  I-o**™!*-" , 
mamy:  t4B+ir"a=2  cosob,  zaś  t*«— ti"a=2*  sinctóc, 

otrzymujemy  zatem  iloczyn  P,  w  przypadku  parzystego  s  w  postaci: 

D      .  ,        ,        -S2^rcosOra? 

P*=  sin*a  cos*«  =■ — ,  /2g\ 

2«+*(_ 1)~* 

w  przypadku  nieparzystego  s  w  postaci: 

■n      >  .        »        22Ar  sin  arx 

P=  sm*a;  cos*s  = ^  (27) 

2«+*(_lpr 

Iloczyn  P=sin'a?co8*«  da  się  więc  w  przypadku,  gdy  wykładniki  s  i  k 
są  liczbami  całkowitemi,  przedstawić,  jako  suma  cos,  lub  sin  wielokrotności, 
zmiennej  x,  stosownie  do  tego,    czy   s  liczbą  parzystą,   czy  też  nieparzystą. 

Całka  kształtu  </*,*  rozpada    się  w   tym   przypadku  na  całki  kształtu: 

J  tu 

(cos  ma  .  „ 
sinmacfo—— 


m 

13.  Prawidła  Żmurkl.  Z  powyższych  wywodów  wypływają  następujące 
prawidła  praktyczne,  dotyczące  wyznaczania  całek  kształtu: 

J*,k  *=  $  sin*  #  cos*#ete , 
zwane  u  nas  powszechnie  prawidłami  Źmurki. 

Pierwsze  prawidło:    Jeżeli  wykładnik  przy  cos  a  jest  liczbą  niepa- 
rzystą, a  więc  i  =  2r+l,  podstawiamy  sin#«=u. 

Drugie  prawidło:    Jeżeli  wykładnik  z  przy  sina;  jest  liczbą  niepa- 
rzystą, a  więc  s*=2r+l,  podstawiamy  cos  a— u. 
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Trzecie  prawidło:  Jeżeli  suma  wykładników  przy  sino;  i  cos 2  jest 
liczbą  parzystą,  ujemną,  a  więc  $+£=*—  2r,  podstawiamy  tang£=w. 

Czwarte  prawidło:  Jeżeli  wykładniki  przy  sinx  i  cos  a?  są  liczbami 
całkowitemi ,  ale  znaków  przeciwnych ,  przyczem  suma  tych  wykładników 
jest  liczbą  ujemną,  a  więc,  gdy  s+&=—  r,  natenczas  używamy  podstawienia 

tang  ~a?=w,  gdy  wykładnik   k   przy    cosjc  jest   liczbą   dodatnią,    a   podsta- 

wienia  tang  ~^\-r — 3j=tt)  gdy  wykładnik  s  przy  sina;  jest  liczbą  dodatnią. 

Piąte  prawidło.  Jeżeli  oba  wykładniki  przy  sina;  i  cos  z  są  ujemne, 
a  ich  suma  jest  liczbą  nieparzystą,  a  więc  (s+A)=  —  (2r+l),  natenczas  mno- 
ży my.  licznik  przez  l=(cos2£+sin2a:)r  i  rozkładamy  całkę  na  szereg  całek, 
do  których  możemy  zastosować  czwarte  prawidło. 

Szóste  prawidło.  Jeżeli  z  obu  wykładników  przy  sina;  i  cos  o;  jeden 
jest  dodatni,  a  drugi  ujemny,  jednakże  tak,  że  suma  obu  wykładników  jest 
dodatnią,  a  pr żytem  wykładnik  dodatni  jest  liczbą  parzystą,  natenczas,  za- 
pomocą  relacyi  cos2s+sin2£=l,  uwalniamy  się  od  jednej  z  tych  funkcyi, 
mianowicie  tej,  która  występuje  w  liczniku,  a  otrzymujemy  tym  sposobem 
szereg  całek ,  do  których  dadzą  się  zastosować  poprzednie  prawidła. 

Si  ó  (J/me  prawidło.  Jeżeli  wykładniki  przy  sina;  i  cos  a;  są  liczbami 
całkowitemi,  dodatniemi,  natenczas  rozkładamy  wpierw  iloczyn  sin'xcos*a;  za 
pomocą  podstawienia  cosx+iamx<=u  na  sumę  złożoną  z  sinusów,  lub  cosi- 
nusów  wielokrotności  zmiennej  x. 

Na  mocy  tych  prawideł  możemy  całkę  J#l;t=/sin*a;cos*a;cŁr  przy  wykła- 
dnikach całkowitych,  dodatnich,  lub  ujemnych  zawsze  wyznaczyć,  a  przy 
wykładnikach  ułamkowych  tylko  w  tych  przypadkach,  w  których  stanie 
się  zadość  jednemu  z  wymaganych  warunków  całkowalności. 

14.  Przykłady  wyznaczania  całek  J$,k  za  pomocą  prawideł  Żmurki. 

1)  Wyznaczyć  całkę  J=  f  cos 6x  sin *xdx.  Mamy  tu  fc=5,  użyjemy  więc  podstawienia 
sin  *  =  u  ,   a  otrzymamy  : 

w3      2t*6     u1 
j'cos5*sin,xcŁc  =  J,(l— u*)*u*du=  Q b""*"~7  "*"  C' 

zatem: 


i 


.       .   ,  ,        sin^a?      2  sin6*  ,   sin7*  .     - 

cos6*  sin*  dx  =  — 5 - 1 +  C. 

o  o  1 


2)  Wyznaczyć  całkę  J  =  j"  cos4*  sin5*  dx.  Mamy  tu  *=6,  podstawimy  zatem  cosx=« 
a  otrzymamy : 


zatem: 


j 


....         _      cos6*  ,  2  cos7*     cos9* 
cos**  sin5*  dx=  C =■ —  -j - — 


9 


Jdx 
g — .  Mamy  tu:  8-\-k=—  6,  podstawimy  zatem  tang*=w, 


1  1  du 

a  więc  cos*=      . ,  dx=  — — — 5,  a  otrzymamy: 


J=  j  (1  +  «')'  du  ==«  +  -?-«,!  +  «'  +   C, 


zatem : 

Jdx  A  ,    2  A        ,     ,    1  A        *      ,   „ 

-^^  =  tang*  +  -g-  tang*r  +  y  tang6*  +  C. 
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.  b    .   Mamy  tu  «  +  *=  — 5,  *  =  0,  podstawiamy  zatem 
według  czwartego  prawidła: 

0  2if  2<Ztf 

Ung^=«,  a  więc:  sina^y-j-^,  tó-j-p^j. 

Wskutek  tego  otraymojemy : 

~  i  ł-  X  "  2ir" + 61og" + *■' + 1) + °' ' 

4t»ng^-        tang»-g- 

— — .    Mamy   tu  #  +  1?=*—  8,  *»0,  podstawiamy  zatem 

niłag  czwartego  prawidła : 

1  /*        \  2m  2du 

*•"* 2\¥-")~'"' a wi«c: •"••"Hn?*  * — 1+& 

Otrzymujemy  tedy: 

— T{^+2l0«"+irl  +  c' 


ffi: 


f_* n. 

Jeos**  41 


2Ung4(|-*) 


tang ' —  I  —  —  x  I 

+  «kf««»i(|— )  + ','         7}+fi 

możemy  wynik  przekształcić  na  podstawie  relacyi: 

tang  — (^-*)  —  flecs —tang*,  — -  — sec*  +  tang*, 

|kqe  otrzymać  w  rozwiązaniu  funkcye  goniometryczne  samej  zmiennej  ». 

ida 
— r-\ j— .  Mamy  tu  *+*=—  6,  przyczem  «=*:— 2,  fe»— 8, 

ay  zatem,  w  mysi  piątego  prawidła  Żmurki,  licznik  danej  różniczki  przez: 

1  »  (sins*  +  cos  V)1,  a  otrzymamy : 

Jdx f  (sin1*  +  cos1*)'  dx        C  sin1*^*  C    da  CcoBxdx 

sin1*  cos1*        J         sin1*  cos1*  J     cos1*  J  cos*       J    sin^» 

Z  otrzymanych  trzech  całek ,  wyznaczamy  pierwsze  dwie  za  pomocą  podstawienia 

&2\o"—  /s=  Uj  otrEymuJemy  t^y  najpierw: 
fan*r4r  1  ,1,.         W*        \      1  *       t1  (*        \ 

kSs-J*—  log«=-logtaDK-i(|-*),  , 

**|eałka  wyznaczamy  za  pomocą  podstawienia  sin*=ii,  w  postaci: 

9 
fcDtiwttaki.  Wykł.  mataai.  X.  Tom  H. 
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JcoBxdx         Cdu           1               1 
— :— = =»  i— ,== = : =— cosec* , 
sm's          J  u1          u           sina? 

przeto  ,  otrzymujemy  ostatecznie : 

f  <fa  _  _1_ 1 _1_  a  JL_  /je_  _  \  _ 

J   sin*rcos«*   *~  8      4        ,1/jj        \        8  tang    2  \2      */ 

-  -g-  log  tang  -^  [^  -  sj-cosec  *  +  d 

7)  Wyznaczyć  całkę  J=\—, — -da?.  Mamy  tu*-ł-*=*8,  *— — 1,  ifc  =  4.  Kładąc  zatem: 

cos4^  =(1— sin1*)1,  otrzymujemy: 

i  C^,fe  =  C(l-BiD»x)'<ŁBgr^__2  C.axdx+  f8in%r*r, 

Jsin*  J         sina?  J  sin*         J  «J 

»że:  J-JjL.  -  log  tang  |, 

J8inawiaj  =  —  cosa?,     \sin3a;<ia?  =  —  cos*-| = — , 

przeto  ,  otrzymujemy  ostatecznie : 

Jcos*xdx       _      A         x    ,  .  cos1* 

-iE5 iogtengT  +  oos«  +  ^-+C. 

8)  Wyznaczyć  całkę  J  =  j*sin^?co8*xdr.   Kładąc   sino?  = — ,  cosa?« = , 

otrzymujemy: 

sin^cos**^""~M~v^ "*"  "~*r =-  ^ («'-2+  «-*) («»  +  4m*  +  6  +  **-*+ «-*) « 


—  -  ^r  {«8  +  2i#*— n«~12-i#-a  +  2«-  *  + 1#-« }  —  —  ~  |2  cos  6*  +  4  cos  4*— 2  cos  2*- 12}  = 

=.  —  ss  {cos6»  +  2cos  4»— cos  2a?— 6}. 
przeto: 

\  sin  *x  cos4*  efce=«—  55  j  (cos  6a?  +  2  cos  4a?— cos  2*— 6)dŁc, 

a  więo : 

J.    •         *   j  1  /sin6o?  ,  sin4a?     sin2j?      .  \    ,    - 

15.  Wzory,  rozkładające  funkcye  goniometryezne  slnfse  i  eo8*&  na  do- 
dajniki.  Kładąc  cosx+ismx=u\  cos  £ — tsinff—ir'1,  a  więc: 

Hl  +  tt— 1  II1 — II""1 

cos o;= - ,  sina?— — ^ ,  gdzie  11= e*', 

(porównaj  Tom  I.  str.  694.),  otrzymujemy: 

ezyli:  •  8in«*--^2(-1)r(*)«,-2r;c08*a:=i2(*)«ł-2r- 

Dla  parzystego  *=2n  będzie  zatem: 

o;        8ins-*-^-"{[»*-+«-»-]-^nV«»»-*+«-<u-ł)]+.-.  + 
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™--(-^§-v(^)^+.-»-^+-i;  (*"), 


Ha  nieparzystego  s=2n  +  l,  będzie  zaś: 


:ruiu;  v    .:  f 


1 
I 

1    +c 


b)  sin*+'*  =  ■_|_^.{[tf-+i_  „-P-+D]  -(2n+1)[««--i_«-P-i)]  +  ...4.C 


-l)'(2*y+l)[«^-''-«-<*«+»-*0]+  ...  +  (-  1)»  (^f  1)[«t-«-1]}i 

8^te^*-4^2(-1)r(?!^)[«1,,+?-,^-^"+1-,r,]• 

Podobnie  otrzymamy  dla  parzystego  Jfc=2n : 

«;  cosł»*=-^  {[«**,+*-,"]+(2*) (rf^»+«r-P— «I+ ...+ 

nieparzystego  i=2n+l,  zaś: 

+...+ (2n^*1)  [u*»+1-J'+«-<1«+1-^]+ ...  +  (2nJ"  *)  [«« +«-«], 


UH: 

co8**+1 : 


ir2  (2nr+  ^^t-^-n 


Na  mocy  wzoru  Moivre'a  [Tom  L  str.  139.]  mamy : 

i4»=(cos  x+ i  sin  #)*=»cos  n  #+i  sin  na; , 

item: 

if+ir"*— 2  cosntf,  ti*-f*-*=2*sinn#. 
Wobec    tego    otrzymujemy    następujące  wzory,    rozkładające   funkcye: 
itfx  i  cos*x,  na  dodaj  niki: 

o)  sin*"a;=  f^y  {cos2tw;-  W  cos  (Sn— 2)*+...+ 

-.*-- t£  ^-  iyf*U  »,-sm  *+  Ł(2n\,        (28) 


sin«x=_  ^ 

r=0 


£2  <-<>-*•-*»•+£(:> 

A     rin***  *-  (-^£  {sin  (2» + 1)  o;—  (**+ *)  sin  (2n-l)a + ...  + 
+(-l)r(2"^1)  sini2n+l-2r)*.+  ...+  (-  D-  (^j"1)  sina  }, 
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czyli :  sin*-*1*  -  L^E ^(-l)r  P"*1)  *™  (2n+l-2r)s ;  (29) 

następnie : 

1     i  /2n\ 

y)  cos1*  x=-£%—  \  cos  2no?+  I  1  jcos  (2n— 2)s + ...  + 


czyli  : 


cos2^- 


2*^ 


czyli : 


Ł*  2  (^)co8(2»-  2r)*+  ^  p,  (30) 

(J)  cos1**1*  =  -^  |cos(2n  + 1)*+  (2n^  *)  cos (2n— l)a?+ ...  +• 

+  I*"*1)  cos(2n+l-2r)s+  ...  +  (*l+1)oai*}l 

cos**1*  -^rSf211^  1)cos(2n+l-2r)«.  (81) 


Stąd  wniosek: 

Parzyste  potęgi  funkcyi  sina:  dadzą  się  rozłożyć  na  sarnę  oosinasów 
parzystych  wielokrotności,  zaś  nieparzyste  potęgi  fankcyi  sinz  na  sarnę 
sinusów  nieparzystych  wielokrotności  zmiennej  #,  opatrzonych  pewnymi  spól- 
czynnikami,  mającymi  znaki,  naprzemian  dodatnie  i  ujemne,  natomiast  pa- 
rzyste potęgi  funkcyi  cos  x  dadzą  się  rozłożyć  na  sumę  cosinusów  parzystych, 
a  nieparzyste  potęgi  na  sumę  cosinusów  nieparzystych  wielokrotności  zmiennej 
#,  opatrzonych  pewnymi  spólczynnikami,  stale  dodatnimi. 

16.  Wzory  szczególne.  Z  powyższych  wzorów  ogólnych,  otrzymujemy  następujące  wzory 
szczególne : 

sinJ*=-  -g  cos2»  +  ^- , 
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sin  *x  =  -3-  cos  4x  —  —  cos  2x  +  — , 

•6  1         c.3         a         15o.6 

sin6*—  —  —  cos  6a?  +  jg  cos  4r  -  ^008  2*  +  ^  , 

.   8         1  -        1         -.7        A         7        0     ,    85 

sin8*=;rc£  cos  8x  — ^  cos  6«  +  ~  cos4*  —  -^cos? 


■128WBW      16WDWBT82wow      16WD4WT^ 


sinlaj=^  — —  sin  8  a? +  — sina?, 
4  4 

sin^w^Y^smBa:  — Yfi8mo^+  ~q  sm», 
8m7*  =—  gj  sm  7*  +  g^  sin  Ba?—  ^  sin  Qx  +  —  sin  », 


COS**=yC08  2*  +  -g-, 

cos^es—  cos4r +-5-CO8 2x+  -g- , 
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0OB««-^  COS  to  +  lc084*  +  g 


+  16' 


coB«x  =  iLoo8to  +  ioo86«  +  loo84*  +  ^co8  2»  +  ^, 


C08^P  =  -t-  COS  8«  +  -r-COSS, 

4  4 

C08^a»=i^  008  0*+  -- 0O8O*  +  -3-COBas  , 

1  7  21  86 

C08'*=24  008  7»+  gj  008  6*  4-  gj  008 8* +g7C0S8, 


17.  Całki  J^o— /8l»'acda5,  t/ó,ł=/oo8»a5<ia!5,  wyznaczone  zapomoeą  roz- 
kładania fnnkeyj  gin' a?  i  eo^os  na  dodajniki.  Na  podstawie  wzorów  rozkła- 
daj ąoy  oh  fankcye  goniometryczne  sin*  z  i  oos*x  na  dodajniki,  otrzymujemy 
wprost  następujące  wzory  całkowe: 

i%        f  •  *.    j      (— 1)"'n31/     1Nr/2n\sin(2»— 2r)«  ,     1    /2n\    ,  „ 


2) 
3) 


G 


r=0 


+'C 


4)  ^-^-^2r,+r-^^+"- 


18.  W  szczególności,  otrzymujemy  stąd: 

JL 
2 


...  1      sin2*  ,     1  /2\      ,    _ 


2 


2« 


•  i~,         1   /Binia?     /4\  sin  2*1  ,     1     /4\      ,  „ 

•  «--»  1   hin6x     /6\sin4a?,   /6\sin2*l  ,     1    /6\     .  n 

•  a^j         J    /oos&e     /8\  cos*  \  .  „ 

.   «    ,  1    jcosfc     /5\cos8e.   /B\cosx1 

...         1   /cob7*     /7\oobox.  /7\cos8*     /7\  1   ,    _ 

8in'*<fa=  -p-  {^ (J  -¥-+  (2)  -g-  -  (8)  008  *}  +  O. 


coB*xdx= 


1  sin2» 


2 


fi©-+». 
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Jeos'«fa=  -^  {^~+  (J)  sin  *}  +  O. 

f      .    .         1    /ełn&r    ,   /6\sin8*,   /B\   .       \ 

f      ,   .         1    Isin7*  .   /7\sin6*    .  msinto  .  /7\    .      \  ,   _ 
1  oo6'«te  =  2„-  {-^-  +  (1)  -g-  +  (2)  -8-  +  (s)  81»  *)  +  c- 


19.  Całki  J^t^/sliraeo^aćdat;  o  wykładnikach  ułamkowych  dadzą  się 
wyrazić  przez  funkcye  znane,  tylko  pod  warunkiem,  że,  albo: 
.     k+1     „     *+l       ..      «+l  ,  H+1     s+k 
T-»  alb0  TT'  alb0  -2"  +  "2 2" 

jest  liczbą  całkowitą  (dodatnią,  lab  ujemną). 

Warunki  te  stanowią  t.  z.  warunki  całkowalnośei  całek  dwumiennycb. 
(Por.  art.  2.  str.  106.). 

Jeżeli  jeden  z  tych  warunków  jest  spełniony,  możemy  wyznaczyć  od- 
nośną całkę  za  pomocą  jednego  z  pierwszych  trzech  prawideł  Żmurki. 

Mając  n.  p.  wyznaczyć  całkę  J"—  \ T. — da?,   zauważymy,   że  mamy  tu 

s-fA=— _«— 2,  że  więc  suma  wykładników  jest  liczbę  ujemną,  parzystą, 

użyjemy  zatem,  na  podstawie  trzeciego  prawidła  Żmurki,  podstawienia : 

u  l  -        du 

tang£~ti,  a  więc  sin£=  — -;  cos  a—    .  ,  dx=  .  ,  ..- 

*  *  W  +  l'  VWl'  «'+l 

Otrzymujemy  tedy: 

fsinV.»(łr     f  u%f*(u2+ 1)V  du       f  u  .        2    „ 

zatem  : 

rsinV«a;eŁc      2  ,,     ,  •> 

— _  --  tang '»£+ G\ 

cos/>a;        3        & 

Jeżeli  zaś  nie  spełnia  się  żaden  z  powyższych  warunków,  wówczas 
całka:  J^*-"/ sin1  xooskxdx  nie  da  się  źadnem  z  powyższych  podstawień 
przekształcić  na  całkę  funkcyi  wymiernej,  a  więc  nie  da  się  wyrazić  przez 
funkcye  znane.  Gałki  tego  rodzaju  dadzą  się,  za  pomocą  wzorów  redukcyj- 
nych, sprowadzić  do  całek,  w  których  wykładniki  s  i  k  będą  leżały  między 
granicami  — 1  i  +1,  a  dalsze  ich  wyznaczanie  mogłoby  się  odbyć  za  pomocą 
szeregów. 

Za  pomocą  podstawienia  sin#=u  te  całki  sprowadzają  się  do  całki 
dwumiennej  : 

^*—Jsin**  cos**  dte—  Jw'(l— u2)  *  du, 
która  ostatecznie,  wskutek  podstawienia  «*=*,  otrzyma  postać: 

a-l  *-l 

JM-łJ*1  (1— *)  *  «b-J*(l -#)•*, 
a  więc  prowadzi  do  nowych  funkcyj  przestępnych,  zwanych  całkami  Eulera 
(patrz  T.  II.  str.  113.  art.  11.). 


?- 
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Ćwiczenia  VIII. 
Wyprowadzić  następujące  wzory  redukcyjne: 

1)  J sin*  xdx  = sin*— *  acosaH j  sin*— *xdx. 

2)  Jco8»xd»= — cos*— *ar  sin*  Ą \coB*—*xdz. 

3)  l  sin"  *  cos*  xdx  = ; —  sin1*—1  x  cob*+1  x  4 : —   1  sin1*—*  x  cos*  x  dx. 

f  1  n— 1    f 

4)  1  sin**  cos*  xdx  = -t —  sin*1-*-1  os  cos*  -  *  xA - —  1  sin1*  x  coan-*xdx. 

J  mĄ-  n  m-\-n  J 

..  fsin««  _  1      sin1*-1*  .  m— 1  f  sin*1— *a?   _ 

5)  \ dv  = -Ą — \ dx. 

Jcos**  m  —  n  cos*— *x      m  —  nJ    cos*  ar 

-.  fsinw»,  1       sin"**1*    ,  »-»-2  f    sin**  a;      , 

6)  \ d*=* -- r— ^ 5 —  \ r — dx. 

Jcos»x  * —  1  cos*—1*  »— 1     J  cos*— 2* 

»  fcos«*  ,  1      008*+!  *  ,  i»— »— 2  f  cos*  a;    , 

7)  i dx  ^— 1-  ■  1 dx. 

J  sin*  as  «•— lsin»«— **        i»— 1     J  sin*1-2  os 

J  sin*1  a?  sn  — 1  sin**— *  ob      m— l  J  sin1*— 2aT 

9.  f    da?     1  sina;       .  w— 2  f       da? 

Jcos*x       * — 1   cos*— *x ""ii— 1  J   cos*—2*' 

10)  f         **  c L_  .  1  ,  »  +  — A  -f     •        * 

J  sin"1  a:  cos*  a?  m—  1  "  sin**-1  a: cos*-1  a?  i»— 1      J   sin™-2 x  cos* as 

u    f  dx 1         1 m  4-  w— 2    f  <fa? 

J  sin"  ar  cos*  a;      n  — 1  *    sin1*-1*  cos*— *aj   "*"      * — 1        J  sinma?  cos*— 2*  * 

J2v  f  dx (m—  l)sin  V—  (w— 1) cos1*         , 

'  J  sin*  a:  cos*  x        (m— 1)  (n—  1)  sin*1"1  a?  cos*  - *  x     ' 

(m  +  „_2)(m+»-4)     f  <*» 

"*"  (m— l)(n— 1)  J  sin**-2*  cos*-2  a;' 

13)  J  tang"  xdx*=     n^_     *  —  Hang*-2  x  dx. 

U)  f       «**        =_  _L_  . ł f — *f__ . 

'  J    tang*  *  »  —  1  tang*-1  as     J  tang*—2  a; 

Wyprowadzić  następujące  wzory  całkowe : 

f  1  x 

15)  \sin^xdr  =  — -o-8ina?oo8aj  +  -o-  +  & 

C  1  2 

16)  \  sin3x<Łr  =  —  -^-  sin**  cos  x  -f  ^-  cos  x  -f  C. 

*  1  IR  1     R 

17)  \  sin*xd*  =  —  -j-  sin^*  cos  a?—  ^-j  sina; cos  aj  +  ^-j  *  +  C. 

18 1  \  sin*x  d*  =  — r-  sin *x  cos  a?  —  5-^  sin'*  cos  a;—  5-^  cos  as  +  C. 
'  J  5  0.0  0.0 

r  1        «  1.5.    ,  1.8.5.  ,  1.8.6      1/7 

19)  Jsin^ds^  —  — sin^cosar  —  j-^  sin3*  cos*—  — -j^sinscosa+g-^-^ar-fr  G. 

20)  i  cos 'ar  dar  =-5- sina?  cos  * +  -—  *  +  C. 


r  l  2 

21)  \cos3*do*»-g  8in*cos2a;  +  -g-Binaj+  C. 
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22)  jcosWbss—  sin*co8?*+^^sin*co8*  + ^-jas-f  <?• 

f  1  1.4  2  4 

28)  \oosbxdx  =  ^BinxooBix  +  ^-^Binxco6ix+^—amx-\'C. 

m\  C      hj        1*  k     ,  1.5   .  ,     .1.8.5.  ,1.8.5     ,  ^ 

24)  \co86akfcr=3—siiia;co85»  +  :i- -^sinxoo8,®+ -— -—801*008*  +  =— 3—5  *  +  C 
v  b  4.b  4. 4. o  *.4.b 

ofc\    f     <**  /       .  *  1   1         1  "~  COS*    ,     _       ftM    f     (b  COS*   ,     _ 

25)  \  — -. =  logtang7r  =  -s-logT-7 \-C.    26)  \    .   ,     = -. \-C. 

'  J  sina?  »       »2        2     el  +  oos*^  '  J  sin1*  sin* 

o-v    f     dx  1  COS*     ,     1  ,       .  *     ,' 

^)JlE^=-TBl^+2l0«ten«-2+Cr- 

28)  f    to     «=       X    C0Ba?        2    cos*    1   C    • 
'  J  sin4*  8    sin1*        8    sina  "*" 

oa\  C    **  1    o08*       1-8   cos*     .1.8.      .         *    ,    n 

™>  JIECT  — TlfaST-n  8ii^  +2TIlogtang ?  +  <7. 

1-tang-g- 
"TlogI^^i"""logtftng2"  (I"  +  *)-lo«(Beo*  +  tan«*)  +  c- 

88)5 


COS3* 

COS* 

(ix 

1     sina; 

COS4* 

8      008*05 

dv 

1    sina? 

2    sina     , 

c 


8    cosai 
_,.   f    dx  1    sin*     .1.8  sina;       1.8.      .  1  /*        \    .    _ 

86)  j. 


ix  1     sina;    ,1.4  sina;     ,2.4   sina 


ł-^-^r  +  a 


cos**        5    cos5*    '8.5  cos**  ~8.5  cos  as 
86)  y =— log  cos  a?  +  C=logsec*  +  C. 

^  J^slT^"811135  - l0g **»*  T  (ł~  *)  +  a 
om  r  sin3****  1     .   ,  ,    ^ 

89)  I  B"  sf -|-8m«*-ein*-log  tang  i- (!--*)  +  C. 

40)  j 


sins*d*  1.1 

= — j-  sin4*—  -^-  sin2* —  log  cos  *  +  C. 


cos* 


41)  $BZ>m y8in5*-isin3*-8in*--logtangi-(|---*)  +  C. 

42)  j- 


dx  1  a? 

+  logtang  -o+C. 


sin  as  cos1*  cos  a?  a     ^    2 

43)  C — r-^ = ^ log  tang  i  (^-  —  *)  +  C. 

'  J    8inJ*cos*  sin*  6       6  2  \2         /  ^ 


dx  1  1  1  * 

— — i —  ^  -«-  •  i — I 1-  log  tang  -n  +  O. 

8in*cos4*         8       cos**       cos*  °       °  2 


44)  [ 

46)  \  8in8*rf*=— cos  *  + -q"  ©os3  *  +  C 

J2  1 

sin5*d*  =  —  oos*  +  -g-cos8*— -g-cos6*+  C. 


48) 
48) 
60) 
51) 
68) 

M) 
66) 

68) 


57) 
66) 
59) 
60) 
61) 
(52) 
63) 
«4) 
65) 
66) 
67) 
68) 
69) 
70) 
72) 
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ooBł*<fa>=8in*— ^-sin»«-f  C. 
o 

2  1 

cos**«Łb  =»  sin*  — -g-8in'x4--g-sin«a!+  C. 

sintxco8,a(ifa!=  — ein1*—  -=- sin'*  +  C. 


tang*  +  -i  tang**  +  a    62)  j-^-^-j-^tang.-ootg*^  <7 


cos** 

sili**  1 

d*-=  -j-  tang**  +  C 


C08SX  4 

^^-  =  tang*  +  -g  tang*  +  -g-  tang**  +  C. 

4tang»^      tang»-g- 

d.W«— tK,       .W. v+»***"Wt(t—)  + 

2t«.g»¥(T-*; 


2  V2 


L,x,         1    sin*    .    1   _      A  1  /k         \    ,    _ 

^^-^-So^+T  l0*tan«  2  i«~ *)  +  a 


C081*    .  1     008*  1  ,        .  *     ,     , 

d^T<fa! 2-5E5r-2-l0*ten«2-+c'- 


COS*X 


sin1* 
dx 


&^"^{TOB^"l"C08*)""Tl0gfcangT  +  a 


sin*  cos** 


-= = J-  log  tango;  Ą-  O. 

2  cos1  a?     ■      °        °      ' 


d*  1  1  2 

+  log  tang  -H-  +  O. 


sinxcos4x  8 cos* a;     '   co8»    '      e      ^   2 

(ix 


log  tang  o- (!"-*)+& 


sin1*  cos x  sina;         *       °  2  v2 

dx         __^  1 S^  cos*     ,    8_  ,       .  *_ 

sin'x  co8*x        sinfe  cos  »         2    sin1*        2     -9       ®   2 


cix  1 


log  tang  o"  (|--*)+ C- 


sin4* cos x  8sin'*        sin*  6  2  v2 

sin\r <**=—  -j-  sin 2*  +  -^-  *  +  O. 

1  8 

sin8xdx=-^cos3x  — -j- cosx+  O. 

118 
sinłxdx=  —  sin  4  x T  sin  2  *  +  -5-  a?  +  C. 

sin5xrfx=— ^rCOsB«+ —  cos8x  —  —  cos*  +  C. 

1  1  C  13 

cos3*«2*  =  -£  sin  2*  -f-  —  *  +  C.     71)  J  gob1x dx=  -^ein  S x  +  —sin*  -f  C. 

118 
cob4x  dx  =  =  sin 4  *  +  T"  sin  2  *  +  ^-  *  +  <?• 


78) 

74) 
75) 
76) 
77) 
78) 
79) 
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cos5»ds=^  sin5*  +  ^  sin  8*  +  -^  sina?  +  C. 


80 
8inJ«coBJtf<ix  = 


sin  4* 


8 


+  C. 


sin^cos^&pss  — —  |y  sin5»+  -g-  sin  8*  —  2 sin *}  +  C. 
sin5*  cos5*d*=—  ^  j—  cos  10*  —  -g-  cos  6*  +  Bcos  2*}  +  a 


sin**  cos1  xdx  =  gg  j^-sin6*—  ^-  sin 2*  J  +  tt 


sin3*  oosA*d*E 


1  /l     . 


82t6 


sin  6*  +  -g-  sin 4*—  -=-  sin2* 


¥h 


*  +  a 


Bin**cos**d*«       |—  sin  8*  —  sin  4*  }+7ao*  +  G* 
Wykazać,  że: 
80) 2*»-i  sin** *=(-  1)* {oos2»*-(2") cos(2»-2)*+..--r (-l)*-1(w^1)cos2*}+  ^n) 

81)  2**  sin 2**+* *-(-!)■  {sin(2n  M)*-(2,l  +  l)  sin(2n  -l)*+...+(-l)n(2"  +  ^sin*). 


82)   2*-1  cos2*  *  =  cos  2*  *  +  (2n)  cos  (2»-2)  x  +...  +  (Jf^)  cos 2*  +  -i  (2*). 
88)  22»  cos2w+1*=cos(i2»  +  l)*  +  (2w  +  1)cos(2n--l)*+...+  (2n  +  1)  cos*. 

84)  j y/sin* cos* * <J*  =  —  y/sin* *—  -=-V/sin7*+  C. 

85)  \sin,*V/cos*.tf*=1=-V/co87*  — -q-V/cos3*  4-  C. 


86) 


dx 


=  8\^tang*+  C. 


J  ^  sin}x  cos  * 

87)   C ==*-2V/ootg*-  -p-  tang*V/tang*  +  C. 

JY/  sin^a.cos*  ° 

Bozwiązania  VIII.  Za  pomocą  metody  całkowania  przez  części,  lub  za  pomocą 
różniczek  kształtu:  <Z(sinr*cos*),  <Z(cosr*sin*),  dy— — — ),  d( — )i  t.  d.  15)  — 48)  za  po- 
mocą wzorów  redukcyjnych,  44)— 87)  za  pomocą  prawideł  Żmurki. 


Literatura.  Leonhard  Euler1  s  vollstandige  Anleitung  zur  Integralrechnung.  Aus 
dem  Lateinischen  ins  deutsche  ubersetzt  von  Joseph  Salomon.  Erster  Band.  Wien,  1828. 
Matematyka,  kurs  I.  podług  wykładów  Dra  Placyda  Dziwińskiego  w  c.  k.  szkole  poli- 
technicznej we  Lwowie  z  roku  naukowego  1885—86.  Część  IV.  Zasady  analizy  wyższej, 
we  Lwowie,  Autografia  nakładem  słuchaczy  matematyki  kursu  I.  1886. 


Tematy  do  rozprawek  naukowy  eh: 

1.  Funkcye  goniometryczne  bezpośrednio  całkowalne. 

2.  Sposoby  rozkładania  iloczynów :  sin*  mx  cos*  nx  na  sumy. 

8.  Bozwijanie  całek  kształtu:  f  smp x cosqxdx  na  szeregi  potęgowe. 


yyyktad  IX. 

Całkowanie  niektórych  funkcyj  algebraicznych  za  pomocą 
całek  typu:  J.fh=$6ln'xeo&xdx. 

1  1.  Wyznaczanie  całek  funkcyj  algebraicznych  staje  się  często  bardzo 
jbtwionem ,  jeżeli  można  daną  całkę ,  za  pomocą  stosownych  podstawień 
biometrycznych,  przekształcić  na  całkę  funkcyj  goniometrycznych. 
[  Liczne  przekształcenia ,  jakie  na  funkcyach  goniometrycznych  przed- 
iftziąć  można,  dozwalają  w  wielu  razach  otrzymaną  całkę  funkcyi  gonio- 
•tiycznej  przerobić  na  całki  typu:  Jati^f8in'xco8kxdx,  które,  w  myśl 
Jtodów,  podanych  w  poprzednim  wykładzie,  dadzą  się,  przy  całkowitych 
jkładnikach  sił  zawsze,  a  przy  ułamkowych  wykładnikach  pod  pewnymi 
minkami  za  pomocą  znanych  funkcyi  wyrazić. 

Zajmiemy  się  tu  przede  wszy  stkiem  całkami  dwumiennemi  i  szczegół- 
tai  całkami  trójmiennemi. 

t  Wyznaczanie  całki  dwumlennej  JmiP='f&m(axn+bY)dx  za  pomocą 
listawień  goniometrycznych.  Uwzględniając  znaki  spółczynników  a  i  b 
turniami  w-go  stopnia:  axn+bi  możemy  wogóle  odróżnić  trzy.  przypadki: 

1)  spółczynniki  a  i  b  mają  jednakowe  znaki: 

2)  spółczynnik  a  ma  znak  +  ,  b  zaś  znak  — . 

3)  spółczynnik  a  ma  znak  — ,  b  zaś  znak  +. 
ad  1).  W  pierwszym  przypadku  całka  dwumienna  ma  kształt: 

JmiP^S^(a^+b)Pdx. 
Połóżmy: 

a#*=Jtang2c>, 
otaymamy : 


cos*     q> 
aa?+b=b(l +tang  »= b  8ecV=^2^  > 

Sm          2m  '     1_  1_ 

6*  sin  *c>.6*\2.&"       sinn     c> 
"• — ^~ ""T ' — J^T  <Py 
a  *  cos  *  q> .  cos2*c>  .».a  w    cos  *     q> 


item: 
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•"+ii_  ^        «(»+i) 


a  •     ~  cos 
•dochodzimy  zatem  do  całki  kształtu:  </,,*— /sin' 9  cos*  9  dqp,  gdzie: 


5 


=  — 1,  *— ,  przyczem  9— arctang  !/__. 

Jeżeliby  spółozynniki  a  i  &  były   ujemne,  natenczas  jednostka  aj 
wystąpiłaby  przed  znakiem  całkowania  z  wykładnikiem  p. 

ad  2)  Jeżeli  spółozynnik  a  jest  dodatni,  &  zaś  ujemny,  natenczas 
całka  dwnmienna  ma  kształt: 

J*,,**  $&*((&*— bp  dx. 
Połóżmy  w  tym  przypadku: 

ax"*=&  sec  *c> , 
a  otrzymamy: 

f/y      2    j«m      1 

ji/»      2^-1.  d<p        2      M*        siny      , 

a1**      n  *  cos*c>      n      a1'"  2+i      Tl 

cos"    9 

,                           ,                 &sin'a> 
as*— o— 0(sec*y— 1)— o  tang3g>=^ ^ , 

•         f        ft^.ftysin^y^.ft^.sinc) 

am'* .  cos  »  q> .  cos**  c>.  n .  a1/*,  cos  •     c> 

f—,    •     ™.-i       2       *  "       f       sin*+ic> 

a  *     ^   cos   *  q> 

dochodzimy  więc  znowu  do  całki  Jt,k=fBin' (pcoskcpd<p ,  gdzie: 

0    ,-    ,         2(m+l+np)+n  -\fatf* 

s=2jp+lf  *— -- ,  przyczem  q>  —  aro  sec  y-r- 

ad  3).  Jeżeli  spółczynnik  a  jest  ujemny,  &  zaś  dodatni ,  natenczas 
dwnmienna  ma  kształt  : 

J*  *— J*"  (*— <***¥  <*&• 
Podstawmy  w  tym  przypadku: 

fla^«6sin2c), 
a  otrzymamy: 


zatem : 


czyli : 


~n 


sin-© , 


2      &i/»    .  2-i 
n   '  o^ 
ft—a#*==»ft(l --sin '$>)«=&  co92c>, 


cfcc=—  .  -^  sin"      q>  cos  cpdcp, 


zatem: 
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S6*. 


""  i-1 


sin"  q>bPooB**q>.2.bll*.Bmn     ycoscp 
a*  .n.a*!* 


żyli: 


(3) 


r  2    Ł^f     !te±1)-i 

\af*(b— a$*ydx~> igin    "       c> cos^+ic> dq>} 

a  "•"  J 
lochodzimy  więc  znowu  do  całki  J^*— /sin'c>co8*qpcZg>,  gdzie: 

1  *— -—  1,  i-»2p+l,  przyozem  g>— arcsin  y_. 

n  I   i' 

~l — r  za  pomocą  podstawień  goniometrycs- 

lyeh.  Podstawiwszy  tu  **  —  sec©,  a  zatem:  x <&>==--    8m*  <fo,  a;*—  1 — tang1?  =    Sin  *   t 
*  2    cos1?     '  '  °  cos1  •  ' 

ptaymnjemy : 

neto  jest  ostatecznie : 

f  wdx         1  **-l 

2)  Wyznaczyć  za  pomocą   podstawień    goniometrycznyoh     całkę  J^  J\/a*— **.  4z, 
Wstawimy  tu  2=  a  sin©,  a  więc  tf8=aoos©tf©,  \/ o*—  x* *=  ocob o>  otrzymujemy  zatem: 

.7= Ja*  cos*©  <i©=ałJ  cos*  ©<*©=*^- l  (1  + cos  2©)  d©  =  ^(©  +  2- sin  2©)  +  C, 

fe:  9=  aro  sin  —  ,    -^  sin  2g  =  ain  ©  coa  co«=  g^  g  ~~  g 

a        J  ai  » 

»to  mamy  ostatecznie : 

ll/a1  —  *'cfo  —  — 2— — ł-g-arcsin \-  C. 

_.  a  cotff'©»cZ©  cos1 9 

Kładąc:  —  =»  tang8?  ,  zatem  sc  =  acotgl  ?,  dr=  —  8a -f-i — !-=»—  8a — .   .T   <f©, 

*  °  °  T'  sin8©  sin4©      T' 

"Ynrojemy: 

fVl+(«)\h,.f    --*?'»   iy^-teteyfr—^+c; 
J  !  N*'  J  cos  ©.sin4©     T  J    sin4©        sin-^P 

tang©—  y— , 


tifc:  8iny==  *  — ,  sin»y 


Kto  otrzymujemy* 
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4.  Całki  kształtu:  JTmiP=fxP*(axl+b)Pdx  stanowią  szczególny  przy- 
padek całek  dwumiennych ,  dadzą  się  też  zawsze  sprowadzić  do  całek: 
Js  k  =J,sin*c>cos*yc?y  za  pomocą  podstawień,  których  rodzaj  zależy  od  zna- 
ków, jakie  mają  spółczynniki  a  i  b  dwumianu  ax2+b. 

W  szczególności,  otrzymujemy  w  przypadku,  gdy  spółczynniki  a  i  b 
mają  jednakowe  znaki  za  pomocą  podstawienia: 

ax2^=b tang *c>, czyli  x\/a *s*Vb  .tang c>, 
wzór : 

•    \~±*+*  ...     ' 
,        Jr(«-  +  »)*>-^j^^^  (4) 

x   :  a  2 

w  przypadku ,   gdy   spółczynnik   a  jest   dodatni ,    b  zaś  ujemny,  za  pomocą 
podstawienia:  •         _ 

0Kra^=&secVi  czyli:  xy/assrW sęcc>, 
wzór : 

m+1+P 
J^(os>-&)*<fc=-^  ISS-Ti+fc?1?*  (5) 

a  * 
wreszcie  w  przypadku ,  gdy  spółczynnik  a  jest  ujemny,  a  b  dodatni ,  za  po- 
mocą podstawienia: 

ax'=:&sins9>,  czyli:  «V/a«-V/*  .sinc>, 
wzór :  , 

m-fl 


+* 


(6) 


lo^Cft — ax*)*dx=?  — —^r  Isin^cós^+^dcj. 

5.  Dla  a=dzb*~±l  otrzymujemy  stąd  następujące  wzory: 
(*N  'Sin**  w 

1)  J^^Hl^to-J-^^s+^C^^i  8dzie  tan«  »-*; 

f  sin2*+*  <p    ,         ,  . 

2)  Js"(s2—  l)^°JC08W+łł2p  d(P>  gd^ie  aecy^g; 

3)  ^(l  —  x%)pdx=*\smmq>co81P+iq)d(p1  gdzie  sinc>=a:. 

Wzory  te  sprowadzają  się  niekiedy  do  całki  kształtu  $dę  =  q>+C,  a  mia- 
nowicie: 

w  pierwszym  przypadku,  gdy  m«=»0,  w+2+2p=*0,  a  więc  p=  —  1,  otrzy- 
mujemy : 

Jdx  ~  * 

-—-«$>+  C7=arc  tangs+  C; 

w  drugim  przypadku,  gdy  2p+l=0,  w+2-f2p«0,  a  więc,  gdy  p=  — .], 
in=— 1,  otrzymujemy: 

\ — t =*q>+  C«=arc  sec  x+  C\ 

JsW—  1 

w  trzecim  przypadku,  gdy  m=0,  2p+l=~0,  a  więc  p=  —  J,  otrzymu- 
jemy : 

:=c>-f-Cs*aro8in3+C. 


Jl^l-s2 

Są  to  trzy   wzory   zasadnicze ,   według   których  ,  całki  funkcyj  algebra- 
icznych przedstawiają  się,  jako  funkoye  cyklometrycene. 
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p, 
(.  Wyuaezanie  eałek  trójmiennyółi,  kształtu:  J'~foćm(ax*+bxĄjpydx 

pmteą  podstawień  gonlometrycznych.    Sprowadzając  funkcyę  drugiego 

pnia:  ax*+bx+c  do  formy  dfruwyrazowej ,  na  podstawie  przekształcenia: 

a ,  ,    ,         (2ax+b)\+(4ac— J2) 

ax2+bx+c— - 1  —i 

4a 

nymujemy  całkę  trójmienną  w  postaci: 

[tórej  możemy  również  zastosować  podstawienia  goniometryozne.  , 
Zastosujmy  w  przypadku,  gdy  4ac— 62>0  podstawienie: 

(2os+&)2— (4a<;--&2)tang2y, 
i,  otrzymamy: 

_V4ac— b\ tang  y— ft      ,        V/4oc  —  ft*    ,     <fy> 

* 2^  '  . Ya         :  cos2y' 

(2qs+ft)*+(4flc— fr2)     4oc-fr2       , 

daną  całkę  w  postaci : 

p+1     ^      

Ui    1 1  jl    ,    nT^           (4ae— 62)  2      f[Y/4a*-&2.tangy-&]%         ,_ 
f^+^+O  "*-— ^rV oos*»+2y  d(p'      (7) 

i 
Otrzymana  całka  rozkłada   się  w  przypadku,/ gdy   wykładnik  m  jest 

całkowitą  na  (m+1)  całek  typu:  «/,,Ł=/shi*yóo8*y£jy,  gdzie: 

2a»+6 

Mitnowicie,  otrzymujemy  tedy : 

[lYiac—b\  tang  a>— W- .       Cy£(»\(V4ac-b*r-r .  8r.  tang"»"rc>      ' " 

) — ^+^ — Ldv-)2iy)— — Z^hp — —  *?' 

e7=faf,(o»24-&a;+c)2  dfc= 

(4oc- 


wzor: 


W  przypadku,  gdy  4oc,— -ia<0,  mamy: 

.    .       '      (2qs+ft)2-(ft2-4qg) 
ax2+te+c  —  -* '—£ ; 

ktawiając  tedy  (2os+&)2— (b% — 4ac)sec2y,  otrzymujemy: 

^\/62 — 4ocsec  y— b      ,    _  \/&2— 4oć  sin  y  dy 

x 2S  '  ^  ^V~ł 

[  ^    h»±*       (62-4oc)lang2y 

fc  (*X*tOX  +  C'= j- — , 

daną  całkę  w  postaci: 
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r-Ł 


J=)tf*(ax2+bx+ć)*  dx*= 

p  

f  [\Zb2—  4ae sec y— b]m  (b2— 4ac)*  tang? y  Vb%  —  4ac  .        ,    __ 

^  2"»  a^o^aa.  cos  *y 

!!±l  

__      (fe8— 4oc)  2         l  [W  —  4oc  sec y —  ft]m  tang**  y  sin  y  ,  .g 

~~"  w+^-M      1  oos*y 

2*+*+ia      *         ^ 

która  w  przypadku,  gdy  wykładnik  m  jest  liczbą  całkowitą ,  dodatnią ,  roz- 
pada się  również  na  (m+1)  całek  typu: 

J+  *»/ sin*  y  cos*  y  cUp,   gdzie  sec  y  «     y  =. 

Mianowicie  otrzymujemy  : 

C[\/ft*—  4oc  sec  y—  6]m tang*  y  sin  y  , 
j  cos^y  ^"* 


zatem  : 


9_ 

J=fx*  (az*+bx+ć)  *  dz  — 


2"-H»+1a"+ 


J — A 2 (—V W (**-*«)  2   ^.sin^yoos— • +r-*ydc>- 


Jeżeli  obok  4ac — 6*<0  jest  także  a<0,  wówczas  możemy  położyć; 
Podstawiając: 


— 4a 


(2ar+&)2~(&*— 4ac)  sinty, 
otrzymujemy : 

VV— 4aisiny — b      ,        V/ft2— 4ac  , 

x — — £ ,    dx — cos  ydy, 

a#2+te+c  —         .      oos3y, 
zatem  daną  całkę  w  postaci : 

—    e 

\x*(M*+bx+cydx~(— 1)"+* — (&ł— 4flg)  a  ^     i  fl/ 1»— 4ac  sin  y— R]«  oosP-Hydy , 

2*+p+t(_a)",+^+^  (9) 


skąd  otrzymujemy: 

J*=faf*  (ax*+bx+c)%dx= 

a  więc  znowu  (»#+l)  całek  typu  J,t  *. 


2w+p+l(_a)m+^+1    ^^ 
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Powyżej  wskazane  przekształcenia  wymagają,  aby  wykładnik  m  był 
liczbą  całkowitą,  dodatnią. 

7.  W  przypadku,  gdy  wykładnik  m  jest  liczbą  całkowitą,  ujemną ,  a  więc 
potęga  x"  znajduje  się  w  mianowniku,  możemy  odróżnić  dwa  przypadki: 

a)  wykładnik  całkowity  p  jest  także  ujemny, 

b)  wykładnik  całkowity  p  jest  dodatni. 

W  pierwszym  z  tych  przypadków  mamy  całkę  kształtu : 

'.-[ — *— ,-. 

J     xm(ax2+bx+c)2 

rr>  j               !                  j           d*        *  .  ł    .         a+bz+cz2 
Kładąc  x=* — ,  zatem  ar— ~;  axa+oaj-ł-c= = , 

z  Z*  ZŁ 

otrzymujemy  daną  całkę  w  postaci: 

dx  C     zm+P~2dz 


7       f  dx  r    zm 

J£m(ax2+bx+c)2  J(a+ 


Ł '  (10) 

bz+c*%)2 


która  należy  do  postaci,  poprzednio  rozważanych,  skoro  m+p>2,  co  zawsze 
nastąpi,  gdy  wykładniki  wipw  całce    J2  są   liczbami  całkowitemi,  dodat- 
niemi,  gdyż  wtedy  każdy  z  nich  musi  być  co  najmniej  równy  1. 
W  drugim  przypadku  mamy  całkę  kształtu: 


*-$ 


(ax2±bx+ć)2 


dx, 


natenczas  podstawmy: 


*=1,  zatem  *— *    «.+fa+.-£±*L+J*, 
a  otrzymamy  daną  całkę  w  postaci : 

Hora  należy  do  postaci    poprzednio  rozważanych,  skoro  liczba  m— p— 2  jest 
liczbą  całkowitą,  dodatnią,  a  więc,  skoro  m^p  +  2. 

Gdyby  się  okazało,   że   m<p  +  2,   wówczas   możemy  danej  całce  nadaó 

kształt : 

j  ^  Uax2  +  bx  +  c)2  d^_  t(ax2+bx+  ć)  2  dx  (12) 

*  otrzymamy,  przy  nieparzystym  wykładniku  p«*2n  +  l,  daną  całkę  w  postaci: 

__  C(ax2+bx+c)ndx 
3~  )xm(ax2+bx+ćfi*' 
która,  wobec  dodatniego  wykładnika  n,  po  rozwinięciu  potęgi:  (ąx2+bx+c)n, 
przedstawi  się  w  postaci: 

j  _  C(a0x2*  +  aixu-i  +  a2x2»-2  +  ...  +  a2n-ix+a2n)dx 
3      J  xin(ax2+bx+cyi>  ' 

a  więc  rozpada  się  na  dwa  rodzaje  całek ,  z  których  jedne  są  kształtu : 

«/«\ 7-  -«—,-—   Nt-,  gdzie  r>0, 

J(ax2+bx+c)1  '  6  =    ' 

10 
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a  że: 
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a  więc  dadzą  się  wyznaczyć  za  pomocą  metod,  w  art.  6.  poznanych ,  drugie 
zaś  są  kształtu: 

•Tj  —  \—? — 5-7-T-  .    N„  ,  gdzie  znów  S>0, 

a  więc,  należą  do  całek  powyżej  rozważanych. 

C        x2dx 
8.  Przykłady.  1)  Wyznaczyć  całkę  Jri=\ 57-  za  pomocą  podstawień  goniome- 

J(a?1— 2as— 1)'* 

trycznych.  Mając  tu  a:1— 2a>— l=(x-— 1)'— 2,  podstawmy  (x— l),=  2sec,9>,  a  więc: 
*  =>  1  +  \/2".  sec <p ;  dx=\/2.  J2?* *_    (sJ_2*-l)ł/»  =\/^. tang  7 , 

C08*qp 

a  otrzymamy: 

f        x*dx        ^  r(l+ V/2"aec  y)  V2"  sin  y  tfy  ^  f  (1  +  \/2  sec  ?)»  dy 
J(*1-2*-l),/*C=a  J      \/2  cos1 ,,.  tang  ?  J  ws? 

f(l+V/2secy).dy=f_gr_         ^  f _*         ,  f _*_  =  1  / ,  _    v 

J  COSc>  Jcos*^  J  cos*v  J  cos3?         e       5  2  V2       *7^ 

+2V/2"tang^  +  sec9>.tg9>+logcotg—  (^  —  *)  =  log    ^  *^ *  +  (2V/2~  +  sec  ?)  tang  y , 
przeto,  ze  względu  na  to,  że: 

*-l                     \/2        .             \/(*— l)1— 2       Y/*'-2a:-l     x                 \Ał-2:r— 1 
secc>«=— ^,   cos  *  = -^— ,    sin»  =  -!:-^ { = . ,tang«= — , 

otrzymujemy  ostatecznie: 

Jg»Ac         =  a?— l+V/a?ł-2^-T      (a?+3)y/^^^i 

(xi_2a._l)V,""    °g  *_l_V/**--2*--l  2 

Jrfa?  1  d~ 

~a?'(a?a  — 2g-l)V,     '  Kładl*c  •aas'7'  zatem  :  dx=—    ~i 

a?'— 2a?  —  1  = = ,  otrzymujemy  : 

C         zdz 

Otrzymany  trój  mian:  l—2z—z\  sprowadza  się  do  postaci: 

l-2s— ^=2-(«  +  l)Jt 
podstawmy  przeto: 

(z-\-  l),  =  2sinVł  a  więc  z  +  l  =  \/2  .  siny,  cfe= Y^2  .cos  ©  .d?,  1 — 2s— 2ł=2co8ł  ®, 
natenczas  otrzymamy: 

^ (\^2«toy-l)VT.eoBy^g=/(1_l/5-|tli|y)<if_y+vTao||T  +  0> 

V2   COS©.. 

*  +  i  V/2— (*+i?     l/I^*-*'  .  «  +  i 

a  że :  sm  ©  =  — 7-^ .    cos  9  = ^ — - —         -7= ,  ©  =  arc  sm  — >-_- , 

V/2  V^2  1/2  V^2 

przeto : 

Ja  =  arc  sin  -^-  +  \/l-2z-z*+  C, 

gdzie  0  =  — .  Otrzymujemy  zatem  ostatecznie : 

T  __  f dx  x  +  1   xVx*-2x-\ 

J*  —  1    .,  «     «       TTi/"  =  arc  sin    .  y  -  "i  ~ r  u* 

f(ajł—  2*  —  1)V» 
8)  Wyznaczyć  całkę  J3  =  \  j-  <fcr.     Ponieważ    w    tej    całce    m=2<p-(-2, 

przedstawimy  ją  w  postaci : 
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J  x\x*-2x-l)l* 
a  otrzymamy: 


Ji 


rs  ^  C  ** 2   C  dx r  dx 

JC*r«--2*--l),/»  Jx(x*-2x-l)tl>       J  a;^>-2x-T)T/>* 

Pierwsza  z  otrzymanych  całek  sprowadza  się,  za  pomocą  podstawienia:  {x— l)s=2sec2o, 
do  postaci: 

f  <Łr  f    dy  1  /w  \ 

J(^=^ri7/,~J^s7=~l0g^ 

zatem,  ze  względu  na  to,  że: 


otrzymujemy : 


i 


x— 1  \/a;*— 2x—  1 

(*»-2*-l)'"       Wg  y/2"  + 


Ł 


l>o     drugich   dwu    całek    zastosujemy   najpierw   podstawienie!  *  =  ^-,   następnie: 
r  4- 1)*  =  2  sin2  o,  a  otrzymamy  : 

3-f-i^lys — 3a==S^r^% — -^^ — 

<**  a:  4-1       l/i>— 2x— 1 

)^?^zi^ = aro  8in  ^ + — * — +  c- (patrz  przyklad  (2» 

Wobec  tego  ,  otrzymujemy  ostatecznie  : 

9.  Całki  trójmienne,  kształtu:  jr=$ xm(ax2n+bxn+cy> dx,  można  rów- 
nież sprowadzić  do  całek  typu:  Jś,k=fain'x  coakxdx.  Przedstawiwszy  trój- 
mian:  <*xlH  +  bx*+c,  w  postaci: 

4a         •       ' 
i  kładąc: 

(2oa;"+ft)2«(4ac-62)tangV,  jeżeli:  4ac-62>0, 
albo  :  (2azn + b) 2 = (5 2— 4ac)  sec  2qp, 

lub:  (2as*  +  6)2=(&2— 4ac)sinfy,  jeżeli:  4ac— 6 2>0, 

otrzymamy  w  przypadku,  gdy: 1   jest  liczbą   całkowitą,    dodatnią: 

całek  typu  JA. 

10.  Rozmaite  inne  całki  fankcyj  algebraicznych,  sprowadzalne  do  całek 
typu:  J^,*==/8ln*a5e08*a5eia5.  Do  całek  tego  rodzaju* należą  oczywiście  wszystkie 
całki,  które  dadzą  się  sprowadzić  do  całek  dwumiennych,  kształtu: 

Jm,p=*S**(a&+by>dx,  (patrz  Wykład  VII.  art.  8.  str.  110.) 
Sprowadzanie    tych   całek  do   typu:   c7,ł=J"sin* x  cos* xdx,  można  w  nie- 
których przypadkach   wykonać    bezpośrednio,  bez  uprzedniego  sprowadzania 
f-ałek  do  kształtu:  Jm, p=fa?n(axn  +  bYłdx. 

W  szczególności,  przy  całkach  kształtu: 

Jj  =fzm  (az»  +  bxpy  dx ,  (13)' 

uskutecznić  to  można  za  pomocą  podstawienia  : 
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axn  =  ba?  tang2  % 
przy  całkach  kształtu: 

J\  =s/sm  (ox*  —  bzp)*  dx , 
za  pomocą  podstawienia: 

az*  =  bxp  sec2qp, 
lub  za  pomocą  podstawienia: 

6a?  =  axn  sin2qp. 
Całki  kształtu: 

•7,  =/(aa?+  b)p  (ax+p)rl'  dx  ,  (14) 

sprowadzają  się  do  całek  Jtk  wprost  za  pomocą  podstawienia  : 
a(aa;+j5)=(a6— aj8)tang2y,  jeżeli:  a>0,  ab>ap, 
lub  a(a#+/?)=(a/?  —  a&)sec2c>,   jeżeli:  a<CO,  a/?>a&, 

lub  o(aj:+j5)=(a6— aj8)sin2y,  jeżeli:  a<0,  ab>afł. 

W  całkach  kształtu : 

^a  =/(ac+iS)«[a(aa;+^+6^dir,  (16) 

należy  podstawić: 

a(«c+/?)l,=6tang2c>,  jeżeli  a>0  i  6>0, 
lub :  a(ax+  $"  -=  6 sec2 <p ,  jeżeli  a > 0,  b < 0, 

lub:  — a(ac+  j8)*=&sin2g>,  jeżeli  a<0,  &>0. 

Podobne  uwagi  dotyczą  także  całek,  sprowadzających  się  do  całek  trój- 
miennych. 

—}  ,  za  pomooą  podstawień    go- 

Biometrycznych. 

Kładąc  x7=ax  sin5? ,  czyli :  a;  -=»  o  sin1? ,  a  więc :  dx=2a  sin  9  cos  odę ,  otrzymuj  emy  : 

(— £=_  =2a  fBinycos^y^ 
J\/a*-**  Jasinjcos?  T^ 

a  więc: 

[    ,    *"- =2  arc  sin  "W—  +  O. 

j  V  ax—  x*  V  a 

2)  Wyznaczyć  całkę  J=  V ^ ,   za   pomooą   podstawień  goniometrycznych. 

ę)\X    —-6X    —  X) 

Mamy  tu  as*— 2**— l=(a?ł--l)8— 2,  podstawiamy:  (a?1— l),  =  2sec,» ,  czyli  as1  —  1  =  Y/2~sec?, 
dostajemy  * 

*«=(\/2  sec ?-  1)''* ;  dx=± (\/2 sec?-l)-^  .  -~^ *ł 

ar*-2»8-l  =2  tang5?  ,  (»*-2**— l/^-Ą/a  .  tang  9  , 
zatem : 


•/=if^=¥los<se6'+tane*)+  c' 


«'— 1                  \Z:r*— 2*ł—  1 
skąd,  ze  względu  na  to,  że:    sec 9= — ^=-;  tangom -p=. , 

otrzymujemy : 


C xdx j       |/»»— 1+  \/»*— 2*»— 1. 


12.  Korzyści  podstawień  goniometrycznych,  przy  wyznaczania  całek  niektórych  fuokeyj 
algebraicznych  są  widoczne,  o  ile  te  całki  potrafimy  sprowadzić  do  całek  typu: 
J,ł*=Jsin*<pco8*?dcp,  co  jest  zawsze  możliwem  przy  tych  całkach,  które  dadzą  się  spro- 
wadzić do  całek  dwumiennych  jakiegokolwiek  stopnia. 
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Odnośne  podstawienia  goniometryczne  mogą  być*  trojakiego  rodzaju,  w  postaci: 
x  =  ot&ngrn<p,  albo  x=b  aec*<p,  albo  x=csinr9>, 
względnie,  w  postaci: 

x=acotg"»9>,  lub  x  =6  cosec*?,  lub  X  =  CC08ry, 
gdzie  wykładniki  m,  *,  r  są  liczbami  wymiernemi  (oałkowitemi,  lub  ułamkowemi),  a  spół-  I 

czynniki  o,  6,  c  są  liczbami  rzeczywistemi. 

Dopuszczając  także  spółczynniki  urojone,  możemy  daną  całkę  funkcyi  algebraicznej, 
za  pomocą  któregokolwiek  z  powyższych  trzech  rodzajów  podstawień  sprowadzić  do  całek 
typu  Jk*»Jsin*9>cos*9<i9>. 

Tym  sposobem  otrzymujemy  rozwiązanie  danej  całki  w  rozmaitych  postaciach,  z  któ- 
rych jedno  rozwiązanie  przedstawiać  będzie  funkcyę  zmiennej  x  o  spół  czy  unikach  rzeczy- 
wistych ,  pozostałe  zaś  rozwiązania  będą  przedstawione  funkcyami  zmiennej  x  o  spółczyn- 
nikach  urojonych. 

Otrzymane  funkcye,  jako  rozwiązania  danej  całki,  mogą  się  tylko  różnić  o  pewną 
liczbę  stałą.  Wyznaczywszy  zatem  tę  liczbę  stałą,  dochodzimy  tą  drogą  do  związków 
miedzy  otrzymanemi  funkcyami. 

13.  Zastosowania  rachunku  całkowego  do  wyznaczania  związków  między  funkcyami 
eyklometryczneml,  a  funkcyami  logarytmicznemu  Związki  między  funkcyami  cyklometrycznemi, 
a  funkcyami  logarytmicznemi,  wypływają  bezpośrednio  z  następujących  całek: 

f    dx 
1)  Jt  =  i~j-_j-t  sprowadza  się,  przy  podstawieniu  x«=stgy,  do  postaci: 

f     dx 

J^T^  ==/rfc>«  v  +  c«=arctangx  +  C, 

przy  podstawieniu  x=»sec9\  lub  x=ism9>  do  postaci: 

j^T  =  -J- j8g-=llogtangf  +C  =  ilog(oo8eo,-cot*ng,)+C=  £logJ±*  +  O, 

Wobec  tego,  otrzymujemy: 

——-aiotang.  +  C-  y  log^+  C-  -^  l^f^H-  Q% 

a  s»tąd: 

i        x  -4-  »  1         1  -4-  xi 

arc  tang*-  -log— ,+  ą-^log^—.  +  Ą. 

Kładąc  x  =  0  i  mając  na  uwadze  główną  wartość:  arc tang 0  =  0,  otrzymujemy  na 
wyznaczenie  stałych  C,  i  C2  relacyę: 

0  =  -J-log(-l)  +  Cl  — Ąf  zatem:  C1  =  -  ylog(-l),  Ą  =0, 

a  więc,  związek  między  funkcyami  arc  tang  x,  a  funkcyami  logarytmicznemi  w  postaci : 

i         i+x       1         l  +  x»  ,ł/%v 

arc  tangx -  ^  log^^  =  ^  logj^y  (16) 

Jdx 
—  .         -  T  sprowadza  się,  przy  podstawieniu  x=sec9>  do   postaci: 

\ —  =-r  I—1-  =  -.-  log  (cosec  a>— cotg»)  +  (?=-.- log T  <" 

3*v/*a-i    » j8m*    *  »   e      x 

Otrzymujemy  zatem: 

dx                            ,    „,      1  .        \/x~*^l—i    .    _ 
=  arc  sec  x  +  C'^=  —  log h  C, 


fr 


x>/i1=l  2 

a  stad 


1  y/^i-l-t 

arc  sec  x  =  —  log f-  C, . 

♦  x 
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Kładąc  x=l,  arc  sec  1=0,  otrzymujemy,  na  wyznaczenie  stałej  Ct  relacyę: 

0  =  -.-log(— i)+Cu   zatem:    Ct  = -log(— *), 

a  więc,  związek  między  funkcyą  arc  sec  z,  a  funkcyami  logarytmicznemi  w  postaci: 

arc  sec  a: =  — log-- •  \J-t) 

f        dx 
8)  Całka   Ą  =  \ —  sprowadza  się,  przy  podstawienia  x=-sin<p  do  postaci: 


vr 


j^ 


dx 


— -—  =  fdg>  =  c>+  C= arc  sin  x  +  C, 

przy  podstawieniu  ix  =  tang ^  do  postaci: 

otrzymujemy  zatem: 

Cr/,-1_--1=arcsinx+  C  =  T  log(x*  +  \Zl-a;»)+  tf^, 

a  stąd: 

arc  sin*=  —  log  (x  i  +  Y/l  —  *')  +  Ci- 

Dla  a?  =  0,  mamy  arcsin0=0,  logl=0,  zatem  Ci=0,  otrzymujemy  zatem  związek 
między  funkcyą  arc  sin  ar,  a  funkcyami  logarytmicznemi  w  postaci: 

arcsina;  =  -T-(a?f+ V^l~  *J).  (18) 

14.  Związki  między  funkcyami  gonlometryczneml ,  a  funkcyami  wykładniczemi.  Otrzy- 
mane związki  między  funkcyami  cyklometrycznemi,  a  funkcyami  logarytmicznemi  prowadzą 
do  związku  między  funkcyami  goniometrycznemi,  a  funkcyami  wykładni  czerni,  określonego 
wzorami :  cos  x  _j_  t-  sjn  x  __  6*^    cog  x  __  f*  8in  x  ==  t— *«  ^ 

z  których  powszechnie  wszystkie  inne  związki  się  wyprowadzają. 

15.  Związki  między  funkcyami  hiperbolometrycznemi,  a  funkeyami  logarytmicznemi, 
tudzież'  związki  między  funkcyami  hiperbolicznemi  1  funkcyami  wykładniczemi.  Wyprowa- 
dziwszy pojęcie  funkcyj  hiperbolicznych  według  wzorów : 

sina*        ...  . 

— -.    =  sin  nip*,  cos  a*  =  cos  nip  x , 

t- —  =  tang  hip  * ,  i  co  tang  xi  =  co  tg  hip  * , 

i  cosec  xi = cosec  hip  x ,  sec  x  i  =  sec  hip  * , 

a  na  tej  podstawie  także  pojęcie  funkcyj    odwrotnych  względem   funkcyj   hiperbolicznych, 
które  nazywamy  funkcyami  hiperbolometrycznemi : 

.    ,  .  1  .       .  ,  .  1 

arg  sin  hip  x  =  —  arc  sin  x% ,  arg  cos  hip  x  =  —  arc  cos  x , 

1  lx 

arg  tang  hip  x  =  —  arc  tang  xi ,  arg  co  tang  hip  x  =-:  —  arc  cotg  -.- , 

arg  cosec  hip  a?  =  —  arc  cosec  -r- ,  arg  sec  hip  *=  -.-  arg  sec  as, 

otrzymamy   analogiczne   związki  między   funkcyami   hiperbolometrycznemi,   a  funkcyami 
logarytmicznemi. 

W  szczególności,  otrzymujemy,  zapomocą  stosownych  podstawień  goniometrycznych , 
lub  wprost  z  wzorów  (16),  (17)  i  (18),  następujące  całki : 

C    dx  1         l  +  x  1 

j  jzr^  =  2  loe  r^  +  c  =  T  arc  tan^a?t  +  c'= ar6  tanS  hiP  *  +  °"i     (19) 

\   .  *  .  =  7,  log  5^-,  +  (7-= r  arccotg  -?-  -fC".-^—  arg  cotg  hip *-f  C", 

V  X*  —  4.  4  SB  -f-  1  ♦  ♦ 


s 
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fe             ,     i  +  \Zl-x1    ,   _         i  ,  „.  ,.      ,  ^ 

—  =  —  log — — - 1-  (7= rarcBec*+C"=-argseclup»+C", 

xV/l—  as1  *  * 

5        4*                    1— l/aj'4-1                     1  a? 
r           =  lojr - —  +  C  = arc  cosec  —  +  C'=— arg  cosec  hip  a;  4-  C" , 

f— f?L==log(*+\/**+I)  +  Cr==  —  arcsin**  +  tf '  »=  arg  sin  hip  * -f  C", 

f     /**      =  log(»+\A^l)  +  C=-^arccos  *  +  C'=  arg  coshipaj+C", 

J  V*1- 1  * 

a  stąd  związki: 

1  ,      l+x  ,    ,  .  1  .      a?  +  l 

apgtanghipx=ylogr^,    argcotghipa^-^-log^-j  ,  (16)' 

argsechip^log1*^1-*'.    arg  cosec  hip  •  -  log  ł±V^M ,  (17y 

arg  sin  hip  x  =  log  (a?  +  \/x*  +  1),    arg  cos  hip  a?  =  log  («  -f  V^*ł  —  1),  (18)' 

które  prowadzą  do  wzorów  odwrotnych: 

jt     M—*  •    jł    i      — «  -ar -  ar 

sin  hip* =  — g  —  ,  cos  hip  x  = = >  tanS  hipx=  — — , 

ar    i      —a?  2  2 

co  tang  hip  a?  =  — ^-_;#  ,  sec  hip  x  = -—-  ,  cosec  hip  x  =  — — — , 

a   —  e  t  "i  ^  *  —  ^ 

określających  związki  między  funkcyami  hiperbolicznemi ,  a  funkcyami  wykładniczemi. 

16.  Całki  Abelowe.  Całki  funkcyj  algebraicznych  wymiernych,  tudzież 
całki  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych,  z  powyżej  wykazanemi  niewy- 
miernościami ,  sprowadzające  się  do  całek  funkcyj  wymiernych,  a  więc  wy- 
rażające się  ostatecznie  przez  nowe  funkcye  algebraiczne  i  funkcye  loga- 
rytmiczne ,  względnie  cyklom etryczne ,  lub  hiperbolometryczne ,  stanowią 
szczególny  przypadek  całek  kształtu:  fB(x,  y)dx,  w  których  zmienne  x  i  y 
związane  są  równaniem  algebraicznem  n-go  rzędu,  ze  względu  na  zmienną  y 
w  postaci: 

/i(^)y,ł+/i(^)y,,-1+.-.+A-i(^)y+A(a?)=0i 

zwanych  całkami  Ablowemi. 

Dalszemi  szczególnymi  przypadkami  całek  Abelowych  są : 

1)  t.  z.  całki  eliptyczne,  t.  j.  całki  kształtu:  fR(x,  y)<te,  w  któ- 
rych zmienna  y  jest  pierwiastkom  kwadratowym,  z  wielomianu  trzeciego, 
iub  czwartego  stopnia ,  czyli : 

y—  Vfa0+aix+a2x2+azxzJ  lub  y=Va0+aix+a2x2+azx*+aiX*; 

2)  t.  z.  całki  Hyper  eliptyczne ,  t.  j.  całki  kształtu:  fR(x,  y)dx} 
w  których  zmienna  y  jest  pierwiastkiem  kwadratowym  z  wielomianu  n-go 
stopnia ,  czyli : 

y=\'\+aix±a2x*+...+antin  (*>4). 
Całki  tego  rodzaju  nie  dadzą  się  w  ogólności  żadnemi  podstawieniami 
sprowadzić  do  całek  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych,  nie  dadzą  się  też 
wyrazić  przez  funkcye  znane  algebraiczne ,  lub  przestępne  i  prowadzą  do 
nowego  rodzaju  funkcyj  przestępnych ,  których  badanie  ,  wymagające  od- 
dzielnych metod,  pozostawiamy  późniejszym  wykładom.  W  następnych  wy- 
kładach zajmiemy  się  przedewszystkiem  całkowaniem  funkcyj  złożonych 
z  funkcyj  przestępnych  elementarnych ,  zaczynając  od  funkcyj  goniome- 
trycznych. 
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ćwiczenia    IX. 


Wyznaczyć  za  pomocą  podstawień  goniometrycznych  następujące  całki : 

;J    (4**+9)»     ""      4   '     (4**  +  9)»    +Ct 

3     (1  +  *8)7,    ~~  S  "(1+^)^ 


5     (l+*»)ł/» 


+  C. 


6)Jv^i=4'~"5v*,~4  +irV(*«-4)'+c. 

e)p*      ,+to*>-i>  +  a  7 ?  Kjg-a.'^..  «»+27fr«--  18) 

81  C  **  _     1 V/9  -  4x*        1  8-\/9^4^ 

9)  j  *"/>  (1-  4*>)  «fa=  1  *"''  {1  -4*'}  +  a 

im  f        **«*»  »(*»-8)  8  .    _ 

10)  \ j; —  = ^ —  arcsinx  -4-  C. 

J    (l-x*p>  2(l-*»)''»         2  T 

12)    ha*-xtf*dm=^»(o*-x^+^Q*a(o*-*y*  +  ^  a*  *  (a*  -  *»/'*  + 
•J  o  Z4  Ib 


+  ^  a6arcsm  - 
Ib  c 


13)   (— n^ =41og\/l_v/^-2(l-Y/*)+C. 

J    sb  "  —  1 

u)  ^  +  ^^i^±^-S^]  +  a 

16)    f        «'<**         =  +2ł+8qi»'  g 

J     (6+oz')'''  Sa^ft  +  oz')''* 

C  dx  l/x>—  1 

f  <fa  \/x»  +  1/8,4     .     1  \  ,    „ 

18)   (**'*'    _  1.3-(2n-l)  VCT  |>_i   .  2^1^.-3  .         , 

J\/r^P_      2.4...2n    *ICBmx  2        L^        +  2—2*         +  " + 

(2—1).. 5. 8  -1 

T(2»-2)...4,2  J  ^ 

IW   (  x2"+1<fo  ^l^^r^.      2»      2._,  2n(2— 2)...2      1 

}  JlTf^"  "2^+T  L        +  2^1*        +  -  +  (2—  l)(2n-  3) ...  J  + 

om  C         dx         _^     y/l^r     1  2—2      1  (2— 2)  (2—  4).. 

J*2"^!^*"*  2— 1    L^n-l  *r2n-8a!2»-3  "•"  "'  "*"  (2—8)  (2—6) .. 
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21) 


C  dx  (2it-l)(2it—  8)... 8.1  Y/1— a*1-!   __  Y/l— *»/  1 

J  x2"+1  >/r^Tii  2»  (2a-  2)...  4.2      l0g  aT  2»     \  ***  + 

,2"-l        1        ,  ,    (2n--l)(2f»-8)...8      J_l,c 

"*"  2»  -  2 '  *J»-2  T  •  •  •  -T   (2n-2)  (2»— 4)...2    '    a:8  J  "*" 

94,  f    «*»  2  y/i-*» 

f*M^        2»  +  l       1,      ,1,       ,   ,v  1  x        2.  +  1,. 

26)  J,Tj^5  =  -. Tlog(«ł+*+  1) -  ^=  «ctang ^^  +  C. 

•"J  1 1 — r    j  —  =  — ,  arc  sec  — ,  4-  C. 

_ .   f  da?  » 1  C  dx  x  —  2 

&)  l  — ,  =  aro  sin  — ^  +  C.    29)   \  — ,  =  arcsin  — —  +  O. 

JsVW2*-l  *V/2  JsY/a^+aj-l  *Y/5 


®)  f-7i=  =  log- 


-*+l  *+2+*tfu*  +  a  +  l 

I     31)  f *— ^ ^-.  +  0.82)1 ^  (l  +  »)         +c, 

|  J(l-f2*  +  3*ł)'»       2(l+2x  +  3»J)/»  Jl+fcr+Sa*')''     2(l+2;r+8*J)  <■ 

gg,   f **        _  =     1_  j       l  +  7*+Y/33\/l+2*  +  8a:*        g 

'  J(4+&0\/l  +2*+  3*J       Y/88  *  +  &*  "r 

34;  j  V^ar-l  +  V/ar,-2«-l  <Zx  =  -|  [a>-  1  +Y/*a -2*- l]%/»  + 

+  -|  [*-l  +  Y/*'-2*-lf%  +  o. 

se;  ( *  — 1_  log  VJV^3±^J+  a 

Ji>ł  +  2)Y/a:*-l       2V/6  V^2  \/x-l-x\/a 

J(2~x»)VT=^       y/6  6  LV  2  \/l-x>J 

^  f  dx  Va*—x*  f  <Łr  Vxl—  a* 

J  Y/a*—  xJ        2  *  a        «*  ' 

C  X*dx  1    .   y 

*)  t         * -^yW-a^  +  C. 
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...    f     x*dx  y       ,.      lx*       bo*x*    .  6.8a«*\     6.8.1    .,      .     ,  .y-^-r-  - 

łr\   f     *,<to  i/-,-    ,/*ł  ,    6a>a;»     ,    6.4o«*»    .    6.4.2««\   ,    „ 

47v   f     x7«fa  »/  ,-t— */**       &»'*'   i     6.4a»*'        6.4.2««1   ,    . 

48)  f » -         *         arctang  a!V^+^- +  C. 

49)  f *? ,  1  ^       ł/P^  +  gWS" 

cm  c      <**       _     i  xyyr-*i+a 

Wykazać,  że: 

Jcfe  

—?==-^  =  arg  sin  hip  x  +  (7=  log  (x  +  \/x*  +  1  )  +  C. 
V**+l 

y =  arg cos hip x  +  C=  log (x  <f  \/xł  -  1)+  C". 

V*1—  1 

68)  Jy^^argtanghips+C^l  lęg  j±|  +  C". 
C        dx  1  a:  —  1 

65)  t%/  ^---argsin hip  ±  +  <7=log (•  +  \Z«ł  +  <*)  +  C". 

66)  C-— ^=r===argcoship— +  C==log(aj+V/i*=^¥)  +  C'. 
J  v  *'  —  «a  a 

57)  C— -r-— =argcos hip(l  +  a?)  +  tf=  log(l  +aj-t-\/2x  +  *J)  +  C. 

58)  f—^^.-a^Beohip.  +  C-log-— -~=  +  C'. 
J    a?  v  1  —  *  l+vl-  x* 


<Łr  x 

. =  —  arg  cosechip  *  +  C=log ,  • 


Rozwiązania  IX.  Wskazówka.    Należy  używać  odpowiednich  podstawień  gonio- 
metrycsnych. 


Literatura.  D.  6  r  e  g  o  r  y.  Examples  of  the  processes  of  the  DifFerential  and  Inte- 
gralcalculus.  Cambridge  1841.  Houel.  Cours  de  calcul  infinitesimal.  Paris  1878 — 1881. 
L.  Kiepert.  Grundriss  der  DifFerential-  und  Integra] rechnung.  II.  Theil  Integralrechnung. 
Hannover.  1900. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Całkowanie  funkcyj  algebraicznych,  niewymiernych  za  pomocą  podstawień  gonio. 
metrycznych. 


f  xmdx 
3\/l-i» 


2.  O  całkach   kształtu:     .     ,   . 

Vi-*" 

8.  O  wyprowadzaniu  funkcyj   goniom etryczny eh   i   hyperbolicznych    na  zasadzie  ra- 
chunku całkowego. 


Wykład  X. 


Całki  złożonych  funkcyj  goniometrycznych. 

h  Całki  kształtu:  J22  (sina?,  e08&)dte.  Wszelką  funkcyę  wymierną 
całkowitą,  lub  ułamkową,  złożoną  z  funkcyj  goniometrycznych  tej  samej 
zmiennej  x,  kształtu:  i2(sin#,  cos 2,  tang x, ...)  możemy  ostatecznie  sprowadzić 
do  funkcyi  wymiernej  dwu  tylko  funkcyj  goniometrycznych  sina?  i  cos  a?, 
a  więc  jej  całkę  do  postaci:  /i2(sin#,  coax)dx. 

2.  Podstawienia  sin  cc = u  względnie  cosz=u  sprowadzają  tę  całkę  do 
całki  funkcyi  algebraicznej. 

W  szczególności: 

a)  kładąc  sina=i*,  a  więc  cos«=V/l — i*2,  ^^ttt-^    2 ~i  otrzymujemy: 

. du  ' 

J-B(sino;,  cos»)cfe=JJi(u,  Vl-tt2)^===;  (1) 

b)  a  kładąc  008=1*,  sina=  + vi— i*2,  dx= y-  -=. ,  dostajemy: 

VI— u2 

/-B  (sin  x ,  cos  a?)  dx=—fB(u,  Vl—u2)-r^L — .  (2) 

VI  —  u2 

Z  powyższych  przekształceń  dochodzimy  do  wniosku,  że  podstawienie 
mz=u  jest  szczególnie  wówczas  przydatne,  gdy  funkcya  J^sina?,.  cos  a;) 
jest  ze  względu  na  cos g  stopnia  nieparzystego,  czyli,  gdy  jest  kształtu  : 
fi(sinx,  cos1:!?) cos 3,  otrzymujemy  bowiem  wówczas: 

/ JR  (sin  x ,  cos2a?)  cos  %  dx=*  Ji^tf,  1— u2)  du , 
a  więc   całkę    funkcyi    wymiernej,    podobnie   przydatne    jest    podstawienie 
co8x=i#,  w  przypadku,   gdy   funkcya  JS(sinaj,  cos 2)  jest  stopnia  nieparzy- 
stego, ze  względu  na  sina;,  a  więc  ma  kształt:  JZ(sin2aj,  cos  a?)  sin  a?. 

Przykłady :  1)  Wyznaczyć  całkę:  J— ^8-^-r. 

Kładąc  sinx  =  «,  otrzymujemy: 

I  cos  xdx         C    du  1         x         u  C    co8xdx         1  sin*   ,    „ 

--v--j — =,«  1-=-: — i  =  —  arctang  — ,  zatem:    \   —* — - — 4  =  —  arctang — -  +  C. 

a  następnie: 

P  cos  xdx    C    du     1         i#  —  a 

J  sin1*  —  a*  ~~  J  i^~ia  ~~  2S  0gi*  +  a  » 
&  latem : 

P  cos  ad*    1  sin* — a 

Jsin^*  — a1       2a     6sin*+<* 
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cos,r±ii 
Kładąc  cos  x  =  u ,  otrzymujemy 


zatem 


a  następnie 


zatem 


2)  Wyznaczyć  całkę:  j-^L-_. 

otrzymujemy : 

J8inxdx  C     du  1  u 

f  Binxdx  1         x        cos  a:    ,    „ 

\ i—i — i= arctang \-  G* 

Jcos^j+a*  a  °      a 

C    sin  xdx   C    du  1  u-\-  a 

Jcos1^— o1""""  J«J  — o1"- 2a      gfT— a' 

f  sin  xdx    1  cos  a?  +  a 

J  cos^o?—  a*       2a     **  cos  x  —  a 


1 


&•  Podstawienie  tang  a&=w,  a  wiec:  sina?«  — > ,    coso:  =  — y- 

(Łc  =  1       2    sprowadza  całkę :  JjR(sin  x,  cos  a?)  da?  do  postaci : 

SB(ainx}  cosx)dx~[R(-rJL==,    -— * )  i  f"  ,  ,  (3) 

J  '  J     V\/l  +  «*      \Zl+tiVl+w2'  v' 

a  więc  zawsze  do  całki  funkcyi  wymiernej  zmiennej  u,  skoro  funkcya : 
JS (sin x,  cos  a;)  jest  stopnia  parzystego  ze  względu  na  sina;  i  cos  z,  czyli, 
skoro  jest  kształtu:  2?(sin2a?,  cosax). 

To  samo  dotyczy  podstawienia:  cotgx=w. 

Przykład.    Wyznaczyć   całkę:   2  \-^-= g-. — — =-. 

•^  J  sin'.*  — 6  sin*  cos  a?  +  18  cos'* 

Kładąc  tanga;  — u,  otrzymujemy: 

r dx r        du  r        tfu _i_  u-s 

J  sin1* -6  sin  a?  cos  a? +13  cos1*        J  ««_  &#  +  18  ~  J  («#  —  8)*  +  4  "~  2  arctan^    2    ' 
zatem : 

f <k? 1  sina?— 3  cos  x 

J   sin**  —  6  sin*  cos* +  13  cos3*         2  ™       2  cos  a;         ' 

1  2u  1  —  u2 

4.  Podstawienie  tang  -«-a3=tt,  a  więc:  sina  — ^— — -,  cosa;  =  -=— — r, 

°    2  '  *  1  +  1**'  1  +  w2 

cłc  =  2>  sprowadza  całkę:  J\R  (sin  a?,  cos  o?)  dr  do  postaci: 

a  więc  zawsze  do  funkcyi  wymiernej  zmiennej  u,  skoro  tylko  funkcya: 
R(smx,  cos  o?)  jest  wymierną  ze  względu   na   sina;  i  coss.   To  samo  dotyczy 

podstawienia:   tang  -5- (-o — ^Jj  na  podstawie  którego: 

l-«2  2u  2du 

sins=  — - —  ,    cos  x  —  =— — . ,  o&=  —  q— — . , 

1  +  Ua>  1+f*2'  l  +  t4a' 

a  więc: 


/A (sin*,  cos*)d*=  —  2}R{I-£-iJ    j^ijj 


+  «r 
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Przykłady.  1)  Wyznaczyć  całkę:  -. 

a  cos  x  +  b 

Kładąc  tang  —  =  u >  otrzymujemy : 


f  — ! *±—  =2  f  du  =  2  f  '» 

Jacosx+&  Ja(l— «*)-ł-6(l+«*;  J  (a—a^  +  ^  +  a)1 


a  stad : 

a^  w  przypadku  a<Zb: 


C ^-rk  =      y  2         arctang  h/i±i  tan*  — 1  +  c- 

Jacosx  +  b        \/b*—  a3  [Y*-o        g2J 

ty  w  przypadku  a  >  b  : 

r       ^  ,  Va  +  h  +  \/+^b  tang  ~ 

\ -p-j,  =     A  log — -  +  C. 

>cos*+6       v/fl,_&,      *^__^_t  *^ 

t)  w  przypadku  a  =  b: 

L(co8t+l)=łtangł  +  C- 

2j  W  podobny  sposób  możemy  wyznaczyć  całkę  kształtu  :  J : —  ,  którą  także 

Arrmać  możemy  wprost  z  poprzedniego    przykładu ,   zastępując  w  niem  x  przez  —  —  x. 

Otrzymujemy  tedy : 
a)  w  przypadku  a<ib: 

frcTT- pfe— •  [ VS •  -•  i  (ł -)]  +  * 

i)  w  przypadku  a  >  6 : 

1/JT+i  +  t/i=*  tang  ■§■  (|—  *) 


J«sinx  +  *~      t/-^-pl0^t/__:  1/,;  v+G 


2  V2 
<•>  w  przypadku  a  =  6: 


f  **  1  1   /;:         \    ,    „ 

JT(ifir^fT)--Tt^TU-*)+a 


5.  Całki  kształtu:  fG  (sin  a?,  cos  os)  do?.    Jeżeli    funkcya   B(sinrr,    cos  a?) 
«t  ze    względu    na    funkcye    sina;    i    cos  a;    funkcyą  całkowitą,    wymierną 
r(sinz,  cosx),  wówczas  da  się    przedstawić,  jako  suma    wyrazów,  kształtu: 
'i,ł8in,xco8Ax. 
Mamy  tedy: 

JG(sinx,  cosx)ete=J^^sin*a;cos*a;e7x==-2/-4,,itsin'.tcos*a?dxł       (B) 
j*  więc  sumę  całek  typu:  eT^^Jsin^cos*^*; ,    które   możemy   wyznaczyć  na 
[podstawie  wskazówek  w  wykładzie  VIII.  podanych,  bądźto  za  pomocą  wzorów 
Aukcyjnych,  bądź  za  pomocą  t.  z.  prawideł  Żmurki. 

&  Całki  kształtu:  fR($lnmx,  eosnoc)dx.    Wszelką  funkcye  wymierną 

16  względu  na  funkcye  goniometryczne    sinw#,  cos  na?,   w   których  spółczyn- 

łlń  m  i  n  są  liczbami  całkowitemi ,  możemy  przekształcić    na    funkcyę  wy- 
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mierną  ze  względu   na   funkcye    goniometryczne    sina?  i  cos  a.    W  tym    celu, 
otrzymamy  z  wzoru  Moivre'a  (patrz  T.  I.  str.  692.) : 

co9nx+ismnx=(co8Z+i8mz)n 

pod  założeniem,   że  wykładnik  n  jest   liczbą   całkowitą ,    podług  dwumianu 
Newtona  relacyę  :  cosna?+esinna;= 

=<cos"a?  —  ( t  j  cos11"-2 x  sin2B  + 1.  j  cos"-4 x sin4x  — ...|  +■ 
+i  1 1 1  j  cos"-1 x sin  a; — f  «  J  cos*-3a;  sin3a5+  [  R  J  cos"-5 a;  sin5a;  —  ..  J, 

z  której,  porównywując    części  rzeczywiste  i  urojone  obu  stron  i  zastępując 
przy  sin  na*  spółczynnik  n  przez  m,  otrzymujemy  wzory: 

cosfM5=cos*a?  —  (o)  cos"-*2  a;  sin2  a? +(  .  I  cos"-4  a; sin4  a;— ... 
sinma;=L  Jcosm"",a:sina?—  f    jcosm~3a?sin3a;+[  R  j  cosTO-6  rr  sin  6a:— ... 

Przy  pomocy  tych  wzorów  sprowadza  się  funkcya  wymierna 

B  (sin  tnx}  cos  nx) 
do  innej  funkcyi  wymiernej  JS(sinx9  cos  o?),  a  zatem  całka  kształtu: 
J\B  (sin  ma;,  cos  na;)  da;  do  całki  kształtu:  /ii  (sin  z,  cos  a;)  da;, 

którą   możemy    wyznaczyć    według    wskazówek    w   poprzednich   artykułach 
podanych. 

— ^r~ax* 

COS      30 

y-r-^ — dx9  do  całek  kształtu;  J9, fc=/sln*a;co8fca;cla5.  Na  podstawie  wzoru 

Moivre'a:  cos nz+i sin nx=* (cos x+i sin x)n  otrzymujemy,    dla  całkowitego,  do- 
datniego n,  następujące  wzory: 

cosfw;==cos"a?  — |QJcos"-2a;sin2a;  +  ...  +  ( — IW      J  cos"-2ra;8in2ra;+... 

sinna;=(    Jcos""-1a;sina;— («)cos*-3a;8in3a;+...  +  ( — l)r(9    ,  1  ]cos"-2r-'1a;sin2r+1x+... 
czyli : 

=  n 

cos  nx  =  ^C  (— l)r  (      )  cos"-2r  x  sin2ra? ,  (6) 

r  =  0  ' 

=    M 

r<2 


-  2  (-l)r(2r^i)cos,,"2r~,a?sin2r+la;'       (7) 


smnx 


rozkładające    funkcye    goniometryczne  cos  na;  i   sin  na:   na  iloczyny,  kształtu: 
sin* a; cos* a;,  gdzie  s+k=n. 

Podzieliwszy  obie  strony  powyższych  równań  tożsamościowych  kolejno 
przez  cosma;,  i  sinm£,  otrzymujemy  następujące  wzory  całkowe: 
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=  » 

,    .  r<y 

J-lS^r*-  2(-i)'(^)Joo.--»-'».in*+'-«**,     (9) 

=  * 

Jcos na;  —-v  / n  \C 

-^-—dx=  2(-1)r(2r)jc08""2ra:8in!r"ma;daJ'  (10) 


r=0 

=  * 


rS^^=  2(-1)r(2^^l)5C0S•"2r"1"ma;sin2r+,a:<^x'    (11) 

terę  wyznaczanie    danych    całek   sprowadzają  do  wyznaczania  całek  typu : 

,,=/cos*a;sin*a^a;,  w  których:  s+k*=n— m. 
i     Ilość  tych   całek  jest  widocznie,  przy  cos  na;,  równa  ilości  liczb  parzy- 
ści, a  przy  sin  nz,  ilości  liczb  nieparzystych ,  zawartych  w  granicach  0  i  *, 

i  więc,  dla  parzystego  n   równa  -^-+1,  względnie  -=-,   dla    nieparzystego   «, 

li  stale  równa  ?±Ł 
ó 

8.  Przykłady.  1)  Wyznacayć  całkę :  J=  j^^  **• 
Mamy  tu:  cos8x=cos8x—  8cos*sin**,  a  zatem: 

\^-ax=  Ci* -8  Ci^>=*-8  f-Ą-  +8  f&. 
J  cos3 a;  J  J  cos2*  J  cos2*  J 

wifc: 

\ =—  Ac  =  4*-  8  tang  *  +  C. 

J  cos5*  ° 

J  sin2  a? 

\f  ^         •    o        o       «      .  •    *       sin  3*       0    cos1* 

Mamy  tu:   sin 8*  =  8 cos1* sin*  —  sin8*;  — ^-^—  =  8  — : sin*,  zatem: 

7    sin5*  sin* 

JsinS*  ,         _  fcos2*  ,        f.        ,        0f    &  .    f   .       , 

-—*—<**=  8  \  — <**— \sin*d*=3S  \  — 4   1  sm*<**, 
sin2*               J  sin*           «J                      J   sin*  J 

J  — =— j-  <2*  =  3  log  tang  -^  -f  4  cos  *  +  C. 

9.  Wzory  redukcyjne  całek  kształtu : 

WZ~dx9  \    .   m     cias,  \   .  „     <fafr   \ — efc».    Dla    całek    powyższego 

ł*Px         J  sinm05  J  8inma5       '  J  cosma5  r 

łtu,  możemy,  przy  całkowitym  spółczynniku  n,    wyprowadzić  także  od- 

ie  wzory   redukcyjne,    sprowadzające    wyznaczanie    tych   całek   do 

czania  całek  typu:  J«,*sj8in'£cos*2<fc. 

W  tym  celu  wyjdźmy  z  dwu  tożsamości : 

sina=sin(a— j9+j8)=sin(a— 0)  cos 0  + cos  (a— j9)sinj9, 

cos  a=cos  (a — 0+ j8)=cos  (a— p)  cos  j9— sin  (a— j8)  sin  p. 
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Pierwszą  z  nich  możemy  przedstawić  także  w  postaci: 

sin  a=2  sin  (a—  /?)  cos  /?— [sin  (a—p)  cos/?— cos  (a—/?)  sin  /?], 
lub :  sin  a=2  cos  (a — /?)  sin  j8+[sin  (a— (i)  cos  /?— cos  (a— 0)  sin  /?], 

czyli:  sin  a  =  2  sin  (a— j9)  cos/S — sin  (a— 2/fy, 

lub:  sina=2cos(a— /?)sin/?+sin  (a— 2/!). 

Podobnie  możemy  przedstawić  drugą  tożsamość  w  postaci: 
cos  a=2  cos  (a— /?)  cos  /*— [cos  (a — 0)cos  0+sin  (a—p)  sin/?], 
lub :  cos  a=  —  2  sin  (a— fi)  sin  j8+ [cos  (a— (ł)  cos  j9— sin  (a— (i)  sin  j9], 

czyli :  cos  a=2  cos  (a — j9)  cos  fi — cos  (a— 2/?), 

cos  a=  —  2  sin  (a—/?;  sin  /?+ cos  (a— 20), 

Połóżmy  w  tych  tożsamościach :  a=mx}  (i=x,  a  otrzymamy  następujące 

cztery  wzory  goniometryczne : 

sin  n  x=2  sin  (n  —  l)x  cos  # — sin  (n— 2)  3, 
sin«j?«2cos(n— l)zsin#+sin(fl—  2)xy  (12) 

cosfwc=2cos  (n — l)rrcosa?— cos(n— 2)oc, 
cosnx=  —2  sin  (w— 1)  x  sin  £+ cos  (n—2)x , 

z  których  wypływają  następujące  cztery  wzory  redukcyjne: 

J  cosma;  J    cosm~1a?  J      cosms 

Ci^ds-2  CC08("-1)aW  fe^-^dz, 

J  cos  no;  ,      ~  fcosfn— l)x  ,        fcos(n  —  2)a;  , 
—  dz=2  \ m      '    dx—  \ v    m    '    dx, 
oosm£             J    cosm-1:r             J      cosTO# 

fcosnxdf=_2f8iD(»-l)a;d       Ccos(n-2)Xdx 

J  sin,,\z  J    sinm_1j;  J       sinma? 

Na  podstawie  otrzymanych  wzorów  redukcyjnych,  możemy,  w  przy- 
padku, gdy  spółczynnik  n  jest  liczbą  całkowitą,  sprowadzić  dane  całki  do 
całek  typu:  Jitk^f sin' xcoskxdx. 

10.  Inaczej  należałoby  postąpić  przy  całkowaniu  funkcyj  goniometrycz- 
nych,  w  których  funkcye  sin  wa:,  lub  cos  na?  występują  w  mianowniku,  a  więc 
przy  całkowaniu  funkcyj,  kształtu: 

cosm05     sinma?  .    ,   .     sinm#     coswa; 

-r- —  , ,  względnie  -. ,    • 

8in«as     cos  nx  amnx     cos  twe 

Funkcye  tego  rodzaju  można  rozłożyć  na  dodajniki.  Aby  tego  dokonać, 
zastanowimy  się  najpierw  nad  rozkładaniem  funkcyj  smnx  i  costix  na 
czynniki. 

U.  Rozkładanie  fankcyi  sin nx  na  czynniki.  Wychodząc  z  wzoru: 

sin nx «=(    J  cos*1-1  x sin x  —  (qjcosw-3xsin3a:+... 

otrzymujemy : 

a)  dla  parzystego  spółczynnika  n=2m+}y  wsjór: 


(13) 
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sin2»JX=8inxcosx<(       )cosJm— %x — I       )co82",-ła;8in2x+ 


X{(2^)003im-%X-{23)t 
+  ...+  (-iy(£™\  oos*—*-»*  sin*  *+...].  (14) 

h)  dla  nieparzystego  spółczynnika  n=2»i+l,  zaś  wzór: 

sin(2m+l)a:=sina:U      1      JcosJma!— |  I  cosJo,-2a;sin'23:+ 

+  ...+(-1/ gU+Jjooa*-*.  «n«'.+4  (15) 

Zastępując  w  tych  wzorach  sin2a?  przez  1 — cos2#,  otrzymujemy: 

sin2ma:=8inajcosa?2("~l)r (9    ,1  )cos2w-2r-a:r(l— cos2jc)r,       (16) 

sin  (2i»+l) a=sin  *2  (— l)r  (  %+ 1  )  cos*"  -2r o;  (1— cos2jc)r ,  (17) 

Rozwinąwszy  odnośne  potęgi  (1 — cos2x)r,  otrzymamy  sumę  2  w  pierw- 
szym wzorze,  jako  wielomian  (2*/i—2)-go ,  a  w  drugim,  jako  wielomian  2m-go 
stopnia,  ze  względu  na  cos  o?. 

Kładąc  te  wielomiany  równemi  zeru ,  otrzymujemy,  w  pierwszym  przy- 
padku, równanie  (2w— 2)-go,  a  w  drugim,  równanie  2m-go  stopnia  ze  względu 
na  cos  o?.  Pierwiastki  tych  równań  możemy  wyznaczyć  bezpośrednio,  bez 
faktycznego  rozwiązywania  odnośnych  równań  (2w— 2)-go,  względnie  2iw-go 
stopnia. 

Zważywszy  bowiem,  że  równanie  sin2m:r=0,  ma  pierwiastki: 
n        2n       3n  (w— l)n 


a?= 


czyli  kształtu: 


2m  '    2m%     2m'"  *'        2m 


równanie  zaś  sin(2m+l)a?=0,  ma  pierwiastki: 

n  2n  mn 


2m+l  '     2m+i  '"*'   2m+l1 
czyli  kształtu : 

przekonamy  się,  na  podstawie  wzorów  (16)  i  (17),  że  funkcya  sin2m£  zawierać 
musi  czynniki  kształtu:  jcoso;— cos  -=—  ),   gdzie  r=l,  2,...,  m  — 1,  zaś  funkcya 

sin  (2iw+l)*,  czynniki  kształtu:  (cos a;— cos  j,  gdzie  r— 1,  2,  3,...,  w. 

Ponieważ  jednak  odnośne  równania  są,  ze  względu  na  cosrc,  stopnia  pa- 
rzystego, i  zawierają  tylko  parzyste  potęgi  funkcyi  cos  a:,  zatem  pierwiast- 
kami tych  równań  będą  nie  tylko  wyrazy  cos-^ — ,  względnie  cos  ,  lecz 

także    wyrazy    —  cos  -= — ,  względnie    — cos  Q        1    ,  z    czego    wnosimy,    że 

funkcya  sin  mx  musi  mieć  czynniki  kształtu: 

11 
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(cos a?-  cos-^M  f  cqsa:+  cos  £™J=  (cos2ar— cos2^-j,  r-1,  2, ..., »»— 1  , 
funkcya  zaś  sin(2m+l)a:  musi  mieć  czynniki  kształtu: 

(cos*-cos  aŚTi)  (C08*+C08  sfqFl)-  (cos2;c-cos22^Ti) • 

r— 1,  2,...,  m. 

Możemy  zatem  położyć: 

sin  2ma;=-4sinff  cos#[cosa;c— cos2— — J  . 

(00^-008^   J ^COS2Z-COS2  ^  —  J  , 


czyli : 

r=m— 1 


sin2iwo:=*il8ina:cosz    II    |cos2a;— cos1^    J,  (18) 

a  natomiast:       sin(2iw+l)ae=  JK  sin  ref  cos2a?  —  cos2  -~     —  ^  J. 

(c08'*-C08>-2^+V) («-^-«*'  -a^r)' 

czyli:  sin  (2m+l)«=JBsina;II  I  cos2s  —  cos2 -J,  (19) 

gdzie  spółozynniki  A  i  B  przedstawiają  pewne  liczby  stałe. 

Ażeby  je  wyznaczyć,  porównajmy  oba  wzory  na  sin2maj,  (16)  i  (18j  i  na 
sin(2w+l);r,  (17)  i  (19),  a  więc  obie  strony  tożsamości: 

2(-l)r(  2?m ijcos2—^  **(1— co8ł*r-4    II  [cos1*— cos1-^-],    (o) 

2(-1)r(2^tl)COs2m  ^*(l-co8*a:y-Bnfoo8Jx— cos^gjj^l  (6) 

Porównywając    w    pierwszej     tożsamości    spółczynniki     przy    cos2w—2a;? 
otrzymamy  wzór: 

porównywaj ąc  zaś  w  drugiej  tożsamości  spółczynniki  przy  cos2mx,  otrzymamy: 
wzór:  r==w,ro^  i  1  i 

M*i+1]+IT]+--+[S£]- 

Na  podstawie  dwumianu  Newtona,  wiemy,  że :  i 
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Odejmując  od  siebie  te  równania,  otrzymujemy: 

*-im+R,i+-+[£i]}- 

czyli :  22m  =  2  A , 

zatem:  A  =  22"1"1. 

Podobnie  otrzymamy  z  równań: 

■~-a+..~-.+rr]+..*[*«]+[s:jł]. 
^.-a-i,--i-[2"1+i]+...+p::i]-[22::!], 

po  odjęciu : 

czyli:  22ot+*  =  2B, 

zatem :  B  =  22m. 

Wobec  tego  wzory,  (18)  i  (19),  rozkładające  funkcye :  sin  2mx  i  sin(2m+l)a:, 
na  czynniki,  przedstawiają  się  w  postaciach: 


sin2wa:s=22w-1sina:cosrr    II     cos2£— cos2-  —  I, 

r==m  r  tu  i 

sin(2m+  1)  x  »  22m  sin  a:  II     cos2s  — cos2^      A 

a  ze:        cos2x —  cos2-^ — =1  — sin2a?  —  l  +  sin3-^ — -«sin2-7r sm2z, 

2w  2m  2m 

przeto,  możemy  powyższe  wzory  przedstawić  także  w  postaci: 

r==m— -1—  _ 

sin2ma;=2łm-1sina!C08a;    II  |sinł-|— -  — ain2a?  1, 


(20) 
(21) 


(22) 


L(2m  +  l)3=22msin&  II   sin2^— -j  —  sin2xj 


sin  (2m  +  l)s=22w  sin  z  II   sin  2m  +  i  ~"  sm  x  *  (23) 

13.  Rozkładanie  funkeyi  cos nx  na  czynniki  jest  o  tyle  prostsze,  że 
we  wzorze : 


costkr 


=  cos"* —  |9|cod1,"2rc8in2a;+...+(— l)r|      |cosn-2rssin2ra;+... 

występują    tylko   parzyste    potęgi   funkcyi   sins,    które   dadzą   się    również 
wprost  przez  fankcyę  cos  a:  wyrazić  tak,  że  otrzymujemy: 

eo9ws«<x)s":r— |*|cos"-2a:(l-- cos2*) +...+(—  l)r   *  I  cos"-2ra;(1  —  cos2s)r+  ... 

*  więc  wielomian  n-go  stopnia  ze  względu  na  cos  x. 
Dla  parzystego  n«=2w,  mamy  tedy: 

|cos2m-2a:(l — cos2:r)+...4- 

+(— l)r|  2Wlcos2in-2ra;(l— cos2s)r  +  ...+(— l)w(l— cos2x)m, 
czyli: 
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cos  2fn*=2  (— l)r  (|m)  oos*"-*-*(l— cos1*)' , 
dla  nieparzystego  n=2w  +  l  zaś: 

(Pm    i    1  \ 
J"    )  cos21"-1  a:  (1— cos2a;)  + ...  + 

+(-1)' (2^  M  cos2"**-2'*;  (l-cos2a;)r +  ...  +  (- l)m/2^+  *\  coa  a:(i^Cos: 
czyli : 

cos(2m+l)a:=cosa:2(— !)'(  *£j"   )cos2m"~2r*(l—  cos2x)r. 

Mając  na  uwadze,  że  równanie  cos 2 ma; =0,  ma  pierwiastki: 
__  n         Sn  (2tn — V)n 

czyh:  s=v     IJ    ,  (r=0,  1,...,  m-1), 

równanie  cos (2w+ 1)^=0  ,  zaś  pierwiastki: 

n  3tv  (2ro— l)n 


x*= 


4m  +  2'    4m+2,,',,       4m+2     ' 

czyh :  * —  4m+2      '  (        '    '    ''  *        *' 

i  uwzględniając  wzory  (24)  i  (25),  przekonamy  się,   że  funkcya    cos2# 

czynniki  kształtu: 

I  cos5 a;  —  cos2  — — ^— j,  (r=0,  1,...,  m—  1), 

funkcya  cos(2fw+l)a;  zaś,  obok  czynnika  cos  a:,  czynniki  kształtu: 

/  (2r-H)w  \ 

(C0SX"C09        4m+2     | 

Możemy  zatem  położyć : 

o          a(      •>            2"  \(      2             2  3M      /      2             2  (2m— 1) 
cos2wa;=^l  cos2a;— cos2^-- I 1  cos2# — cos2  -r—Y  -I  cos2a;—  cos2 

czyli : 

.T1/      2            o    (2r+l)n  \ 
cos2mx=A   U    lcos2a;—  cos2— — j- J, 


=o 

r=m-l 


zaś:  cos(2m+l)a;=J?cosa;     [|    (cos2a?— cos2      *,  o — )> 

r=0 

gdzie,  na  podstawie  tożsamości: 

2(~ Dr  (o? W-Ml -  cos'*)  W T^cos^-cos^  {2r\^  ) . 

r=0  \*r  /  r=0      V 

otrzymujemy,  jako  spółczynnik  przy  cos2wa;: 

^->+Cr)+Cr)+-+0-«".. 

podobnie,  dostajemy  2?=22'\ 
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Otrzymujemy  zatem: 


(26) 


cos2m*=2*"-«     Q    (<sob*x-oos*  &r+^n  ), 

r=  m— 1 

cos(2«+l)a;=2»-co8*    Q    (oo8»s— cogł  {^l)"  ).  (27) 

raO  '  ' 

Wprowadzając  w  miejsce  cos2x  funkcyę  sin*x,  otrzymujemy  także: 

r=m— 1 

cos2««r 2J-i     Q    (sin»  (    ^*   -  «in«A  (28) 

cos(2f»+l)=2*»cos*    U    f81112-^^ 8in2j:)'  (29) 

wzory  analogiczne  do  wzorów  20)— 23). 

13.  Uwaga,    Wzory,   rozkładające   funkcye  siniw>  i  cos**  na  czynniki,  prowadzą  do 
uwagi  godnych  relacyj. 

Przedstawmy  wzory  (20)  i  (21)  w  postaci : 

.     rt  r=m— 1 

sinZma?      02m-l  ¥¥   r       ,  ,  rsi 

— =  2'm       cos  x    II     cos2*—  cos3=-    , 

sin»  "  L  2mJ  * 

sin(2m+l>         2m  "Yl   r      i~  i      **      1 

i  połóżmy  w  nichx  =  0,  a  otrzymamy,  z  uwagi,  że: — : /        =n, następujące relacye: 

^-«"ff(i-«.^'"ff-.»£ 

r=l  r=l 

r=l  r=:l 

&  stąd : 

r=m— 1  r=m— 1 

r=l  r.=l 

^atem ,  dwa  uwagi  godne  wzory : 

r=m—  1  y_         r=ł»—  l 


czyli: 


nfTc  y/m  Ti     .         ri  V2m  +  l 

sm  2m  =-^r  •     I*  8ln  ai+  i  =    -sr-' 

r=l  r=l  ' 

.      *  2r        .      8tc  (m—  1)  jc         Y/m  /Qm 

8in  2m  • 8m  a."  ■ 8m  a;  -  8m  -aT"  =  Ij^r '  (80) 

w            .           2n          .          8k                           wijc  V^2m+1  ,Q1X 

■ .  sm  -jr — — r .  sm  — — —r- ... .  sin   - — -  =  - — zr— ■ —  (ol) 


2m  +  l  2i»  +  l  *         2w  +  l*'"  2w+l  2m 

Biorąc  dalej  pod  uwagę  wzory,  rozkładające  funkcyę  cosnx  na  czynniki,  w   postaci: 


r=ro 

cos2m*  =  2s",-,  n[sin'-^^--sin'*]) 


r=l 
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cos(2m  +  l)*  =  22mcos;r  II  [ sin*  ^  *  J  * -  sin**] , 

r=l  m  "ł" 

i  kładąc  w  nich  x  =  0}  otrzymujemy: 


4m  *  4m  +  2  ' 


a  stąd : 


zatem : 


czyli  wzory: 


11Sin        4w      -JJI— 1»     ll8m    4f»  +  2        o2m' 

r=l  r=l  * 


rz=.m 


TT  .    (2r-l)>c       \/2        TT   .    (2t-1)k  1 

r=l  r=l 


w       .     8*       .     5*       .    (2m—l)iz       V/2 
sinr — .sin-      .sin -j — ...sm- — - — - — =   ^r— , 
Am  Am  Am  Am  2™  ' 

w                    8rc                    5*               .    (2m— l)rc           1 
.  sin -3 — — Ti.sin- — r-jr- sin- ' 


4»i  +  2  4m+2  4m  +  2  4m  +  2  2"«    ' 

z  których  drugi  wynika  z  pierwszego,  jeżeli  w  nim  m  zastąpimy  przez   m  +  -=-. 

i*     w  .  »  i.  i.     x  >*         f  008*05    _         f8lHw05,  f  008*03      _ 

14.  Wyznaczanie  całek  kształtu:  \-t dx,  \-9 da;,  \ *?sr, 

V $x%   Zastępując  mianowniki  sin  ma;,  lub   cos»kc,    otrzymane,  według 

wzorów  powyższych  artykułów,  przez  iloczyny  czynników,  złożonych  z  tych 
samych  funkcyj  sinx,  lub  cos#,  jakie  występują  w  licznikach  ułamków,  znaj- 
dujących się  pod  znakami  całkowymi,  przekształcimy  dane  funkcye  ułam- 
kowe na  funkcye  wymierne,  złożone  z  samych  funkcyj  sins,  lub  cos  a:.  Roz- 
kładając, tak  otrzymane  wymierne  funkcye  ułamkowe,  na  ułamki  proste, 
dochodzimy  do  szeregu  całek,  kształtu: 

C        dz  dx 

Jaooax+b}     asinx+ft  ' 
których  rozwiązanie  poznaliśmy  w  art.  4. 

C  sin  x 

15.  Przykłady.  1)  Wyznaczyć  całkę :  J  —  ą  -  dx. 


Mamy  tu: 


sin  Bx  =  2* .  sin  x  (sin*  ^  —  sin  Ir), 


zatem : 


a  więc: 


sinaa?  1  1  l 

ein8x        4      .   ,  w         .   ,  8  —  4  sin' x 

sma   -  —  sin1*; 

f  »inł»  to_  r *_.. 

J   sin8x  J   8— 4sin*a 


bsin'2 
Kładąc  tang  x  =u ,  mamy  : 


f        dx  C  du  C     du      _  _J_        |/8  +u 

J  8-4  sin'*      J(1  +  w1)r3_    4^1       JS-*1      2\/8^l/B"-« 


^^.log^  +  ^^+C, 
2V/3        l/3-tang* 
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fsin1*.  1     .       Y/3  +  tang* 

zatem :  \    .    p    dx «  —  ■  -  log      ._ °—  +  C. 

J  sm  80  2V/8  V/8  -  tang  a; 

2)  Wyznaczyć  całkę :    J =—  d*. 

Mamy  tu :  cos  8»  =  21 .  cos  x  (cos1*  —  cos1  -ft- J, 

zatem : 

cos3*        1  cos2x  cos1  o; 


cos8*        4  ,  ,-ic        4  cos1* —  8  ' 

cos1*  —  cos1  -^ 
b 


a  wiec: 


r  cos3 a;       f        cos1*         _ 

J  COS  8*  J4C081*— 8 

Kładąc  tu  znowu  tang* —  u,  mamy: 

Jcos\rd*      f  du 

4  cos1*— 8   ~~  J (T  +  w1) [1—  Su1] ' 

1  *       .     1        ,    8T         1  1         ] 

(l  +  ^d-St*1;-  4   '   l  +  u^  8  [i-u\/3^1+t*V/8| 


a  ze: 

przeto,  otrzymujemy: 


S<- 


du  1  ,1/3,       l+u\/3 

■  =  —  arc  tang*  +  -q—  log 


J(l+«")(l-8««)— 4 •-"'-   8      "*  i-uv/8-T 

a  zatem : 

\^d*=  ?-  +  y*  log  L+J/3 -tang* 
JcosS*  4  ^8        el-V/3tang* 

16.  Całki  kształtu:  /sin*  mas  cos*  n&cia;,  możemy   w  przypadkach,    gdy 
wykładniki  5  i  k  są   liczbami   całkowitemi,  dodatniemi,    podobnie,  jak  całki 
kształtu:    $zin$ xcos*xdx ,     wyznaczyć     za    pomooą    rozkładania     iloczynu: 
i\tfmzGO&knx  na  dodajniki. 
Kładąc  mianowicie : 

cos nx+  i  sin  nx^e^xi=un , 
cos  nx— i  sin  nx=e"nasi=u^n  , 
a  zatem : 

«*+«-"  t^"— tr"m 


cos  na; = 


2        '   °x '         2i       ' 

otrzymujemy  iloczyn: 

sm*  mx  cos*  nx  = niŁ.,    — • 

2»+*t« 

Po  wykonaniu  wskazanych   działań,  uwzględniając    uwagi,  w   art.  12. 
str.  127.  podane,  otrzymujemy  stąd: 

.  ^lr(tl«r  +  (--l)'tf-«r) 

sm*  mx  cos*  na? ^^ ' 

*  więc  w  przypadku,  gdy  s  jest  liczbą  parzystą,  wzór: 

sin'mxcos*ns 2'+*(-l)"*     ' 

natomiast  w  przypadku,  gdy  s  jest  liczbą  nieparzystą,  wzór: 

3m<mxcos'nx 2,+*(_i),/,       ' 

skąd,  mając  na  uwadze,  że:  u" +u~a =2 cos az,  ua— t«-a=2i  sin  ar,  dostajemy, 
w  przypadku  parzystego  s,  rozwinięcie : 
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.  .  .  22Aroo8arx 

8m'mxcos*nx=    2'+*(-l)"»    , 

a  natomiast,  w  przypadku  nieparzystego  s,  rozwinięcie: 

sin'  mx  oos*na?*= j-p. 

2*+*(-l)"r 
Iloczyn  sin*  mx  cos* nz  da  się  więc,  przy  całkowitych,  dodatnich  wykład- 
nikach s  i  k   przedstawić,  jako   suma   sinusów,   lub   cosinusów    ar- krotności 
zmiennej  x  z  pewnemi,  ściśle  określonemi  spółczynnikami  Ar. 
To  samo  dotyczy  wogóle  iloczynów,  kształtu: 

P^sin** mxx . sin'» m2x .,.  cos*» nxx . cos*»»2a; ... 
a  zatem  całki  kształtu  fPdx  sprowadzają  się  ostatecznie  do  całek: 

„             ,      sinarr  .  „     *  •         j            cosas  ,  „ 
$ co8azax=     \-C,   jsma#ete  = \-C. 


17.  Przykład.  Wyznaczyć  całkę:  J=  f8in*2x.co8*dx.dx.  Mamy  tu: 

(«»--ir-J)«(ll»  +  ll-S)»_    t 
26. 


sin^cos38a5=^— ^— '  ^^T^—Ł  =  ' -(u*-Su*  +  Qu-*-u-*)(u* +  2  +  u-*)< 


16 
zatem : 


=  —  «~ [sin  12x— 8 sin &r  +  2 sin6a?  +  3sin 4a?  -6sin2a>] , 


J.    lrt           ,0      _         1  |  cos  12 a?          Scos&r     ,      cos6x       ,     8cos4x        0        _   \  ,    ^ 
8in32«.  coB*Qx.dx=:^  I - g H g + j 8cos  2x}+<7. 


ćwiczenia    X. 

f  cos^cŁr  2sin:r-ł-l 

'  J2^"n~,i4^sini"+1 "" *°g  2(sin x  + 1)  + 

2x   f         C0Bg  +  l/1sin2a?  &  = sina; 

'  J  sin3 x -8  sin "sb  +8 sin  3—1  sin^— 2  sina;  +  1     * 

ox   f        cos3a?sina;  cosai-l    ,    \/2"        ,         cos*   ,    „ 

8)   1  -j— z t —  Ar==  V6  log r-^-  +    s-  arctang  -     »  +  O. 

J  J  2-f-cos3a;  — cos*a;  /0     e    cos*  +  l   '      3  v2 

as  f  dx         i       1-hsin*  f     do:  sina? 

4)  \       -  =  log  — h  C.    6)   \  — =log  -=— : h  C 

'  Jcosa;  °       cos  a:  '  J  sina?  °  1  +  cosa: 

r    sin3  scos^  aa?       __  1  tang3a?  + 1        ^ 

'J      cos6a?  —  sin8  x  6  tang3aj— 1      ' 

„.    f    acosaj  +  fcsin* 

7)  \ ——. da5  =  alogtangaj  +  6tang»+0. 

'  J         cos3a;8ina;  °        °  ° 

8)  \  -= = — *        .    .    =  — r-  arctang  (—  tanga: )  +  C. 

J  Ja3coB2a?  +  &38in3a?       ab  °\a         °    /   ' 

r  <*a?  63  — a3  cos  a;  sina?  i_*ł+a1        f        /^*f  "\   % 

9)  JC^cos^  +  ^Sn^)3 "  2a3 63"  fWs  +" 63^in3"^  +  2aW^  ar° tang  W  teng X)  +  C' 
_.    f  co83«tfa:  cosa?8inaj  1  /  b  ,  \ 

10)  J ^'cos^  +  ^sin^)3  =   2a3(a3cos3x  +  63sin3a;)    +  2  a3F  aP°  Ung  VT  *"**;  +  C' 

C  sin3  a;  da; cos  a?  sin  a; 1  /6  \_l    •> 

11;  J^oos^+ft^in**)1""     2ft3coJcos3a;  +  63sin3a0+2^arCtailgVi"tangX/"ł'  C' 

12)  f ^ — j— r = —  —     ..-_-_  arctang  [  V     tanga?  )  +  C  = 

'J   osm3a;  +  6cos3aj        y/^  \V«  / 


6  4-  V^— -»*  •  tanga:     ,    ^ 

-  log 2 ^  C. 


2  y/— ad         6  —  V/— a  6  .  tang  a? 
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aro  tang  [\/8  tang  |-]  +  C. 

l+\/3.tang^x 

log —+a   ' 

1  -  V/3  .  tang  -cx 


V/a  +  6+\/a-6  .  tang -=- 

-=  — =,=  log £■  +  C. 

V  •'-  »»  V^T*  - V^=r»  •  tang  -J 


IŁ>)        — 


+»"  =~  ^fefarctang[VMtang^S"^] + c= 

2  V/^+6  +V^=*  tang  -J  (-J  -  *) 

= . =r^  log r-; 7+^ 

V*-»        V/^+6-V/^^tangi(|—  •) 

1T)  ( J**  -    #      2  arctang(f=g)!'>qgif-f.c= 

(c-a)  tangj-  *  +  6  +  VW  &1-*1 

--    ,  =log ? +g- 

Va>+6»-c»       (C_0)tangi-  *  +  6  -V/o>+6»-cł 

18)  i sin»+co8a;  =^1°gtan«|(a;+T)  +  C'- 

f  dx  1  *-ł-<x  6 

1**)  \ : ri —     ,  log  tang  — ^ l-  C .  gdzie  tang  «=  — . 

'J    asm* +  6 cos*         y/ai  _•_  js     e       e     2       '       '  e  °         a 

ijn,   f  (l+sin*)d*  1  ,»    ,    .         *    .     *  i      ,.         *    i   /> 

^  Jń.aTSiT)1-  4tan*-2  +taD^  2  +  2-logtang^  +  C. 

oi,  f  •  *ffl4.i     ,  cos*  ,   im\  cos3*       /m\  cos5*    ,    (m\  cos7*  ,    ~ 

oos  f     «»m4.i  j       sin*      /m\sins*  ,    /m\sin5*      /m\sin7*  ,        ,    „ 
22)  ]cos-«+'*d*=  —  -  d  )  -g-  +  ( 2  )  -5-  -  (3  )  —f  +  •••  +  a 

J       6  2m  2m— 2       ^      ^ 

-  f                                                  8  1 

24)  Jsin7za*«=  —  cos*  -f cos3* ^-cos5*  +  -=-  cos7*+  C. 

251  Jc5*   =tang*  +  itang3*  +  a     26)  j^  =-cotg*-l  cotg3*+ C. 

21)  [^^- dx=2  Binx  +  C.    28)   f ^^-d*= -21ogsin*  +  C. 
J  8idx  '  '  J  sin1* 

r     f  sin  2*  2  f  sin  2*  2 

*  sin3*  sm'*  '  y  J    sin**  (n  — 2)sin*-2* 

31 1  l^^d*=  — 2cos*  +  C.     82)   f-?^|?-(ix=-21ogcos*+C'. 
J  cos*  J  cos2* 

sin  2*    ,  2 

cos**  (n — 2)  cos*—2* 


«...,  Tsin2*  ,  2       ,    ^    _JX    fsin2*    ,  2  ,     _. 

33)  \-— -=-  d*  = \-  a   34)   \ eto  =  -7 ^ — H  c- 

*  cos3*  cos*  J  cos**  (*— 2)cosn-2* 


(—??.  dr  =  2  cos  *  +  log  tang  -£  +  C.   36)   f C^-  d*  =  -  2*-cotg*  +  C. 
J  sm*  10        o  2  7  Jsin'* 

ios2*       cos*  3 

sin3*  2  sin3*         2 


;  J  sin*  ^     e        &  2 

r,   Ccos2*    _  COS*  3  .  x     \    n 

SI)  \  --.-.-  <ź*  = n   .    , —  log  tang  ^  +  c- 

J  sin3*  2sm3*         2      °  2 
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OON   fcos2x   _  cos*      ,    4  ,    _ 

39)  I2SS-<fa=28ina!+l0Rt",4(2  — )  +  a  "»  i^dx=2x-tA^x+c 

rcos2*  sin*  8.      ,     1  /*         \  _*    „ 

'  J  cos**  8cos3*       3        e       ' 

Wykazać,  że: 

43)  cos 2*  =  2  (cos2*  —  cos1  -j- )  =  2  (sin2  —  —  siniał. 

44)  sin 8*  =4  sin*  (cos2*— cos3  -^-)  =  4sin*(sin2  ft  —  sin2*). 
46)  cos 8*=  4  cos* (cos1*— cos1  -^  )  =  4 cos *  (sin1—  —  sin2*). 

46)  sin4aj=8  sin  * cos  x  (cos1*  —  cos1  -^f  =  8  sin*  cos  *  (sin2-^ —  sin1*!. 

47)  cos 4*  =  8  (cos1*  —  cos1  -^- )  (cos1  *  —  cos1  ^- )  = 

=  8  ( sin1-^-  —  sin1* i ( sin1-^  —  sin1*). 

48)  sin  5*  — 16  sin  *  (cos2*  —  cos3  -=-)  (cos1*  —  cos1  -j~)  = 

=  16  sin  *  (sin2  -=-  —  sin2*)  (sin2  -^  —  sin1*  ). 

49)  cos  5*  =  16  cos  *  (cos1*  —  cos1  r^J  (cos1*  —  cos3  -^)  «= 

=  16 cos*  (sin1-  —  sin2*)  (sin2 ;  a  —  sin1*). 

50)  sin2m*=2  m~  sin*  cos*(cos1*— cos2^- )  ( cos2*— cos2  ^—  )  ...  (cos2*— cos1-—  --). 

0*m-i    .                /  .   ,  Jt         .    ,  \/  .    ,  2*        .       \      /  .     (m— 1)r        .        \ 
—  2         sm*  cos  *l  sm3- sin1*  II  sin1  v sin2*!...  Ism2- — ^ sin2*l. 

51)  cos  2m  x  =  2  m~~  (cos1*— cos1-.    Mcos2*— cos1-    -)  ...  (cos1*— cos2- —       '    )  = 

02m-l/  .    .  k         .    ,   W  .   -  3*               \      /  .      (2m  — 1)*        .       v 
=  2        I  sin2  t sin2  *  1 1  sm1  j sin1*^  ...  I  sin2  - — -  — sin1*). 

62)  sin(2m+  l)*  =  22msin*  (cos1*— cos1^ — Vr)  (cos2*— cos2^ — tt)  ... 

...(cos1*— cos2 — r-r)— 2  m8in*fsin2s — — —sin2*) (sin 2S — t-t—  sin2*)...(sin2- — ^— —  sin2*). 
v  2w+l7  v        2m+l  /x        2w+l  /    V        2m  +  l  ' 

58)  cos  (2m  +  1)*  =»22m  cos  *  (cos1*  —  cos2      *   gj  .  (cos1*- cos1 4m^2)  - 

f      ^  *  (2m-l)«  \      02m  /  .    •     *  .   .  \  /  .    ,    8*  \ 

...  Icos1*— cos2--: — — f— 1  =  2     cos*lsin2-i — —  —sin2*)  Isin2- ,  -  —  sin1*)  ... 

\  4m+2    /  V        4m+2  /  V        4m4-2  / 

/    .    .   (2m~l)n         .        \ 
Wyprowadzić  następujące  całki : 

_„    f  sin*d*         1  /k         *\ 
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»££---«*  -  [«-(t+t)«-«(t-t)]+« 


Fin  C  sin  xix  

fcos*<fe         1,      .         *    ,   _    ...   f  oo8««to  1      .       tang\"8  +  2"/    .    _ 

V  tang^  +  ^j 

w  ^*=ilogteMI4  fil)  l^=lo*tM*i(ł+4 

łV  i  cos  a;  Ar  1    .        sin8  o?    ,    _  _ox   f  sina?  aa;  1       ,  \  3         /     ,    _ 

^  J-iES— T  ,0*  iEfe  +  a      ">  3-SBT-5vT  1<>g  "(ITT  + 


cos 


f  cos*a*  1  \8         /     ,    „     ,,_N   feina?aaj        1 

i    M)  J^&r=iT7T log     /«_,,  \  +  a  b5>  3-srar-T log  W&  ■  - 

*v°  C08{-g-+«J 

^  He^-T10**"*-!-—-!-  log  [cos  i(ł+a,)-C08T(ł~a!)]  +  C' 

67J  J2is*—t lo*  [*"*  i (i  +*) cotgł (ł"x)] +  °- 
■*  PBr~T  l0*  [«*(t+t)-— »(t-t)]  +« 

-n\  f  •  "-1  /     i    i\       j         sin**  cos  na: 

iO)  lsin       xcos(n  -f-  l)x  .  aas  = |- C. 

•f  n 

-,-,   f  .  «-l       .    ,      .    ,x       ,         8in*aJ8in»;r 

<1;  Jsin      a?sm(n  + 1)*.  oa?  = [-(7. 

-m\  f      "-1  /      i   i\       ^  cos"  a;  sin  na: 

1 2}  \  cos       x  cos  (n  +  1)  x .  ox  = 1-  C. 

v  f% 

"Qy  f      *-*       •    /      i   i\       ^  cos*  a:  cos  na; 

<3)  \cos       x  sin  (n  +  1) x .  a*  = \-  C. 

*  n 

Rozwiązania  X.  1)— 2)  ainx=u.  3)  cosa;  =  t*.  4)— 5)  sinaj=«.  6)— 12)  tang  a;  =  u. 
-20;  tang  \!1x  =  u.  27)— 42)  wyrazić  sinnx  i  cos  na;  przez  sina?  i  cos  a:.  48)— 53)  patrz 
t.  10.  54)— 69)  przez  rozkładanie  funkcyj  na  ułamki  częściowe.  70)  —  73)  przez  rozkła- 
ńt  funkcyj  na  dodaj niki. 


Literatura.  A.  Ca  uchy.  Rćsume  des  lecons  donnees  a  l*ecole  polytechniąue  sur  le 
ilcal  infinitesimal.  (Oeuvres  completes  d'  Augustin  Cauchy).  Paris  1899.  H.  A.  Lorentz. 
*nrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  unter  Mitwirkung  des  Verfassers  ttber- 
etzt  von  Dr.  G.  C.  Schmidt.  Leipzig,  1900. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych, 
1.  0  rozkładaniu  funkcyj  sin  nx  i  cos  nx  na  czynniki. 

,    ~        , ,.    „      .       „     ,       .      cosma;     .    sinmx      sin^a:    .  sinmx  xi. 

-    0  rozkładaniu   funkcyj: i  -.--      ,      . i —    na   ułamki  częściowe. 

J        cos  na;        sin  na;      sin  nar        cos  nx 

o  A  ,.  .  _    .      ,    _A       fcosOTa;  ("cos™  a:    ,        fsin"»a;  f  sin»»a; 

*•  Ogólne  wzory  całek  kształtu :  \ ax ,    \  — da- ,    \  — aa; ,    \ o>. 

^  J  cos  na;  J  sm  nx  J  sin  na?  J  cos  nx 


Wykład  XL 

Całki  funkcyj  wykładniczych  i  logarytmicznych. 

1.  Całki  funkcyj,  złożonych  z  funkcyj  wykładniczych  dadzą  się  tylko 
w  szczególnych  przypadkach  wyrazić  przez  funkcye  znane  i  podać  w  formie 
skończonej.   Zależy   to  głównie  od  tej  okoliczności,   czy  dana   całka  funkcyi, 

*  złożonej  z  funkcyj  wykładniczych,  da  się ,  za  pomocą  stosownych  podstawień, 
sprowadzić  do  całki  funkcyi  algebraicznej,  wymiernej,  nowej  zmiennej,  czy 
też  da  się ,  za  pomocą  stosowania  metody  całkowania  przez  części,  sprowadzić 
ostatecznie  do  znanych  całek. 

Zajmiemy  się  najpierw  ważniejszymi  typami  całek  złożonych  z  funkcyj 
wykładniczych,  mając  na  uwadze  całki  zasadnicze: 

/e"da=e*+C,  \e9Zdx^—+C, 

\a*ax—^—+c}  [a™ax=-a™—  -+C.  (1) 

J  log  a        '  J  w  log  a 

2.  Całki  kształtu:  J\R(eax)dx  dadzą  się  za  pomocą  podstawienia:  ear=2, 

1   dz 
na  podstawie  którego  otrzymujemy:  aea*dx=dzJ  a  więc  dx= ,    sprowa- 
dzić do  całek  funkcyj  wymiernych. 
Otrzymujemy  bowiem: 

J*(e~)ite--^J^&  (2) 

Do  tego  rodzaju  należą  w  ogólności  całki  kształtu: 

$B(a°*,  aP*,...,a**)dx, 

w  których  funkcya  B  jest  funkcyą  wymierną  ze  względu  na  funkcye  wy- 
kładnicze: a"*,  a***,...,  aZx,  a  spółczynniki  a,  /?,...,  X  są  liczbami  wymiernemi, 
całkowitemi,  lub  ułamkowemi. 

Jeżeli  przez  n  oznaczymy  wspólny  mianownik  ułamków;  a,/?,...,  X,  na- 

n      dz 
tenczas,  podstawiając  a*=znj  a  więc  <fo=  .       —  ,  otrzymujemy: 

jfl  (a~ ,  oP , ...,  a**)  dx  =  -^  jfl (*««,  **,..,  th)  j  ,  (3) 

a  więc  daną  całkę,  wobec  całkowitych  wykładników:  an,  /?»,...,  An,  sprowa- 
dzoną do  całki  funkcyi  wymiernej  ze  względu  na  nową  zmienną  z.  Mając 
na  uwadze,  że  a=clo*a,  a  więc  ax=e*los°,  gdzie  e  jest  zasadą  logarytmów 
naturalnych,  możemy  też  całki  powyższego  typu  przedstawić  w  postaci : 
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J\R(c«»*,  <#*,...,  «*»■)«&» 
w  której  spółczynniki :   at=»a  log  a,   /?,-=/?  log  a,...,   it=yllogrt,    pozostają    do 
siebie  w  stosunku  wymiernym.  Kładąc  loga=m,  otrzymujemy  daną  funkcyę 
w  postaci : 
Rie**,  <*x,...,  ^*)  =  B(c',l«,  C**,..,  cm^)s=B[(em*)«,  (e™*)*,.. ,  (em*>*]  ==*'(em'), 

a  więc,  przedstawioną  w  postaci  funkcyi  algebraicznej,  wymiernej,  lub  nie- 
wymiernej, zawierającej  jednak,  jako  niewymierność ,  wyłącznie  ułamkowe 
potęgi  funkcyi  wykładniczej  em* ,   której    całkę   zawsze   wyznaczyó  możemy. 

c       dx 
3.  Przykłady.  1)  Wyznaczyć  całkę  kształtu :  \ — — .    Podstawiaj  ąc    a*  =  z ,   zatem : 

logo'    ar'       rZy      my*    J  pa«  +  2  "~  log  a  J  z(pz+q)  ' 

aźe-  1         =  1       _1_^_  1 

*(l*  +  $)        0    '   *         0       P*  +  ?' 

awięc:  I^^=7l0^-7l0g^+3)=7  log  1^TV 

przeto  otrzymujemy,  ostatecznie : 

C       dx  1  a*        .   , 

1 ; =  —z log   ; h  6. 

J  pa*  +  g         5 log  a  pa*  +  q 

Jdx 
—      ,         — •  Kładąc  ea*  —  z,  a  zatem  aeardx  =  dz1  a  więc 

A  l    dz  ^ 

łt= ,  otrzymujemy : 

o    z 

f           dx                 1    Cdz           1  1    C     dz  1  .    „ 

V =  _V_   .  «_  V— — -  =  — arctangz  +  C. 


zatem. 


[ ^ =-  l-  arc  tang  (««*)  +  C. 

Jel**dx  ^  dz 

— — .  Kładąc  **  =  **,  a  więc  «V=«,  dx  =  2  —  ,    otrzy- 


wyznaczyć  całkę:  ,/  =  \ 

m  ujemy : 

fi! 

zatem : 


J^l^2  j-lTT  =  ^arctang,  +  C, 


(«,/'*d*  =  2  arc  tang  fi/*)  +  G 

4.  Całki  fankeyj  niewymiernych,  złożonych  z  fankcyj  wykładniczych  dadzą  się  także 
w  tych  przypadkach  wyznaczyć ,  w  których  one,  za  pomocą  stosownych  podstawień,  dadzą 
się  sprowadzić  do  całek  funkcyi  wymiernej  nowej  zmiennej. 

Mając  n.  p.  wyznaczyć  całkę ,  kształtu  * 

J         dx 
Vp<ĆT+q> 
podstawmy :  par  Ą~  q  =  z* ,  a  więc  p .  a*  log  a  dx  =  2  zdz  ,  zatem  : 

2  zdr 


otrzymamy : 


dx  ^=  .  — « 1 

log  a       z1—  q 


C        dx         =     2     r     ag 
J\/pa*  +  g  ~"  loga  )**-</" 
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W  przypadku  ,  gdy  q  >  O,  mamy  : 


r-  Vq 

.Ł         ■    =  •        .-    c  . rr-)t      i — : ^^ t=   iuk 

zatem : 


!-2        2Vq\z-Vq  *+Vqł      I**-*        W  q  *+Vq 


dx -1    iog  Yjz±m=& + *  (*><»• 


Wp*x  +  q         Vq\o%a  \/pa*  +  q  +  \/q 

W  przypadku  ,  gdy  q  <  0,  otrzymujemy  zaś : 

J  J-  q  =  V^  arCUnS  \fTq  +  °' 
zatem : 

\ 77===  =  r^— ; arc tane  -  77-^-?  +  <?,(?<  °)- 

JUp^  +  g       V—  2- log  a  V  —  q 

5.  Całka  kształtu:  /JR(a5).eaas.dte,  w  której  R(x)  jest  wymierną  funkcyą 
ułamkową,  niewłaściwą,  rozpada  się ,  skoro:  R(x)*=G{x)Ą> — X\\        na    dwie 

"  A " /\~  ***  ^  i    gdzie    Cr  (o;)    przedstawia    funkoyę    wy- 

mierną,  całkowitą,  a  iloraz       ""*        funkcyę  ułamkową  ,  właściwą. 

Pierwsza  całka,  kształtu  :  /  G (z)  e?xdx,  sprowadza  się  do  całek,  kształtu 
$xnea*dx,  druga,  kształtu:   \    ZT) \    ^xdx  rozpada  się,  po  rozłożeniu  funkcyi 

J    (xn  [X) 

ułamkowej  na  ułamki  proste,  ostatecznie,  na  całki  kształtu: 

feeria?    .  ,    C   eaxdx 

Ja;— a'    U     J  (x  —a)"  ' 
których  wyznaczaniem  się  zajmiemy. 

6.  Całka  kształtu:  fxneaxdx,   da  się,  przy   całkowitym  wykładniku  n, 
zawsze  wyznaczyć.  W  tym  celu,  zastosujemy  metodę  całkowania  przez  części. 


Kładąc : 
xn=u 
eaxdx=dv 


a  zatem : 
du=nzn~i  dx} 


e«x 

v=ss 

a 


dochodzimy,  mianowicie,  do  wzoru : 

x^eaxdx  « \  a^-1  eaxdx ,  (4) 

na  podstawie  którego,  możemy  widocznie    wykładnik   n  zmniejszyć  do  zera. 
Powtarzając    działania,  powyższym    wzorem    wskazane,    otrzymujemy 
kolejno : 


\**-i<»xdx=-                - 
J                            a 

\xn~2eaxdx , 

f  2fl    .           x2 e*x 

\x2eax  dx  = 

J                           a 

2  f 

\xenxdx, 

f                            X(?x 

1     e"* 

J                      a 

a      a    J 

a  stąd,  wzór  bezpośredni: 

—  176  — 


J  a    l  a  a2  a*      i  ' 

Na  podstawie  tego  wzoru  otrzymujemy  n.  p. : 
fxe*dx=ev{x— 1}  +  C, 
/«2c*dŁc=cr{a;2— 2x+2}  +  6T, 
/x3e*  efa?=e*{s3--3x2+6;z-- 6}  +  6ł, 

7.  łfzór  ogólny  całki  kształtu:  fG(x)ea*dx.   Jeżeli  £(*)  jest  funkcyą 
owitą,  wymierną  n-go  stopnia ,  której  pochodne  oznaczamy  kolejno  przez 
'(jj,  Gm(x), ...,    natenczas,   stosując   wprost   do    całki    kształtu:  JG(z)ea*dxi 
letodę  całkowania  przez  części ,  otrzymujemy  następujące  wzory  redukcyjne: 

[G(x).  &"dx=  —  G(x)<T*  -  —  [Gt(x)ea*dx, 

J  a  aj  (o) 

)G'(x) .  e**dx=—  G\x)  &*—  —  \GM(x)ea'dx1 


których,  ze  względu  na  to,  że  G (,,)(s),  jako  w-ta  pochodna  funkcyi  wy- 
leniej, całkowitej  n-go  stopnia,  jest  liczbą  stałą,  otrzymujemy  wzór  ogólny 
postaci: 

\G(x).e"*dx=-^{G(x)-±-G'(x)  +  ^G"(x)  -  ...+  (^^  <?<«>(*)}  +  £,   (7) 

więc  w  przypadku  a=l,  w  postaci: 

/»(a;).^di;-eaf{&(«)-6?i(a;)  +  ...  +  (— 1)- (?«(*)} +  G  (8) 

Na  tej  podstawie  otrzymujemy  n.  p. : 

J(x*~3x+2)e*(&;=c'.{s2— 3a  +  2-2x  +  3  +  2}  +  C, 
«yli:  /(x2— 3s+2)e*<Łc==gr  {a:2—  5z  +  7}  +  C. 

8.  Całki  kształta:   \  ,  m       .    euxdx.   Pierwiastek    m-krotny    mianownika 
J(x  —  a)p 
'*■*)  funkcyi    ułamkowej,    wymiernej  B(x),  prowadzi,  przy   rozkładzie   tejże 

toicyi    ułamkowej    12(3),    na    ułamki    proste    o    mianownikach:    (x — a), 

I"a)2J-,  (*— a)'",   które,    sprowadzone  do  wspólnego   mianownika    (s  — a)m, 

!*H  ułamek  właściwy,  kształtu :  ®m^_  (^  ,  w  którym  Gm^{x)  jest  funkcyą 
*lkowitą  (w—  l)-go  stopnia.    Tym    sposobem   dochodzimy  do  całki  kształtu: 

Kładąc:  g^W^l(    g-»<«>    e-l+  _^_  ,.,  (9) 

*  (s-a)'"  cirl  (*—  o)'"-1       JT  x-a       '  v 

Pzie  Gm_2(x)  jest  funkcyą  całkowitą  (w— 2)  go  stopnia  o  niewiadomych 
$czynnikach  A0J  Ą,...,  A^-i,  otrzymujemy,  na  jej  wyznaczenie: 

(rc—  a)m 
=  ^q)^{^m-2(a;)^+a  gm,2  (ag)  g™}— (m-lKs-a)"-2  &m_2  (*)*"«         A     ^ 

(a? — a)2m~2  a:  —  o       ' 

szyli  równanie  tożsamościowe : 
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Gm_i  (*)-(*-«)  {G'm-2(«)+a  Gm_2  («)}-(m-l)  0»_2(*)+4 (s-a)—1  , 
w  którem,  po  obu  stronach   występują  funkcye  całkowite  (*»— l)-go  stopnia. 

Corównywając  spółczynniki  obu  tych  funkcyj,  otrzymujemy  m  równań 
warunkowych  pierwszego  stopnia,  koniecznych  i  wystarczających,  do  wyzna- 
czenia m  niewiadomych:  -4q,  Ait...}  -4m-2,  A. 

Wobec  tego,  otrzymujemy  ogólny  wzór  redukcyjny : 

J  (x— a)m  (x—a)m-x        ^      Js— a'  v     J 

r^~^  \m    xdz,   wyraża    przez   funkcye    znane   i   przez 

J&*x  d-x 
. 
x—a 

9.  Całka  kształtu:  \ •  Kładąc  w  tej  całce  x— a=s,  otrzymujemy: 

dx==d5,  ca*=ca(*+a)=eaa.ceM=s  &.  e",  gdzie  fc^e"",  a  więc: 

\ dx=  h\ dz. 

jx—a  J    z 

dz  nie  da  się  wyrazić   przez    funkcye 
znane.  Możemy  ją  przedstawić  w  postaciach  prostszych. 

Podstawiając  mian 
naszą  całkę  w  postaci: 


Podstawiając  mianowicie:  «*=«,  a  zatem  z= — ,  dz=      du}  przedstawimy 


FM 


eP.du 


Podstawiając  zaś:  ea*=t,  zatem:  az=logt,  0= — logż,  dz= -,    otrzy- 


-     .  C^dz       f    dt 


logi 

C&ŁXdx       Ceaxdx       f  €T  dx 
Całki  kształtu:  \ ,    \ ,    V ,  sprowadzają    się    ostatecznie 

J  X~mmCt         J       X  J       X 

f  (Łc 
do  całki  kształtu  :\, i  tworzą  nowe  funkcye  przestępne,  z  których  funkcya 

Jdx 
: ,  nazwaną  została  logary  tmem  cał- 
kowym zmiennej  x  i  oznacza  się  zwykle  znakiem  Li(x)+C. 
Piszemy  tedy: 

a  w  następstwie  tego : 

pf-um+o,  j!^t_«(o+«;  J^t_*-BM+«i 

a  ostatecznie: 
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10.  Pnjkłady.  1)  Wyznaczyć*  całkę  J=  f*'     «ł+^  J^   Mftmy  fcu. 


zatem: 

a  że:  /»V*  <**=«*{*«— 2*  +  2}  ,  JV<*r— «*,    §^^==eLi(eF~i)+  Cf 

zatem : 

p  x* 3x  -4- 1 

2)  Wyznaczyć  całkę  ^=4 4—*- — &&*.  Kładąc  tożsamościowo : 

*«-8*  +  l  1*  I  ^  +  B*  +  O      1        D 

otrzymujemy,  na  wyznaczenie  spółczynników  -4,  2?,  C,  D  równanie  tożsamościowe: 

x*-3x+l  =  x(J&*  +  Bx+C+2Ax  +  B)—8(Ax*  +  Bz  +  0)  +  Dx*, 
a  stąd,  równania  warunkowe : 

A+D=0,  5—^=1,  C— 2£  =  — 8,  -8C=1, 
które  dają: 

Jest  zatem:  "  ■  ', 

f**  — 8*4-1     _  _  a?*  +  4a?-l    .        1    f  e*    ,     .    „ 

1 — ? — «*** — ^ — ^-^J  ^<to+c- 

U.  Całki  kształtu:    \— w  dx,  jako  szczególne  przypadki  całek  kształtu: 

Ir-— ^-tf^dit,  sprowadzają  się  do  całki:  \  —  dx=*Li(ea*)+C,  za  pomocą  wzo- 
rów redukcyjnych,  poznanych  w  art.  6.  dla  całek  kształtu:  Jxneaxdx. 
Ti  wzoru :  9 

z*  #*dx  = is"-1  e*v  dx , 

otrzymujemy,  bowiem: 

#*-*&"  cŁc-f \  a"  £**(&, 

&  stąd,  zastępując  n—l  przez  »,  więc  w  przez  n4l,  wzór: 

xneaxdx=^ — — -r\*,l+1«"d*ł 

n+1        w+1  J 

który,  dla  ujemnego  wykładnika  n,  przedstawia  się  w  postaci: 

\  —  dx  —  — — .  H r  \  — — r  dx ,  (11) 

J  a?"  (w— 1)  s"-1     n  —  1  J  o;*-1       '  v    ' 

którą  takie   otrzymamy  na   podstawie   wzoru   dla    całkowania   częściowego 
wprost , 

kładąc : 


dx     , 


a  zatem: 
du^lie^ćbc, 

1 


(tl-l)*1-1. 
Dr.  Dsiwióski.  Wykł.  matem.  I.  Tom  II.  12 
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Stosując  powyższy  wzór  redukcyjny  do  całki:  \— — t-cŁe,    i  t.    d.,    doj- 

Jeax 
—  dx*=Li(e"*)+C. 
x 

Dotyczący  wzór  bezpośredni  przedstawi  się  w  postaci: 


a?  \(n  —  1)  s— )T  (»-l)  (u— 2)x—*^  («- 


+  ...+ 


-l)(n— 2){n-3)x—  3 

o^ l        a—1    f  e"    , 

"+    (w-l)(n-2)...l.a;  P'(k-1)!3    m' 

12.  Stosując  powyższe  postępowanie  do  przykładu  2)  art.  10.  otrzymujemy: 

Ce*dx  f  l  1    \      lfe»   , 

J    **   ""      *   l8*s    +8.2.x'  +  8.2.lJ+  6  J    x     ' 
zatem  otrzymamy : 

f*ł-&r  +  l         _  *«+4r-l         l  f  e*         ,, 

3 — p^**-*-nci 3J-^cte+c- 

13.  Całkowanie  funkcyj  logarytmicznych.  Jeżeli  funkcye  dane  zawierają 
wyłącznie  logarytmy  zmiennej  niezależnej  #,  a  więc  przedstawiają  się  w  po- 
staci y=  F(logx),  natenczas  całkowanie  takich  funkcyj  możemy  zawsze 
sprowadzić  do  całkowania   funkcyj  wykładniczych,  za  pomocą  podstawienia 

loga*=$,  a  więc  £=e*,  dx=*e?dz. 

Otrzymujemy  bowiem  wówczas: 

fF{]ogx)dx-fF(M).#d*,  (12) 

a  więc  całki,    które  w  przypadku,  gdy  F(x)   jest  funkcyą  wymierną,  alge- 
braiczną ,  dadzą  się ,  na  mocy  poprzednich  uwag,  zawsze  wyznaczyć,  ewentu- 

56*            C  dx 
—    {?$=:    \- =*Li{x). 

14.  Przykłady.  1)  /[(log*)»+81og*-7)]*r  =  ? 
Kładąc  logx  =  z,  mamy: 

/[(log*)1+31ogar-7](fa==/[^  +  8«-7]e,(fa==«'{«ł+3^-7--2«-3f  2}=e*(s»  +  *-8), 

a  więc : 

J[(log a?)1  +  8 log  z-  7]dx=>x  {{log x)*+  log*- 8}  +  tf. 


dx=? 


2.   r(log«)'  +  81og— 7 
'  J  logas 

Całka  ta  sprowadza  się,  zapomocą  podstawienia  \ogx=z,  do  oałki: 
Mamy  zatem: 


—  179  - 

15.  Całki  kształtu:  f(logx)*dx.  Kładąc: 

loga&=*,  a  więc:  a?=e*,  dx*=e*dz, 
otrzymujemy : 

/(log  x)n  dx=>fć*e*  dz.  (13) 

Dla  całkowitego,  dodatniego  wykładnika  n ,  mamy,  na  podstawie  wzoru 
8i  str.  175.  wzór  bezpośredni : 

fz*e>dz=e*{z*-nf-*+n{n-l)z*-*  +  ...+(—l)*n\}  +  C, 
przeto,  otrzymujemy,  w  tym  przypadku,  wzór  ogólny: 

/(log^-c&^^laog^-nClog^-i+nCw-lJ^oga;)"-2— ...  +  (— l)"n!}  +  C,     ' 
iwięc  n.  p.  wzory  szczególne: 

/log  sdk=a;  {log # — 1}  +  C, 
/(loga;)2(fe=a:{(loga;)a-21oga:+2!}  +  C, 
J(logx)3&;=a:{(logx)3-3(loga;)2+61oga?-3!}  +  C. 
Dla  całkowitego,  ujemnego  wykładnika  n,  mamy,  na  podstawie  art.  11. 
nr.  177.,  wzór  bezpośredni : 

[e9dz_        f  1  1 

J  *•"  l  (n-lU—1  +  (n— lV»-2^«-2+-  + 


(n-1)*—1  ^  (n— l)(n-2)*"-2 

i )+__!     (^ 

-2).. .2.1.*r    (n-1)!  J  * 


'  (n-l)(n-2)...2.1.*r    (n-1)! 
Wobec  tego,  otrzymujemy  wzór  ogólny: 
C     dz  ,  1 


dz. 


1     <** f  1  1 

Jdoga?)"83"     *  l  (n-1) (log s)*-1  +  (n— l)(n— 2)  (log*)— 3+,,#  + 

^  (n-l)(n-2)...2.llogXr    (n-1)!  Jlog*~^    ' 
*&żny  dla  całkowitego  dodatniego  n,  większego  od  1. 


W  szczególności,  otrzymujemy: 


Jdx      __         #         r  dx 
(log  » j J  log  a;     J  log  x ' 

f      dx  s(l  +  logaQ       1   C   dx 

3  (loga;)3  2(log*)2  +  2  Jloga?' 

dx  _         a?{2  +  (loga?)+(logaQ3}      1  f    eto 

)*~  6(logs)3  +  6JJ         '  l  tł  a' 


J  (log a;)4  6  (log  a;)3  ^  6  Jlogs  ' 

f   dz 
gdzie  U =Li(z)  jest  funkcyą  przestępną,   nie    dającą  się  wyrazió  przez 

tuakeye  znane,  a  nazwaną  powyżej  (art.  9.)  logarytmem  całkowym. 

IŁ  Całki  kształtu:  fM(x)  .  logo?  dx9  gdzie  #(£)  jest  funkcyą  algebraiczną, 
wymierną  zmiennej  g,  rozpadają  się,  za  pomocą  rozkładu  funkcyi  22 (z),  na 
dwa  rodzaje  całek ,  jeden  kształtu  : 

/  G{x)  Aogx.dx)  drugi  kształtu  :   \  — ~ -  —  log  x .  Ja;. 

J    Crw(a?) 

Pierwszy  rodzaj  całek  da  się,  za  pomocą  metody  całkowania  przez  części, 
sprowadzić  wprost  do  całek  funkcyj  algebraicznych ,  wymiernych. 
Kładąc,  bowiem : 
G(x)  .  dz=du 
logz**v 
otrzymujemy : 


a  zatem : 

u=$  G{x)dx=G{x) 

,        dz 
dv  =  — , 

X1 
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JG(x).  log  x  dx=o(x).  log  a-CJ^-dr. 

J     a; 

W  szczególności,  będzie : 

*Mog*d*-_log*-^HJ-,+  a 
Drugi    rodzaj    całek ,    gdy     rozłożymy    funkcyę  ułamkową ,     w 

*7,  v     na  ułamki  częściowe,  kształtu:  i  ; -,  rozpada  się 

Gn(x)  *  '  x—a      (x—a)m'       *  * 

częściowe,  kształtu: 

(_*!«-*  i  U"**  *. 
J  x—  a  J(x— a)m 

Całka  kształtu:  \ — —  dx    sprowadza    się,     za    pomocą    podsti 

J  X-~mQ> 

x—a=cuS)  £=a(l  +  £),cfcr«cKfc  do  postaci: 

J  X^~ CL  J  Si  J  0         J  JS 

prowadzi  więc  do  całki :  \ — — —  cfc,  która  nie  da  się  wyrazić  za 

znanych  funkcyj  elementarnych. 

Całki  kształtu :  \ -( — ^— %dx  dadzą  się,  w  przypadku,  gdy  m>] 

mocą  metody  całkowania  przez  części,  sprowadzić  do  całek  funkcyj 
icznych,  wymiernych. 

Kładąc  bowiem: 
log£=w, 
dx 
(x—  a)1* 

otrzymujemy  wzór  redukcyjny : 

f    logs     dz_ log  a?  .       1      f         dx 

J  (x— a)m  (m—  l)(s—  a)m-x^  m—  1  )x(x—  a)*-1' 

przydatny,  gdy  m>  1. 

W  szczególności,  otrzymujemy  stąd,  dla  tn>l: 

Pog*^  log* 1  ,  c 

J    a;m  (m— l)*"-1         (w— I)**"1-1  T     ' 

podczas,  gdy,  dla  w=l,  mamy:   . 

S^*--Ł(.og*)'+c. 

17.  Przykłady.    1)  J(8a'--5*  + 7)  !<>£***  =  ? 


a  zatem : 

-  €?X 


V=- 


(m-lj^-aj-- \ 


Lładąc : 

a  zatem: 

log  a?  =  «, 
(8**—  6*  +  7)<fcr  =  dt>, 

dx 

X 

v=x*-*/tx*  +  7x1 

otrzymujemy : 

§{Qx*—bx  +  7)\ogxdx  =  {x*s/iX*  +  lx)\ogx  -  (|^  -  -|-  **  +  7ar)  +  (7. 
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2)  f     lQg*     &=> 


Kładąc: 

log  x=  u 
dx 


otrzymujemy: 


zatem: 


a  zatem : 
dx 

x  1 


logo?    .    f      cis 


f  loga?<to  log  a?        f 

J   (*-l)«  *-l    +  J*(»-.l)' 


*-l 

x 


C\ocxdx_  \ogx       ,      *-l  ,    r 

18.  CaZłd  kształtu:  fR(x,  logx)dx,  gdzie  2i(s,  log x)  jest  algebraiczną, 
wymierną  funkcyą  zmiennej  x  i  jej  funkcyi  logs,  nie  dadzą  się,  w  całej 
ogólności,  wyrazić  przez  fankcye  znane. 

Podstawienie  log#=$,  a  więc  x=*e9,  dx=e'd0j  sprowadza  je  zresztą  do 
postaci  : 

SR(x,  log  x)dx=f  Ufa  e*)ds,  (18) 

które,  tylko  w  niektórych  przypadkach ,  dadzą  się  wyrazić  przez  fankcye 
mane.  W  przypadku,  gdy  funkcya  B(x}  logo?)  jest  funkcyą  całkowitą,  wy- 
mierną ze  względu  na  x  i  log  a?,  dochodzimy  do  całek  kształtu:  $zm(\ogx)ndXi 
w  których  wykładniki  min  są  liczbami  oałkowitemi,  dodatniemi.  Dla  całek 
tego  rodzaju  możemy  wyprowadzić  wzory  redukcyjne,  stosując  metodę  cał- 
kowania przez  części. 

Kładąc  mianowicie:  I  a  zatem: 


(loga?)»=a, 
&"dx=dv , 


^„(log*)"-'^ 
x         ' 

— 5+i  • 


(19) 


otrzymujemy  wzór  redukcyjny: 

itóry  dozwala,  przy  jakimkolwiek   zresztą   wykładniku  w,  różnym   od  —1, 
zmiąć  wykładnik  n  i  sprowadza    daną  całkę   ostatecznie  do  całki  kształtu: 


\xmdx  = 


m-i-1 


+  C. 


W 


całki: 


szczególności,  otrzymujemy,  na   podstawie   tego  wzoru,  następujące 


j 


xmlogxdx- 


af+Uoga;  xm+i 


w+1 


2+C. 


Dla  f»= — 1  powyżej  wyprowadzony  wzór  redukcyjny  staje  się  nieprzy- 
datny. W  tym  przypadku  mamy  jednak  całkę  zasadniczą: 


a  zatem: 
da=(w+l)«meto, 

g  1 

Va     (w-l)(logaO' 


i»-i 
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*    Jeżeli    wykładnik    n   jest   ujemny,    a    więc    dana    całka    ma    kształt 

Jxmdx  ' 

-7= r-^,  natenczas: 
(log  a;)"  ' 

kładąc : 

a;  (log  a;)"-     ' 
otrzymujemy  wzór  redukcyjny: 

J  (log*)*  (n— 1)  (log  a?)—1  +  ~n-L  J  (log  a;)"-1  '  (     ' 

który  dozwala  znowu,  przy  niezmienionym  wykładniku  m,  wykładnik  n  spra 

wadzić  do  jednostki,  a  więc  daną  całkę  do  postaci:   \~, ,  która,  w  przy 

padku  m$-l,  da  się  wyrazić  już  tylko  przez  logarytm  całkowy. 
Podstawiając  mianowicie  w  tej  całce: 

a;m+1=jEf,  a  więc  loga;= — ^—  ,  a;mda;= 


w  +  11  ro  +  1    ' 

otrzymujemy : 

zatem :  J^ — -£»'  (a;m+1)+ C. 

Jeżeli  i»=— 1,  natenczas  dana  całka  ma  kształt:  i— = i  sprowadza  si« 

do  całki  zasadniczej,  jest  bowiem: 

19.  Całki  kształtu:  ff(x).logq>(x).dx,  dadzą  się,  pod  pewnymi  waruu 
kami,  sprowadzić  do  całek  funkcyj,  wyłącznie  algebraicznych.  Przyjmijmy 
bowiem,  że  funkcye  f{x)  i  ę[x)  są  funkoyami  algebraicznemi  zmiennej  ar, 


i  połóżmy: 

log?P(*)— », 
f(z)dx-*dv} 


a  zatem: 

natenczas,  otrzymamy  wzór: 

Sf(x)logg>{x)dX^\ogq>(x).Snx)dx-^^^-dx,  (22) 

z  którego  wypływa,  że  dana  całka  sprowadza  się  do  całek  funkcyj  algebra 
icznych,  skoro  tylko  całka  kształtu  ff(x)  dx=F(x)  jest  funkcyą  algebraiczną 

20.  Przykład.  Wyznaczyć  całkę  kształtu:  /log (x+\/l  +  x*)dx. 
Kładąc  :  a  zatem  : 

dx 

log(*+V/l +  *')  =  «,  dU==Vf^' 

dx  =  dvy  v=xy 

otrzymujemy: 

C      xdx 

Jlog(*  +  VT+^)<**  =  *  log(*+\/l+a>ł)-  J  -^f^jł ' 
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JY/1+*'     v 

to  mtmy : 

/log(a?  +  Y/l  +  x*)dx  =  *\og(x+\/T+x~*)--  VT+T*+  c. 
Ogólnie,  znajdziemy  tą  drogą: 

J  »+l  »  +  lJV/l+a?» 


+ 


x 


18)   )~"d*  =  -C-(*--)+C. 

..\  f  »        j              /**        4x»   ,    12x»         24*    t      24    I    ,    _ 
14))**C«d*  =  <!«x(_r__r  +  _i __+__}+ C. 

15)  Jx*«~x  ox  =  C-e-"(x*+  6*»  T  20*3  +  60*'  +  120*  +  120). 


16) 


17)  ;*-«*d*=x,"e*-m/x,,,-1«',a*. 

i8)  Cf*^.= _       g        .  _L_  f* 

J     x»  (w-1)*"-1  "*"  *-l  J  z—1  ' 


1 


.ćwiozenia   XI. 
2)  J  *»+«,-.*  *»— 7  log(e"«+c-«)+  C 

r  c9  -f"  C""**  i 

4)  r      ^^-I  log  v/r+^-_L  +  c 

5;  JV^T^&=-{v/FMrr-i  log  ^^±l}  +  c. 

*>  i    «  +  »««    =  j(log»-log(a+^)}  +  C 

_    f        «fa»  1      .       ^ae**  +  6-VV  ,    _  2  „        Vae°*+b     ,   „ 

i)  \     j  =  — 7=  log      .         - — -7=  +  C  =  — 7=  aro  tang — =L 1-  O. 

*V«e«+6      A/b       6  Vae"+b+Vb  *V-b  *       V-b 

8)  W^^^^  [v/m^+n-l]  /"=^  +  <7. 

9)  j*a-d*=  -^-  -Tj-Ca-  +  O. 
J  logo         (logo)'    ^ 

;  jxa»dx_1__ ___+__s_+c. 

m  V  *»**,*,      „«/  *"     -  W8*~>    ■_        ./     tNr  n(n-l)...(n-r+l)x',~r    ,       1 

11)  j*.  <**=«^      __1  +  ...  +  (_i)  (loga)r+, +-}  +  * 

-'Jx-  l(«-l)x"-1+  (-ljM),-1   +-'  +  M)M)...2.u/  + 

(log a)-1    Ca*  &. 
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r=zm 

19)/a^•arAp==^2(--1)^r!(r)aJmrr• 


r=0 

r=m— 1 


r^x        ,  ^, i i     ^ 

;  J     a-m  ^j      r!(w71)*m-r   ^(m-1)!  J  * 

21)  J(?(aJ)e«ite  =  ^(G(x)-l(?'(a:)+p(?-W-4  +  C- 

22)  /<*  (*)  «*  dx  =  e*(Q(x)—G'(x)  +  <?"(*)  — ...)  +  C. 

«ox     f         Xe*  *  *'  .      „        «ivf    *J+1  ,  *—  1      ,      „ 

*>  1^+17^=^+1 +a  24)J^Tir»ee<fa-e'^+i+tt 

26)  /(log*-2)'<to  =  *{(log*)'— 9(log*)»  +  801og*-88}  +  C. 
27)/(Iog*)ł*B=*{(log*)«-4(log*)J  +  12(logx)«-241og*+24}  +  C. 

28)  J(log*)-«te=*  {(log*)"-»(log*)— 1  +  »(«-l)(loga!)— 2  -  ...  + 

+  (-  iy>!  C)(log*)"-r+...+  (- 

29)  j*log**r=f  (log*-l)  +  C.    30)j^<to  =  |(log*)»  +  C. 
81)  j-^-i=-log(log*)  +  C.    82)  §x*logxdx  =  ^xHog»-^x'  +  C. 

8B)  j^Mogarłte^-i-ajMogas-^ał  +  a    84)  j^-  <te  -  - ^-  -  ^  + 

85)1-^^  =  -^-^  +  ^      ^Mog^-^-log,-- 

r  (iogx)»<to  ^   (log«)»+i     .  c 
'  J        *  »-t-i 

88)  ^(l0g*)^=^<^ -  -£;**,  +  ^}  +  a 

89)  ixm(\ogx)'dx=x'"+^(-lYrl  (3    ^TfJ+i     +g- 

r  /osb'  \  (  q%*      bx* 

40)  J  (aa?2  +  2&c+  c)  log  a;  cfcr  =  ^-g-  -f  &r*  +  cwj  log  *  —  y~^-  +  —  +  ca:  + 

}  J  (1  —  *)*         •         1-a:  *  1  -  X  T 

..^+1,         ^  9**+l  8sJ+l    .  ,    _ 

4B)l^^  =  -^+-+^    44)Ji^  =  2(log,-4)^+C 

45N  f  log*<**   =.    logx 1 ( 1 

'  J  (ax  +  &)«  (n-l)o(aaJ+6)n-1       (»-l)  **>  \(n-2)(a«  +*)"-2 

+  ^n^M^^r173  +  '"  +  l.bn-*(**  +  *)f+  (n-l)^"1  ^ 
46)  J*"log(«  +  ^)^=  _L_  rfi+1  l0g(a  +  6^)  -  -^-j-C^- ^. 
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47)  J(«»+  fi» log  I  ^3  +  \Z«r»  +  26«+Cl  <fe _ 

i»+l)«  *   [  y/a    ^K  T  ^      J       (»+*)«  JV/«r«  +  2te+c 

Wykazać,  źe: 

49)>"^<tr=/(logy)mya-1«ly,   gdy  »  =  logy. 

—  =^  —  dy,    gdy  log*  =  y. 
51)/fi(i,  log*)  Ar  =/«(«•',  y)#dy,  gdzie  logx  =  y. 

S8)j**(*)loga».«fa  — ]ogxJj?(»)(to  — j*    JgW**     <fa:. 

tf=Ot^,iii  (aP) 

0=0,  _,  fi 

jeżeli  <?(*, O  =     ^    Am.ę*4*"*- 
a=  0,  ...  m 

r=0,..(J  r,/P\ 

55)  {<?(»,  log*) **  =     5    (-1/ ^^      z«+'(logx/-'-+C, 

«JT—        («+i)r+1 

0=0,. ... 

p=o, ...» 
G(x,  logx)=     ^     ^^"Oogmf. 
o=0,  _,  m 


Rozwiązania  XI.  Wskazówki  1)-B)  ex=~z.  7).  «"*  —  *.  8)  «*  —  *.  9)  — 22)  całko- 
nie  przez  części  28) — 25)  Rozkładanie  funkcyi  wymiernej,  ułamkowej  na  ułamki  proste. 
—40  >  podstawienie  logx  «=»  z  i  całkowanie  przez  części.  41)— 42)  rozkładanie  na  dodaj niki 
-47)  całkowanie  przez  części.  54)  Patrz  ćw.  16.  55)  Patrz  Ćw.  39. 


Literaturo.  H.   Laur  en  t.    Traite   d'analyse.   Tome  III.   Calcul   integral.   Paris  1888. 
S  eh  a  ar.  Elemente  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  integral.  Bruxelles  1862. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1)  0  całkach  kształtu:  fR(x).eaxdx. 
-)  0  całkach  kształtu:  fR(x,  logx)dx. 

3)  0  logarytmie  całkowym:  Li(x)=  \- 1-  C. 


Wykład  XII. 


Całki  funkcyj  goniometrycznych  i  cyklometrycznych. 

1.  Całkowanie  funkeyj  goniometrycznych  za  pomocą  podstawienia  exi=z. 

Całkowanie  funkcyj  goniometrycznych  kształtu:  /jRfsinz,  cozx)dx,  gdzie 
i?  (sin  a?,  cos  a:)  jest  funkcyą  algebraiczną,  wymierną  funkcyj  sino;  i  cos  a;, 
którem  zajmowaliśmy  się  w  wykładzie  X.,  da  się  także  sprowadzić  do  cał- 
kowania funkcyj  wykładniczych. 

W  tym  celu  możemy  oprzeć  się  na  związku  funkcyj  goniometrycznych 
z  funkcyami  wykładniczemi ,  określonym  wzorami : 

t*i — e-**  efti  +  er** 

sms= ^. ,  cos«= 


2*         '  "v"~  2 

Otrzymujemy  tedy: 

pt(sins,  oosx)dx^R(  ^"^   ,     c"  +  e"*>  I^P^^'    W 
całkę  funkoyi  algebraicznej,  wymiernej  ze  względu  na  funkoyę  wykładniczą 

e*',  która  to  całka,  wskutek  podstawienia:  e*'=£,  a  więc  eŁr=— sprowadza 

się  do  całki  funkcyi  algebraicznej,  wymiernej  zmiennej  i. 
2.  Mając  n.  p.  tą  drogą  wyznaczyć  całki: 

dx 
cos* 


otrzymujemy : 


J   sina;      J  ( 

J   sm*  Je*»_e-*«  J     e2*'— 1 

(_*f 2f  <**  f      /"* 

J   cos*  J    ,«*  _£,-«<  Je2"  4- l1 


stąd  ,   kładąc   e™=  z ,  zatem :  dx  =  — ,  dostajemy  : 

t    z 


f    <fa  C  2dz       ,      z— 1      ,        e*<-l     .    „      ,      Ł         *    .   „ 

J     COSX  t    Jza-f  1  °S  +  t  e,gri4_t'  °  °2\2  /' 

3.  Bezpośrednie  zastosowanie  podstawienia  funkcyi  wykładniczej :  exi  =  z  do  funkcyi : 
JR(sinx,  cosac)  sprowadza  ją ,  na  mocy  wzorów: 
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z*-  1  z*  +  1 


■»— TiT-.  «»— ■  2, 
do  postaci : 

*(sm*,  co8o?)=i?(-^-,    _^-)  =  -^,  (2) 

gdzie  <xm(a)  i  G«(s)  są  funkcyami  całkowitemi  ,  wymiernemi  ze  względu  na  z. 

Rozkładowi  funkcyi     „  \\    na  ułamki  proste,  kształtu: —  ,   -. r- odpowiada 

J       Gn{z)  x  —  a        (x—af 

analogiczny  rozkład  funkcyi  i?  (sin  8,  cos  a;)  na  ułamki,  kształtu: 

At  _      Ar 

V-a     f    («"'-  aj' 

które  dadzą  odpowiednie  typy  elementarne  funkcyj  algebraicznych,  wymiernych,  złożonych 

z  funkcyj  goniometrycznych. 

Zastępując,  mianowicie,  a  przez  e**,  otrzymujemy  funkcyę       .  __      w  postaci: 

1      __         1         _      g-«» e-ai 

c*»  —  a       e*«  —  c«»        «(«—«)  • — 1      cos  (as—  «)  —  1  +  i  sin  («—  *) ' 

której  możemy  nadać  także  kształt: 

1  e-etf  e~a< 


0** —  a          rt    .    ,  a: — a     _.   .    x — a        x —  a           _    .     x—  al   .    as— a  #— al 

2sinJ-2 2tsin    g-cos— g—  2sin-2    l8in~2 lco8l"| 

czyli : 

-«*        /    .    a?- a  ,    .        x— al  e~ai  i ,    .    .      .     *— al 


2sm-2- 

a  więc,  ostatecznie,  kształt : 

1  g-«» 

e»»—  a~~  2 

zatem: 


{l  +  icotg^},  (S) 


■^r^-— 2^i1  +  ,cot8  -2/-  (4) 

4.  Tym  ułamkom  prostym  odpowiadają  całki  częściowe  w  postaci : 

l£r.—- =?-«•+'-■  -7)-- 

z  których  pierwsza ,  ze  względu  na  to ,  że : 

J,     a?— a  _         _   f      ,     as— a  ,»— a  .     a?— a 

cotg-g-*P  =  2  jcotg-g-d-g-  =21ogsm-— , 

wyraża  się  wzorem: 

Jdx               e—**             ie—ai    .  «— a 

^-^^ 2~  • —  logsm  ^-  +  a 

Dla   drugiej    całki   da   się    wyprowadzić  wzór  redukcyjny.    W    tym   celu ,  wyjdźmy 


z  wzoru  różniczkowego : 


efcr 

sin* 


2    ' 
który,  ze  względu  na  to ,  że  możemy  położyć : 


1  .  X — a  /  x — a\        /  x — a\* 
^-  =  l+cotg'-2-  =2(l+icotg-2-  J-^i  +  .-cotg--), 

sin'   -2- 
da  się  przedstawić  w  postaci : 
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<*(l-ł-»cotg^j^)r 


=-(r-l)<(l-Hcotg  ^-^^(t  +  intg  ~)' 


dx 
Z  wzoru  tego  otrzymujemy : 

(l  +  .cotg  ^-)  =2  (l  +  .cotg  -g-)       -_j.  s , 

zatem  wzór  redukcyjny  w  postaci : 

j(l+.cotg  x^a)r<to=_#|*1(l+<Cotg  ^)r_,  +  2  j(l  +  .cotg  ?='-")r"1«fa,     (6) 

który  dozwala  wykładnik  r  zmniejszyć  o  1,  a  więc   całkę  drugiego  typu  sprowadzić  do 
całki  pierwszej. 

5.  Całki  kształtu:  fR(x). sin x dx ,  lub  flł(x).GO*xdx.  Jeżeli  R{x) 
jest  funkcyą  algebraiczną,  wymierną  ze  względu  na  zmienną  ar,  natenczas, 
w  przypadku  ogólnym,  gdy  ta  funkcya  jest  zarazem  funkcyą  ułamkową, 
niewłaściwą,  możemy  ją   przedstawić,    jako    sumę  funkcyi  całkowitej    G(x) 

i  funkcyi  ułamkowej,  właściwej:    ^}>r~  w  postaci: 

Całki  kształtu  J R (x)  sin xdx ,  lub  JR(x)  cos xdx  rozpadają  się  tym  spo- 
sobem każda  na  dwie  całki  w  postaci : 

J  R  (x)  sin  xdx=fG  (a?)  sin  x  dx  +  \  -^tM-  sin  *  <**>  (6) 

fR(x)cosx  dx^f  G(x)  cos  xdx  +  \    IIT*       cos  a?(fo.  (7) 

6.  Całki  kształtu:  /<?  (a?)  sin  flccfcc,  lub  /<?  (x)  cos  a?  das,  gdzie  G(x)  jest 
funkcyą  całkowitą,  wymierną  ze  względu  na  zmienną  a?,  dadzą  się,  za  po- 
mocą metody  całkowania  przez  części,  sprowadzić  ostatecznie  do  całek  za- 
sadniczych : 

fsinxdx=*cosx+C\  /cosawte—  —  sin  a?+C. 

Kładąc,  bowiem 


w  pierwszej  całce: 

G(x)~u 

sin  xdx—dv 


a  więc: 

du^Gf(x)dx 
t;-.  —  cos  as 


a  w  drugiej  :  a  zatem : 

G(x)~u,  du=*G\x)dx 

cosxdx=*dv ,  t;«-sin« 

otrzymujemy  następujące  wzory: 

/  G  (a;)  sin  x  dx=  —  G  (x)  cos  x+f  G\x)  cos  x  dx , 
JG(x)cosxdx  =  G(z)smx—fGt(x)smxdx, 
w  których  funkcya  G'(x)  będzie  również  funkcyą  całkowitą,  wymierną  wzglę- 
dem X,  jednak  stopnia  o  1  niższego  od  funkcyi  G(x). 

Stosując,  powyżej  otrzymane  wzory,  ponownie   do   uzyskanych  nowych 
całek,  otrzymujemy  dalej: 
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§G'(x)  cos  x  dx  —  G\x)  sin  a;— j"  6r"(s)  sin  x  dz , 
^G\x)  sinxdr=  —  6?'(a;)  cos  aH-JG"(s)  cosa;<fo, 
skąd  wynikają  wzory  redukc3'jne: 

$G(x)  smxdx=—G(x)  cos  x+  G'(x)  sinx—§GM(x)  sin  xdx ,  (8) 

£ G{x)  cos  a:c£r«  tf(x)  sin  x+  G\x)  cos  a;— £6r*(a;)  cos  xdx ,  (9) 

które  dozwalają  w  każdej    z   danych  całek   zniżyć   o  dwie  jednostki  stopień 
odnośnej  fnnkcyi  całkowitej  G(x). 

Na  podstawie  tych  wzorów  otrzymujemy  ostatecznie  wzory  bezpo- 
średnie : 

$G  (x)  sin  xdx=  — G{x)  cosa?+  G\x)  sitix+G4ś(x)cosx—  G"'(x)  sin  s— ... 

£  G  (x)  cos  a;<Łr  =  G  (x)  sin  a?+  G'(x)  cos  a;—  6r"(x)  sin  a;—  fcr'"  (a;)cosa>+ ... 

6.  "W  myśl  tych  wzorów  otrzymujemy  n.  p.: 

1)  J(x*—2x  +  3) sin  *<**=— (xl— 2x  +  8)coe  x  +  (2a?— 2) sin  a?-f  2cos«  = 

«  2  (»—  1)  sin  a?  —  (a:1— 2x  +  1)  cos  a?  +  C. 

2)  /(jb1— 2»  +  8)cos  *  cte  =  (**— 2*  +  8)  sina*  +  (2»  —  2)  cos*  —2  sin x  =» 

=  (**— 2»  +  l)sina?  +  2(a:—  l)cos»+  C. 

7.  Wyznaczając  całki  powyższe,  kształtu:  J* G^arjsin a; «Łr,  lub  J 0(x)cos a? dx,  na  pod- 
stawie prawideł  o  całkowaniu  sumy,  dochodzimy  do  całek  typu:  fxm sina dx,  względnie: 
jj^cosarcŁr,  w  których  wykładnik  m  jest  liczbą  całkowitą,  dodatnią. 

8.  Całki  kształtu:  f&m*lnxdx9  lub  fxmeOBoedx  przy  dodatnim,  całko- 
witym wykładniku  m,  dadzą  się  wyznaczyć  wprost,  za  pomocą  wzorów,  otrzy- 
manych powyżej  dla  całek,  kształtu:  J  G(x) sin xdx,  lub  fG(x)cosxdx. 

Bezpośrednio  otrzymujemy  odnośne  wzory  redukcyjne,  kładąc  w  pierw- 
szym przypadku: 

u  =  xm  .  du  =  fnxm^i  dx, 

...         a  zatem: 
av=*smxdx1  «— —  cos  a; 


w  drugim  przypadku,  zaś 
w  postaci: 


u  =  afl  .  d%i=*mxm-*dx* 

,         a  zatem: 
dv=co8xdx ,  t;=sina;, 


f  a?"  sin  xdx=*  —  xm  cos  aj+mCa?*-1  cos  x  dx 

J  J  .  (10) 

taf*coBxdx  —  *   sina:—  *f^£a;m-, sina; Ac  v 

Z   tych   wzorów    redukcyjnych    możemy    także    korzystać,   jeżeli    wy- 
kładnik m  jest  liczbą  całkowitą,  ujemną. 
Otrzymujemy  bowiem  stąd: 

f       «  *       a;mcosa>  ,     1    f        .        , 

\xr-icosxdx~* 1 \afmBmxdXj 

J  m  tn  J 

J^      .               a?msina;        1   f  m  , 

af-1  sin  axŁc= \xm  cos  x  dx, 
m            m  J 

a  zastępując  w — 1  przez  m,  dostajemy  wzory  redukcyjne,  w  postaci: 

f  _        a?m+1cosa;  1      f     ,.   .       , 

\af"cosa;(Łc= — : — Ą -=■  \aP+i3mxdx1 

J  tn  +  1  rn+1  J 

f       .       ,        a?"^1  sin  x  1      f  mAl  , 

\aTsinar<Łr= — —  la^cos  xdr, 

J  m+1  w  +  U 
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dozwalające,  w  przypadku  w$ — 1    wykładnik  m    powiększyć   o  1,    a  więc 
przydatne  przy  wykładniku  ujemnym  w,  różnym  od  —  1. 

Wzory  te  sprowadzają  całki  kształtu:  $xmsinxdx  do  całek  kształtu: 
$xmco9xdx  i  nawzajem.  Stosując  je  dwukrotnie,  otrzymujemy  wzory: 

J  7m+icoga.  £m+2sina;  1  f      ., 

m  +  1      T  (w  +  l)(m  +  2;      (m  +  l)(m+2)J        uu**wx> 

Jm   .       .       a5",+1sin*  sm+2cosa;  1  f      .,   .       ,       /11N 

a?m  sin  a;  dx= — : — -— -  —  - — -— — -=-\xm+28mxdx,    (11) 

m+1  (m  +  l)(m+2)      (w  +  l)(m  +  2)J  ' 

które,  w  przypadkach  m  $—1  im$-2  dozwalają  powiększyć  wykładnik  m 
o  dwie  jednostki  i  zatrzymać  ten  sam  rodzaj  całki. 

Korzystając  z  wzorów  (10)  i  (11),  możemy  zatem  całki,  kształtu: 

S^*,l.b:J-*?*, 

gdzie  m  jest  liczbą  całkowitą,  sprowadzić  ostatecznie  do  jednej  z  całek: 

Całki  te  nie  dadzą  się  wyrazić  w  formie  złożonej  ze  skończonej  ilości 
znanych  funkcyj  i  tworzą  nowe  funkcye  przestępne,  z  których  pierwszą 
nazywamy  sinusem  całkowym  zmiennej  x  i  oznaczamy  przez  Si(x), 
drugą  zaś  cosinusem  całkowym  zmiennej  x  i  oznaczamy  przez  Ci(x). 
Piszemy  też: 

^™^dx=Si(x)  +  C>   J-2^ *-«(.)  + CL 
9.  Całki  ksBtattu:  f^~ff  dnaggop,  lub  J^^eosawte,  w  których 

A  ,  x     jest  funkcyą  wymierną,  ułamkową  zmiennej  x,  dającą  się   rozłożyć 

A                             A 
na  ułamki  proste,  kształtu : ,  względnie r—r  prowadzą,  przy  każdym 

pojedynczym   czynniku    pierwiastkowym  x  —  a   mianownika    On(x)i    do    całek 
kształtu :  ^ 

Jaj  — a  Ja:— a      7 

a  przy  r-krotnym  czynniku  pierwiastkowym  funkoyi  Qn  (x)  do  całek  kształtu : 

[^-dz,  ]ub  f_?2"    & 

j(x  —  a)r       J  J  (a?— o)r 

Do  całek  drugiego  kształtu  możemy  zastosować  metodę  całkowania 
przez   części. 

Kładąc  mianowicie  w  pierwszym  przypadku: 

sin  z =i«  du=C08xdx 


dx  7      &  zatem  1 

— =dv,  v=  —  - 


a  w  drugim: 


{x  —  a)n  '  (n—l)(x— a)n-\ 

cosas=w  du~=—8inxdx 

dx  -,      a  zatem  1 


(a:— a)*1  '  (n—i^—ajn-i, 

otrzymujemy  wzory:  « 
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f   sin*  _  sin*  1      f      cos*        , 

J  (*-a)"  (n—l)  (*  -a)— 1+  "ti^T  J  7*^a>"r    *' 

f    cos* cos*  1      f      sin* 

J  (*-a)»  (»  - 1)  (*-  a)"-> ~~  «^T  J  (*-a)— »        '         (     ' 

które,  po  ponownem  zastosowaniu,  prowadzą  do  wzorów  redakcyjnych : 

f    sin*     _  _  sin*  cos* 

)  (*— o)»  (n— l)(*-a)— 1_  (»-l)(n— 2)(*-a)—2  — 

1  f       sin*      rfj. 

(„_l)(n_2)J(*-a)-»      ' 


s- 


cos  a;     ,  cos x  sina; 

<tx  « 


*-2 


{x— a>  (w— 1)  (a?— a)*-1  ^  (n— 1  j  (n-2)  (x-  o)1 

-(n^ij^S^-^^'  (18) 

które  dozwalają  wykładnik  n  zmniejszyć  o  dwie  jednostki,  zatrzymując  ten 
sam  rodzaj  całek. 

Korzystając  z  równań  (12)  i  (13)  możemy  więc  całki  kształtu: 
f    sin*       ,  ,    f    cos  a;     , 

sprowadzić  ostatecznie  do  całek  kształtu : 

Podstawiając  w  tych  całkach  x — a=$,  zatem  x=e  +  a,  dz=de, 
otrzymujemy : 

C  sina;           f  sin(*+a)    ,               f  sin*   ,     ,            f  cos*  , 
\ da?=  \ —  efc=cosa\ de  +  sina  \ de, 

f  cosx  ,        f  cos(*+a)    T  f  cos*  ,  P  sin*  . 

\ dx  =  \ — -  (fe=cosa\ de  —  sino  V de. 

)x-a  )  e  )     e  J     * 

gdzie:  [*in0*-de=Si(e)  +  C,    {~dz=Ci{e)  +  C, 

zatem : 

Jsm  x 
dx=cosa  .  Si(x— a)-fsina.  Gi(z  —  a)  +  C. 
x — a 

<fc=^cosa.  Ci(x-  a)— sina.  Si(x—a)  +  C. 

x—a 

Całki  kształtu:  fR(x)sinxdx,  lub  JR(x)cosxdx  dadzą  się  zatem  wyrazić 
przez  funkcye  znane  i  nowe  funkcye  przestępne,  zwane  sinusem,  względnie 
cosinusem  całkowym. 

10.  CftUd  kształtu:  V     .  „ —  i  \ —  prowadzą  do  nowych  funkcyj 

J  SłH"&         J  COSmX     r  i  * 

przestępnych.  Przedewszystkiem  mamy: 

f  x^x    _f  x(8ina*+ cos2a;)cŁc  _f     xdx  Cxcos2xdx 

jsinms ~~  j  sinma;  ~jsinm-2£  j      sinwa; 
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Stosując  do  drugiej  całki  metodę  całkowania  przez  części,  położą 
x  cos  x*=u  d«=  (cos  a— x  sin  x)  (lx 

ooa  xdx        ,       a  zatem  1 


sinm  x  (m — 1)  sin1"-1  x 

a  otrzymamy : 

xcos*xdx  __  iccosa:  1     fcosa  —  a:sina:  , 

sinma;      ""  (m — Dsin*"1*     f»— 1J      smm-ix  J 

a,  że: 


s; 


Scosa: — x sina;  ,  __  Cooaxdx      f     ardir  1  f 

Bmm—{x  Jsmm-ix     Jsinm-2a5  (m— 2)sinm— 2a?     Ji 


(m— 2)sinm— 2a?     J  sinm_2 

przeto : 

f  a;cos2a;dg  scosa;  1_ 1      f     xdx 

J      sinma;      ""      (m — l)sinw-1a;     (m-^1)  (w— 2)  sinm-2a:      w  —  1  Jsin,',-2 
Wobec  tego,  otrzymujemy: 

f  a«Łr  (w—  2)  x  cos  a; + sin  x       w— 2  f     arda? 

Jsin",a?*=K      (w  — 1 ) (m — 2) sin1"-1  a:     ro— 1  J  sin"1-2^ 
a  podobnie: 

Jxdx  __  (tn— 2) x sino;— cos x       m— 2  f     arda;  , 

coswa;~~  (w  —  1)  (m — 2)  cosm_1 05     w— 1 J  cosm"2  x ' 
a  więc  wzory   redukcyjne,   które  w  danych   całkach    dozwalają   zniżyć 
kładnik  m  o  dwie  jednostki. 

Jeżeli  wykładnik  m  jest  liczbą  parzystą,  natenczas  dojdziemy,  na 

Jxdx     .  f  xdx 
— 7— j-  i  \ j—  ,   do 
sin  x     J  cos  a? 

rych  powyższe  wzory  redukcyjne  nie  dadzą  się  już  zastosować. 

Kładąc  raz: 

x=u  du=dx 

dx  a  zatem: 

—  dv  v«  —  cotgs, 


sin2  a? 


to  znowu: 


x=u  du=dx 

dx  a  zatem: 

dv ,  t?  —  tang  a; , 


cos*a; 


otrzymujemy : 

f  £d# 

\-^-j—  =  —  #  co  tgs+Jcotg  xdx  = — aJcotgcr+logsinas+C. 


J  sin*s 
f  xdx 


•x  tang  x— j"  tang  xdx=x  tang £+ log  cos  x  +  C, 


Jcos2a; 

(*  xdx        C  xdx 
co  dowodzi,  że  całki:    \  .   u     i  \ — ^  przy    parzystym    wykładniku  m 

•/Sin  x      •/ cos   a? 

dadzą  się  zawsze  wyznaczyć  i  wyrazić  za  pomocą  funkcyj  znanych 

Jeżeli  wykładnik  m  jest  liczbą   nieparzystą  m=2»+l,    to  można  y 

pomocą  powyższych  wzorów  redukcyjnych  zniżyć  do  1,  dochodzi  się  więc 

tecznie  do  całek:  \— : i  \ ,  do  których    powyższe    wzory    nie1  < 

j  sin  x       j  cos  x 

się  zastosować.  Otrzymane  całki    nie  dadzą   się  jednakże  żadnemi  metc 
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razić  w  skończonej  formie  przez  fnnkcye  znane  i  stanowią  osobny  rodzaj 
kcyj  przestępnych. 

11.  Całki  kształtu:  /astang&r&g  1  fxeotg x dx  prowadzą  także  do  no- 

ch  funkcyj  przestępnych.  Kładąc,  bowiem,  raz: 

x  =  u  .  du=*dx 

,       ,  a  zatem: 

t8mgxdx=*dv  v=*— logcosrr, 

igi  raz : 

x  =  u  ,  du=dx 

,         ,        a  zatem:  , 

cotgxax*=>dv  •  v=logsin£ , 

rymujemy:  k* 

f  a:  tang  xdx=  —  x  log  cos  x+  flog  cos  x  dx , 

f  a?  cotg  x  dx  =  x  log  sin  a:  —  f  log  sin  x  dx ,  ^  v  3 

chodzimy  więc  do  całek: 

flog  sin  xdte  i  [logcóswdn, 

fre  nie  dadzą  się  również   wyrazić    przez   funkcye    znane ,    tworząc  nowy 
duj  fan  kcyj  przestępnych. 
1&  Całki  funkcyj  cyklometryeznych,  kształtu:  JJS(aresintt)<f&,  łab 

idobne,  w  których  R  przedstawia  funboyę  algebraiczną,  wymierną  której - 
glwiek  elementarnej  funkcyi  cyklometrycznej :  afosina:,  atctga: ,.:.,  dadzą 
l(  zawsze  sprowadzić  do  całek  funkcyj,  powyżej  rozważanych.    c   - ;  f  .•,,''•■•■ 

L Używając,  bowiem  n.  p.  w  całce:  JjR(arcsinaj)da;,  podstawienia: 
arc  sin  £«=»*,  a?«=sin*,  dx='Coszdzy 
urojemy :  :  ż ': 

'  /2J(arcsina:)cŁc=/-B(^)cosj?rfjEf, 

podobnie,  otrzymamy,  za  pomocą  podstawienia:  arc  cos 2=*^  wzór: 
fR  (arc  cos  x)  dx=  —  j"  R  (*)  sin  zdz. 
Za  pomocą  podstawienia:  arc  tang  x=z  ,  dostajemy: 

jfl  (arc  tanga;)  dx=  j  R (0) ^^. 


pomocą  podstawienia:  arc  cotg  x=z,  zaś: 

f  R  (arc  cotg  a)  dx  —  —  f  R  (z) 


**> 


&m*z 
Podobnie ,  otrzymamy : 

f  R  (arc  sec  x)  dx=[  R  (z) 


cos2s    ' 

cos  zdz 

*7~ 


f  i?(arc  cosec  x)  dx  —  —  f  ii  (z)  — r--^ 

M  Wzory  redukcyjne  całek,  kształtu:  /(arc  sin  as)*  eta  i  f(*rucosx)*dx. 

Kładąc:  a  zatem:  '    '  & 

dx  ') 

(arcsina;)*-**,  du=-n  (arc  sin  a?)»~ 1    y : ,  f 

vi  —  x2 
dx=dv,  tf=z,  *; 

l^yinujeray:  7 

C(arcsino?)*dr=ff(arcsin:r)"^wf  (arcsina;)"  1      .       ,  (17) 

r    X  X 

dobnie,  dostajemy: 

fcOmnitki.  Wyk*- nurtem.  I.  Tom  U.  18 
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C(arccoss)»<te— s(arcoosa:)*+n  f  (arc  cos  a?)*"1  (18) 

J  J  Vl—x2 

Przyjąwszy,  dalej,  w  pierwszej  całce: 

t*= (arc  sin  x)*-1  du=*  (n  — 1)  (arc  sin  x)*-2 , 

a  zatem:  VI  — x2 

xdx  .  / 

dv  =    . =,  t;«—  VI  —  x\ 

otrzymujemy : 

C(arc  sin  x)n~x    .  —  —  Vi  —  x%  (arc  sin  a;)*-1  +  (n — 1 )  f  (arc  sin  x)*-2  dx , 

J  VI  —  *2  J 

zatem,  wzór  redakcyjny: 

$  (arc  smx)udx  «=  g (arc  sin  a?)*  +  n  l/l— a:1  (arc  sina)*-1—  n(«— 1)  $  (arc  sin  x)n~2  dx* 

a  podobnie:  

J(arc cos x)udx  =  x (arc  cos «)•—  n  Vi — a?*(arc  cos x)*-x—n(n — 1)J  (arc cos x)"~2  dx. 
Otrzymane   wzory   redukcyjne    dozwalają,  przy  całkowitym,    dodatnim 
wykładniku  n,  sprowadzić  dane  całki,  ostatecznie,  do  jednej  z  postaci: 
£(arcsin£)<2a;«garcsin2  +  l/l — x2  +  C,  Jare  cos  a:  dr  «z  arc  cos  x—V\ — x2  +  C, 

lub:Jda>— s+G 
Jeżeli  wykładnik  n  jest  liczbą  całkowitą,  ujemną:  n=- — m,  a  więc  dana 
całka  ma  kształt: 

r  dx  .  ,    r  dx 

J    (arc  sin  a?)m    '  J    (aro  cos  x)m  } 

natenczas:      kładąc:  a  zatem: 

. ,  xdx 

i#=k  j.     a;  ,  ^  —  x2 

,  1  da;  1 

dv=*z -. — —  •     ,       ~,  t>=- 


( arc  sin  x)m    \/\  _  x2 '  (w  —  1)  (arc  sin  *)w""1  ' 

otrzymujemy: 

c         cte         = Vl^x2 1      r  1  ^fe_      19 

J  (arc  sin  a;)m  (m  —  1)  (arc  sin  aOw_1        m  — lJ  (arc  sin  as)*1-1  *  l/l  —  «*' 

a  podobnie : 

f *L_ _  vT-i»  _  i_  f         i  «*_.     (20) 

J  (arccosa;)m       (m  _  1)  (arc  cos  a;)1"-1  "*"  w-  1  J  (arccosa;)"-1  "  V/l  —  x* 
Stosując,  do  otrzymanych  całek,  metodę  całkowania  przez   części,    po- 
łóżmy, w  pierwszej  całce: 

£— u,  du=dx, 

1 dx      _  a  zatem       _  1 

(arcsin£)m-1    '  V/l— ~x*~     f  ~—  (m  —  2) (arcsins)m-* ' 

a  otrzymamy: 

c 1 xdx      __  x  1       r  dz 

J  (arc  sin  z)m-1    '  \Z\ZTx*  ~~      (m  —  2)  (arc  sin  x)m~2     (ro  — 2)  J  (arc  sin  a;)1"-*  ' 
zatem : 

f         ** Vl=x2  * 

J(, 


arcsina;)m  (m  — ^(arcsina?)1*--1  t  (m— 1)  (ro  -  2)  (arc  sin  a;),,,~, 

1  r  dx 

(w  —  1)  ( m— 2)  J  (arc  sin x)m~2 " 
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Podobnie,  znajdziemy: 
f       dz  VI^x* 


JfarccosaO"1      (w— l)(arccosa?)m_1      (m— l)(m  —  2)(arccosa5)m~2  . 

1  C  dx 

(m— 1)  (m  ^  2)  j  (arc  cos  x)m-2 '  !      . 

Z  otrzymanych  wzorów,  przydatnych,  w  przypadkach ,  gdy  wykładnik; 
różny  jest  od  1  i  2,  poznajemy,  że  dane  całki  dadzą  się  ostatecznie  spro- 
idzić  do  jednej  z  następujących  całek: 

dz            C         dx             C          1               xdx  f  1  £dx/      •■ 

wcsina:   '    J  arc  cos  X    '    J    arcsina;     \/\ x%  -    J    arc  cios-*  •      \/l— a;2* 

5re  przedstawiają    nowe   funkcye    przestępne,    nazwane    powyżej    sinusem 
teinusem  całkowym. 

,   Podstawiając  bowiem: 

arc8in£=j&,  #-=sinjS?  dx=cos8dz, 
pędnie: 

arccosa:=£,  a?=cos$,  dx=  — sinscfo,  ; ::  r. 

Rymujemy:  i 

[ ^— —  C-55!!l|b-CkW0)+^-»ft"(aro8in*)  +  a 

J    arcsina;       J     *  vy  v  •  .-..»» 

( Ł j^—  -  CiEl|&-iKW+C-  Si(arcsins)+C,. 

J    arcsina      v/l «a     J     *  ' 

pędnie :  * 

{  — J^- —  -  Ci^-  de 8i(0)  +  C-  -  Si  (arc  cos  x)  +  C. 

J    arccosa?  J    JEr  .  ' 

( * ^==5S_f^i£^=Ci(0)+C=O»(arccoso:)+a 

J    arccoss      Vi—  z*  J     * 

14.  Całki  kształtu:  fR{oc)  arc  sin  &cfctt,  lub  podobne,  w  których  funkcya, 
ojąca  pod  znakiem  całkowania  występuje,  jako  iloczyn  z  funkcyi  algebra- 
mej  wymiernej  i  jednej  z  funkcyj  cyklometrycznych ,  przedstawiają  się, 
tutek  rozwinięcia  funkcyi  R(x)7  ostatecznie,  jako  zbiór  całek>  kształtu: 

f                      ,       f  arc  sina;     ,        f    arcsina:    , 
la^arcsin  xdx.    \- _         dx\    \ —,—'-r=— dx .  -  " 

J  J         a?"  '    J    (x — a)m 

)  podobnych ,  w  których  występuje  odpowiednio  którakolwiek  inna  funkcya 
klometryczna. 

Otrzymane  całki  sprowadzają  się,  wskutek  podstawiania: 
arc8ina?=z,  a  więc  #=sin#,  dx=cosedZj  i  t.  p. 
całek ,  kształtu : 

f  f  tcoaede*.      f    *cos$(te     .  , 

\j8.amm4COB0d0,     \ r— -,     I7-; r-     1   t.   p., 

ire  należą  do  całek,  rozważanych  w  artykułach  poprzedzających. 

Stosując  do  danych  całek,  kształtu.:  JB (x)  arcsina?  dxT  i  t.  p.  metodę 
kowania  przez  części,  a  to,  kładąc:  '  ; 
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dx 


arcsmx=w,  du=* 


a  więc:  V\—xl 

R(x)dx=dv  v=*$R(x)dx, 

otrzymujemy : 

da* 

[R{x)  arc  sin  x  dx  —  arc  sin  x  f  ii  (z)  da&  —  ftjii  (aj  d»] .    y_         ,       (21) 

podobnie : 

dr 

fó(*)  arc  tang arcŁr  =  arc  tang  x  f  R  (x)  dx  —  f  [/-R(a;)  dx] .  «  ,    a ,       (22) 

a  więc  wzory,  które  wyznaczanie  danych  całek  sprowadzają  do  wyznaczania 
całek  algebraicznych ,  skoro  całka  kształtu :  fR(x)  dx  daje  w  wynika  fankcyę 
algebraiczną. 

15.   Całki   kształtu:  fxnMresinxdx.    Podstawiając    we    wzorze     (21) 

R(x)=a?}  zatem  fR(x)dx=*fx?dx  =  -t-tj  otrzymujemy  wzór  szczególny: 

f                   .      tfH^.arcsins        1     C  x!*+1dx  ,„x 

ja-arcsm*** ^ _}_,=  ,  (23) 


a  zarazem: 


j 


Xn&YCCOBXdX* 


af+,.arcco8«         1^  f  &+ldx 


n+1        "*"  »  +  l3\/iZ^?, 
co  dowodzi,  że  całki  tego  rodzaju,  przy  całkowitym,  dodatnim  wykładniku  n, 
dadzą  się  zawsze  wyznaczyć. 

W  szczególności,  dla  n«=0,  otrzymujemy: 


f        •      j        sarcsins       t/l    »  «     /7 
\arcsma;aa&  = = h  vl-r+C. 

J,        a;  arc  cos  a;      %yi 5     - 
arc  cos  a;  aa;  = - vl-r+C. 


Dla  całkowitego,  ujemnego  wykładnika:  *=—#»,  otrzymujemy  powyższe 
wzory,  w  postaci : 

J   arc  sin  x        _         arc  sin  x  1      f  cir 

^  (m-l)x*-l  +  w^T  J  a-»-i  VT=^2  ' 

Jare  cos  x   ^   __         arc  cos  a;  1      f  di 

ś*  ~~  ~~(ro— l)a?  -1""  m— 1  J  xm-Wl^- x1% 

która  przestaje*  byó  przydatną,  gdy  m=— 1. 

W  tym  przypadku,  otrzymujemy  całki,  kształtu: 

Sarc  sin  x  .   f    arc  cos  *    , 

x  J  x  ' 

które,  na  mooy  podstawień: 

arc  sin  z =£,  x=siń£,  dx=coszd0 , 
względnie:  arccos£=»*,  #=cosf,  cŁr=  —  simefo, 

przedstawiają  się  w  postaciach : 

Jaro  sina;  f  j?  cos  jer    ,        r       .         , 
i (fc-J-^-cfr-^cotg*.**, 

Jarccoss    _            f  jrsin*    .  r   .       , 
eŁr=  —  \ a*=-  —  \jertgfuw, 
a:                       J    cos*                  J 

prowadzących  do  nowych  funkcyj  przestępnych. 
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Jest  bowiem : 

Jm  eotg  8 .  d§  mm  z  log  sin  $ — J  log  sin  *  d* ,  - 
/je?  tang  * .  dz=  —  *  log  cos  e  +-/log  cos  z  de , 
kie  /logsin*cfr  i  /log cos* der  nie  dadzą  się  wyrazić  przez  funkoye  znane, 
tonąc  nowy  rodzaj  funkoyj  przestępnych. 

16.  Całki  kształtu:  Ja^arctangas.cfce.  Podstawiając  we  wzorze  (22): 

R(x)dx*=*  — -y, 

aujemy  wzór: 

f  a"*1  1     f  «"+J 

J«*  arctanga^-— j-  arc  tang*  -  — —J-^— -^  Ar,  (24) 

podstawie  którego,  możemy  wyznaczyć  daną  całkę,  przy  jakimkolwiek 
witym,  dodatnim  wykładnika  n.  Jeżeli  wykładnik  n  jest  liczbą  parzystą, 
>8»,  wówczas,  otrzymujemy,  pod  znakiem  całkowym,  funkcyę  ułamkową: 

^«^m-1-^-H...+  (-ir-^+(-ir.^, 

przypadku,  zaś,  gdy  wykładnik  n  jest  liczbą  nieparzystą:  n=2w+l,  otrzy- 
jmy : 

x3m+2  1 

*^  BaA"-Xl».-J+...  +  (_l)m  +  (_l)m+l  X      • 


em  dana  całka  przedstawia  się,  w  pierwszym  przypadku,  w  postaci: 

)  *~  "°  ****xdx  '  2^+i  ar° tang*  "  2^+i  \5S  -  2^=2+~+ 

+(-D-1 1*+  ^-"log  <*'+ 1)}+ 0, 
Irugim,  zaś,  w  postaci: 

^  arc  tan**  *-  2iJ+a arc  tang*  ~  K+2  {ss+i"  5S=r+-+ 

+(— l)*a;+(— l)m+1arctangx|-f  C. 
W  szczególności,  otrzymujemy: 

\  arc  tang xete  —  a;  arc  tanga  —  -^- log  (#2+l)  +  C, 

fil 

\  z  arc  tang  xdx^-^xl  arc  tang  x  —  -~-  {x  —  arc  tang  a?}  +  C, 

f  1  1 

\a;2  arc  tang  a?cŁe  =-^  a;3  arc  tanga;  —  -g-  {a?2— log  (a;2+l)}  +  C. 

Jeżeli  wykładnik  n  jest  liczbą  całkowitą,  ujemną :  »=—  m,  natenczas,  na 
lita  wie  wzoru  (24),  otrzymujemy  wzór: 

Jarctangs   ,  arc  tang  x  1      f  dx 

^        **""      (m-l)s"-1  +  m  - 1  J  a;"-1  (a?a+  1)  ' 
ydatny,  jak  długo  m>l. 

C  fLYO.  tfŁYl£T  a? 

Dla  «•— 1,  otrzymujemy   całkę  kształtu:    \ 2— (Łr,  która, wskutek 

dz 

(stawienia:  arc  tang  a?«=*,  a?*»tang*,  cŁc= =-  ,  sprowadza  się  do  postaci : 

°  cos  z 
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Jare  tanga;  ,  __  f       edz        _  f2*<fo 
x  ~J  sin*  cos*  ~~  Jsto^*' 

a  więc  do  nowej  funkcyi  przestępnej  kształtu:    \— : — -  ctt. 

17.  Całki  kształtu:  fxn.mresln(p(x).dx9  fxn*reUmg<p(x)dx  i  tym 
podobna,  w  których  q>(x)  jest  funkoyą  algebraiczną  zmiennej  x,  atanowią 
uogólnienie  całek  powyżej  rozważanych.  Za  pomocą  metody  całkowania 
przez  części,  otrzymujemy  n.  p.  wzory  następujące: 

JaJVarc8in9,(aS).^=|r^arc8in^)-ir^jVi=^r<te,      (26) 

J«"+l  1     C&+1  <p'(x) 

^••arctang^-^=7Tfrftrctang*^  (26) 

i; ty in' podobne,  z  których  poznajemy,  że  całki  tego  rodzaju  można  zawsze, 
jtif^za  pomocą  metody  całkowania  przez  części,  sprowadzić  do  całek  funkcyj 
algebraicznych ,  a  więc ,  pod  pewnymi  warunkami ,  zawsze  wyznaczyć. 

W  szczególności ,  zauważamy,  że ,  na  mocy  wzoru  (26),  całki  kształtu : 
/<p*s&rótangc>(a:).  dx  możemy,  przy  całkowitym  wykładniku  w,  różnym  od  — 1, 
zawsze  wyznaczyć,  skoro  tylko  funkeya  q>(x)  jest  funkcyą  wymierną  zmiennej  x. 

Uogólnieniem  kształtu  powyższych  całek  są  całki  kształtu: 
$f(x)  arc sin q>(x).dx1  ff(x)  arc tang q>(x)  ,dx 
i  tym  podobne,  w  których  f{x)  i  <p(x)  są  funkeyami  algebraicznemi  zmiennej 
x.  Te  całki  dadzą  się,  w  szczególnych  przypadkach,  także  wyznaczyć,  za  po- 
mocą  stosownego    połączenia    metod    całkowania    przez    części   z    metodami 
podstawienia,  zależnie  od •  danych  przykładów. 

Przykłady.  1)  Wyznaczyć  całkę  kształtu  :  V  X  - —  dx. 

Kładąc : 

dx 
arctangaj=i#,  du  =  ---    ^ 

a  zatem:  , 

=  <**,  t>=-l/l^» 


Y/l-*1 
otrzymamy : 


fgaretang,^^  V[-.  C y/l-*^ 

Połóżmy  w  otrzymanej  całce:  x  =  Bin<f,  zatem:  dx  =  coB<?df,  natenczas,  otrzymamy. 

g^zie,  na  mocy  art.  8.  str.  156.,  za  pomocą  podstawienia:  tang?=u,  znajdziemy: 


b 


*  =     . arc  tang  (\/2  tang  ?) '+  C. 


|oo6ł9+2sinł?.     y/2 
Wobec  tejo,  będzie: 

f  l/l  —  *ł  y-  «V/2 

\  ^-— — .—  dx  —  —  arc  sin*  +Y/2  arc  tang     m  4-  C, 

a  zatem : 

^Y/2 


- — —^z-_~-  dw'=C.^  \/l—  X1  arc  tang*  —  arc  sin  x  +\/2  arc  tang 


Jr         -. _ «»W    ^—     V.    '  lf        A. +*  %»*■  \J    VWUIj  W  CV*.  V  DAU  M/     — 1—    *M       &        ***  V     «UU(,  . • 
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2)  Wyntaosyć  całkę  kształtu: 

f"0008  (VsiTr)**fc 

Stosując  metodę  całkowania  przez  części ,  otrzymujemy,  najpierw : 

f ag'dg f*  <£r  r  dx 

J  (os*  +  b)V***  +  &-c     J  l/aa>*  +  6-  c  ~"      J  (aa:1  J-  6)Y/aa»  +  ft-c' 

,  w  przypadku  a  >  0,  otrzymujemy : 
f arccos  {^-±-^ dx  =x  arc cos ^^ąrb  -  y-J log[*\/a~+  Y/o*»+ft-c]  + 

,  _i_i/T  .     y/6".  y/a^Mry^T+^y/gc 

przypadkn  a<0,  zaś: 


jarc<x>s(Y^J^^ 

+  VITarctans[Vr^,  * 1  +  ft 


ćwiczenia   XII. 

Ina  podstawia  określenia :  8inx= ^ ,   cos  x  = ^ ,  wykazać  ,  że: 

I)  sin* x  +  cos1*  —  1.    2)  tang*  »  =  sec*  a:—  1.    8)  cotg^^cosec2*— 1. 

4)  sin  (a?±y)  =  sin  ascosy+cos  x  siny.    5)  cos  (as  +  y)=  cos  as  cos  y  + sin  a?  siny. 

6)  sin  2x  =  2  8inajcosaj.    7)  cos  2a?  =  cos1*— sin1  a?. 

0      .    -        1  —  cos2as     _.         ,-       l  +  cos2a;      trv.     .  1  r  .    ,    ,    v  ,    .    ,        xl 

8)  smłx= .    9)  cosłx==-^— ^ .     10)  sinxcosy==-2  [sin  (x+y) +sin  (a;— y)j. 

II)  cos  x  sin  y  =  -^  [sin  («  +  y)  —  sin  (a?— y)].  12)  cos  x  cos  y  =  -^  [cos  (»  +  y)  +  cos  (*—  y)]. 
13)  sinar  sin  y  =  —  —  [cos  (x  +y)—  cos  (ae  —  y)]. 

U)  sin2»*  =  ^g   (-^^r+l)  cos2"-2'-1  xsin2r+1x  = 

___  2»»— 1  gfo  jg  ^g  x     U     I  cos1  *  —  COS1  -?-)• 

16)  sin(2»+l)x-2(-1)r(^  +  i)C08,"+1",r"la;8in!'r+lsB  = 

=  22" sin x II (cos**  —  cos1 g  ™  x)> 

r=l  ' 

16)  cos2  nx«2  (-^  (Ir)  o08""  ^  «  sin2^=22ł-1  fi    (cos'*-cos>(*^). 


r=0 
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«*■+*-*  »8in,r*- 


r=0 

r=m-l 


17)  cos  (2*  + 1)*  =2  (-  ^  (^t  *)  °°81 

r=0 

r=0 

18)  **.-££ ^(-Ijr (*) 008(2,-2,)*+ A, £). 

*  r=rU 

rs=0 
r=0 

21)  0O82w+,*=-ii2(2,l?"1)CO8(2,l+1"&,)a?- 


2' 

*       r=0 


Wyprowadzić  następujące  całki : 

„   f  (2  cos* +  8  sin*)    ,        12         5,      /ft  . 

7  J     8cosa:  +  2  8inx  18        18     ° v 

oon   f  •    t  oj        ai     cos  8*       cos  2a? 

28)   \8uibx  cos  Sxdx  =  C- 


16 


24)Jc<>s2aJcos^cto&?^  +  ?^+a 

2B)  Ln2*-sin*  =  I lo*(1  +  «»■>+  T  l°g(l-cos«)  -  ■§-  log (l-«  cos  .)+  O. 
'  J  1  +  cos  *       1  +  cos x   * 

27)K  +  4Bin»=8arctan8V 3 )+* 

Ssin  -=-  tan^ 
cos* 

om   fV/sin»  2,.  xm    .   ^     01X  f      cos*cfcc  sin* 

80)   \- — j7 — cto=^(tang*)'»  + C.    81)  \,- = j-t*  = 7=^—  +  C. 

J  J  cos'»*  3v~^  ^    -r  ;  J(l-««cos**)'/»      (i-«»)Y/l- a*cos>* 

82)  J(cos2*),/».  cos*<i*=«  ^1^-  (8  +2  cos  2*)  V/cos2*  +  — —  arcsin(Y/2"  sin *)  +  C. 

I,      88)  f  —-^^^=  =-log  {  V/sin  V-  sin1*  +  cos  *}  +  a 
J  Y/sin 'a  —  sin1*  ' 

f_^|L&.|  oofl,fc»-2ooa,fc»+  C. 
J  J\/c^bT  5 

..  85)  JVl  +  cos  *  .<i*  =  2V/l-cos*+<7.    86)  J\/l-co8».  <**=— 2Y/l  +  cos  *  +  C. 
37)  Jtang**<**«itang»*-teng*  +  *+tt    88)  J^-«--^-L_--log8in*  +  C. 

39)  Cr-^B- a+  *   i     +  o+  *    »     +  log(sin*)+C. 

'  Jtang'*  4 tang4 x    *    2 tang1  a?    '      ov         '^ 


*  SB  *  s~~~  * 

i-gtang-=-                1-sin^                        V2sin-g+l 
29)  \ -«fc— log -  +  — >=  log  — +  O. 
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Maff££»   =1^>og(aooB»,+  »ain»*)+C. 

41)  fzco8*cŁr=*co8»+»sin*+  C.  42)  J »ł cos  x eto  =a2#  cos  *  +  (**— 2)  sina>  +  C. 

43)  J*Jco8*d»  —  (Sas*  -  G)cobx+(x*  —  6a?)sinas+C. 

r=sm 

44)  fjf  cosxdx=.  2  (T)  rI*m"rsin  (*  +  r  y)  +  °- 

45)  J  J8in  *  da?=  sin  as— x  cos  a?  +  &    46)  f  x* 8^  *  das  «  2x  sin  a; — (as*— 2)  cos  »  +  C. 

47)  J^sin *  das=  (8asJ— 6)  sina:  —  (a?1—  6as)  cos  x  +  6. 

48)  j^sinasdas  —  2(r)rUm""r  °°8(*  +  ry)  +  C' 

r=0 

Ix  (ix 
— r-=xtangx  + logoosx  +  O. 

„.  f  *d*         2xsinx— oosx    ,    2  ,    Ł  ,  v  ,    _, 

50)    — 7—  = ^ = t--s-(9t&ngx  +  logco8x)4-  C. 

'Jcos4*  6cossas  '    8V    ^^     '      °  '  ' 

{xdx 
-7-5—  =  —  X  COtg  »  +  l°g  »"*  *  +  O. 

M  C  xdx            sinx  +  2ascosx        2  r       A  .  ,  ,    _ 

52j  fe"  = 6i5*i T  [*cot«*-log«n*]+  C. 

58)  Jx  tangasda;  »—  a?  log  cos  as  +  f  log  cos  x  das. 

54)  Ar  cotg  x  dx  =  x  log  sin  x  —  f  log  sinasdas. 

x  tang'x  dx=  x  tanga;  +  log  (cos  ») ^-  +  C. 

56)  Jare  sin  os  da;  =  xarcsinx  +  V/l  —  »*  +  & 

57)  /arc  cos  x  dx  =  x  aro  cos  as  —  \/l  —  x*Ą-C. 

58)  /  arc  tang  xdx*=x.  arc  tang  x  —  logV/l  +  »ł+  & 

59)  /arc  cotg  asda;  =  a? .  arc  cotg  x  +  logV/ 1  +  as*  +  (7. 
60) /arc sec  a:  da?  =  xarcsecx  — log(x +yx' —  1)+  & 

61)  /arc  cosec  x  dx=x  arc  cosec  as  +  log(x  -J-ł/*1  —  1)  +  C 

„.    parć  sin  xdx         i  ,  x,  ,    ^    _..    /•  arc  cos  as  dx  1  ,  x,  ,    ^ 

*2)  1~^=? 2  («csm*)'+C.  68)  J_7!=-=--(arcco8*)>+e. 

«)  j    "y    =|(arctan8a,)»+  <X  65)  £»«*£*--  1  (arc  cotg  »)'  +  C. 

,„   f  arc  sec  as  das         1,  s,  ,    _,    __x   /* arc  cosec  a;  das  1  ,  x,       ^ 

66    \— _— =T-  =  —  (arc  sec  as)»  +  a   67)  \ —  =  --g  (arc  cosec  a?)1  +  C. 

arc  sin  ar .       .  :  =  as  —  vi-  as*  aresinas  +  C. 

Y/l-as*  T 

f  as*das  1  1       y 1 

69)  J  aresinas.  — ^==»  —  asł  —  —  asV/l— -as*,  arc  sin  x  4--r-(arcsinar)J+  ^» 

iassdx  12  1  / 

arc  sinx .  «*=  -^-a?8  +  ^- »—- «-  (as1  +  2)V/ 1—  »ł  arc  sin  a;  +  C, 

Y/ 1 as1  "  o  o 

71)   \ arc  sin x  .  — — =£=-  =  —  **+  ^a?1— -5-(2xB  +  8x)  V/l— as1 .  aresinas + 
«J  ^1 os1         1°  -1"  " 


3 
+  jg(arcsinx)ł+C. 


-«.    f  .        ,         dx  x.  arc  sin  x         1 
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_„    f                         sb*b             arc  sin  x    ,    1   ,       1— «   ,    _ 
78)  \  arcsin*  .      .    :         -=     ,  ■      ■■  +  -%■  log  ^-. \-  O. 

'  J  \/a-*y   y/i-*»     2    6i+*  i 

arctang*.  y-r-^-,  =  x  arc  tang  x  —  tj  log  (1  +  x»)  — -g- (arc  tang  x)' +  C. 
7B)  Jrr?arctan«:r<te==-".4- ""+  "I  ^^  +**)+  (lf  -*) ^ tan* *  +  2  (******* x?' 

C  x* 

/?6)  j(l  +  3xł)ar©  tang  *  =  («  +  x")  arc  tang*—  ^-  +  C. 

77)  j(arcsinx)«  cfa  =  (arcsinx)*  {x  +  -^^"^    ~  2  (2)   (arcsin^)'  +  -  )  +  a 

78)  j  arc  sin  y  .  dx  =  (x  +  a)  arcsin  1/— — V  a  +  x  +  C. 

79)  f  arc  sin  \j-^r~  **  ^  ~k  arc  sin  V~~T~~  "*"  *2~   arc  sin -^- —  g  Y/4  a1  —  xł    +  C. 

~5^T§"    ^   (      7    4f.-2r  +  3+°- 

oox   f  —    •       j  0c(sinx4-cosx)      ,    _    Q.."C  ,        6*(sinx-cosx) 

83)  \  e»sin*(fa  = ^ ^ _f_^(?.   84)  j6*cosx<*x  = — = +  <?• 

85)  J,6e(co8x  +  8in»)dx=«*sinx4-  Ci 

86)  \  e-*co88xdx—  ^  |8(sinx— cosx)  4-cosax(8sinx— cosx)l  +  <?• 

v 

■  Rozwiązania  XII.  1)— 82).-  Wskazówki  zawarte  w  tym  wykładzie  i  poprzedzają- 
cych. 88) — 86).  Metodą  całkowania  przez  części. 
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Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  Genehmigung  des  Verfasser8  deutsch 
bearbeitet  von  Axel  Harnack.  Leipzig  1884—1886.  ^  .  • 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  O  rozkładaniu  funkcyi  wymiernej:  J?(sinx,  cosx)  na  ułamki  częściowe. 

2.  O  sinusie   całkowym :   \ dx  =  Si  (x)  -f-  C. 

3.  O  cosinusie  całkowym :  \ dx  =  Oi(x)  +  C 


Wykład  XIII. 


Całki  funkoyj  hiperbolicznych  i   hiperbolometrycznyoh. 

1.  Elementarne  fnnkeye  hiperboliczne,  analogiczne  do  sześciu  elemen- 
tarnych funkcyj  goniometrycznych ,  określone  zostały  w  wykładzie  XLIII. 
Tomu  I.  str.  595.  i  nast.  wzorami: 

.    ,.  sin  a;  i     is*— er*  ,.  .    ć*+e-x 

sinhipjc*- — : — = — - — ;  coshipa;=cos  at= — = — , 

,  .         tanga*     e—er*        ,    ,  .  .  e^+e-* 

tanghipa; f—  —        ^;  cotghip*=*cotga»  =— — ,     (1) 

2  2 

sec  hip  *= sec  xi  «=  — — ;  cosec  hip  x=*i  cosec  xi « 


e*+e~*  r  e?—er* 

Są  one,  podobnie,  jak  fankcye  wykładnicze,  funkcyami  peryodycznemi* 
W  szczególności,  fnnkeye  sin  hip  *  i  cos  hip  o? ,  jakoteż  cosec  hip  2  i  sec  hip  z, 
mają  peryod  urojony:  2m,  fankcye  tanghipa;  i  cotghipz  mają  zaś  peryod 
urojony:  ni. 

2.  Znakowanie  funkcyj  hiperbolieznyeh  nie  jest  ustalone.  Autorowie  niemieccy  uży- 
wają najczęściej  znakowania,  przyjętego  dla  funkcyj  goniometrycznych,  a  pisanego  tylko 
literami  gotyckiemi,  jak:  jSitt*,  fltoain*,  ttattga?,  (Katanga,  £*ra?,  (tam*,  autorowie  fran- 
cuscy piszą,  natomiast:  Sh*,  Chx,  Th  a;,  Oths,  Sex,  Csca,  angielscy  zaś,  pisząc  literę  h 
aa  początku,  używają  znakowania  hs*,  hc»,  htx,  hctx,  hscjr,  hesca?. 

3.  Związki  między  elementarnemi  funkcyami  hiperbolieznemi.  Z  okre- 
ślenia fnnkcyj  hiperbolicznych  wypływają  bezpośrednio  następujące  związki: 

cos  hip 2a?—  sin  hip a«=sechip2z+ tang  hip  V=cotang  hip %x—  cosec  hip2#=«l, 
sin  hip  x.  cosec  hip  z=*cos  hip  x .  sec  hip  x=*  tang  hip  x .  ootang  hip  £=1 ,    .  (2) 

.        .  .  sin  hip  Sv  .      sec  hip  a;         A        .  .         .    cos  hip  x       cosec  hip  x 

tanghipx  = i-r^ — « — rr — ;  cotanghipz« — .    ,  .  — —  ■ ,  .   r    . 

r  cos  hip  #         cosec  hip  x  Q      r  sin  hip  a;         sec  hip  a; 

przy  pomocy  których  ,  znając  jedną  z  sześciu  elementarnych  funkcyj  hiper- 
bolicznych, możemy  wszystkie  inne  wyznaczyć. 

4.  W  szczególności,  otrzymujemy :  

1)  sinhip&s  tt,  coshipa?=V/l  +  «*,i  tang  hip  x  =  i/t-jthji  cotghip»  = -» 

sec  hip  x  e=« — .  ,  cosec  hip  x  =  —  , 


z l/«2— 1 

2)  cos  hip  07  =  u,  sinhipx=  V»2— 1>  tanghipx  = 


cotg  hip  x  = 


sec  hip  »=  — ,  cosec  łup*  =- 


u 


V*=T' 
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u  1  1 

8)  tang  hlpae  =*  u ,   sin  hip  x  =  —  ,  cos  hip  a?=  — ,  cotg  hip  *  =  —  t 

Vi-  w1  \/l— w1  u 

seohipojB-V/l— «',  cosec  hip  x  «  — — — j 

1  m  1 

4)  ©otghipx  =  tt ,  sinhipag=  — ,  cos  hip  a;  = —  ,   tang  hip  x  = —  t 

Vu*—  1  y/yJ—  i  * 

sec  nip  *=  - ,  cosec  hip  x  =  vr-  1  ; 

5)  sec  nip  x=  u,  sin  hip  as  =  — ,  coship**=  —  ,   tang  hip  *  =  \/l—  **, 

cotg  hip  x  =»  —  ,  cosec  hip  x  =  — ,  . 

y/i-y''  V/l-y»' 

1  V/l_I_yl  1 

6)  0oseebipx  =  te,   sinhipa;  =»  —  ,  cos  hip  x  =*= — —  ,   tang  hip  x  =      .  , 

cotg  hip  x  =  V/ 1  -f  t#*,  sec  hip  as  = 


6.  Wzory  hlperbollezne.  Analogicznie  do  wzorów  goniometrycznych,  możemy  'wypro- 
wadzić wzory  hiperboliczne ,  bądi ,  wprost  z  określenia  tych  funkcyj,  bądź,  wskutek  prze- 
kształcenia odnośnych  wzorów  goniometrycznych. 

Tak  otrzymamy  n.  p.  z  wzorów  goniometrycznych: 

sin  (x  ±  y)  =  sin  x  cos  y  ±  cos  x  sin  y , 
cos (x±y)  =  cos x  cosy  +  sina; siny, 
odpowiednie  wzory  hiperboliczne: 

sin  hip  (a?  +  y)  =  sin  hip  x  cos  hip  y  +  cos  hip  x  sin  hip  y,  „>> 

cos  hip  (as  +  y)  «=  cos  hip  a;  cos  hip  y  +  sin  hip  *  sin  hip  y, 
a  stąd: 

sin  hip  2x  =  2  sin  hip*  cos  hip  a: , 

cos  hip  2»=  cos  hip*  a?  +  sin  hip*  * ,  (4^ 

,.  2  tang  hip  a? 

tughip. r+1_iJ-I_. 

W  połączeniu  relacyi  :  cos  hip  2a?«=coe  hip^+sin  hip^c,  z  relacyą :  ooshipła;— sinhip%e=lł 
otrzymujemy  wzory: 

2  cos  nip1  a;  =  cos  hip  2  a: -}-l  8     __    cos  hip  2ag  —  1  ._. 

2sinhip'*  =  coship2*-l  •  ton»luP  •-    coship2x  +  l   '  W 

które  dozwalają  wyznaczyć  funkcyę  hiperboliczną   argumentu  x ,    gdy   znaną  jest  wartość 
funkcyi:  cos  hip  2x. 

•  5.  Elementarne  fnnkeye  hiperbolometryezne,  jako  odwrotności  elemen- 
tarnych funkcyj  hiperbolicznych ,  analogiczne  do  sześciu  funkcyj  cyklonie- 
trycznych,  (wykład  XLIV.  Tomu  I.  str.  609.  i  nast.)  określają  się  wzorami: 

arg  sin  hip  a=—arc  sina;* = log  (x+  \/xi+l)1 
arg  cos  hip  x=—  arc  cos  £=log  (x  +  \/xi — 1), 

arg  tang  hip  s— y  arctanga*  =-g-  log  j— », 

.     ,.          .              .       .      1    ,       x+l 
arg  cotg  hip  x=t .  arc  cotg  x%^—  log r, 

1  l  +  l/l— *' 

argsechipx=  —  arcsecx=log , 

i  x 

arg  cosec  hip  x  =  .-  arc  cosec  xi=* log ! — . 
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Są  one  podobnie,  jak  funkoye  logarytmiczne ,   funkcyami  nieskończenie 

rielowartościowemi  w  ten  sposób  mianowicie ,  że  możemy  do  głównych  war- 

isei  czterech  fankcyj  :  arg  sin  hip  a,  arg  coship  x,  arg  cosec  hip  a;  i  arg  sec  hip  z, 

odąć  2fcw,  a  do   fankcyj:  arg  tg  hip  #  i  arg  cotg  hip  £    dodaó  hni ,   przyczem 

moie  być  jakąkolwiek  liczbą  całkowitą. 

LI  Zaakowaate  fuakeyj  hiperbolemetryeznych  nie  jest  u  wszystkich  autorów  jednakowe, 
eccy  autorowi e  używają  znakowania  przyjętego  dla  funkcyj  cyklometrycznych,  a  pi- 
tego tylko  literami  gotyckiemi,  jak:  Hrć©ina>,  Xrc$ofas,  Hrc^flf,  fcre<&otga>,  HrcCcca;, 
rCafrcjr,  francuscy  autorowie  piszą  natomiast  najczęściej:  ArgShs,  Arg  Cha?,  Argth*, 
fcCfchar,  Arg  Sc  as,  ArgCsca?,  angielscy  zaś  używają  znakowania:  hs-1*,  hc-1*?,  ht-1*, 
r-'z,  hsc_lx,  hcsc_lx,  oznaczając  analogicznie  funkcye  cyklometryczne  symbolami: 
r1*,  cos-1*,  tang-1  aj,  cotg-1  a:,  sec-laj,  cosec"1*;. 

?•  Związki  między  funkcjami  biperbolometrycznemi.  Ze  związków  między  funkcyami 
perbolicznemi  wynikają  wprost  odpowiednie  związki  między  funkcyami  hiperholometry- 
lemi,  dozwalające  jedną  funkcyę  wyrazić  przez  wszystkie  pozostałe. 

W  szczególności,  otrzymujemy,  na  mocy  art  4.  związki  następujące: 

aig  sin hip  *=»  arg  cos  hip  V/ 1  +  **  =  wrg  tanghip  —  «—  argcothip  — —  ■  m    _- 

=  arg  sec  hip  — ,  —  arc  cosec  hip  — , 

*  F  l/l  +  **  * 

- V/»J— 1 

arg  cos  hip  x  =  arg  sin  hip  y  asł—  1  =  arg  tang  hip =*  arg  co  tg  hip 


9  V*=T 

=  arg  sec  hip  —  =  arg  cosec  hip     .     , 

x  yx*  —  1 

*  11 

arg  tang  hip  x  =  arg  sin  hip  —  =«=  arg  cos  hip  —  =  argcot  hip  —  = 

V/l  —  X1  vi— ajJ  * 

—» arg  sec  hip  V/T— «*"  =  arg  cosec  hip , 

x 

arg  co  tg  hip  x  =  arg  sin  hip  — ^ =  arg  cos  hip  —  =  arg  tang  hip  —  = 

Vx*  —  1  Vx*—l  x 

V/asJ—  1  y 

=  arg  sec  hip =  arg  cosec  hip  Y/ar'—  1 , 


x 


arg  sec  hip  x  =  arg  sin  hip =  arg  cos  hip  —  —  arg  tang  hip  V/l  —  x*  = 


■  arg  cotg  hip      .  =  arg  cosec  hip  - 


1    ™™^v/r+ 


s 


arg  cosec  hip  *  =  arg  sin  hip  —  =  arg  cos  hip -—  —  =  arc  tang 


*    e         *  e  Y/l+a:» 

/ x 

=  arg  cotg  hip  V 1  +  a5,=  arg  Bec  hip  y 

V/l+x2 

8.  Różniczki  1  pochodne  fankcyj  hlperbollcznych.  Z  określenia  funkcyj 
perbolicznych,  otrzymujemy,  na  podstawie  prawideł  rachunku  różniczko- 
wo, bezpośrednie  wzory,  podające  różniczki  i  pochodne  tych  funkcyj. 

W  szczególności,  otrzymamy,  z  określenia  funkcyi: 

0*  0— X 

y — sin  hip  #=- ^- — , 

różniczkę:  tfy—dsinhips-* — - — eŁr«coshiprr.cŁr, 

Ł 

rięc  wzór: 

J  sin  hip  x— coships.ete,  czyli:  (sinhipa;)'=ooshipa?.  (7) 
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Podobnie,  otrzymamy  wzó*: 

.  dcoshipaN=sinhipa;.d.r,  czyli:  (cos  hipa?)l=8inhipa?, 

a  stąd,  jak  przy  funkcyach  goniometrycznych  (Tom  I.  str.  471.)  wzory: 

d  tang  hip  a?=         ,?  2„.  i-egyU:  (tang  hip  a?)= 


coship2a;  '       J  o     r    /       coship2a;  ' 

di  •     1 

dcotghipa;= .    ,.    «  „     (cotg hip x)'  = .    ,  .  -t — , 

&     r  sinhip2a;  »     \.     ©     r   /  smhip2a?   ' 

_       ..  sin  hip  a?,  da:  '     •    t.      Xi  sin  hip  a? 

dsechipa?^ t^- * —  n     (sechipai)  ■-■ r-r-S — , 

r  coship2a&  Ti     v  r    /  coship*&    ł 

_  coshipar.da?        '  '      .  coshipa? 

dcosechipa?= : — =-?— « —        -     (cosec  nip  xy  =  —   --- ,-r-^ — . 

^  smhip2a;  "  r  sinhip2a: 

9.  Różniczki  i  pochodne  funkcyi  hlperbolometryeznych /wynikają,  jako 
bezpośrednie  następstwo  wzorów  dotyczących  różniczek  i  pochodnych  funkcyj 
hiperbolicznych. 

Mając  bowiem  wyznaczyć  różniczki,  lub  pochodną  funkcyi :  y=arg  sin  hip  x} 
piszemy  ten  związek  w  postaci:  sinhipy=a;,  a  stąd,  dostajemy: 

cos  hipy .  dy=dx ,  zatem  :  dy  *= r~. . 

r  '  cos  hip  y    ' 

a  że:  coship2y— sinhip2y=»l, 

a  więc:  coshipy««Vl+8inhip2y=Vrl  +  a;2, 

przeto,  otrzymujemy: 


dx 
dx 

~  1/1+** ' 

Podobnie,  dostajemy 


a  zatem : 


.      .  dx  1 

d(arg  sin  hip  *)--—==    czyli  (arg  sin  hip  a;)' =       ^  (8) 

Vl  +  x2  Vl+x2 


d (arg  cos  hip  a;)  =      ,  czyli    (arg  cos  hi  pas)  =*- 


Vx*-i}  J      v       .         v  '     Y/^=T 

dx  1 

d(arg  tang  hip  *)  — — -2  „       (arg  tang  hip  s)'-—^, 

dx  1 

d(argcotghipa?)  =    t_^2  „      (afgcothip*1)1  -  j^p , 

da;  1 

d(argsechipo?)  = „      (argsechipaO1* 


a; 


Y/l-s2  *  '  sY/l-a:2' 


d  (arg  cosec  hip  x  = 7~^^~      n  "  (arg  cosec  hip  a;)' =- 


art/l  +  a;2     n  .  art/l  +  a2' 

wzory,  które  wynikają  także  wprost  z  wzorów  (3),  określających  funkcye 
hyperbolometryczne,  na  podstawie  prawideł  o  różniczkowaniu  funkcyj  cyklo- 
metrycznych,  względnie  logarytmicznych.    \ 

10.  Całki  zasadnicze,  dotyczące  funkcyj  hiperbolicznych  i  hiperbolo- 
metrycznych.  Z  wzorów,  dotyczących  różniczek  funkcyj  hiperbolicznych 
i  funkcyj  hiperbolometrycznych ,  wypływają,  jako  odwrócenia-  następujące 
całki  zasadnicze : 
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/coship;r.cŁr==sinhip;z+tf,    Jsinhipa*. dx=*ćoshipx-ł-C1  . 
^^--tanghips+C,  i8inhip^— cotgłup»+C,  , 

f  smhip^     .  ,,        ,.     f  coshipa?  •■_  .        •  ■ 

i  — .,,  -  dx=>  — sec  hip  x  +  O ,    \    .    ,  .— —  ax=» — cosec  hip  x  +•  C, 
Jcosłitp1*  '    J  8inhip2a?  r  .  •     > 


(») 


i arg  tang  hip  *+  C—arg ootg  hipa;+  C, 


f    dx 


arg  sec  hip  sĄ-C 


C      dx 

'  .J*vT+*»" 


(10) 


=arg  cosec  hip  x+  C. 


U.  Całki  elementarnych  futikcyj  hlperbolicznych  otrzymujemy  w  sposób 
ńdbnr}  jak  całki  elementarnych  funkcyj  goniometrycznych. 
Metodą  bezpośredniego  całkowania,  otrzymujemy,  najpierw  : 

1)  fsinhipzdz  =  coshipa-fC, 

2)  /coshipapAr  =  sinhip^+C 

Celem   wyznaczania    całki    kształtu:    J  tang  hip  x  dx,   użyjemy    metody 

iztałcenia.  W  tym  celu,  otrzymamy  : 

f.        Ł.        ,       f  s  i  n  J  i  i  i  j  x .  cŁc      v  fd(coship£)    .  .. 

\taog hip x dz*~  \—     —~ r=  I— i =-ri-— =logcoshipa:, 

J  J      coshipa;  J    cos  hip  x         °  r 

3)  /tanghipat.cfc— log  cos  hip  a? +C. 
Podobnie  znajdziemy : 

4)  /cotghips.  dialog  sin  hip  a; +6'. 

Na    wyznaczenie    całki,    kształtu:    Jsec  hiparcfc,    otrzymujemy,  metodą 

lekształcenia : 

^       i  .       ,        f         dx  ^  dx 

Jsecl 


>hipxcŁc«*\ r^ =  f 

r  *    J  cos  hip  z         I 


cos  hip1  —  +  sin  hip2 -^~ 


dx 


cos  hip2 -q- 
Ł' 


-2 


l  +  tanghip2-g-  ll  +  tang  hip2-^ 


dtanghip^  ^ 

— —  «2 arc tang  (tang hip yj, 


zatem: 


6)   \  sec  hip  r.  dic—^arc  tang  ( tang  hip  ^-)  +  C. 

Podobnie  otrzymujemy: 

\  cosec  hip  #  da  =  i-: — ^ — =  1 

J  r  Jsmhipa;      V.   .    ,.     a: 

r        J  2  sin  hip  -^ 


dz 


g-.coship-g- 


■J 


da; 


cos 


tang  hip 


—  .1— ~ log  tang  hip  y 


tang  hip -g- 
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a  zatem:  6)  \  cosec  hip  o?.  eŁc  «=  log  tang  hip -~--[-C. 

19.  Całki  elementarnych  funkeyj  htperbolometryesnyeh  znajdziemy  po- 
dobnie, jak  wyznaczaliśmy  całki  elementarnych  funkeyj  cyklometryoznych, 
za  pomocą  metody  całkowania  przez  części. 

Celem  wyznaczenia  całki,  kształtu:  /arg  sin  hip  # .  c& ,  połóżmy: 

arg  sin  hip  z  —  u  .  du  =     , 

°  r  a  zatem:  Vl+x2 

dx=dv  VwmX 

a  otrzymamy : 

f*  i*     xdx  * 

yargsinhipa5.eŁr«a5argsinhipx—  V    /         -.  =»  x  arg  sin  hip  as—  V  l+x2, 

a  zatem : 

1)  /arg  sin  hip  #(&==£  arg  sin  hip  a— \/l  +  z2+C. 
Podobnie  znajdziemy: 

2)  /arg  cos  hip  x .  dx=x  arg  cos  hip  x—  Vx%— 1  +  C. 
Celem  wyznaczenia  całki,  kształtu:  /arg  tang  hipg.cZg  połóżmy: 

dx 

arg  tang  hip  z=*u  ,  om=*- r 

*       *     r  a  zatem  1—** 

dx=-dv  v=*z, 

a  otrzymamy: 

arg  tang  hip  x .  dx=x  arg  tang  hip  z  —  \  = 1  —  z  arg  tang  hip  *  +  -rr-  log  (1 — sr  2), 

a  zatem: 

8)   /arg  tang  hip  z .  da;=x  argtang  hipa?+  log  Y^l— xa+ C 
Podobnie  znajdziemy: 

4)  /arg  cotg  hip  a? .  dx=x  arg  cotg  hip  rr+log  \/l—x2+ C. 
Celem  wyznaczenia  całki,  kształtu:  /argsechipg.tfc,  połóżmy: 

arg  sec  hip  z=«  ^  diu= . 

°  r  a  zatem  XV1 z2 

dx—dv  v^z} 

a  otrzymamy: 

Jarg  sec  hip  xdx~=x  arg  sec  hip  «—  \    /  =s  arg  sec  hip  z — arc  sin  z , 

J  VI— z* 

a  zatem: 

6)  /arg  sec  hip  a? .  dz=z .  arg  sec  hip  x— arc  sin  a;+  C. 

Podobnie,  znajdziemy: 

J  arg  cosec  hip  z .  cŁc«=»rr  arg  cosec  hip  z—  \  —7=^z  arg  cosec  hip  a;— arg  sin  hip  z, 

zatem : 

6)  /arg  cosec  hip  %dx*=x .  arg  cosec  hip  a:—  arg  sin  hip  z+  C. 

Otrzymane  wzory  całkowe  wynikają  także,  jako  bezpośrednie  następstwo 
odnośnych  wzorów  dla  całek  funkeyj  cyklometrycznych. 
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18.  Całkowanie  fkinkeyj  złożonych  wymiernie  z  fankeyj  hiperbollcznych. 

k%  fankcyę    wymiernie   złożoną    z    funkcyj    hiperbolicznych  tej  samej 

Dej  2,  kształtu:  JS  (sin  hip  a;,  cos  hi  pa;,  tanghipz, ...)  możemy  ostatecznie 

diió  do  funkoyi  wymiernej  dwn  tylko  funkcyj  hiperbolicznych :  sin  hip  x 

■skip*,  a  więc  jej  całkę  do  postaci:  JB (sin hip x}  cos  hip  #).<&. 
Stosując  do  tej  całki  jedno  z  następujących  podstawień,  analogicznych 

[podstawień  przy  wyznaczaniu  całki,  kształtu :  fJR  (sin  x ,  cos  x)  dx,  a  więc : 

albo  1)  sin  hip  a =f*,  a  zatem:  coshipa5=\/l+«*,  cŁc=*    y_ , 

Vl+u2 

z — ■ du 

albo  2)  cos  hip  a; = w,  a  zatem:  sinhipa;^  V  w2—  1,  dx=- 


V/t*2— 1 ' 

u  1 

albo  3)  tang  hip  x =t».  a  zatem:  sinhipa;—     .         =  ,   coshipa^    ,         _=-_ , 
*  v        Vi— u*  V/l  — «2 

,  du 

1  —  u2  ' 

albo  4)  tang  hip  — =ti,  a  zatem :  sin  hip  «=■ ^  cos  hip  a?*=  . -,  oa;=»- -» 

Rymujemy  następujące  przekształcenia: 

albo  1)  j*  ii  (sin  hip  a?,  cos  hip  x)  dx  =  \i?(«,  \/l+u2)—j= _, 

J  Vl  +  ui 

;    albo  2)  /.R  (sin  hip  s,  cos  hip  a;)  da;  =  \i?(V/i»2— 1,  w)  —, , 

J  vi*2-l  (11) 

albo  3)  Jii(sinhipa;,  cos  hip  x)  dx  =~  p^_!L_.,  ^=^J  j-^, 

albo  4)  /(U  (sin  hip  x,  cos  hip  a;)<k  -  J 2*  ^_!L- ,  ^±^  _!L , 

órych  dochodzimy  do  wniosków:  1)  podstawienie:  sin  hip  x=u  jest  szcze- 
iej  wówczas  przydatne,  gdy  funkcya  B  jest  ze  względu  na  cos  hip  a; 
ia  nieparzystego,  2)  że  podstawienie:  cos  hip  a?=t*  jest  przydatne,  gdy 
ya  iJ  jest  stopnia  nieparzystego  ze  względu  na  sin  hip  a:,  3)  że  pod- 
mę: tang  hip x*=>u  jest  przydatne,  gdy  funkcya  JB  jest  stopnia  parzy- 
i,  tak  ze  względu  na  sin  hip x,  jak  ze  względu    na  coship.r,   4)  że    pod- 

enie :  tang  hip  ^- =»«  jest  zawsze  przydatne,   skoro  tylko  funkcya  B  jest 

irną  ze  względu  na  sin  hip  #  i  cos  hip  a?. 

14.  Całki  kształtu:  JjB^lnhiproa?,  coshipnx)dx  sprowadzają  się  do  całek,  kształtu: 
'{sn  kip  x,  coship£)<£r  za  pomocą  rozwinięć  funkcyj  sin  hip  mx  i  cos  hip  nx,  które,  analo- 
do  wzorów  goniometrycznych : 

cos  nx  =  cos*  *  —  ( 2 Jcos*— 2a? sin1*  +(4)  cos*— 4  x  sin4  *  -f- ... 

sin  mx  =  ( j  J  cos*— *  x sin*—  (3  J  cosm-3  x  sin8*  -f  ... 
fcistawiają  się  w  postaci: 

cos  hip  nx=  cos  hip"  *  +  Iq)  cos  hip*—*  x  sin  hip a  x  + .. .  (12) 

sin  hip  •»»  [1 J  C08hip*»— l  *  sin  hip  *+  (jHcoship**-*  XBin  hip3x  -f ...         (13) 

14 
DńwińśkL  Wykł.  aurtaa.  L  Tom  n. 
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16.  Gałki  kształtu:  J  sin  hip' ma?  cos  hip*  n  a;  <Łr  możemy,  w  przypadku,  gdy  wy- 
kładniki 8  i  k  są  liczbami  całkowi temi,  dodatniemi,  wyznaczyć  za  pomocą  rozkładania 
iloczynu:  sin hip* mx .  cos hip* nx  na  dodajniki. 

Otrzymujemy,  bowiem : 

sin  nip*  mx.  cos  lup*  n*  =  - Vr ■ ^-=s._     . 

r  2*+*  2*+* 

Biorąc  pod  uwagę  iloczyn  P,  połóżmy: 

p=  A^*  +  Ate<h*  + ...  +  Bie-Pi*  +  Bie-Pr*  +  ... 

natenczas,  podstawiając  — x  zamiast  ar,  przekonamy  się,  że  będzie: 

(-1/  P=Axe-a>*  +  A^e-"**  +  ...  +  Ą«A*  +  ą/»*  + ... 

skąd  wnosimy,  że  musi  być  ogólnie: 

Ar  =  {-iyBr,  «    -Pr, 

że  więc  otrzymamy : 

P  =  Z  Ar  [e°r*  +  ( - 1)»  e-ar«]. 
Mając  na  uwadze,  że: 

eam  +  e—a*  «=  2  cos  hip  a  * ,  zaś  e**  —e~ax  =2  sin  liip  ax , 
otrzymujemy:  aj  w  przypadku,  gdy  wykładnik  8  jest  liczbą  parzystą,  wzór: 


.    ,  .  ,  .    .  S2JrC0shipara: 

sin  nip*  m  x  cos  nip*  »jr  =  -  -    j.    —     -, 

b)  w  przypadku,  gdy  wykładnik  8  jest  liczbą  nieparzystą,  wzór: 


(U) 


...  ...  -2  4r  sin  hip  aras 

sinhip«ma:coship*«ff  =  —  r ,  (15^ 

Całka,  kształtu  \(  sin  hip*  mx  cos  hip*  *x<fc,  rozpada  się  więc,  w  przypadku,  gd\    wy- 
kładniki 8  i  k  są  liczbami  całkowi  temi,  dodatniemi,  na  całki,  kształtu: 


f       ,.           _           sinhipa*                  fi.         j           coshipa* 
\coshipa:r  ax  = 1- C,     \  sin  hip  *x  dx  = — r (-  C. 


(16) 


16.  Całkowanie  fankcyj  hiperbolieznych  za  pomocą  podstawień  wy 
kladnlczych,  lob  goniometryeznych.  Całkowanie  funkcyj  hiperbolieznych 
kształtu:  JK(sinhipx,  cos  hip  x)  dx ,  gdzie  B  jest  funkcyą  algebraiczną,  wy- 
mierną ,  ze  względu  na  elementarne  funkeye  hiperboliczne ,  możemy  przepro- 
wadzić, także  za  pośrednictwem  podstawień  wykładniczych,  lub  goniome- 
trycznych. 

Podstawiając,  mianowicie: 

sinbip:r=        ~     -,  coshiprr=       -       -, 
otrzymujemy : 

\i?(sinhipa:,  cos  hip  a?)  dir  =  \Bl - ,    ^ \dz, 

a  więc  całkę  funkcyi    algebraicznej  ,  wymiernej  ze  względu  na  funkcyę  wy- 

dz 
kładniczą:  e*,  która,  wskutek  podstawienia:  e*=*,  a  więc  dx=— ,    sprowadza 

z 

się  do  całki  funkcyi  wymiernej,  ze  względu  na  zmienną  z. 

Podstawiając  zaś :  sin  hip  x  =—  sin  xi,  cos  hip  x=*co9xi ,  otrzymamy : 

\i?(sinhip«,  coshipa?)d#=  \i?(   -sinrc*,    cosxi\dXj 

a  więc  całkę  funkcyi  algebraicznej,  wymiernej  ze  względu  na  funkeye  sina** 

1 
cos  xi ,  która  wskutek  podstawienia:  xi=*,  a  więc:  dx=*-rdz}  sprowadza  siti 
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całki,  kształtu :  J  22  (sin*,   oos*)<&,  czyli,  do  całki  wymiernej  ze  względu 
fonkcye  goniometryczne :  sin*  i  cos*. 
17.  Całki   kształtu:    JB(x).%lnhlfxdxJ  lub   fB(x).eoshlpx.dx, 

których  R(z)  jest  funkcyą  ułamkową,  niewłaściwą,  rozpadają  się,   każda 
dwie  całki,  w  postaci: 

Ji?(x) .  sin hip  as .  dx=JG(x) sin hip x . dx+  l^^yk    sin ^P x  <& » 

J/nr  //*A 

-^---  cos  hip  a?  eŁe. 

Stosując   do  całek,   kształtu:  j*  G(x)  sin  hip  a; .  dx ,  lub   j"  6r(a;)coshipa;.tfa; 
Itodę  całkowania  przez  części,  otrzymujemy  następujące  wzory: 

/  Cr  (z)  sin  hip  x.dx=*G(x)  cos  hip  x—JG'(x)  cos  hip  # .  dr ,  ^  - 

/  G  (x)  cos  hip  x .  dr=  Cr  (rc)  sin  hip  x — $G'(x)  sin  hip  x .  cŁc , 
fee,  ponownie  stosowane,  dają  wzory  redukcyjne: 
J  G{x)  sin  hip  z.dz  =  G(x)  cos  hi  p  x — G'(a?)  sin  hip  a;  +/  G "  (z)  sin  hip  z.dz, 
$G(z)  cos  hip  x.  dx=  G{x)  sinhipas—  G*(x)co9  hipxĄ-JG"(x)  cos  hip  x .  dx , 
owadzące  z  poprzedniemi  ostatecznie  do  całek: 

/sin  hip* . c£r=cos  hip  a?+  6',  /cos hip  a;  .  dr=sin  hipx+  C. 

fi  ( rf\ 

Rozkładając,  następnie,  funkcyę  ułamkową,  właściwą:     ""*- -     na  ułamki 
,  kształtu:  — — — ,  względnie:- ry,  dochodzimy    do    całek  kształtu: 

fehipx  ,       ,   ,       fcoshipa?  ,  .    ,    .     fsinhipa:  7       ,   ,       fcoshipa; 

b — *— cfo,    lub:    \ —  <Łr,  względnie   \- —  <&,  lub:    \— \--dz. 

Is-a         J  J     a?— a  °  ^  J  (s— a)r       f  J  (x-a)r 

\    Stosując    do   całek   drugiego  kształtu   metodę   całkowania  przez  części, 
rymujemy  wzory: 

Jgin  hip  z  . sinjbipa^  1     f    cos  hip  x 

(x-ay  (r-l)^--apr  +  ^Ti  J  (*-«)'-'       ' 

P cos  hip  ag  , cos  hip  x  1     P  sin  hip  a; 

J   (z-ay  (r—l)  (*- a/-1  +  V^l  J  ~(*-a)'-r      ' 

ore,  ponownie  stosowane,  dają  wzory  redukcyjne: 

Psin  hip  x, sin  hip  a?  cos  hip  a; 

3  (z-ay       ~~~~  (r-l)(«— a)-1  "(r—  1) (r^j^^r  2  + 

, 1 P    sin  hip  z    , 

+  (r  -  1)  (r  -  2)  J  (a:  -a)-*      ' 

Peoshipa*, cos  hip  a?  sin  hip  a; 

J"(^a)r      "       (r-1)  (s-a)'-1  ""  (r-1)  (r-2) (a?-a)'-2  + 

1 P  cos  hip  z 

+  (r-l)  (r-2)  J^-a)'"2       ' 
rowadzające  dane  całki,  ostatecznie,  do  całek,  kształtu: 
fsinhipa  lub;    f  cos  hip  s 

J       a;— o  J       a;— a 

Podstawiając  w  tych  całkach  z—-a=z,  zatem:  z=z+a}  dx=dz,  otrzy- 
ijemy : 
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S  sin  łupa,        fsinhip(*+a)   ,            ..        f  sin  hip*  _        .    ..        f  cos  hip*    , 
*—dx=*  \ — -def=oo8hip  a\ —  der -f- sin  łup  a  \ -  —  dzy 

J cos  hip  a?  ,        fcoship(*+a)    ,            ,.       f  cos  hip*,    ,    .    ,.        f  sin  łup*    , 
i—dir=  \ ±-± L  de=coshipa  \ —  der+smhipa  \ r—  dz, 

a  więc ,  dochodzimy  do  całek,  kształtu : 

\*n**m *,  lub:   j^P-**, 

które  nie  dadzą  się  wyrazić  w  formie ,  złożonej  ze  skończonej  ilości  znanych 
funkcyj  elementarnych  i  tworzą  nowe  fnnkcye  przestępne,  z  których  pierwszą 
nazywamy  hiperboli  cznym  sinusem  całkowym  zmiennej  xy  i  ozna- 
czamy przez  HSi  (#),  drugą  zaś  nazywamy  hiperbo  licznym  cosinusem 
całkowym  zmiennej  x  i  oznaczamy  przez  HCi(x).  Piszemy  ted}': 

[*^P-Xdx=HSi(x)+C;  p°"^*-lKSM  +  C.  (19) 

J  X  J  X 

18.  Uwaga.    Wprowadzając  pojęcia   funkcyj  przestępnych:  Si(x)  i  Ci(x\   nazwanych 
sinusem  i  cosinusem  całkowym  zmiennej  ar,  (art.  8.,  str.  190.),  a  określonych  wzorami : 

Si(x)~  J-Bł"  dx+L\     «(*)«  J00"  dx  +  C, 
i  uwzględniając  relacye:  sinhipo?  =  -7-  sin  r» ,  cos  ii  =  cos  hip  2 1 ,  otrzymujemy : 

j  cos hip*  ^  =  jcos* f  ^  =  ^ . w  +  c 

Wprowadzając  zaś  pojęcie  funkcyi  przestępnej :  IA(x\  nazwanej  logarytmem  całkowym 
zmiennej  ac,  (art.  9.  str.  176.),  a  określonej  wzorem : 

i  uwzględniając  relacye: 

sin  hip  x  =  —  (e*  —  e-*),  cos  hipa?  =  —  («*  +  g-*), 

otrzymujemy : 

J-ta^EfL*e.-J.J*^=.*-|l«W_«(r-)]  +  C. 

ato  hT^^  f  J    eoship-x    Prowadz»  do  nowych  funkcyj  prse- 

stępnych.  Przedewszystkiem  ,  mamy  : 

xdx 


P       xdx  rarlcoship1*—  sin  hip* x]dx ^r  XCOb  hip1  x.  dx  __  P 

J  sinhipma? ===  J  sin  hip»»  *  J       sin  hipw x  J  sin  hip"»-*  x 

Stosując  do  pierwszej  całki  metodę  całkowania  przez  ozęśoi,  połóżmy: 
a?coshipx  =  «#  du  =  (cos  hip  x -\-x  sin  hip  x)dx, 

cos  hip  2  ,         a  zatem:  1 

sin  nip**  '  (m— l)sinhip"»-i* 

a  otrzymamy : 

ix  cos  hip*x .  dx  x  cos  hip  x  1      Pcos  hip  xĄ-x  sin  hip  x 

slnhipwiaT  ~~  («— ljsinhip"*-!  x "■  m  —  1  J  sinhip1"— 1  aj  ' 


-  213  - 

C    cos  hip  g  + a?  sin  hip*  fcoshipg(ftg         C         xdx  __ 

J  sin  nip""- *  x  J  sin hipw-1  x      J  sinhip1"— *» 

1 r  xdx 

"      (m— 2)sinhip»»-*a:  "*"  J  sinhip"-**  ' 


przeto : 


\  acoshiPła;  >&*  ^ ar  cos  hip  *  1  1       C        x  dx 

sinhipw*       ^      (m—  l)sinhip*-i~*  ~  (m— l)(m— 2}sinhip»-2*~ł~  m  —  i  J  sinhip*-* 

Wobec  tego,  otrzymujemy : 

f      *&*       (m— 2)  x  cos  hip  x  +  sin  hip  x      m— 2  f  xdx 

I  sin  hipw  ar""        (m-l)(m— 2)sinhip»«-i  *         m—i  J  sin  hip™-*  »  ?  ^ 


a  podobnie : 

C      *d*      ^^  (m— 2)  a?  sin  hip  x  -4-  cos  hip  x  __  m— 2  f  gdr 

Jcoship"*  (m— l)(m— 2)coship»-l*"       m—  1  J  cos  hip"-* x '  '    ' 

i  wiec  wzory  redakcyjne,  które  pozwalają  zniżyć  wykładnik  m  o  dwie  jednostki. 
Przy  parzystym  wykładniku:  m  =  2»,  dochodzimy  tą  drogą  do  całek: 

xdx  .    r        »da? 

sin  hip1  a?  J     cos  hip1*     ' 

<ło  których  powyższe  wzory  redukcyjne  nie  dadzą  się  już  zastosować. 

Kładąc,  raz:  x=u,  — .    ^ .   a »({p,  a  zatem :  du=dx,  v  =  —  co  tg  hip  as;  drugi  raz : 

Ar 

z=s*,       cos  hinła;     =  <*r>  a  zatem:  du=dx,  v  » tang  hip  as,  otrzymujemy: 

J    .    j.   ,    =  —  *  cotg  hip*  +  j  co  tg  hip  x  dx  =?  —  x  cotg  hip*  +  log  sin  hip  a>  +  C, 

\ , .   a    =jg  tang  hip  o?  —  j  tang  hip  *  dx  »  a?  tang  hip  a?— log  cos  hip  a?  +  & 

Przy  nieparzystym  wykładniku:  tn «=»  2»  -[-  1 ,  dochodzimy,  na  podstawie  powyższych 

wzorów  redukcyjnych,  do  całek:  1— : — =-. i   1 =-; —  ,    które    stanowią    nowy    rodzaj 

J  sin  nip  as       J  cos  nip  x 

funkcyj  przestępnych. 

20.  Całki,  kształtu  zfac  tang  hip  x  dx  i  fxvotghlpxdx,  prowadzą  również  do  nowych 
funkcyj  przestępnych.  Kładąc,  bowiem,  raz:  x  =  u,  tanghip«<2x=<fo,  a  zatem  du  =  dx, 
r= log  cos  hip  a;,  drugi  raz:]  x  =  w,  cotg  hip  xdx  =  dv  ,  a  zatem:  du  —  dx,  v=  log  sin  hip  a?, 
otrzymujemy : 

Jx  tang  hip  x  .  dx  =  x  log  cos  hip  x  —  Jlog  cos  hip  *  ,dx , 
Jx  cotg  hip  x .  dx  =  x  log  sin  hip  x  —  f  log  sin  hip  x .  dx , 

dochodzimy  więc  do  całek:  J  log  sin  hip  x.  dx  i  f  log  cos  hip  x.  dr,  które  nie  dadzą  się  rów- 
nież wyrazić  przez  funkcye  znane,  tworząc  nowy  rodzaj  funkcyj  przestępnych. 

81.  Całki  funkcyj  hlperbolonietryeznyeh,  kształtu :,/\B(arg stn hl$x)dx, 

lub  podobne,  w  których  B  przedstawia  funkcyę  algebraiczną,  wymierną 
którejkolwiek  funkcyi  hiperbolometrycznej  :  arg  sin hiprr ,  arg  tang  hipz, ..., 
dadzą  się  zawsze  sprowadzić  do  cajek  funkcyj  hiperbolioznych ,  rozważanych 
w  poprzednich  artykułach. 

Używając,  bowiem,  w  calce:  JB  (arg  sin  hip  x)  dx ,  podstawienia: 
argsinhipsc=*,     a&=»sinhip*,     <fc=coship*.<fe, 
otrzymujemy : 

JB  (arg sin  hip  x)  dx=JB(z) .  cos  hip  z  dz ,  (24) 

podobnie,  otrzymamy,  za  pomocą  podstawienia:  arg  cos  hip  x  =*z,  #=coship*, 
Ar=sinhip*.djar,  wzór: 

JB  (arg  cos  hip  x)  dx=f  B  (z) .  sin  hip  * .  dz. 
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Za  pomocą  podstawienia:   arg  tang  hip  £=#,   as— tanghip*,  dx<= — 

COS 

dostajemy  wzór: 

di 

za  pomocą    podstawienia:   argcotghips— x?,   #=cotghip*,   dx= t—t-. 

zaś:  J«(Mgootghip*)4p— J-4^-. 

Podobnie ,  otrzymamy : 

Ct>/             u-      ^  fjR(*).8inhip*, 

}*(argsecłnpa*fc i      cos  nip'/    *» 

Ji?(arg  cosec  hip*)<fc=  -  J*«2^E1  &. 

Szczególny  przypadek  całek  tego  rodzaju  stanowią  całki,  kszt 
/(arg  sin  hip  z)*  dLc  i  tym  podobne,  dla  których  możemy  także  wyprow 
stosowne  wzory  redukcyjne. 

22.  Wzory  redukcyjne  całek:  J*(arg&ii.hip&)«.<Zx  i  J^argeoshipa^dte. 

Kładąc,  raz:  a  zatem: 

dx 

(arg  sin  hip  x)*  =  u  ,  <fu  =  n  (arg  sin  hip  x)*— 1  —  , 

dx  =  dv ,  u  =  x  t 

to  znowu:  a  zatem: 

(arg  cos  hip  *?)*  =  «,  <fa  =  *• (arg  cos  hip  o?)"—*  r 

V  »J —  1 
dx  =  dr1  v  =  x, 

otrzymujemy  wzory : 

\  (arg  sin  hip  as)»  dx=x  (arg  sin  hip  »)"  —  n  j  (arg  sin  hip  »)«— *  , 

\  (arg cos  hip  x)»  efcr  =x  (arg  cos  hip  a?)»  — n  l  (arg  cos  hip  x)*—l  . 

^r    X      "—   X 

Przyj ą wszy  teraz  ,  w  pierwszej  całce  : 

(arg  sin  hip  *)«  - 1  =  u  du  =^  (n—  1)  (arg  sin  hip  »)■-» 


xdx  a  zatem :  vl+s 

\/i+x~*~  v  i?=v/r+v> 

w  drugiej  zaś : 

dx 

(arg  cos  hip  *)*  - i  =«,  du=(w— 1)  (arg  sin  hip»)*-* 


a;dx  a  zatem: 


Y/i^rr 


:=rff?. 


»=v/*,-i, 


otrzymujemy : 

\  (arg  sin  hip  ar )«-i   i/TlT^  =  ^1  +  x2  (argsin  niP  ^)n_1  — (»— 1)\  (arg  sin  hip  x)«— 

Jxdx  j —  (* 

(arg  cos  hip  a;)*-1  ./— ,  —    =  V/^2  —  l(argcos  liip^)*-!-^— l)J(argcoship»)»-2( 

zatem,  wzory  redukcyjne,  w  postaci : 

J(argsinhip  #)»rfx  =  x(argsin  hip  #)*— nV/l  +  a?2(argsinhipa;)»— 1+»(*— l)J(argsinhipa 

/(arg  cos  hip  x)*  dx  =  »(arg  cos  hip  x)*  — n\/x J— 1  (arg cos  hip  a?)»— l-f»  (»— l)J(arg cos  hip* 
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te,  przy  całkowitym,  dodatnim  wykładniku  it,  sprowadzają   dane  całki  do  jednej  z  na- 
dających postaci :  .  ' 

f  arg  sin  hip  xdx  =  *  arg  sin  hip  »—  Y/l  +  *ł  +  C , 

/argcoship  awfcr  =  *  arg  cos  hip  o?—  \/x%  —  1  +  C. 

Jeżeli  wykładnik  n  jest  liczbą  całkowitą ,  ujemną :  n  =  —m ,  natenczas ,  otrzymamy 
wyższe  wzory  redukcyjne  w  postaci : 

jf  =  *  .         gVj  +  g     +»{«,+« f  — 

!(arg  sin  hip  *)»        (arg  sin  hip  a?)»         (arg  sin  hip  *)»»+*    "*"     K    "*"  J  J  (arg  sin  hip  »)»+*  • 

[__*L___  »  ,  m\/^=T  ,  f  eto 

I  (arg  cos  hip  x)«        (arg  cos  hip  ae)»*  "*"  (arg  cos  hip  a?)»+i  J  (arg  cos  hip  *)"•+* ' 

ad  dostajemy : 

f dx x V/l  +  ag' 

J  (arg  sin  hip  x>»+2  ""      m  (m  +  l)(argsin  hip  a?)m       (m  +  1)  (argsin  hip  a?)»+i   ' 

+  _J_f.  <■ 

x  -i(m  +  1)  J 


m(m  +  1)  J     (arg  sin  hip  a?)m    ' 

i 

i   f  <** = * y/^nri 

J  (argcoshipx)«+2  m(m  +  1) (arg  cos  hip  x)*       (m+  1)  (arg  cos  hip  a?)**1  + 

+  _i_t__*__ 
m  (m  +  1)  J  (arg  cos  hip  as)1*1  ' 

"stępując  m  +  2  przez  m,  następujące  wzory  redukcyjne: 

r  da? x y/i+g* 

J  (arg  sin  hip  ar)*  ~~     (m— l)(m— 2)(argsinhipa?)m-2       (m— l)(argsinhip*)»«-l 


+  ■ 


1 f 


<2x  (26) 


(m— l)(m— 2)     J  (arg  sin  hip  »)«•-*  ' 


dx  x  \/x*-l 


^  + 


(argeos  hip  o?)*  (m— 1)  (m— 2)  (arg  cos  hip  *)«-»       (*»— 1)  (wg  cos  hip  *)"•  -* 

(27) 


,       1      r__* 

^  (m— l)(m— 2)  J  (arg  cos  hip  a?)"1-21 


ijdatne ,  gdy  wykładnik  m  jest  różny  od  1  i  2.  Na  podstawie  tych  wzorów,  dochodzimy, 

*»tecznie,  do  całek  kształtu: 

f dx f  dx  C  dx  C  dx 

•!  (argsinhipar)1  '  J  (arg  cos  hip  a?)1  '    U     J     arg  sin  hip  x    '  J    argcoship* 

Stosując  do  pierwszych  dwu  typów  metodę  całkowania  przez  części,  kładąc  raz: 

VT+~xT'=«,       -. Xr-. ri-.       /*  —  *>, 

(argsmhipae)1      V/l  +  ** 
..♦  .  xdx  1 


\/ 1  4-a:1  *  arg  sin  ŁiP  x  ' 

•ogizaś  raz:  y/*'  —  1=«#,  -> r^ rr      ,  =  =<fo, 

(argeos  hip  a?)1    y/*1—  1 

xdx  1 

atem:  <fc*  = 


Rymujemy: 


\/x\  _  i '  arg  cos  hip» ' 

f         <**  y/I+^    ,  f         * *** 

J   (arg  sin  hip  a?)'33*       arg  sin  hip  *  +  J     argsinhipa:      y/l  +  »«' 

f  <ix  \/«>— 1       ,  f  1  xdx 

i . — - . ~ _i_  i — ~  —  —  j 

J  (arg  cos  hip  x)%  arg  cos  hip  x      J    arg  cos  hip  a?      \/x*—\ 


iochodzimy  do  całek,  które,  również,  jak  całki  dwu  drugich  postaci,    prowadzą   do  no- 
Jta  funkcyj  przestępnych ,  (patrz  art.  17  i  18). 
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Podstawiając  w  tych  całkach: 
'  arg  sinhip  *  =  z ,  x  =  sin  hi  par,  <2x  =  coship  z.  de  , 

względnie : 

arg  cos  hip  a:  =  z,  x  =  cos  hip  s,  <Zx  =  sin  hip  s.  de , 

otrzymujemy : 

W-ihipi  vfe=  S^^  *-^«+  ^^(argsinlńp^  +  C, 
względnie : 

f — -er—  =•  f-^?^^(fo-if^(^)  +  C«^^(argco8hipar)+e. 

J  arg  cos  hip  x      J         z  v/  v    °  r 

C X  ..        .       y^_=  f??^E5&-/r«(«)+  C=irtX(argcoship*)  +  C. 

J  arg  cos  hip  x       \/ x%—  1       J       *  r  •  • 

23.  Całki  kształtu:  /JR(&).argsinhip&.ci&,  lub  podobne,  w  których 
funkcya,  stojąca  pod  znakiem  całkowania,  występuje ,  jako  iloczyn  funkcyi 
algebraicznej,  wymiernej  R(x)  i  jednej  z  funkcyj  hiperbolometrycznych : 
arg  sin  hip  x,  lub  t.  p.,  przedstawiają  się,  po  rozwinięciu  funkcyi  22(2),  jako 
zbiór  całek,  kształtu: 

f  m  •    v  •         j      f  arg  sin  hip  a;    ,        f  arg  sin  hip  x   , 

lub  podobnych,  w  których  występuje  odpowiednio  którakolwiek  inna  funkcya 
hiperbolometryczna. 

Otrzymane  całki  sprowadzają  się,  wskutek  podstawienia:- 
argsinhip£«£,  a  więc  #=sinhip*,  <Zg«coship*.ctey 
do  całek,  kształtu: 

J.    ,  .   m          ..         ,      Ce. coship*.      f     x?coship*dte 
s.sinhipwscoship*.<k,   \     ■    ,  ■   J ,     de,  \^-^ — - ^r, 
r               r         '  J  sinhipw*      '  J  (sinhip*  —  a)m  ' 

które  należą  do  całek ,  poprzednio  już  rozważanych. 

Stosując  do  całek,  kształtu:  j*  R  (x)  arg  sin  hip  x  dx ,  metodę  całkowania 
przez  części,  a  to,  kładąc: 

dx 
arg  sin  hip  #=f*  ,         dtł  =  -—--=, 

,  a  zatem  V\.Ą-x% 

R(x) .  dx=dv  v=  JiJ (x)  dx=R{x), 

otrzymujemy: 

\R  (x) .  arg  sin  hip  z .  dx  =  2ż(z) .  arg  sinhips  —  \i2(»).  -  ,  ,        (28) 

podobnie : 

\  -R  (z) .  arg  cos  hip  x .  dx= R  (a?) .  arg  cos  hip  3—  \  #(s) .  —y ,        (29) 

J  J  Va;2- 1 

jiż(s).  arg  tang  hip  z.  tfs= /*(&).  arg  tang  hip  seto  —  jS(«).-j37 —  >   (3°) 

a  więc  wzory,  które  wyznaczanie  danych  całek  sprowadzają  do  wyznaczania 
całek  algebraicznych,  skoro  całka,  kształtu  :  fR(x)dx  daje  w  wyniku  funkcyę 
algebraiczną  R{x). 
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!4  Ciłki  kształt*:  fx*.*rgB*nh\px.dx  i  Jx\ arg coshipsc. dx  przedstawiają  szcze- 
pnyklady  całek ,  w  poprzednim  art.  rozważanych.  Mamy  tu  mianowicie : 

R («)«,»»,  jest  zatem:  R(x)=fR(x).dx=*  — — . 

Wobec  tego ,  otrzymujemy,  na  mocy  wzorów  (28)  i  (29),  wzory  szczególne : 

f              •    i.-         ^         as**1  .arg  sin  hip  a:  1      p    a^ł1      ,  ,^-v 

jx..arg81Bhxpx.<to. w^.1 ^-J^^rf*,  (81) 

f                     i-*         j        **+1  .argcoshipa:  1      p    x"+*       ,  ,rt^ 

j*..argcoslup*.,to  = JL__P _£__*,  (32) 

ire  dowodzą ,  że  całki  tego  rodzaju ,  przy  całkowitym ,  dodatnim  wykładniku  n,  dają  się 
me  wyznaczyć. 

W  szczególności ,  dla  »  =  0,  otrzymujemy: 

/arg  sin  hip  arcte  =  x  arg  sin  hip  x  —  \/l  -|-  a?1  -(-  C , 

Jarg  cos  hip  x.dx  =*  «  arg  cos  hip  x  —  y/as2—  1  +  C 

Dla   całkowitego,  ujemnego  wykładnika:   »=  — m,    otrzymujemy    powyższe   wzory 


Apostaci : 


(to 


Jarg  sin  hip  x      argsinhipa;  1      f 

S^  ~ ""  (m-1)^-!  ^'i^IJ>-Y^^!, 

f  arg  cos  hip  a?  ^  arg  cos  hip*  1      r  cŁr 

J  aB»  «=  —   (m— i)  jgm—i    "»    m_l  J ^m-iY/^f^J  ' 

r»  przestaje  być  przydatną,  gdy  tn  =  —  1. 

W  tym  przypadku,  otrzymujemy  całki,  które,  na  mocy  podstawień :  arg  sin  hip  x =z, 
sin  hip  r,  dx=>coship  z  .dz,  względnie: 

arg  cos  hip  x  =  z,   a?  =  cos  hip  z ,  dx  «■  sin  hip  z  .dz, 
odstawiają  się  w  postaciach : 

wadzących  do  nowych  funkcyj  przestępnych. 
Jest  bowiem : 

y  cotg  hip  z  ,dz  =  z .  log  sin  hip  *  —  Clog  sin  hip  z  .dz, 

^z  tang  hip  z.dz  =  ar.  log  cos  hip  z—  Hogcoship  z  .dz , 

ie:  ("log  sin  hipar  .  dar    i    flog  cos  hip  z .  dz , 

Dna  nowy  rodzaj  funkcyj  przestępnych. 

-5.  Całki,  kształtu:  J*x*.  arg  tang  hip  x.djc  ,   przedstawiają  się,  na  mocy  wzoru  (80/ 
którym  R(x)=x*,  w  postaci: 


f  ,  ,        OJW+1  .  arg  tanghipa?  1      P  3?*+*    , 


(33) 


podstawie  której,  możemy  wyznaczyć  daną  całkę,    przy  jakimkolwiek  całkowitym  ,  do- 
tnim  wykładniku  n. 

Jeżeli  wykładnik  n  jest  liczbą  parzystą:  *=2m,  otrzymujemy,  pod  znakiem  całkowym 
ikcyę  ułamkową : 

^-^-«  +  ^-»+..+,+  -i£..l 

przypadku  zaś,  gdy  wykładnik  n  jest  liczbą  nieparzystą:  w  =  2m+l,  otrzymujemy: 
sn  dana  całka  przedstawia  się,  w  pierwszym  przypadku,  w  postaci: 
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f  i»        „        ..         ,        *,m+1.  arg  tang  hip  *  ,        1       /**"  ,  **"-»    ,        ,a 
j*»argtanglup*.,**  = 2^fT^~  +  5T+1  \  2^  +  2^=2  +  -  +  1 

+  ilog(*'-l)}  +  0, 

w  drugim,  zaś,  w  postaci : 

+-.  +  *— arg  tg  hip  x  \  +  C. 

Jeżeli  wykładnik  n  jest  liczbą  ujemną  :  »«-m,  natenczas,  otrzymujemy  ¥ 
C  arg  fang  hip  a?        __  _   arg  tang  hip  a*  1     f  dx 

przydatny,  skoro:  m>l. 

Dla  m==»l,  otrzymujemy  całkę,  kształtu  :   \ — - - — - — <fo,   która,   wsku 

dz 
stawienia  :  arg  tang  hip  x  «=  z)  x  =  tang  hip  z  ,  dx  = ,  .   8    ,  sprowadza  się  do  p 

C  arg  tang  hip  x     .    _f  *<&  C    2zdz 

J  »  ~~  J   sin  hip  z  cos  hip  z        J  sin  hip  2z  ' 

a  więc ,  do  funkcyi  przestępnej  ,  kształtu  :    J  — — t~. — —  .  dt. 


Ćwiczenia    XIII. 

Na  podstawie  określenia   funkcyj    hiperbolicznych ,   wyprowadzić  następują 
analogiczne  do  wzorów  goniometrycznych : 

I)  cos  hip1  x  —  sin  hip2*  =  1.    2)  sec  hip1*  +  tang  hip1  x  =  1. 

8)  cotghip2*  —cosec hip 2 x  =■  1. 

4)  sin  hip  {x^-y)  =  sin  hip  x .  cos  hip  y  ±  cos  hip  x .  sin  hip  y. 

5)  cos  hip  (x  ±  y)  =  cos  hip  x .  cos  hip  y  ±  sin  hip  a; .  sin  hip  y. 

6)  tang  hip  (x  ±  y)  =    t«ggj>ip*±  tang  hip  y 

1  ±  tang  hip  x .  tang  hip  y 

7)  sin  hip  2x  =  2  sin  hip  x .  cos  hip  x.    8)  cos  hip  2x  =  cos hip*x  +  sin  hip2  x. 

9)  tang  hip  2.  ^-^^4. 

1  + tang  hip2  a; 

in\     *     •    i.-    *  cos  hip  2x— i         ..  ,.    ,  coship2x+l 

10)  a)  sinhip2x  = ^ ,     0)  coslnp3x  = ^r . 

2  a 

II)  sin  hip  x .  cos  hip  y  =  -=-  [sin  hip  (x  +  y)  +  sin  hip  (x— y)]. 
12)  cos  hip  x .  sin  hip  y  =  ^r-  [sin  hip  (a?  +  y)  ~"  s*n  n*P  (**  """#)]• 

r _?  „     18)  cos  hip  x .  cos  hip  y  =  —  [cos  hip  (x  +  y)  +  cos  hip  (a:— y)]. 
14)  sin  hip  x  sin  hip  y  =  —  [cos  hip  (x  +  y)  —  cos  hip  (x— y)]. 

r=n— 1 

16)  sin  hip*  (i--^   2  (-Dr(2r")C08hiP(2'»-2'-)a!+-2ir(»W)- 

16)  sin  hip2"  +  i  x  =  Ąn  2<~  ^  (^  r"  *)  sin  hip  ^2w  +  *— 2r)*- 


2Z 

r=0 
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.      r=»-l 


r=n 

18)  coship2»+i «  =  4i  2  (2W  ^"  ])  cos  hiP  (2n  +  1""2r)  x' 

2      r=0 

19)  sin  hip  2n  x  =    2    (2/+  l)  cos kip2"""2'"1  a;  sin  hip2r+1  x. 
20)  sin  hip  (2*  +  1)  x  =  ^  (ir  +  1 )  cos  hiP2,,""2r  *  sin  W 

r=0 

21;  cos  hip  2*  * =^V  (2r)  cos  hip2*~2r  *  sin  hip2r  a*. 


2r+l , 


r=0 


r=  n 

22}  cos  hip  (2n  + 1)*  =  ^  (2*aJ"  *)  cos  h*P2w+1~2'  *  sin  hip2r  *- 


Wykazać ,  że : 


23}   sin  hip  x  =  \/coship2x— 1  =     •--  a-£--ip---  —  =* 


V/l  —  tang  hip*  «  \/cotghip2x  — 1 

Y/l  —  sec  hip2  x     1 


24)  cos  hip  x  =  VA  +  sin  hip2x  = 


sec  hip  x  cosec  hip  x 

cotg  hip  x 


25)  tang  hip  x = 


sin  hip  x 


Y/l  —  tang  hip*  x        V/cotg  hip2a?  —  1 

1         Y/l  +  cosec  hip1  * 

sec  hip  x  cosec  hip  x 

Y/coship2x —  1  1 


Y/l  +  sin  hip1  a: 


cos  hip  x  cotg  hip  x 

=  Y/l  —  sec  hip*  a?     = 


™       .    ,.  V/l+sinhip2x  o°8  hiP x  1 

26}  cotg  hip  x=> !— ^ r—  =  r7=r^L •.  — , r^  v=  =  4. iT — 

sin  hip  x  \/ cos  hip2  x—  1         tang  hip  x 


27)   sec  hip  x  =* 


Y/l  —  sec  hip2  x 

—  s== __  1/1  —  tang  hip1  x 

Y/l  +  sinhip2s  cos  hip  a: 

Y/cotg  hip2  x  —  1 


Y/l  +  cosec  hip  2x 
=  Y/ 1  +  cosec  hip2*. 


cosec  hip  x 


28)  cosec  hip  x  = 


cotg  hip  x  V/ 1  +  cosec  hip 2x 

1  V/l  —  tang  hip1  x   

tang  hip  x 

sec  hip  x 


sin  hipa       y/cos  hip2x-l 

=  V/cotg  hip2  x  —  1    =  t/  ~T-    * 

0     r  V/l  — sec  hip2  x 


29)  Wyprowadzić  analogiczne  związki    między  sześcioma  elementarnemi  funkcyami 

■erbolomotrycznemi ,  jak  : 

y aj 

arg  sin  hip  x  =  arg  cos  hip  y  1  +  x2  =  arg  tang  hip  ~  /'  .     ~  i  t.  d. 

Wyprowadzić  i  sprawdzić  następujące  wzory  całkowe: 

30)  f  sinhipa?<ix=co8hipaJ  +  C,    31)  fcoshipx<fce  =  sinhip:r  +  C. 
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łJ4)  \ i^-i = r^ H  C=  —  sec  hip  a: +  C. 

'  J    coship*8  cos  lup  a?    '  r      ' 

Q  .    fcos  hip  a> .  <*s  1 

85)  \  *.    —  = ;-— -; f-  C=  —  cosec hip »  +  C. 

J     sin  nip1  a?  sin  łup  a;  r 

36)  J  tang  hip  x.  <fc  ==  log  cos  hip  a;  +  C.    87)  Jcotg  hip  x .  dr  =  log  sin  hip  x  + 

88)  j  sec  hip  *  dx  =  2  arc  tang  (tang  hip  -|-J  -f-  C. 

89)  j  cosec  hip  x  ,dx  =  log  tang  hip  -^-  -f-  C. 

40)  f— 7=z==  =  argsinhip*+C=log(a?+V/iH:I)+  C 

y  X1  +  1 

41)  f  .    J! =  arg  cos  hip  *  +  C=  log  (•  +  V*»^l)  +  O. 

*  V  **  —  1 

42)  J  i^r^  =  »r«rt»ngŁipx+C=-i  log  J^|+  C,  gdy  *<1. 
48)  J^TZri  =  -ar8C0l«ŁiPa:+c  —  "g-  lo«^l  +  (7'  gdy  *>1. 

45)  l  —  =  —  arg  cosec  hip  x  -f  C  =  loe f  4-  C. 

46)  /arg  sin  hip  *  .  dx  =  a?  arg  sin  hip  *— \/l  +**  +  C. 

47)  /arg  cos  hip  x  .dx  =  x  arg  cos  hip  *  —  Y/as2  —  1  +  6. 

48)  /argtanghipa?.d»=a?argtanghipa:  +  log\/l—  a:1  +  C. 

49)  jarg  cotghip  a?,  da?  =  x  arg  co  tg  hip  a?  +  log  \/l  —  xa  +  C 

50)  /arg  sec  hip  x.dx*=x  arg  sec  hip  as— arc  sin  x  -f-  6. 

51)  /arg  cosec  hip  aj .  dx  *=  x  arg  cosec  a;— arg  sin  hip  x  -j-  C 

52)  f     cos  hip  a:.  ^  1  sinhipg-1 

;J   sin  hip'*- 1    ""2     °g     sinhipaj  +  1     +  Cł 

RQ    fsinhip3*— sinhip2a?  +  sinhipa;  +  l    .         1...,  1     .    ,.    .      . 

68)J t^i^ " .^  =  ¥sinhip3a:--sinhip>x  + 

+  sin  hip  x  +  log  sin  hip  x  + 

54)   l — —  p      . —  ,da?=  21og (1  +  sinhip a:)  —  sin  hipa?+  C. 

J  sec  hip  a?+  tang  hip  a;  ©\     i  r    /  r     i 

rc\  f  sin  hip  a?  ,  ,  .        ,    ^ 

oo)  l ^-t^ ,     .    ,.    , aa?  =  logtanghip#4-  C. 

'  J      sinhipaj  +  sinhipaa;  °        °      r      ' 

R  .    P  (sin  hip  2ar  —  cos  hip  a?)  da; (sin  hip  a:  —  3)5 

Jsinhipaa;  — 5sinhipaj  +  6  ®  (sin  hip  a?  —  2) 3 

57)  £(2  +  5  cos  hip  a;)2  sin  hip  x.dx  =  l/ib  (2  +  cos  hip  as)3  -f-  C. 

f,['/>sinhip2a?  +  sinhipa;]  ^=  coshipa?  }C 

'J  (cos  hip  ar— l)3  (cos  hip  x— l)2     ' 

P sin  hip2  a?,  da? 

'J    sin  hip 3 x  +  5  sin  hip 2 x  cos  hip  x  +  8  sin  hip  a?  cos  hip 2a?  +  4  cos  hip3 a? 

4  cos  hip  a:  sin  hip  x  -f-  cos  hip  x 

sin  hip  a:  +  2  cos  hip  x  *  cos  hip  a? 

60)  f £ =1  log  _.-*??£*Lp!!L_  +  C 

J  sin  hip  z  cos  hip  x  (B  tang  hip6  x  -\-  3)       18  5  tang  hip*  x-f"  8 
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61)  f * =  lo,     2  tang  hip* +  1         c 

'  J  28inhipłx  + 8  sin  hip  x  cos  hipa: -t- coship' x  °   2  (tang  hip  x  +  1) 

„.   fcoshipłx.(Łr  *    ,  coshipsx 

685  J     8inłdp»     -***»*  *P  -a-  +  «othip.+ gŁ-  +  C 

sinhipłx.<ix==  — 8inhipx  .ooshipx  — ;— -  +  C. 

Jl  2 

sinhip5x .  «fcp=  —  sin nip1* cos hipa?  +  "o" COB k*P *  +  &• 

fi  x 

65)  jcos hip'* . dx  =  —  sinhip  *  coship  x  +  —  -\-  O. 

Jl  2 

cos  hip'x.  <&==-=- sin  hip  a;  cos  hip  *x  +  ^- sin  hipa?  +  C. 

«^   f        <fe  1      coship  a?  ,      ^        ,.      x    ,    ^ 

67)  \    .      .        =  —  --  — .    .  .% logtang hip  -^  4-  O. 

7  J  smhip3a;  2      sinhipax  6       6     r   2  ^ 

^  Jc^8^d^sta^hipx"¥UngWp,^+cr• 
«nx  fcoship2x  coship *      .   8  .      .        , .     x    .  „ 
y  J  sinhip3*                  2sinhipa*   ^2      e        6     r  2  n 

70)  fxcoshipx.  <żx=xsinhipx  —  coship  s-f-C 

71)  f  x  sin  hip  x  ,dx  =  x  cos  hip  as  —  sin  hip  x  +  & 

72)  J  gi^pig  =~arcotghipar  +  log  sin  hip*  +  C. 

C      x  dx 

73)  \ ,    —  a?  tang  hip  *  —  log  cos  hip  x  -f-  C. 

J  cos  nip' a; 

74)  Jx  tang  hipJa?  .dx=  —  xtang  hip  x  +  log  cos  hipas  +  —  +  C. 
*,*\   f ftrg  sin  hip  x  dx        1  ... 

3   vt+p —  ~  2" (arg  smlup  x)  +  G 

Ja?  dx  »  / 

arg  sin  hip  x .  —  —  —  *  +  V  1+*J  •  arg  sin  hip  x  +  C. 

Rozwiązania  XIII.  1)— 29)  wzory  wynikają  z  określenia :  cos  hip  x  +  sin  hip  x=  e», 
cos  hip*  —  sin  hip  a: =e— *.  80)  —  89)  całkowanie  bezpośrednie,  lub  za  pomocą  stosownego 
przekształcenia  funkcyi,  stojącej  pod  znakiem  całkowym.  40)— 46).  Zastosować  podstawienia 
hiperboliczne,  tudzież  podstawienia  algebraiczne.  49)— BI).  Całkowanie  przez  części.  62)— 56) 

Podstawienie:  sin  hip  x= w.  67)— 68)  cos  hip  x  =  u.  69)— 61)  tang  hip  x =u.  62)  tang  hip  -p-=*. 
63) — 69).  Podstawienie  analogiczne  do  podstawień  Żmurkowskich,  wskazanych  przy  wyzna- 
czaniu całek  kształtu:  /cos*  x  sin*  a:  d*.  70)— 76)  Całkowanie  przez  części,  lub  przez  spro- 
wadzenie danych  funkcyi  hiperbolometrycznych  do  funkcyj  cyklometrycznych. 


Literaturo.  J.  Hottel.  Cours  de  Calcul  infinitesimal.  Paris  1878.  K  i  e  p  e  r  t-  S  t  e  ge- 
ma nn.  Differential  und  Integralrechnung.  9.  Auflage.  Hanno ver  1901.  W.  Ligowski. 
TascHenbuch  der  Mathematik.  Berlin  1898.  William  Benjamin  Smith.  Infinitesimal 
Analysis.  London,  1898. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Rozkładanie  iloczynów:  sin  hip*  mx  coship*  nx  na  dodajniki. 

2.  Rozkładanie  funkcyj  :  sin  hip  mx  i  cos  hip  nx  na  czynniki. 

3.  Całkowanie  funkcyj  algebraicznych  za  pomocą  podstawień  hiperbolicznych. 


Wykład  XIV. 

Całki  funkcyj,  złożonych  z  funkcyj  wykładniczych  gonio- 
metrycznych  lub  hiperbolicznych,  i  ich  odwróceń. 

1.  Całkowanie  funkcyj  złożonych  z  funkcyj  wykładniczych  i  gon  I  o- 
metrycznych.  Całki  funkcyj,  złożonych  z  funkcyj  wykładniczych  i  gonio- 
metrycznych,  względnie  hiperbolicznych,  kształtu:  //*(**>  8mx)dx,  dadzą 
się,  na  podstawie  związków,  zachodzących  między  temi  funkcyami,  opartych 
na  wzorze:  c*'—  cos  x  +  i  sin  %,  względnie:  ea'=coshipa;+sinhip#,  sprowadzić 
ostatecznie  do  całek  funkcyj,  złożonych  z  funkcyj  jednego  z  tych  rodzajów, 
a  więc  złożonych,  albo  z  samych  funkcyj  wykładniczych,  kształtu:  JF(er)dx1 
albo  z  samych  funkcyj,  goniometrycznych,  kształtu:  JF(sinx)dx ,  albo  z  sa- 
mych funkcyj  hiperbolicznych  kształtu:  /J'(sinhipx).dir. 

Do  tak  otrzymanych  całek  możemy  tedy,  stosownie  do  kształtu  funkcyi 
F,  stojącej  pod  znakiem  całkowania,  zastosować,  albo  metodę  przekształcenia 
tej  funkcyj,  przez  jej  rozkładanie  na  funkcye  prostsze,  albo  metodę  podsta- 
wienia, polegającą  na  wprowadzeniu  nowej  zmiennej  *,  tak,  aby  dana 
całka  dała  się,  jeżeli  można  w  całości,  lub  choćby  w  części  tylko  sprowa- 
dzić do  całki  funkcyi  wymiernej  ze  względu  na  nową  zmienną. 

Przy  tern  postępowaniu  używamy,  obok  rzeczywistych  spółczynników 
i  urojonych,  a  odnośne  przekształcenia  funkcyj  urojonych  na  rzeczywiste 
wykonywamy  dopiero  w  otrzymanych  wynikach. 

Obok  tego  sposobu  postępowania ,  w  niektórych  przypadkach ,  metoda 
całkowania  przez  części,  bezpośrednio  stosowana,  prowadzi  wprost  do  wyniku, 
a  jest  szczególnie  wtedy  przydatną,  jeżeli  chodzi  o  sprowadzenie  danej 
całki  do  możliwie  najprostszych  całek,  cechujących  nowe  funkcye  przestępne. 
Wskazane  tu  postępowanie  wyjaśnimy  na  kilku  przykładach  typowych. 

2.  Całki,  kształtu:  J*e«*C08 b x. dx  i  j,ea*a\nbx.  d&.  Przekształcając  tu  funkcye, 
stojące  pod  znakiem  całkowania ,  na  podstawie  wzorów : 

coste=  o"(«6:t,'  +  *~6ar0>  sinte— b- (***'  —  «_6-r,')> 
otrzymujemy: 

fe^coBbxdx^/iUax  (ebxi  +  e-bxi)  dx^lJ[ła+bt>+ła-bl>]dx , 

je^sinte**-  ^  j  ***{+* '-  #-**}*■  —    *    j[.(«  +  »0*  _  e^'bl^)dxi 
przeto ,  dostajemy : 
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J  2tla+6t         a— fo;    ' 

Przeprowadzając  wskazane  w  wynikach  działania,  otrzymujemy: 


(O 
(2) 


*iHk)T.  e^>  =  (a-łń)€<a+bi>x  +  (a  +  bi) e^ht>      eai[(a+  łń)ebxi  +  («-K)«-6"] 

•+W       a-W ~  a'  +  6ł  ał  +  i*  '' 

'* :  ebxt  =  cos  to  +  t  sin  b x ,  e~6*'  =  cos  to  —  t  sin  to, 

,  dostajemy : 

e("+»0*       ,(«-*)»       eax [2q cosbx  +  2b sin  to] 
a+W  +    a— W  aJ+6*  ' 

e(a+*°X  _  «(a"~6>>  =  ^(2f»  sinto~2  6tcos6a?) 
,  a  +  W         a— W  "  a*+6ł  ' 

patem  szukane  całki  otrzymujemy  także  w  postaci : 

Jax        ,       ,         e"*(acos  bx  +  b  sin  to)  ,    ^  /t  x 

e     costo.e*r=  — STjTii—         +°»  (l#) 

J«x    .     ,     ,         e*1*  (a  sin  to  —  6  cos  to)   ,    ,  ,.,  x 

e     sin  tod.r=  ^ -+_   —  -'  +  C,  (2-) 

ijącej  spółczynniki  rzeczywiste. 

3.  Obie  całki  powyższe  wynikają,  jak  łatwo  się  przekonać,  wprost  z  całki: 

Przedstawmy  ją  bowiem  w  postaci : 

$-,,       j.      i    •   •     l  \j         e"x(cos  to  +  tsinto)  eax(a— 6t)(costo+  tsin  to) 

otrzymamy : 

i"    .       .     ,     .    .  f  -«   .    .       ,         ea*  (a  cos  to  +  *  sin  to)    ,    .  enx  (a  sin  to  —  b  cos  to) 
l^costodr-ł-  t  \  4a*8mbx.dx= ^ *  r-rr ~+*  — n~ r, ', 

cad ,  porównywaj ąc  z  osobna  części  rzeczywiste  i  urojone,  dostajemy: 

J«ax(acosto+ 6sin  to)      f   „-    .    .     ,        «ffar(osin  to— 6  cos  to) 
,-co.*.*— -j—, >■    j«~«nfafe-  a>  +  ł> i. 

4.  Całki  powyższe  możemy  zresztą  wyznaczyć  także  wprost  za  pomocą  metody  cał- 
wania  przez  części.  Kładąc ,  mianowicie ,  w  pierwszej  całce : 

cos  bx  =  u ,  eax  dx  ss  <fo  t  a  zatem :   eto  =  —  b  sin  to  .  <Zx ,  v  =  —  eaar, 

a 

drogiej  zaś: 

sin  x  =  u  ,  enx  dx  =  dv ,  a  zatem  :  du  =  b cos  bx.  dx ,  v=  —  e"*  , 

a 

rymujemy : 

l  ea*  cos  b  x.  dz  =  —  ert*  cos  to  -j 1  eax  sin  to .  dr , 

V  e**  sin  bx  .dx  =  ■—  tax  sin  to V  «a*cos  to .  dx , 

ad  wzory  powyżej  otrzymane. 

W   podobny  sposób,    lub    wprost   z   otrzymanych    wzorów    znajdziemy    analogiczne 
nr  dla  całek  alożonych  z  funkcyj  wykładniczych  i  hiperbolicznych ,  w  postaci : 
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J," cos hip bx . dx=  ^^^co^ip^Binhip^  ^  (3) 

f  «««  Bin  hip  *« .  dx=  e" (q  Sin  hip-^6c°8  hip— }.  W 

5.  Całki  kształtu: /«<'*8lB,"ac.<Łc  l/eflrarcoswj7.rfac,  w  których    wykładnik   m  jest 
liczbą  całkowitą,  dodatnią,  dają  się  sprowadzić  do  całek  poprzedzających,  skoro,  na  mocy 

podstawień :  sin*  =  -^-r  (**'  —  «""**),  cos  x  =  ^-(e"  +  e"~"),  rozłożymy  na  dodajniki  funkcye : 

sinmx  i  cosmx,  według  wzorów: 

-»*■—■ feS  2f(  -  ^C") cos  ^-^I  (V). 

r=0  * 


.  r=* 


sin2-+l*  =  -^-2(-1)r  P"?1)  "inCai+l-Sr)*, 


r=jO 


r=0 

cos2»+i*  =  ^2(2n^"1)cos(2»+l-2r)x. 


2Z 

T=0 


Całki  tego  rodzaju  dadzą  się  więc,  przy  całkowitym,  dodatnim  wykładniku  m,  zawsze 
wyznaczyć  i  wyrazić  przez  znane  funkcye. 

6.  Stosując  do  powyższych  całek  metodę  całkowania  przez  części ,  otrzymujemy  dla 
pierwszej  całki  wzór: 

\  «a*sinw  x.dx=  —  ea* sinw  x l  ea*sinw -1ob cos x . dx, 

a  że,  na  podstawie  tejże  samej  metody  całkowania: 

\  e"*  sin"1""1  x  cos x.dx= —  eax sin"1""1  x  cos  * j  eax [(w— 1) sin^^apcos'*  —  sinm  x] cfcr, 

przeto,  podstawiając   tę  wartość  w  poprzednim  wzorze  i  zastępując  cos1*  przez  1 — sin*x, 
otrzymujemy : 

\ea*smwaj.ftr  =  —  6**8inw* =-  0**smm-1:rco8aj  + 

J  a  a* 

Ą i— 5 — -  j6**sm»»-2  *.<*»  —     l\ea*Bm1*x.dx1 

a  stąd  wzór  redukcyjny: 

.  _       ,        e^rasin*— mcosajsinw— **)  ,    w(w— 1)   f         .        ,      ,         /cx 

e«*  sin"** .  dx=  — > =- — ; J-  4 ±- — {-  \  #**  sm»-ł*.  dx.      (5) 

Podobnie,  otrzymamy  wzór  redukcyjny  dla  drugiej  całki  w  postaci: 

f—       _      j        ca*(acos»  + wsina5C08»n— **)  ,    m(m— 1)    f  .       _ 

\ea*cos»aj.d*  = — ^ -^-. — ~= ją >- — Jr  \ea*cQBm-*x.dx.        (Q\ 

Otrzymane   wzory  prowadzą,  przy   parzystym   wykładniku  m,  ostatecznie  do  całki: 
\&*xdx=  —  #**,  a  przy  nieparzystym  wykładniku  m,  do  całek  1)  i  2)  w  postaci: 

f^,-            j         a  cos  *+ sina;     ,    ~       f                    ,          asinaj  — oos*     ,    „ 
\ea*cosx.dx= — '— f-  Cy     \ea*coBx.dx= ,— ^C. 
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7.  Całki,  kształtu:  j  dx  I  l — ^—  doc  Na  podstawie  wzorów:  6)  i  6)  otrzy- 

■7  takie  wzory  redukcyjne  dla  całek  tego   kształtu.  Przedewszystkiem ,  otrzymujemy 
oia  powyższych  wzorów: 

f-       ,              e?*(a  sin*—  wcosaOsin"1-*  x     .     o*  4-m*    f  , 

-«--»-.*—— "- ^^f +  ^ziyj«~8in-.*.<fa, 

itąd,  zastępując  m— 2  przez  -«,  otrzymujemy  dotyczące  wzory  redukcyjne  w  postaci : 

f    e**     ,       __  e°*(g  sin  x  +  (m— 2)  cos  as)  ,  o1  +  (m— 2)ł  r      e«* 

Jsin**      =       (m— 1)  (m— 2)  sin~-i  x     +  (m-  l)(m  -2)  J  sin™-2  x  "" '  (7) 

C_&^_  *   __  e«*  (o  cos  ae  — (m— 2)  sin  ag)      a1  +  (m  —  2)*  f      #»* 

Jcos**       ""        (m— l)(m-2)cos»"-> x     +  (m—  1) (m— 2)  J  cos*-2 0  ** »  (8) 

lyd&tnej,  gdy  wykładnik  m  jest  różny  od  1  i  2. 

— dx  i    \ cfce7    przedstawiające 

funkcje  przestępne. 


h 


.    }    cfcc  i  \ j—  da; ,  które ,  na  podstawie 

ikody  całkowania  przez  części,  sprowadzają  się  do  postaci: 

f— r-jf-  dx  =  —  ert*cotgx-\-  aCea*cotgx.dx,  (9) 

J j — dx  =  g«*tanga?— o\e«*tanga:.dx,  (10) 

których  całki,  kształtu:  [eaTto.iigx.dx  i   f#»*  co  tanga* .  dx,  tworzą  znowu  nowy   rodzaj 
ikcrj  przestęnych. 

8.  Całki,  kształtu:  ^&* tang™ x .  <*»  I  je**cotg*x  .  dx,  w  których  wykładnik  w  jest 
lAą  całkowitą ,  dodatnią ,  dadzą  się  sprowadzić  do  całek,  kształtu : 

[e** ta.iigx.dx    i    [eaxcotgx.dx, 
iposdb  następujący : 
Połóżmy :  tang1"  x  =  tang™—2  x (1  -f-  tang1  a?) —  tangm-2  x ,  natenczas  ,  otrzymujemy : 
tang*  x  =  tang*-*  x . ^ tang*— 2  a? , 

j.  1       d  tang™— i  a; 

pi:  tang*  ar  = j tang*"— 2  a;, 

m—  1  aa? 

ten: 

je^tang»a;.<2x  —  — — -  \ea*.d(tung'"-ix)—  \c««tangOT-2* .  o*, 

fc,  na  podstawie  metody  całkowania  przez  części : 

Jee* .  d(tang»— *  x)  =  #**  tang™-*  x—afea*  tang™-*  x.dx, 
fcto,  otrzymujemy  ostatecznie  wzór: 

*  tang*  ac .  da:  =  #»*.  tang»»-l  x — -  \  &**  tang™— l  x .  dx  —  J  #**  tang*— 2  x .  dx ,    (11) 

fodobnie,  drugi  wzór  w  postaci: 

* eotg*  x  .  a*x  = — —  tfw.cotg*-*  ar  -f \  &*  cotg»— *  x . dx—  \  &*  cotg«— *x.  dx,     (12) 

i  wzory  przydatne ,  gdy  m>  1. 

16 
Dfc  Duwmaki.  Wjkł.  wrii.  Ł  Tom  U. 
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9.  Uwagi  o  całkowaniu  funkcyj  złożonych,  sprowadzającym  się  do  cał- 
kowania funkcyj  wymiernych.  Jeżeli  całka  funkoyi,  złożonej  z  funkcyi  prze- 
stępnej f(x),  da  się  za  pomocą  podstawienia  f(x)**=z,  sprowadzić  do  całki 
funkcyi,  wymiernej  ze  względu  na  nową  zmienną  z,  w  postaci:  JR{z).cUs^  na- 
tenczas, rozkładając  funkcyę  wymierną  R(z)  na  fankcyę  całkowitą:  G(z)  i  ułamki 

A  A 

częściowe,  kształtu: ,  względnie -,    otrzymujemy   całki  częściowe 

kształtu:    \*"cfe,  \ ,    \- -,   którym  odpowiadają   całki  funkcyj  prze- 
stępnych  kształtu : 


f   f'(x)dx 
J  \f(x)-  a]' 


(13) 


[f(x)-aY  (r-l)[f{x)-ay-^    * 

10.  Jeżeli  podstawienie:  f(x)=^z1  zastosujemy  w  całce  kształtu :/J?[/"(«)].dx, 
wprost  do  funkcyi  jB [/(#)],  stojącej  pod  znakiem  całkowania,  a  wymiernej  ze 
względu  na  funkcyę  przestępną  f{x) ,  a  tak  otrzymaną  funkcyę  B(z\  wy- 
mierną ze  względu  na  nową  zmienną  *,  rozłożymy  na  funkcyę  całkowitą 
i  ułamki  częściowe ,  a  więc  na  funkcyę  kształtu : 

Ai  Ar 


*", 


*  —  a  '    (z  —  a)rJ 


natenczas  otrzymamy  analogiczne  funkcyę  częściowe ,  odpowiadające  funkcyi 
przestępnej  f{x),  w  postaci: 

[f(X)lr'  f(x)-a>    [f(x)-ar 

Dana  całka,  kształtu:  fR[f(x)].dx  przedstawia  się  tedy,  jako  suma  całek 
częściowych  kształtu: 

Te   całki    częściowe   mają   w    przypadkach:  /(a?)  —  e",    sina?,   sinhips, 
kształt : 

Ssinhipwa?.dr,   \    .    _  . ,     \,  .    ,  . r,  ' 

Jsinhipje— a       J(sinhip#— a)r  I 

i    dadzą   się   wyznaczyć    bezpośrednio    na    podstawie    sposobów    poznanych  | 
w  poprzednich  wykładach.  i 

11.  Uwaga  o  uogólnionej   metodzie  eałkowanla  przez  części.   Metodę  i 
całkowania  przez  części,  polegającą  na  wzorze:  $udv=uv — Jvdu,  możemy  od- 
powiednio uogólnić. 

Utwórzmy,  w  tym  celu,  dla  dwu  funkcyj  wit;  jednej  zmiennej  z,  wy 
rażenie  Qn  w  postaci: 
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czyli,  w  formie  symbolicznej: 

fi.=iit7(«)  — a^-^+.-.+C— l)rt*<r)t^"~rH .-.  +  (— l)"«<">t;,  (16) 

natenczas,  po  różniczkowaniu  tego  wzoru,  przekonamy  się,  że: 

Wobec  tego,  otrzymujemy: 

&  stąd ,  wzór : 

J»SH3*-^-(-1>'J'*?+i*'.  (16) 

jako  uogólniony  wzór  całkowania  przez  części. 

Wzór  ten  sprowadza  wyznaczanie  całek,  kształtu:  fu.v<n^lKdx  do  wy- 
znaczania całek,  kształtu:  $v . u<*+1> . dx ,  jest  więc  szczególnie  wówczas  prży- 
kny,  gdy  w  iloczynie  f(z).q>(z)  dwu  funkcyj  ,  występującym  pod  znakiem 
całkowym,  jedna  z  tych  funkcyj  jest  pochodną  wyższego  rzędu  pewnej 
r.anej  funkcyj. 

Jako  taką  funkcyę  możemy  zawsze  uważać  funkcyę  wykładniczą ,  a  więc 

pOx 

czynnik,  kształtu:  e°*,  jest  on  bowiem  n-tą  pochodną  funkcyi  «-=--.   Mając 

ptix 

tedy  wyznaczyć  całkę,  kształtu:    feaxf(z).dz9  połóżmy:  f(z)=*u}       b---1— u, 

&  zatem : 

*,+1k      -,  .-wx    d<?        «■*         *■*        <**      dn+*v     _ 
dar**     '        w'  dz        a*    '     dz*        a    '   ds"*1         ' 

utenczas ,  na  podstawie  uogólnionego  wzoru  całkowania  przez  części,  otrzy- 
mujemy : 

j«-rt*)&-rt*).£-f*(*)£  *...  +  (-l)-/W(*)  ^_  J=glje-^»+»)(.).ebf 
-żyli,  wzór  ogólny: 

i^,)&_^{»_/^)+...+i^^}_fci>:^f.«.w.^,(i7) 

który  wyznaczanie  całki  kształtu:  f<f*f(z).dz  sprowadza  do  wyznaczania 
<*&,  kształtu:  Se^f^+^z  .dz.  Jeżeli  funkcya  f(z)  jest  funkcyą  całkowitą: 
£(*)  stopnia  ft-go,  natenczas  /^+1>(x)=0,  wzór  (17)  otrzymuje  tedy  kształt: 

^<*,>.&- ->,-^-+...+-e.iffl}+0. 

Jeżeli  /(a?)«sinJa?,  natenczas:  f'(z)=*bcos  ix,  f"{x)  = — i2sin6x.  Kładąc 
kdy  we  wzorze  (17)  n=*l,  otrzymujemy: 

[ea*sinbx.dx=* - {sin lx cos bzj ^  Ce" sin bz. dx, 

»  stąd : 
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(a*+b*)feP*  sin  bz.  dx=*efl*(a  sin  bz—b  cos  bx)  +  C, 
a  podobnie : 

(a*+ b2)fe°*  cos  Jjc  .  <&=*"*  [acos  6a?+6  sin  6z]  +  C. 

12.  Całki  funkcyj,  złożonych  z  fnnkcyj  wykładniczych,  gontometrj 
cznych  i  potęg  zmiennej,  kształtu :  fF (x,  cr ,  sinx,...).dx  dadzą  się,  na  poc 
stawie  przekształceń  funkcyi,  stojącej  pod  znakiem  całkowania  j  sprowadzi 
ostatecznie  do  całek,  kształtu:  fF(z,  e?)dx,  względnie:  JF(z,  smz)dx,  lu 
tym  podobnych. 

"Wyznaczanie  tych  całek  zależy  od  rodzaju  funkcyj  F  i  da  się  tylk 
w  nielicznych  przypadkach  przeprowadzić  w  formie  skończonej,  przy  pomoc 
znanych  funkcyj  ,  nawet  w  tym  razie  ,  gdy  funkcya  F  jest  funkcyą  wymiern 
ze  względu  na  zmienną  x  i  elementarną  funkcyę  przestępną  e* ,  względni 
sin  z,  lub  t.  p.  Jako  przykłady  rozważymy  takie  całki,  do  których  wyzni 
czania  da  się  z  korzyścią  stosować  metoda  całkowania  przez  części. 

13.  falki  kształtu:  facmen*co&bx.dx  i  fxm e°* sin b as . efx ,  stanowią  szczególn 
przypadek  całek  funkcyj ,  złożonych  z  funkcyj  wykładniczych ,  goniometrycznych  i  potę 
zmiennej.  Dla  całek  powyższego  kształtu  możemy  wyprowadzić  odpowiednie  wzór 
redukcyjne. 

W  tym  celu,  połóżmy  w  pierwszej  calce:  u  =  xm,  dv  =  $a*  coabx.dx,  zatem: 

,                   Ą  ,              f                             eax  (a  cos  bx  +  b  sin  bx) 
du  =  m  x*— i  dx .  v=  \  ea*  cos  bz  .dx  = .  .    .. . 

w  drugiej  zaś : 

n  =  *«  ,  dv  =  eax  sin  bx  ,dx,  zatem  :  du  =  mx**— i  dx, 


-i 


e°*  sin.bx.  dx= 


&**  (a  sin  bx  —  b  cos  bx) 


a*  +  6» 
a  otrzymamy  odnośne  wzory  redukcyjne  w  postaciach : 

f                  ,                xm  ea*(aooBbx+  6  sin  te)  tn      C        4        ,  _      ,   _    .    _   x  _  ... 

\  xm  #**cos  bx . dx  =» j — ^y 1  i  łi  j *m"~1 «  '*  («cos  6a?  +  b  sin  fcar) dx,      (li 

f                         _         ** #»* (a sin bx  —  bcoabz)  m      C        4        .     .    ,        ,        ...  /t< 

V  rr»<***sinx.(fcr  =  * OTai OTaj  J*m      ^(asin&c—  6cosfcr)<Z£.         (1! 

Na  podstawie  tych  wzorów  możemy  te  całki,  przy  dodatnim  całkowitym  wykładniku  t 

ostatecznie  sprowadzić   do   całek  kształtu:    fe°* cos  bx.dx  i  fea* ainbx .dx,  a  tern  samei 

zawsze  wyznaczyć. 

Przy  ujemnym  wykładniku  m  prowadzą  te   całki   do  nowych  funkcyj  przestępny d 
W  tym   celu  pomnóżmy   pierwszy  z  wzorów  redukcyjnych  przez  a,  drugi   przez  I 

i  odejmijmy  je  od  siebie ,   a  następnie   pierwszy  pomnóżmy  przez  b ,   drugi  przez  a  i  di 

dajmy,  a  otrzymamy  wzory : 

fxm  e™  (a  cos  bx—b  sin  bx)  dx  =  xm  e"*—  m  /a?m~1  e"*  cos  bx  dx , 
fxm  f*  (b  cos  bx  +  a  sin  bx)  dx  =  xm  «"*—  mfxn' 1  e«*  sin  6*  dx , 
z  których  wynika,  że: 

xm— 1  eo«  cog  ^  ^  =_ I  jpTO  ^oa  ^  cog  j^^j  gjn  fo)  <fce } 

Jm   car            -i      p 
^w— i  tfo*  g^  ^  ^  — \a?wea*  (i cos  6a?  +  a  sin bx)dx, 
1H               W    J 

Podstawmy  teraz  -»,  zamiast  m,  a  otrzymamy:  ' 

Jea*cos  bxdx  eax  1   f  e°*(a  cos  6*  —  6  sin  6as)  cte  j 

jc^-M  mx1*       m  j  *"•  ' 

Sea*sinfcg<fo eax_        \_  f  ggy  (6cos  bx  +  a  sin  fee)<fa?  I 

a?»+l         ""      mar»»  "•  m  J  x»  '  I 
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»  stad :         f***  cos  6*  da? f^_  1      f  ea*  (a  cos  bx  —  b  sin  fcc)<te  ^ 

J  x*  a      (m  —  l)*«-i      m—  1J  *"•-*  '  ' 

f  «**  sin  bxdx  ^  eax  1      f  «a*  (fc  cos  6  as  +  a  sin  &*)<&e  ,oj\ 

Wzory  (20)  i  (21)  prowadzą  nas  w  końcu  do  nowych  przestępnych  funkoyj,  określo- 
nych całkami ,  typa : 


Sea*  sin  bxdx       f 
s      *  J 


«***  cos  bx  dx 


x 

Otrzymane  całki  możemy  sprowadzić  zresztą  do  logarytmu  całkowego. 
Mamy  bowiem: 

fefl*(co8fcg±t8in bx)dx _  Ma±bi>*dx _  Li{ła±_ 6,>) 
J  *  J  x         "*        a±W       ' 

si^d  ostatecznie  otrzymujemy : 

f  *a*coBbxdx=  1   (  Li (*<«+">«)  2*(g(0-*>)\ 

f  e^sintod*  =  1   fi*^'*'0*)     _    Lt(«(a-»°*)  \ 
J  a?  2*1        a+W  a— W       /" 

U,  Całki,  lmtałtu:  f(x—*)meaxcoBbxdx1  $(x— *)*€**  ainbx  dx  dadzą    się   do  poprzed 
li  ego  rodzaju  sprowadzić  za  pomocą  podstawienia:  x— a==«,  a5=s*+a. 
Otrzymujemy  bowiem : 
${x—a)meax  cos  bx  dx=*eaa  cos  ta  JW*  cos  bz  dz  -  ea"  sin  bafzmea'  sin  terfr ,      (22) 

^-a^^sintedr—^sinfta/^^^cosfe^  +  e^cosia/^^sinft^efe.       (23) 

15.  Całki,  kształtu:  §G(x)eaxcosbx.dx  i  $ G(x) e«* slnbx ,dx9  gdzie 
^ (i)  jest  ftmkcyą  całkowitą,  wymierną,  są  ogólniejszą  postacią  całek  po- 
wyższych z  dodatnim  wykładnikiem  m.  Odnośne  wzory  redakcyjne  otrzy- 
mamy, na  podstawie  metody  całkowania  przez  części,  kładąc  w  pierwszej 
calce:  u=G(x)e** ,  <fr— cosa.dłc,  zatem: 

du^aG(x)&UDdx+eax  G'(z).dx,  *=-j-sinte, 

w  drugiej :  u=  G(x)eax1  dt;=sin  lx  dx , 

a  więc :  du*=  a  G{x)  eaxdx+ G'(x)  e?x  dx ,  v=* — j-  cos  bz. 

Otrzymamy  tedy  równania: 

]fffx)c"co86x.cto«y  G(x)eaxsmbx—  -"  \ G(x)ea*ainbx.dx—  ^\G'(x)efueambx.dxy 

\rr\x) e"sin bz .  dr= — ,-  G (x) e"* cos  bx  +  a \  G(x)  e** cos bx . dx+ y  \  Gi(x)e**cosbx.dx} 

z  których  wynikają  wzory  redukcyjne  dla  dwu  szakanyoh  całek  w  postaci: 

fn/  x            t     -t      aooabx+bsmbx  ~,  x  „,  a      (",-„  x_         ,       , 

]  G  (z)  <**  cos  bx  ,dx ^-^-p G  (x)  e°*  —  -jxt,  \  &{*)  «°*  cos  te  .  dx  — 

-jr^JflM^Je-rinto.*,  (24) 

fn/  x        .    ,      -i      asinfoc— Łcosfa;  ~,  x  ^m  ,        a       f  ~.,  .  ^       ,     , 
J 6  (x)  c" sin  6x.  dr — f—^2       -  ff  (s)  «■■  +    a  ,  ft2  J  G  (*)  ^  C08  Ł*ł **""" 

r^?-—  (  ffJ(*)««8in6*.  <fo,  (2B) 

a2  ~\-  o*  J 
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sprowadzające  dane  całki  ostatecznie  do  całek  kształtu : 

f  ea*  cos  bx .  dx   i    f  &** .  sin  bx .  dx. 

16.  Całki,  kształtu:  fB(x)e?,eo$bx.dx  i  fjR(x)&ueslnbx.dxJ  gdzi< 
E(x)  jest  funkcyą  ułamkową,  wymierną,  rozkładają  się  na  sumę  całek,  typów 

,     ,       „            .    T     ,       f  eaxcoabxdx        f  ea*sinbxdx 
fxme**co3bxdx,  fxmef"smbxdx,  J (a._g)m — ,    J (*=oT — ' 

i    przedstawiają  się    w    ten    sposób    w    postaci   sumy   pewnej   funkcyi    algę 

braicznej ,  wymiernej,    ze  względu    na    zmienne:   a?,  6"*,  cos  for,  sin&r,    ora: 

t     .           •  -i   ,  •        >  i       i     x  yj.        Cen*cosbxdx     ćtxainbxdx  .   .  . 

skończonej  ilości    całek,    kształtu:    \- , ,    określający  et 

J         X~^—CL  X—~Q 

nowe  funkeye  przestępne.    Do  tego    wyniku  dojdziemy,  rozkładając  funkcy* 
R(x)  na  część  całkowitą :  G(x)  i  na  sumę  ułamków  prostych,  typu: ,  -f r—z-r 

X~^~  CL    \X  —  CL) 

stosując  do  pierwszej  części  całek  wzory  redukcyjne,  podane  w  art.  16-  str 
229.,  a  w  drugiej  wzory  redukcyjne,  podane  w  art.  13.  str.  228. 

17.  Całki  9  kształtu :  J  22  (x ,  ea*x  , ...  ea*T  ,  sin  bt x ...,  sin  bn  x9  cos  bt x , ... 
CO&bnx)dx,  względnie  całki ,  kształtu :  JR(x,  sinhip^  xf  ...,  sinhipo^s 
coship  atx  y ...,  cos hip a„ x ,  sin6ta;,...,  sini*  a;,  cos^a;,...,  cos b% x) dxy  w  przy 
padku,  gdy  E  jest  funkcyą  całkowitą,  wymierną,  ze  względu  na  funkcy* 
przestępne,  w  nawiasie  podane,  a  ułamkową,  co  najwyżej,  ze  względu  ni 
zmienną  z,  dadzą  się  rozłożyć  na  sumę  całek,  typu: 

$B,i(x)eP*coaxdx,  f R2(x) e"* sinbx dx , 
co  możemy  uskutecznić   drogą    odpowiedniego   przekształcenia   funkcyi   zło 
żonej  ,  występującej  pod  znakiem  całkowym. 

18.  Całki  fankcyj  złożonych  z  fankcyj  logarytmicznych  1  cyklometry 
cznych,  względnie  hiperbolometrycznych,  dadzą  się  niekiedy  sprowadzić  d< 
całek  złożonych  w  sposób  poprzednio  rozważany,  jeżeli  użyjemy  podstawień 
wprowadzających  funkeye  wykładnicze  w  miejsce  funkcyj  logarytmicznych 
funkeye  goniometryczne  w  miejsce  funkcyj  cy klometrycznych ,  a  funkcyi 
hiperboliczne  w  miejsce  funkcyj  hiperbolometrycznych. 

Mając  n.  p.  wyznaczyć  całkę  kształtu:  fearoahixdxy  podstawmy: 

aresinz— *,  zatem  #=sin£,  <fc«cos*cfa, 
a  otrzymamy : 

J^O8in*cir=JVcos*d0, 

a  że  na  podstawie  wzoru  (2')  mamy: 

f              _        es(sin*+cosjer) 
\ełcos5^= — ~ —  , 

przeto  otrzymujemy  szukaną  całkę  w  postaci: 

^fe,^^+fl  (26) 

19.  Uwagi  o  całkowaniu  funkcyj  mieszanych.  Przypadki,  w  który  cl 
całki  funkcyj  złożonych  z  funkcyj  wykładniczych,  względnie  goniometry 
cznych  i  hiperbolicznych  i  funkcyj  logarytmicznych,  względnie  cyklometry 
cznych  i  hiperbolometrycznych  w  połączeniu,  lub  bez  połączenia  z  funkeyam 
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ebraicznemi  dadzą  się' wyznaczyć  za  pomocą  znanych  funkcyj,  są  bardzo 

liczne. 

Chcąc  zbadać  pod  tym  względem  całkę,  daną  do  wyznaczenia,  należy 

lewszystkiem    rozważyć y   czy   funkcya    złożona,     stojąca    pod    znakiem 

rym ,  nie  da  się  przekształcić  na  funkcye   prostsze ,   a  w  szczególności 

iożyć  na  części,  do    ktćrychby  należało  zastosować,  bądź  to  metodę  pod- 

brienia,  któraby  całkowanie  sprowadziła  do  całek  zasadniczych,  względnie 

całkowania    funkcyj    wymiernych,    bądź    to    metodę    całkowania    przez 

ci,  któraby    daną   całkę    sprowadziła    do  całek    możliwie    najprostszego 

i,  przedstawiających   ewentualnie   nowy    rodzaj    funkcyj    przestępnych. 

90L  Przykłady.  1)  Wyznaczyć  całkę ,  kształtu : 

Jcos  (log  a?)  -f  x  cos  x  .  log  x      _ 
X 

Rozkładając  funkcyę,  stojącą  pod  znakiem   całkowania  na  dodajniki,  otrzymujemy: 

J  =  \ ^    8    '    dx-\-  \cosx.logaj.cŁr. 

dx 
Pierwsza  z  tych  całek  sprowadza  się.  wskutek  podstawienia:   \ogx  =  zi  —  =  <k\  do 

J *>    '    dx  =  \  cos*  .dz  =  sin*==  sin  (log*) , 

pej  możemy  tylko  zastosować  metodę  całkowania  przez  części. 
Kładąc,  mianowicie: 

dx 
logx  =  u,  coBx.dx  =  dv1  a  zatem:  du  =  — ,  t?  =  sina:, 


Dajemy : 


jcosjr  .log*.  <£»  =  sina?,  logos  — \ dx, 


\ dx  =s  Si(x)  jest  nową  funkcyą  przestępną  (sinusem  całkowym). 

Otrzymujemy  zatem : 

f  COS  (log  X)  -f  X  COS  *  log  X     ,  .      ,.  x    .        .  ,  rr-/    x    .     ^ 

1 v    &    '    3 — <k:  =  sin(log»)+8ina;.loga?  —  St(x)  +  C. 

•J  x 

2)  Wyznaczyć  całkę  ,  kształtu : 

f  cos («i*  +  *i)  cos  (oj  x  +  6j)  dx. 

Przekształcając  funkcyę,  stojącą  pod  znakiem  całkowym  w  sposób  następujący: 

eos(*i*  +  bt)  cos  (a,*  +  *i)«  gj-oofl[(ai  +  <h)x  +  (6t  +  &,)]  +  ^cosKoj-a,)*  +  (bl—  6,)], 

czym  ujemy  daną  całkę,  w  postaci: 

jcos(a1x+  fcOcos (<*,*+  &,) dx  =  ^  j  cos[(a,  +  <h)x  +  (bt  +  &,)]  dx  + 

+  -§- Jcos  [(flt-o,)  x  4  (A-&,)]d*, 
feem  dostajemy  wzór: 

J,    Łx        ,        i    r\j        sin[(<h  +  <h) x  +  (px  +  bi)]  ,   sin[(a,  — a.)  a; +(&,—&,)] 
«»..«,« +  6ł)co8(«łx+  *,)<*»  = -^+ł  +  2(a,-o0  ' 

W  podobny   sposób  możemy  wyprowadzić  analogiczne   wzory  przy  ilukolwiek  czyn- 
heh.  tego  kształtu,  występujących  pod  znakiem  całkowym. 

1  f  as*  «te 

,     3)  Wyznaczyć  całkę:  J=>  \— — : ^-. 

*       J       J  J  T  J    (« sin  x  +  cos  x)* 
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Celem  wyznaczenia  tej  całki ,  użyjmy  podstawienia : 

*sin*  +  cos*=*#  skąd  dostajemy:  x cos x . dx  =  di , 
a  otrzymamy  daną  całkę  w  postaci: 

J    C08*  t2 

Stosując  do  tak  otrzymanej  całki  metodę  całkowania  przez  części,  połóżmy: 

x  ,         cos  *  +  *  sin  x    _  *  dx 

=  *  <ft<  =  —   —  ~i «*«= r— , 

cos  a;  cos**  cos'* 


^.  a  zatem:  j 


a  otrzymamy : 


J— — 


h    \ =—  = 7-    r  -: r  +  *»&£  *  i 

f        J  cos'*  cos*(*8in*  +  cos*) 


cos*    *     t        J  cos'*  cos*(*8in*  +  cos*) 

x7dx  sin*— a:  cos* 


..  f  **cf*  sm*— *cos*     ,    „ 

CZyll  :  1  —7 : ; r-,-  =a  ; ; +  O. 

J    (*  sin  *  +  cos  X)*         x  sin  *  -f  cos  * 
Do  tego  wyniku  możemy   dojść  wprost,  używając  podstawienia:   *— arc  tang  *  =  z, 

dx  *' dx 

z  którego  otrzymujemy  :  dx  —  -=  =  dz ,  czyli  :     — — i  =  cte ,  następnie : 

1  -f"  x  1  -y-  * 

tang* —  a?         sin*  —  *cos*  ,     *  sin*  4*  cos*        sin*— *cos*        % /t-\ — « 

tang2r=1— p^-  =  -       . ,  a  stąd: = : =Vl+^> 

1  +  *  tang  x        x  sin*  +  cos  *  cos  z  sin* 

zatem:  (*sin*  +  cos*)1  =  (l  + *,)cos,ar. 

Dana  całka  przedstawia  się,  wskutek  tego  podstawienia,  w  postaci: 

f  x*dx  _  r  (!  +  *»)&   ^  r     dŁg     = 

J(*sin*  +  cos*)s      J^  +  a^cos1*      J  cos'*  ®    ' 

zatem  ,  jak  powyżej  ,  otrzymujemy : 

Jx*dx  sin*  —  *  cos* 

(*  sin*  +  cos*)2       *sin*+cos* 

21.  Metoda  różniczkowania  pod  znakiem  całkowym.  Niech  będzie  daną 
całka  w  postaci:  J'<p(x,  a)dx,  gdzie  a  jest  dowolną  stalą,  od  zmiennej  x 
niezależną.  Fankcya,  tej  całce  odpowiadająca,  będzie  zarówno  funkcyą 
zmiennej  x,  jakoteż  funkcyą  stałej  dowolnej  a.  Połóżmy  więc: 

[<p(x,  a)dx=F(x,  a), 
tedy  będzie  widocznie: 

dF(x,  a)         .       . 

— sr--*<*. a)- 

Uważając  stałą  dowolną  a,  jako  zmienną,  od  x  niezależną,  zróżnicz- 
kujmy ostatnie  równanie,  ze  względu  na  a,  a  otrzymamy  równanie: 

d2 F\x ,  a)  __    riy(s,  a) 
dadz     ~~         da        J 
które  możemy  napisaó  także  w  postaci: 

d   (dF(x,  a)\_    d<p(x,  a) 
dx\        da       )  da         J 

z  której  wypływa ,  że : 

do  J         da        *      ' 

a  że:  F(z,  a)=fqp(a:,  a)dx, 

przeto,  otrzymujemy  równanie: 


-  283  - 


{$»(..->*}-$-**£**  <27> 


d 

da 

t.  z.  Mając  zróżniczkować  daną  całkę,  ze  względu  na  pewną  zmienną,  znaj- 
dującą się  pod  znakiem  całkowania ,  a  od  zmiennej    całkowania   niezależną, 
możemy  wprost  różniczkować  funkcyę,  stojącą  pod  znakiem  całkowania. 
Na  tej  podstawie,  otrzymamy  z  wzoru  : 

F(x,  a)=[(p(x,  a)dx, 

wskutek  w- krotnego  różniozkowania  tej  funkcyi,   ze  względu  na  zmienną  a, 
wzór  ogólny: 

— d^ J— 25=— *•  (28) 

na  mocy  którego ,  możemy  z  danej  całki ,    zawierającej    pod  znakiem  całko- 
wania dowolną ,  stałą ,  wyprowadzić  dowolną  ilość  nowych  całek. 

23.  Zastosowania: 

1)  Z  całki  zasadniczej:  \x*dx= —  ,   w  której  uważamy  wykładnik  n 

jako  stałą  dowolną,   na    podstawie    prawidła   różniczkowania    tej    całki,    ze 

względu  na  parametr  n ,  otrzymamy  całkę ,  kształtu : 

f  .,  7         d  ix**1  \      (n+l)z"+,logs— x»+1         s**1      /,,«,.  J,. 

ogólnie,  dla  całkowitego,  dodatniego  wykładnika  m,  całkę : 

$*-(iog«r  <k~£k-{£i)+  *•  (2y) 

ea*dx  =  — ,  otrzymujemy  tą  drogą  całkę: 

ogólnie,  dla  całkowitego,  dodatniego  wykładnika  w,  całkę 

3)  Z  całek,  kształtu: 

Ł»«o»fa.*-^(*™f'+»,in'a'),    Ce"rinte.fe-<"(arin^-t00,to)t 
J  a2  +  Ł2  J  a2-»-62 

różniczkowanych  n-krotnie  podług  parametru  a  dostajemy  całki ,  kształtu : 

J.w«        a     ^        d*  /«■*(«  cos  6x +  6  sin  te)\ 

4)  Z  całki,  kształtu : 

J[rt*)]-*(*)^--F(*,»), 
otrzymujemy,  na  podstawie  w-krotnego  różniczkowania ,  wzór : 

\[f(x)]»[\ogf{x)}>*  *(*) dx=  *- {*'(*,  «)},  (32) 

a  stąd,  dla  n=0,  względnie,  dla  w=r,  całki: 
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Jlog  [  /•(*)]» .  ę  (x)  dx  -  [^  [F(  x ,  n)}]^, 

.  $[/•(*)]' .  log  [f{x)]»> .  V>(*) .  <&  =  [^  {  **(*,  «)} ]  = . 

Oznaczmy  ogólnie  przez  (?(#)  funkcyę  całkowitą,  wymierną,  m-go  stopnia 
G(x)=a04-aiX+a2z2+...+amxmJ 
a  przez:  ^(^-(y))  wyrażenie,  kształtu: 

natenczas ,  na  podstawie  wzoru  (32),  otrzymujemy  wzór  ogólny : 

j[K«)]-  <?  Pog/(«)J  V  <*)  <&=>  «  (£  {F(x,  «)}), 
z  którego  wypływają  wzory  szczególne: 

\(t[logf(x)).tHz)dxĄG(*n{F(x,  n)})]^, 
^[f(x)YG\logf(x)].ę(x)dxĄG^{F(x,n)}^. 


ćwiczenia   XIV. 

n   f^.    .  ,        #»*    a  sin  (ro  +  »)  *— (m  +  »)cos(m  +  »)* 

•>  2  a'4-  (m+»)ł 


#*•*    a  sin  (m— n)  a?— (w— n)  cos  (m — n)  x 


2 


ał+(m-n)» 


2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 


1  8 

£-*  cos3  * .  dx  =  —  e— *  (3  sin  &r— cos  3*)  +    -  «-*  (sin x  —  cos x)  +  C. 

1  2 

«3-t  sini » ,  <te  =      aa«(3  Bin  a?— 2  cos  »)  sinaB  +  —  «3*  -|-  (7. 

«**  cos '  * .  <to  =  —  «**  (sin  a?  +  2  cos  *)  cos  x  +  ^  e**  +  C. 

1  6 

«**  sin8  a? .  dx  =  —  «**  (2  sin  a?—  8  cos  a?)  sin1  x  +  ^  «*"  (2  sin  as— cos  as)  +  C. 

1  2 

e6*  cos3* .  dx  =»  —  «6* (sin a: +  2  cos  a:) cos1*  +  =—  «6*(sin  x  +  6  cos  a;)+  (7. 


f(x).e**.dx* 


15 


[/(*)■ 


556 

.£«  +...+(-1).  /«W 


8)  a)  j>(.), 


cos  aa> .  <Łr  = 


8inox 


"•"       a      L     a  o*     ~*~      a* 


l 

v^».-.-.*--==[csa_cj»+^«-.]- 

[/M_£p+cga_.]. 


cosax 
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9) «)  ]  /(*)  cos  lup  o*  <*»  — -^—  [/(*)  +J-£J  +  J     J  '  +  -.  J  - 

;  co8hipq*r/'(*)  ,  /'"(*) ,  /(F)(») .    i 

1  a         L    a     ^      a*     +       o»     "r",J* 

+  !2ą!![/w)./-itS+CW+.]. 

10)  Uarcsin*.<iaj=— -  a?3arc  sin  ar  +  —  xY/l— *' rarcsina?  +  C 

»  &  4  4 

11)  Jx!arc8ina;.  d»=  —  ar,arcsin*+ —  (-^-ar*  + ^r-jy/l— ar*+  C. 

12)  Jx3arcsinx.  dx=*  -j-a?4arc sina;  +  x(t**~'~9  ^l*/^1""" **"""  T'2~  4ar0 8ina? ~^~  ^' 

13)  J(arc  sin  a?)ł  dr = a?(arc  sin  a?)1  +2V/l— a^arc  sin  x  —  2.1.a?  +  C. 

14)  J (arc  sin  z)3<fcc  =aj(arc  sin  *)3  +  S\/l —  a?2(arc  sin  rr)1— 8 . 2  .  ararc  sin  a?  — 

^arcteng,^       x  _  x     ^arctang* 
15i    \ = |_  C 

J    (1 +*»)''•  2        (1+ *>)'/.  +  u 

■  g,  f  »*c  eotg  x .  dx         (arccotga;)'       arccotga  * 

;J    *!(i+*ł)  2  s  gv7TT?  + 

19)j-1|^=8(logx-8)V/*+C. 

a))i7rog,.tg(ioex)=10«[1°g(loga!))+  c- 

29)  j>gQog^)     ^ =  loga, .  log(log B)  -  log*  +  C. 

oo,  f  .  .         .         a:            sin 2 ma?       ,    _ 
23;  j smarna;. dx  =  — — +  C. 

oi\  L;«  j       sin(m  —  n)x      sin (m+»)a?    ,    _ 

26)f8iP(a„  +  M.flill(a>g  +  ł>)rfiB=="°[('»»-^)^-ł»ł- 

ain[(al  +  a>)x+61  +  ł»] 
2(«,+<h) 

26)  j co8  («,*  +  6)  cos(«,*  +  6,)  cos  (o,*  +  6,)  <b  =  8in  K*»  +  ?,+  ?}  *  +  (»'  ±»1±M]  + 

4  (o,  -+•  o,  +  a,; 

+  sin  [(o,  +  o, -o,)* +(6,  4-tł-M  ■     8in[(ał-a1+a,)a:  +  (61-6,  +  dł)] 

4(a,+a,-a,)  "*"  4(0,-0,4-03)  "*" 

sin  [(a,  —  o,—  o3)  x  +  (6,  —  ł,  —  6,)] 

+  4(0,-0,-0.)  +C* 
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„.   fo  +  fctang*  (oa-j-ftp)as     ,    aft— ba  .      ,  .  .   .      .   .    ., 

♦x>\   f  *Jcte  sin  a?  — a?  cos  x 

*o)    1  — t : : r=—  «= : -ł-  (/. 

J    (*  sin  x  +  cos  X)*  x  sin  a?  -f-  cos  x 

29)  C   ,  .       "'^ ^-=C-   «Bin»  +  oosx 

J    (sin a:  —  x  cos  a?)1  sina?  — soosa; 

m)  f ***** = 

J    [a  (a?  sin  x  +  cos  a?)  +  b(  sin*  —  a:  cos  a?)]1 


*  sin  a?  +  cos  x 


a(a?  sin  a?  +  cos  a?)  +  6  (sin  a?  —  x 

81)  f «d* =  tanga? ^^ 

J     [a  +  ^*  +  &)  tang  a?]1  a + (aa?  +  6)  tang a>  "" 

Dowieść,  że: 

32)  j*«-i(log*).«fe=  -£-  {£}  +  (7. 

88)  j,.e-««to«(-l)-+l^lr{-^-}  +  C. 

oc.    f  ,  d*     le«*(a  sin  mas— m  cos  ma?) \    ,   „ 

86)  j»»«<«C08maS.<te=^r(— ^ -^t ^}  +  O. 

f  la; 

87)  j  x  sin  aa? .  da?  =  — j  sin  a  x cos  a  x  +  C. 

ii                     » 
a? cos  ax.dx=  — j  cos  aa?  -^ sin  aa?  +  O, 

39)  J*  sinhip  «*•<**=  ^  {_?ł?^P^}  +  C. 

40)  J*coshipa*.d*  =  A{     C0S*pg    )  +  C. 

im   f  .    ,     ,   a  SJ  d   /C*[asin(a+paj)  — pcos(a+paj)]\ 

42)  ]a*«*  sin  («  +  p»)  da;  =  -^-  {— i ^  ^  p> *   ^         |  +  C. 

JrtN   f  .    .    N.  d    J^*[6sui(a  +  pa:)  +  acos(a_|_Pa;Y|  \ 

43)  j»a«oo8C«  +  p»)&— ^-  {— ^ V       g»  +  p ^-XJULJ  +  Cf. 

44)  j  sina?,  sin  (a?4-  a)cos  (a?  +  a)  da;  =  ~=-  ([  -^ j-  J  cos  a  —  -j-  cos  2x  si 

Jd  \  {  x       sin  2aaj\  1 

sin ax  sin  (ax  +  6)  cos  (aa;  +*)*B=3T  M^- 7 —  j  cos  o  —  —  cos 2oa; 

46)  jatfm-i  sin  (a  +  bxm)  .  Cos  (a  +  b a;™)  da;  =  -  ^  {^^^}  +  c- 

47)  fc»-i  sin  (a  +  te"),  cos  (a  +  te*)  da>  =  -  £  {C08  ^J^*"^  )  +  Cl 

}  J  (aJ  +  a;1)2"*       2a  da  "t" 

49)   f  J^<fa  =       1  d\/a*+x*  c 

^   (V/a'+  a?1)8  a  da 
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4     d   /V«+  6coax 


J  («  +  icos*)%  *     *  l  b  /T 

cl    f  &  1  <ł     I"  1  ,  »  -    «1       ,       y. 


<*« 


53) 


f_«&__  _4    <*  fVa  +  bx\  c       dx  9   dyy{a+bx? 

){tt  +  bx)'l,  db\        b       Z"1"1-    °*>  J(B+6,)*/._4*  do  * 

r    cosrs  aa?  (—  l)*-l        rfm— l  jy  .  r*       ^ 

;  ^a  +  acosa.)***    (m-1)!     da™- r-i^r  +  °>  Sdzie  :  ^  —  Ja+Acosa?* 

J  )  (a  +  bx  +  cx*)*  (*-!)!      da*-!4" 

^  f  a*  a*  C_l>-1  a*"-l<l> 

60)  l =*  -i zl _ l  c. 

J  J  (o  +  bx  +  cx*)*  (»-l)l        do—rlbr    ^ 

Podać  zarówno  szczególne ,  jak  i  ogólne  całki ,  jakie ,  za  pomocą  metody   różniczko- 
inia  pod  znakiem,  całkowym  dadzą  się  wyprowadzić  z  następujących  całek : 

61)  Jte*ax=*-^- *»*+<?.    62)  Jo*a*  =  -j^  +  a 

63)  jasin(fcr  +  e).  dx=>  —  y  cos  (&r  +  e)  +  C. 

64)  J  a  cos  (6x  +  <0 .  dx  =  —  sin  (to  +  c)  +  (7. 

£c\  f  •  *         ^         *       sin2oa?   ,    _     „_.     f       ,         ,         *    .   sin  2oa?   .    _. 
b5)  j sinJ ax . dx  =  — +  (7.     66)    \ cos1  aa?. o*  = -^- H - \-  C. 

67)  f-^-  =  — tangoar+C.    68)   C-r^—  =—  —  cotg  —  +  C. 
Jco8saaj       a        °       ^  '  Jsin2a*  a        e  a  ^ 

^)  \ 1^-5 =  — tang  hip  aa? +(7.    70)   \   .    ,  f  ,     = cotang  hip  ax  -f  C. 

J  coship^oa;  a        *     r        '  y  Jsinhip^ia;  a  ©      r        i 

-i,  f  •  Ł      ,  cos  (<*  +  &)*         cos(a— 6)a? 

-o     f  •  •    Ł      j         sin  (a— 6)  ar         sin(a  +  &)a?    ,    _  * 

J  J  2(a  +  b)       ^      2 (a— 6)       ^ 

74)    C    ,_ff_ -  =  log  (x  4-V/a7r+^i)  +  c=  arg  sin  hip  —  +  C. 


V/a2  +  xa 


=  log(a?-ł-Y/#2—  a1)  +  C= arg  cos  hip  —  +  C. 


75)<J 

'6^  Ji^T'=  2^  log  ^^  +  C=- arg  tang  hip- +  C. 

f      _^ ^arcsin^  +  C.  78)  f-=^^ 

'  }    J\/2ax-x*  a  J*V/2oa!-a 


1  X  —  o 

=  —  arc  sin [-  C 

i         a  x 
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79)  jV«« -*»<**  =|-  y/a*^*  + 1*  arc  sin  -?-  +  O. 

80)  jyAM^rf*  -  -Jl/iM^  +  y  log  (-  +  Y/Sm^*)  +  <?. 

f  dx  1  a 

81)  \  — ,  = arc  sin \-  C. 


82)  C * =  -1-  log *       -   -  +  C. 

J*Y/ał  +  *2         a  a+Y/a»  +  *ł 

89)  j  V^^*_V^q^^ 

84)  ^^-^ — <te=Y/*J-ał  —  aarccos  —  +  C. 

86)  f-— ^,_-  =  AarcseoV^  +  C.86)   f— *=--?-  log  V^HT^  +  c. 

Rozwiązania   XIV.    Wskazówki:    1)  — 9).    Przekształcenie    i   całkowanie    przez 

części.   1 0)  — 14).  Podstawienie :  arc  sin  x  =  z.    16)   arc  tg  x = z.    16)  arc  cotg  x  =  z.    17)  —  22) 

log*=«.   23) —26)  przekształcenie  funkcyi.    27)  Podstawienie:   a  cos  ar  -f  (3 sin  as  =  z    28)— 31) 

a?— arc  tang  x =z.  Patrz:  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques.  T.  7.  1888  str.  191.  92)— 40) 

r       dx 
Metodą   różniczkowania   pod    znakiem   całkowym    całek:    Jac«-icŁr, fe-«* dx,     \ — ^~r » 

J e"* sin  mx .  dx  ,    fea*<M>&mx.dx,    fcos*dx,    /sin«xdr,    /coship  axdx}     /sinnip  ar  o*  x, 

J«a*sin(a+pa5).    41)  C^— .  42)  Je**sin(a  +  paO<fa>.  48)/e**cos(ft-ł-pa:)a*a\  44)JsinaJsin(x+o>ix. 

46)  jsin  ax.  sin  (o*  +  6)  dx.  46)-47)  j"  *»*-i  sin  (a  +  &*«•)  <te.  48)  J  — ^Lj-.    49)  j— i^- ^ 

60)  C     ^^,    ,  B1KB2)  f  *»  63)  -4=.    54)-66)    C\^«-+*Sa*.    56)-67) 

•'Y/a  +  fccosaj  •'(aj-a^  +  p'  Va+te  J 

jsinaa?a*a?,     jcos  aa;  cfce.  69)— 60)  4>«=j  g -Y  61)  Różn.  podług  a  i  b.  62)  Podług  a. 

63)-64)  Podług  a,b  i  c.    66)- 70)   Podług  a.    71)- 78)  Podług  a  i  b.    74)-84)  Podług  a. 
86)— 86)  Podług  a,  podług  n,  tudzież  podług  a  i  n. 


Literatura.  H.  Laur  en  t.  Traite  d'ana]yse.  Tome  III.  Calcul  integral.  Paris  1888. 
Serret-Harnack.  Lehrbuch  der  Integralrechnung  mit  Unterstutzung  von  H.  Liebmann 
und  E.  Zermelo ,  herausgegeben  von  Dr.  G.  BoŁlmann.  Leipzig  1899.  Benjamin  Wil- 
liam son.  An  elementary  treatise  on  tbe  integral  calculus.  London.  1876. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Rozwinięcie  całek,  typu: 

fB (x)eax  cos  bx  dx,  $ R  (x)  eax  ain  bxdx. 

2.  Rozwinięcie  całek  ,  typu : 

JR  (x)  eax  cos*  bx  sin*  bx .  dx. 

3.  Rozwinięcie  całek ,  typu : 

$  R  (a?)  sin  hipa  aa;  cos  nip**  ox  sin'  bx  cos*  bx  dx. 


Wykład  XV. 

Całkowanie  za  pomocą  szeregów. 

1.  Przedstawianie  całki  nieokreślonej  danej  funkcji  w  postaei  szeregu 
potęgowego*  Główne  zadanie  rachunku  całkowego  polega  na  wyznaczaniu 
niewiadomej  funkcyi  F(x),  której  pochodną  F\x)  jest  dana  funkcya  f(x). 

Znając  pochodną:  F' (x)=*  f'(x)}  niewiadomej  funkcyi  F(x)y  możemy,  za 
pomocą  prawideł  różniczkowania ,  wyznaczyć  wszystkie  pochodne  wyższych 
rzędów:  F*(x),  Fitt(x)1...i  FW(x),  tejże  niewiadomej  funkcyi  F (x).  Mianowicie, 
otrzymamy  z  danej  pierwszej  pochodnej  :  F\x)=y'=f(x),  kolejno  następne 
pochodne  w  postaci: 

Przyjąwszy  tedy  pewne  miejsce:  #*=a,  możemy  wyznaczyć  nie  tylko 
wartość  danej  pierwszej  pochodnej  F'(x),  lecz  także  wartość  wszystkich  na- 
stępnych pochodnych  tejże  niewiadomej  funkcyi  F(x)j  w  przyj ę tern  miejscu 
x=a,  w  postaci: 

F'(x)-tfm-f(a),    F'{z)-*m'-ri*),»t  ^W-»«-rMW- 
Znając    wartości     wszystkich    pochodnych    niewiadomej    funkcyi    F(x) ' 
w  miejscu  x,    potrafilibyśmy  już  przedstawić   wartość   niewiadomej  funkcyi 
F(x)  w  postaci   szeregu,   uporządkowanego    podług   potęg   dwumianu  (x—a)J 
gdybyśmy  znali  jeszcze  wartość  F(a)  tej  funkcyi  F(x)  w  miejscu  rr=a. 

Niemając  na  wyznaczenie  F(a)  żadnych  danych,  połóżmy  F(a)*=C, 
gdzie  C  wyobraża  stałą  dowolną ,  natenczas  otrzymamy,  według  szeregu 
Taylora  (Tom  I ,  str.  514)  : 

jF(s)-*(«)+^(*-aH 
niewiadomą  funkcyę  F(x)  w  postaci : 

w-c+^(«)+q^(,-.)»+...+q;!/a)(«)-+. 

a  że:  F(x)=$f(x)dx,  zatem,  otrzymujemy: 

//(J0.&-C+^(*-a)+C^(«-a)«+-.+^:||)|(^  (*-«)»+...     (1) 

wzór,  podający  całkę  nieokreśloną  danej  funkcyi  f(x)  w  postaci  szeregu  po- 
tęgowego $(£ — a),  z  jedną  stałą  dowolną  C. 

I»/,("~2)(«)I 
Szeregowi  temu  odpowiada  koło  zbieżności  o  promieniu:  r=lim   tt—uj  \  • 
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Jeżeli  miejscem  tern ,  w  którem  z  danej  pierwszej  pochodnej  wyznaczymy 
wartości  wszystkich  następnych  pochodnych,  jest  x«=0,  natenczas,  otrzymamy, 
według  szeregu  Maolaurina  (Tom  I.  str.  515.)  szukaną  całkę  w  postaci: 

jm*_0+«£.+qw^_+q^>.,f+_         (2) 

t.j.  w  postaci  szeregu  potęgowego,  uporządkowanego  według  potęg  zmiennej 

,.     \nfn'2Ho) 
niezależnej  a?,  bezwarunkowo  zbieżnego  w  kole  o  promieniu:  r=limL    ^-y1-- 

Każdy  z  tych  szeregów  jest  elementem  szukanej  funkcyi  analitycznej, 
(Tom  I.,  str.  666),  przedstawiającej  całkę  nieokreśloną  ff(x).dx  danej 
funkcyi  f(x). 

Danej  funkcyi  f(x)  odpowiada  zatem  zawsze  pewna  funkcya  F(x),  jako 
jej  całka  nieokreślona ,  którą  możemy  przedstawić  w  postaci  szeregu  potę- 
gowego, skoro  tylko  istnieje  pewne  miejsce  x-=a,  w  którem  dana  funkcya 
f  (x)  i  wszystkie  jej  pochodne  otrzymują  wartości  skończone,  t.  z.,  skoro 
dana  funkcya  sama  jest  funkcya  analityczną. 

Każdej  funkcyi  analitycznej  odpowiada  zatem  nowa  funkcya  analityczna 
z  pewną  stałą  dowolną  C,  jako  jej  całka  nieokreślona,  a  dla  tej  nowej 
funkcyi  możemy  zawsze  znaleźć    szereg  potęgowy,  jako  jej  element. 

2.  Mając  w  ten  sposób  przedstawić  całkę  funkcyi:  f(x)  =(1  +*)*,  otrzymujemy: 
f(p)—l9  /'(0)«=n,  /"(*)  =  *(»—  1),  /(r)(o)=n(fi—  !)...(*—  r-f  1),  zatem  szukaną  całkę 
w  postaci: 

J(l  +  *)« dx  =  0+  x+  (J)  |*  +  (J)  •'  + ...  +  ^  ^  J  J  + ...,  gdzie  | >|  <  1, 
a  więc ,  w  szczególności  : 

J|r'T      ™  T     T2   2        248^2464  T 

Dla  funkcyi  /(*)  =  a?» ,  mamy  : 

'W- 1.  /'  (1) - • .  /" (1)  =  » (•-!), .-.  /«(!) -  »(»-!) -  (»-♦-  +  1). 
zatem: 

Podobnie,  znajdziemy: 

ia?        a&'       aj*  a?* 

e* .  <te  ^-  C  4-  —  4-  —  +  -    4-  ...  4-  --  -ł-  ... 
tl!r2!t8!r      TnlT 

f  xa        a?*        a?6  a#r 

3sin,.cte^C-.-!  +  ---  +  ...  +  (-l)rT2_  +  ... 

f  ^  aj»   ,    aj5  ,     4X        aj2r+l 

3.  Wyprowadzanie  szeregów  potęgowych  danej  całki  za  pomocą  szeregów 
potęgowych  funkcyi,  stojącej  pod  znakiem  całkowania.  Szeregi  potęgowe,  od- 
powiadające calce  danej  funkcyi:  ff(x)dx,  otrzymać  możemy  wprost,  cał- 
kując wyrazy  szeregów    potęgowych,    odpowiadających    danej    funkcyi   f(x). 
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Storo  bowiem: 


f(x)-f(a)+  ^  (*-a)+Q^  (af_.)»+...+C:M  (*-a)-i+  , 


+  ••• 

,  całkując  wyraz  za  wyrazem,  otrzymujemy: 

/»  (*— a)1  ,  /""(o)  (af— o)*  /•("-»> (a)    (z-ay 


r1"  AX)_m+/>),+^)„+...+«^, 

tkując  w 

jfc-C+Aa).*^,         2        '     2!  3       (n-1)!         »        "" 

gdnie: 

wzory: 

z  wzorami  1)  i  2),  powyżej  otrzymanemi. 
4.  Całki  szeregów  półkowych  i  ich  zakresy  zbieżności.  Szereg  potęgowy : 
$(z)=a0+aix+a2x*  +  ...+anx"+...  (3) 

i,  jak  wieniy,  (patrz  T.  I.  str.  653),  wewnątrz  swego  koła  zbieżności, 
peyą  ciągłą  zmiennej  z.  Promień  r  tego  koła,  otrzymujemy  z  warunku 
barankowej  zbieżności  tego  szeregu: 

lim    ł***"L  <  1 ,  czyli :  I  z  |<  lim  L^=l',  w  postaci :  r=  lim  l£=fl 

Stosując   do   danego  szeregu   prawidło  całkowania  sumy,   otrzymujemy 
7  szereg  potęgowy : 

*t«-J¥M-*-G+**+^  (4) 

ry  jest  szeregiem  bezwarunkowo  i  jednostajnie  zbieżnym  dla  wartości 
Innej  z,  czyniących  zadość  nierówności : 

n     a„_i 


lim 


n         O* 

.z 


n  +  1    On-i  ' 


rięc :  |  z  |  <  lim 


<1,  czyli:  |aj|<lim 

nc=oo 
'  0,-1  I 


»+l    a» 


•=•    \an\ 


Otrzymany  szereg :  /$$  (z) .  cŁe=2  ~~^~r  ^  ma  w^c  k°*°  zbieżności  o  pro- 

i  A  zatem:  Szereg  f%(x) dx,  otrzymany  przez  całkowanie  danego  sze- 
■  potęgowego,  jest  takie  szeregiem  bezwarunkowo  i  jednostajnie  zbieżnym 
I  ten  sam  zakres  zbieżności ,  co  dany  szereg  $  (#)• 

jfc  DńhńmkL  W>kł.  ■*•*•■»•  I.  Tom  II.  ^ 

l 
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5.  Funkcye,  określone  szeregami  funkcyj  elementarnych.  Szereg  funkcyj  elementarnych 
fx (*)  +  /,  (a?)  +  ...  +/*(*)  +  •••»  nazywamy  szeregiem  bezwarunkowo  zbieżnym  dla  pewne 
wartości  zmiennej  »,  jeżeli,  dla  tej  wartości  zmiennej  *,  da  się  wyznaczyć  taka  wskazówki 
»,  że,  od  niej  począwszy,  reszta :  #«=./» (a?) -t-/»+i(x)  +  ...ł  bezwzględnie  wzięta,  jest  mniej szi 
od  dowolnie  przyjętej,  dostatecznie  małej  liczby  c.  Jeżeli  ten  warunek  zachodzi  w  pewnyn 
zakresie  zbieżności  od  a  do  b}  a  reszta  Rn  (i  wszystkie  następne  i?n+i , ...)  jest ,  dla  każde 
wartości  x  w  tym  zakresie,  przy  tern  samem  n,  mniejsza  od  s,  natenczas,  powiadamy,  ze  dan; 
szereg  funkoyj  jest  w  tym  zakresie  szeregiem  jednostajnie  zbieżnym.  Warunkiem  jedno 
stajnej  zbieżności  szeregu: 

/•(*)+ A  (■)  +  -  +M*)  +  ~ 

jest,  w  danym  zakresie,  zbieżność  szeregu,  utworzonego  z  liczebnie  największych  -wartości 

jakie   poszczególne  wyrazy   tego    szeregu   w   tym   zakresie  otrzymują.  Tak  n.  p.  szereg 

cos*      cos2x    ,  cos  Są?       cos4x  .  .  .      .  . 

— r-: =-r 1-  — Q- -=- 1- ...  jest,  dla  wszelkiej  rzeczywistej  wartości  *,  szeregien 

1  !  al  O  I  4  1 

jednostajnie  zbieżnym ,  gdyż  szereg ,  utworzony  z  bezwzględnie  wziętych ,  liczebnie  naj 
większych  wartości  poszczególnych  wyrazów  tego  szeregu ,  przedstawiający  się  w  postaci 

—  +  07  +  07  +  21  + •••  Je8t  szeregiem  bezwarunkowo  zbieżnym. 

Szereg  jednostajnie  zbieżny,  w  pewnym  zakresie  od  a  do  6,  przedstawia  w  tym  za 
kresie  funkcyą  ciągłą  :  f(x)=fl  (x)  +/, (a?)  + ...  +/*  (x)  + ... 

Kładąc,  bowiem  f(x)=Sn-\  (*)  +  #«(*))  gdzie  £*-i(*)  przedstawia  sumę  pierwszych 
(*— 1)  wyrazów  tego  szeregu,  a  Rn(x)  jego  resztę,  otrzymujemy: 

\f(x+a)-f(x)\^\8n^i(x  +  a)^Sn-i(x)\  +  \Rn(x+a)^£n(x)\. 

Z  powodu  jednostajnej  zbieżności  danego  szeregu  w  zakresie  od  a  do  ft,  możemy  * 
zawsze  tak  obrać,  że  będzie: 

\Rn(x  +  a)-Rn(x)\<*£, 

gdzie  e  jest  dowolnie  małą  liczbą ;  z  powodu  ciągłości  poszczególnych  funkcyj :  /i(x),  /a(x), ... 
f*(x), ...,  tego  szeregu  możemy,  dalej,  a  tak  dobrać ,  że  będzie : 

|Ł-i(.  +  i)-M«)l<{«, 

da  się  więc,  dla  każdego  e,  takie  o  wyznaczyć,  że  będzie:  |/(a?  +  a)—  f(x)\  <e,  co  właśnie 
jest  cechą  ciągłości  funkcyi  /(«),  określonej  sumą  nieskończenie  wielu  funkcyj  elementar- 
nych, w  postaci: 

/(*)  -/i  (*)+/i  (•)  +  .-  +/•(-)  +  -  (5) 

6.  Pochodna  szeregu  fankcyj  elementarnych.  Utwórzmy  teraz  z  danego  szeregu; 
/i  (*)+/«(*)  +  •■•+/*(*)  +  •••  szereg  funkcyj  pochodnych  poszczególnych  funkcyj  tego  sze- 
regu ,  t.  j.  szereg  pochodnych  : 

A  (*)+A  (*)  +  ».+/'*(*)  +  ... 
to  szereg  ten  może  być  w  ogóle  szeregiem   zbieżnym  tylko  wówczas ,  gdy  będzie : 

lim /'«(*)  — 0. 

*  =  <*> 

Jeżeli  ten  szereg  jest  zarazem,  w  pewnym  zakresie  zbieżności  od  a  do  bf  szeregien 
jednostajnie  zbieżnym,  natenczas  przedstawia  on  w  tym  zakresie  nową  funkcyę  ?(x),  która 
jest  pochodną  funkcyi  f(x). 

Funkoya  pochodna  /'  (x)  funkcyi!  /"(*)==  U  (*)+/i(*)  +  —+A(*)  +  —i  wyraża  się  bo- 
wiem, jako  granica  stosunku  różnicowego: 

jeżeli   zatem  szereg  pochodny:  /'i(*)  +  f'i  (*)+•••+/'»  (*)  +  •••  j*st  jednostajnie    zbieżny 

#„  (»  -U  A*) — Rn  (x) 
natenczas   można  takie  n  wyznaczyć,  że  reszta:  — j-=- — ,    będzie  mniejszą  od 

dowolnie  małej  liczby  e,  otrzymujemy  zatem,  wówczas  dla:  A*  =  0,  równość: 

/'(*)=/l  '(•)+/'!(*)  +  --.+/'•(«)+...  (6) 

A  zatem :  Jeżeli  szereg ,  utworzony  z  pochodnych  poszczególnych  funkcyj  danego 
szeregu  jednostajnie  zbieżnego ,  jest  w  swym  zakresie  zbieżności  również  szeregiem  jedno- 
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zbieżnym,  natenczas  przedstawia  on   w   tym  zakresie  pochodną  funkcyi,  danym 
określonej. 
7.  Gałka  saeregm  fukejrj  elementarnych.  Utwórzmy  z  szeregu : 

/(•WiW+ZiWł-łAWł- 

tajnie  zbieżnego  w  pewnym  zakresie  zbieżności ,  szereg  funkoyj  całkowych : 

Sfi(x)dx  +  fft(x)  dx  +  ...+//-  (•)«•  +  ». 
■ważymy  najpierw,  że  pochodną  tego  szeregu  jest  funkcya : 

/(•)-/iW+/iW+-łAWł- 

bas  szeregiem  jednostajnie  zbieżnym  w  swym  zakresie  zbieżności ,  z  czego  wynika 
l,  że,  powyżej  utworzony  szereg  funkcyj  całkowych  jest  całką  danej  funkcyi.  Mo- 
niem w  danych  warunkach  napisać: 

ff{x)dx=*  C+fft(x)dx  +  //,(»)  dx  +  „  +J/.  (»)  dx  + ...  (7) 

A  zatem :  Szereg  całek  funkcyj  elementarnych ,  utworzony  z  danego  szeregu  funkcyj 
tfarnyeh,  jednostajnie  zbieżnego  w  pewnym  zakresie  zbieżności ,  przedstawia  w  tym 
ie  całkę  funkcyi ,  danym  szeregiem  określonej. 
&  Saereg  utworzony  i  potęg  funkcji  elementarnej  f(x)  w  postaci : 

Msególnym  przypadkiem  szeregu,  utworzonego  z  nieskończenie  wielu  różnych  funkcyj 
Mftarnych    i    sprowadza    się,    wskutek    podstawienia: /(»)==*,  do  zwykłego    szeregu 

iwego: 

?(*)  —  «o+«i*+°i*J+ •••  +  «»  *"  +  .•• 

Do  niego  stosują  się  zatem  następujące  twierdzenia: 

1)  Szereg:  a*  -J- Oj /(»)+o,  [/(*)]'+••.  +  «»[/ (»)]*  +  •••  przedstawia   w  swym   zakresie 
pewną  funkcya  ciągłą. 

pochodny:  atf'(»)+2atf^ 
możemy  także  napisać  w  postaci: 

/'(»)  {«,  +  2-,  /(•)  +  *h  [/(*)!'  +••.+  »«.  [ /(*)]—'  +  -}  , 
iwia,  w  swym   zakresie  zbieżności,  również  funkcyę  ciągłą,  która  jest  pochodną 
pierwotnym  szeregiem  określonej. 

całkowy:    C  +  a9x  +  aiff(x)dx  +  <hf[f(x))*dx  +  ...  +  <*  f[f(x)]*  dx  +  ..., 
w  swym  zakresie  zbieżności,  całkę  funkcyi ,  danym  szeregiem  określonej. 

Całkowanie  fnnkeyj,  określonych  szeregami  potęgowymi.    Na   pod- 

powyższych    wywodów,    możemy   do  danych   szeregów    potęgowych, 

ttn   ich   zakresu   zbieżności,    stosować   zawsze    prawidło   całkowania, 

my  nowy  szereg,  który  jest  całką  danego  szeregu. 

Tym  sposobem  możemy    wyznaczać   także   całki    takich   funkcyj  anali- 

ch,  które  są  określone  wyłącznie  zapomocą  swych  szeregów  potęgowych. 

Jeżeli,  mianowicie,  dana  funkcya  jest  określona  szeregiem : 

f(x)=a<)+axz+a1x*+...+an&  +•••>  (8) 


0«-l 


sowo    zbieżnym  dla    |*|< !,  względnie,  szeregiem: 

I     an    I 

/(a?)=60+6i(*-«)  4-62(*-a)2+...  +  Ma;— «)"+•••  (9) 


■  i  6n-i  I 


ankowo  zbieżnym  dla  \x — a  |  <  j— r —  ,  natenczas  jej  całka  przedstawia 
r  postaci  szeregu: 

j/>)<fc-C+a0*+|*^  (80 

lnie,  w  postaci  szeregu: 

»*-C7+lb(«-a)+^(»-a)»+  b±(x-ay+...+h-^(x-a)*  +  ...  (9') 


f« 


-  244  - 

które  są  szeregami  bezwarunkowo  i  jednostajnie   zbieżnymi  w  tym  samyn 
zakresie ,  co  ich  szeregi  pochodne. 

10.  Zastosowanie  prawidła  całkowania  szeregów  potęgowych  do  rozwi 
Jania  funkcyj  na  szeregi.  Prawidło  całkowania  szeregów  potęgowych ,  mo 
żerny  przedewszystkiem  zastosować  do  tego,  aby  wyprowadzić  rozwinięci* 
funkcyj,  występujących,  jako  całki  danych  funkcyj. 

Poznamy  to  na  przykładach. 

1)  Wiemy,  że:  \— —  -log(l+*)+  C. 

J 1  +  X 

Z  szeregu  potęgowego: 
bezwarunkowo  zbieżnego,  dla  |sc|<l,   otrzymujemy,  po  scałkowaniu  szereg 

Przeniósłszy  stałe  dowolne  na  jedną  stronę,  otrzymujemy  zatem: 


«»2  ejrZ  /jńk 

log(l+a;)  =  C+*-  -g  +  -3  -  -j-  +  ... 

Ponieważ   log  1=0,    a    z    powyższej  równości,  dla  r=0,   otrzymujenij 
logl  =  C,  zatem  jest  C=0,  a  więc,  otrzymujemy  znany  szereg  logarytmiczny 

/v*        ««3         /*»% 

log(l  +  x)-*-g  +  -8— -J  +  ... 


2)  \     —-- _z.^=arc8inflj+C7. 
'Vi-*2 


Na  podstawie  dwumianu  Newtona : 

^Zii-i+sT^+f.i*  +TTT*  +-»  gd"e  |x,  =  1' 

otrzymujemy  szereg  całkowy : 

f       dx  „  .       .    1  s3  .  1.3     s*      1.3.B       a?7 


zatem : 


kv7i_Ia^C+a:  +  "2    3  +  2~tv   5 +  274.6    *   7+"' 


n,      ,  1  «»,  1.3s',    1.3.5  g», 


stąd,  gdy  arcsinz=0,  wypada,  dla  x<=0,  zarazem  C=0,  a  więc,  znany  szereg 

,   1  x3  ,  1 .  3  *8  ,    1 . 3 . 6  X1  , 

aronn*-*+T  3  +2~ |  ^-g—g-  y+... 

ważny,  dla  |«|<1. 

1  ,     2=arctangs+C. 
Z  szeregu  potęgowego: 

£— 2 j«l— s2+s*— a;6+...,  ważnego,  gdy  |*|<1,  ( 


wypływa  szereg  całkowy  : 


*    dx        „  x2  ,  xb      x~ 

H+ił-C  +  *— 8+6-Y  +  " 
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xz  .  xb 


a  stąd :  arc  tang  x=  C+  x—  -^  +  -=-  —  -«+... 

o       o        7 

gdzie   C=0,  skoro  arc  tang  s— 0,  zatem  szereg: 

4*3        #5         4*7 

arc  tang  s=a—  _ +_  —  _  +  ...,  ważny,  dla  |*|<1, 

(i7=Łf=.iog(a;+vrT^)+6', 

=»arg  sin  hip  x  +  C. 
Z  szeregu: 

vi?p-1-T-'+8:4*4--^4jr*,+-  gdzle  |as|<1, 

otrzymujemy  nowy  szereg: 


Mi 


fc 


<&  _       _  1  *_3     1^3  a;8      1.3.5  *7 


}VT+*»~  2    3T2.46       2.4.6    7 

a  stąd,  rozwinięcie : 

i       ,     itSrTT\  ■    v  li',1.3*'       1.8.6*' 

ważne  dla  £<!. 


5^  j  l^e1^  ¥ log  f^+  cr=sarc  tanS hiP  *  +  c- 
Z  szeregu:  r- 

otrzymujemy  nowy  szereg: 


Z  szeregu:  = i==l  +  x*+zi+x*+. 


JiZii-C+»+8+6+- 
&  stąd  rozwinięcie: 

arg  tang  hip  ««y  log  ^t_?==*+^+^  +  ...,  ważne,  gdy  |*|<1. 

11.  Całki  funkcyj,  nie  dające  się  wyrazić  przez  funkcye  elementarne. 

Całkowanie  zapomocą  szeregów  potęgowych,  ma  dla  szeregów  ważne  zasto- 
sowanie przy  całkowaniu  tych  funkcyj,  których  całki  nie  dadzą  się  wyrazić 
przez  znane  funkcye  elementarne.  W  tym  celu,  należy  funkcyę,  stojącą  pod 
znakiem  całkowania,  lub  przynajmniej  jeden  z  jej  czynników  rozwinąć  na 
szereg  bezwarunkowo  i  jednostajnie  zbieżny,  w  szczególności,  na  szereg  po- 
tęgowy, a  następne  wyrazy  otrzymanego  szeregu  poddać  całkowaniu. 

Przejdźmy  po  kolei  główniejsze  całki,  poznane  w  poprzednich  wykła- 
dach, nie  dające  się  wyrazić  przez  znane  funkcye  elementarne. 

12.  Całki  dwnmienne  Eulera.  Między  całkami  funkcyj  algebraicznych 
wymiernych,  nie  natrafiliśmy  na  takie  całki,  gdyż  całki  wszelkich  funkcyj 
wymiernych  dadzą  się  zawsze  wyrazić  przez  inne  funkcye  wymierne  i  przez 
fankcye  logarytmiczne,   względnie  cyklometryczne. 

Między  całkami  funkcyj  niewymiernych,  napotkaliśmy,  przedewszyst- 
kiem,  całki  dwumienne:  fxm(axn+b)Pdx}  które,  ostatecznie,  sprowadzają  się  do 

postaci:    JPf9  — *f&  (l  +  x)*dtc,    gdzie  p   i    q  są    liczbami,  między  — =r-  i  +  ^ 

zawartemi,  dającej  się  wyrazić  przez  znane  funkcye  tylko  w  przypadku, 
gdy  suma  wykładników:  p+q,  jest  liczbą  całkowitą,  a  prowadzącej  w  in- 
nych przypadkach  do  nowego  rodzaju  funkcyj  przestępnych ,  zwanych  cał- 
kami Eulera. 
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Całki  dwumienne  Eulera  dadzą  się  przedstawić  w  postaci  szeregów. 
W  tym  celu,  piszemy: 

a  więc 


(i+*)*=i+m*+m**+...+m*-+..., 


skąd,  dostajemy  szukaną  całkę  Eulera,  w  postaci: 

W+*^H£+(&?.+G)£+7+Ctó+4  <10> 

która,  wobec  tego,  że  szereg,  zawarty  w  nawiasie  jest  dla  |jc|<C1  bez- 
warunkowo i  jednostajnie  zbieżny,  nadaje  się  do  wyznaczenia  wartości 
niewiadomej  funkcyi  dla  wszelkich  wartości  zmiennej  niezależnej  z  w  gra- 
nicach: 0<C|#|<;1,  t.  z.  dla  wszelkiej  wartości  zmiennej  2,  których  war- 
tości bezwzględne  znajdują  się  między  0  a  1. 

18.  Celem  rozwinięcia  całki  dwumiennej  Eulera,  w  postaci  szeregu,  który  byłby  zbieżny 
w  zakresie :  1<  |  *  |  <  00 ,  rozwińmy  funkcyę  (1  + »)?  ,  występującą  pod  znakiem  całkowym. 
na  szereg  potęgowy,  postępujący  według  ujemnych  potęg  zmiennej  x.  W  tym  celu,  napiszemy : 

(1  +  ,),  -  *9  {l  +  (f )«-!+  (I)  *-*  +  (§)*-*  +  ..j» 

skąd,  otrzymujemy: 

xp(1  +  x)i=xP+i+  (?)a*+*-M-  (i)»f,+«-1+  ($)■*+*-•+... 
a  zatem,  rozwinięcie  całki  dwumiennej  Eulera  w  postaci  szeregu: 

H'+-^---+'(p-+iTT+(?)^+©p-&+-  +  fflfT5b-.+  -)('»> 

zbieżnego  w  granicach :  1  <  |  x |< 00 . 

Aby  rozstrzygnąć  sprawę  obliczania  wartości  danej  całki  dwumiennej  Eulera  w  przy- 
padku |»|»»1,  zauważymy,  przedewszystkiem ,  że  oba  wzory  powyższe  (10)  i  (10*)  będą 
także  w  przypadku  |*|  =  1  przydatne,  gdy  szeregi: 

£+1  +  (?)  ^+2  +  W  ^+8  +  -  +  W,  +  .  +  l+- 

P  +  9  +  1 +  (O  F+9  +  ®p  +  «-l  +  "' +  \»)P  +  q-n  +  l  +  - 
będą  zbieżne. 

Dla  pierwszego  z  tych  szeregów  mamy  stosunek: 

»+,        LU){P+H  +  1)      (t— )»  +  .  +  !) 
a  dla  drugiego: 


C+>+^-W  +  1>      (g-n)(P+g-n-H) 
"         (i)(p  +  q-n)  C  +  Dfr+f— )     ' 


f#H  +  l 


zatem,  w  obydwu  razach,  lim    '  — ■  1,  a  wiec  są  to  przypadki  wątpliwe. 

n=oo   I     w»    [ 

Aby  go  rostrzygnąć,  zastosujmy  kryteryum  Raabe'go  (T.  I.  str.  587.),  według  którego 
szereg:  t*i+«i  +  ...  +  tf»  +  ...  jest  zbieżny,  skoro,  od  pewnego  n  począwszy,  jest  stale:  ' 
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tfa-J»l 

Ponieważ  chodzi  tu  o  bezwzględną  wartość  stosunku  — — ,  przeto,  biorąc  w  ilorazach 
czynnik  »— g,  zamiast  g— »,  otrzymujemy,  w  pierwszym  szeregu: 

,h_?!!±!UJi-(?.-^+,,+iH-.li  '1_Ji^t!z^| 


p-g  +  1 


|1  +  f-a-r 
x  ■  P  + 


&  tak  samo  w  drugim : 

I1       P  +  »..g(P  +  g  +  l)v 
1 -5 5^ !  =-«+2. 
Ł  i  l-y  —  g     p  +  9   j 

fi  #1 

Oba  rozwinięcia:  (10)  i  (lCK)  nadają  się  więc  do  obliczenia  całki  dwumiennej  Eulera, 
takie  dla  \x\  =  1,  skoro  spełnia  się  warunek  g+2>l,  t.  j.  skoro  3  +  1>0,  co  zawsze  na- 
stąpi, gdy  całka  dwumienna  Eulera  sprowadzoną  została  do  takiej  postaci,  że  w  niej 
wykładniki  p  iq  zawarte  są  w  granicach :  —  j  i  +  J.  Oba  rozwinięcia:  (10)  i  (100  s%  sateni 
także  dla  |  x  |  =  1  przydatne. 

14.  Gtlówniejsze  calkl  fankeyj  przestępnych,  nie  dające  się  wyrazić  przez 
fnnkeye  elementarne.  Między  całkami  funkcyj  przestępnych,  nie  dających 
się  wyrazić  przez  fnnkeye  elementarne ,  napotkaliśmy  przede wszystkiem  całki, 
kształtu:  J9tk=sf*inixcoskxdx1  w  których  wykładniki  s  ih  leżą  między  gra- 
nicami — 1  i  +1.  Całki  te  sprowadzają  się,  ostatecznie,  zapomocą  metody 
podstawienia,  do  całek  Eulera:  /a^(l— x)*dx}  o  których  mówiliśmy  jui  po- 
wyżej. Z  pośród  całek  innych  funkcyj  przestępnych,  nie  dających  się  wyrazić 
przez  funkeye  elementarne,  napotkaliśmy  między  innemi  następujące: 

1)  \  —  Ac  —  Li(e?)+  C.   [Logarytm  całkowy    funkcyi  e*.   Patrz   str.  176. 

&rt.  9.].  Z  szeregu  potęgowego: 

x      x*     xz  af* 

bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżnego ,  otrzymujemy,  dla  wszelkich  skoń- 
czonych wartośoi  zmiennej  2,  rozwinięcie: 

€P       1  xx2  a?—1 

przedstawiające  funkcyę,  znajdującą  się  pod  znakiem  całkowym,  która,  dla 
wszelkich  wartości  z  skończonych,  a  różnych  od  zera,  otrzymuje  wartość 
skończoną.  Z  wyłączeniem  miejsca  £=0,  otrzymujemy  tedy,  dla  wszelkiego 
skończonego  x,  na  podstawie  prawidła  całkowania  szeregów,  rozwinięcie: 

l_*-cr+log«+«+-al  2  +  gj  ■9+^+-l  -+.-.  (U) 

Podstawiając  w  niem:  e*=*,  a  więc:  a?=log*,  cŁe=»— ,  i  zastępując  na- 

stępnie  0  przez  #,  otrzymujemy  rozwinięcie  logarytmu  całkowego  zmiennej  z, 
w  postaci: 


^ 
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fe=c+Iogllog!r)+,og*+a!— 2— ^  al ~ i 3— +-+Ti  - "TT 

2)  [~-~X~    dx.  [Patrz  str.  180.  art.  16.] 

Mamy  tu,  dla  |  x  |  <C  1,  szereg : 

**     *3      ** 
log  (1+*)=*  -  ^-+ g- -  ^ +.- 

wskutek  tego,  szereg  potęgowy: 

los(l+x)^_x  +  x>_x>(_1)n_1*^+^ 


x  *      2T  8       4T~TV    *'         » 

który  prowadzi  do  rozwinięcia: 

f  log(l+s)    .      n,  xi     x*      *'.       ,,     ,,,_!«", 

zbieżnego,  jeżeli  |«|<1. 
Jeżeli  |  a?  |  >  1 ,  połóżmy : 

log(l+a;)=log[a;(l+^j]  -log*+log  (l+-^) » 

zatem: 

i/i^i         .    1        11,11         11. 
log  (l+a5)=.loga!+--T.-s+  -3.  p-T.  -»+.♦., 

a  otrzymamy: 

log(H-g)  __logs,    1       j_r    M       JL  JL  ._ 
x  *    +  x*~  2'*2"1"  3  "a;*-  4'x*+"' 

skąd,  ze  względu  na  to,   że:  \ — —  daf-=  -Q-(log*),+  C7,  dostajemy: 

szereg  zbieżny,  skoro  |  x  |  >  1. 

(*sm  2? 
3)  \—  cŁc=SV(:r)  +  C  [Sinus  całkowy  zmiennej  a;,  patrz  str.  190. 

J      X 

Mamy  tu  szereg  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżny: 

xz      xb       %\  ^        X****      . 

sm^--+  -  -  =-,  +  ...4  (-1)" 


3r    6!      IV  "^v      '    (2n+l)! 
zatem,  dla  wszelkiego  skończonego  x,  otrzymujemy: 


sino; 


K2» 


x    ~1"3!+6!~r!+-  +  (_1)"  (2n+l)!+- 
a  stąd: 

fsinz,  1    a:3  ,    1   xh      1  x\       ,  ,     1X.       1  a?2"-1-1 

4)  \ dx=Ci(x)  +  C,  [cosinus  całkowy  zmiennej  x]. 

Mamy  tu,  dla  wszelkiego  skończonego  #,  szereg: 

a;2     rc*      a;6  a?1*1 

OOB«-1-2l  +  4!-6!  +  -  +  (-1)"(ft0ł  +  - 
z  którego  dostajemy  : 
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cosi;_  1        x       xi      z*  1/     i  »   *1"-1 

1:        ¥_27  +  4!-6!+,"  +  (~1;  12^T  +  '" 
•tern  rozwinięcie: 

fcos*.       -,.  1   Jf*       1   Jf*        1    *"  ,       ,  ,      ...      1       x*\ 

5)  l —  dx=HSi(x)  +  C.     Hiperboliczny   sinus   całkowy   zmiennej   x. 

itrz  str.  212.  art.  17.). 

Mamy  szereg  bezwarunkowo   i  bezustannie  zbieżny   (patrz  Tom  L  sir. 
6.),  w  postaci: 

.         .  X        XZ       Xb  jc2**1 

ctórego  dostajemy  szereg: 

sinhipa;  x%     xk  a?2* 

x  +W\  f  6!  +  "'  4"(2^+ly!  +  ,,• 

tern  rozwinięcie : 

x2n+l 


Jsinhips  n  1   xz      1   xh  1 


+  ... 


(2n+l)!  2»+l 
iżne  dla  wszelkiego  skończonego  x. 

6)  \ —dx=>HCi(x)+C.  Hiperboliczny  cosinus  całkowy  zmiennej  x. 

itrz  str.  212.  art.  17.]. 

Mamy  tu  również  szereg  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżny: 

X,  OC  X ! 

cos  hip*=l+^+^  +  ... +  —,+... 

ctórego  dostajemy  szereg : 

coshipa;_  1       x      x3         i3*2"^! 

x  s  2l+  i\  +  '"  +  (2n)l  +  '" 

kem  rozwinięcie : 

fcoship*,        ,  1  a;2      1  a;4  1     x2n  , 

iżne  dla  wszelkich  skończonych  wartości  zmiennej  x. 

15.  Całki  niektórych  funkcyj  złożonych,  nie  dające  się  wyrazić  przez 
nkeye  elementarne.  Z  pośród  całek  funkcyj,  złożonych  z  funkcyj  algebra- 
mych  i  przestępnych ,  które  nie  dadzą  się  wyznaczyć  za  pomocą  znanych 
lkcyj  elementarnych,  zasługują  na  uwagę  jeszcze  następujące,  dla  któ- 
sh  wyprowadzimy  różne  rozwinięcia  na  szeregi  potęgowe : 

1)  Całka  fxa8inbxdx,  przy  dowolnym  wykładniku  o. 

Z  szeregu  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżnego: 


.    T        bx        b3x3   , 
8in6x=1!          3,    + 

&8*8 
5! 

nika: 

.    _        bx°+*       b3xa+3 
*«8infcr.=    v             3, 

J8X°+8 

1       6! 

tąd,  rozwinięcie : 
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f  dx      r.^i     n       nli        ,   1    Oog*)1  ,    1    (log*)8  ,      ,    1     (log*)"   .       nm 

2)  pggfl+*)  ,&..  [Patrz  8tr>  180-  art.  16.] 

Mamy  ta,  dla  |  x  j  <  1,  szereg : 

s2     *3      as* 
log(l+*)-*  —  -2-+  -8-  -  -J+- 

wskutek  tego,  szereg  potęgowy: 

J5^±fi.i_  £.+  «'  _  *3+...+(-i)->^-+..., 


a;  2^3       4 n      '  v      '  » 

który  prowadzi  do  rozwinięcia: 

zbieżnego,  jeżeli  \x\<l. 
Jeżeli  |  x  |  >  1 ,  połóżmy  : 

log (1  +*)-log  ]x{\  +i-)]  -  log*+log  (l  +^)  , 

zatem: 

1/1^1        l1        11,11        11_L 
log(l+«)-log*+  -x  -  2-.-2+  -g :  .-,-  T- -♦+-, 

a  otrzymamy: 

log(l-fs)       log*      1        1     11    JL_JL  1 
«         ""     x    +  x2       2'3^3's4       4's6"1""* 

skąd,  ze  względu  na  to,   że:   \— ---<&== -^- (log  a?)  J+C,  dostajemy: 

J     x  Ł 

Jlo^WC+l(log,)2-A+  ^  -glJ+  ^  -...  +(-!)- ^+...    (13) 

szereg  zbieżny,  skoro  |*|>1. 

(*sm  x 

3)  \ dx=Si(x)+C.  [Sinus  całkowy  zmiennej  x,  patrz  str.  190.  art,  8.]. 

j    x 

Mamy  tu  szereg  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżny: 

x*     xh      X1  a?2***"1 

BiB*-*"T!+ri-7T+-4(-1>"^+«r+- 

zatem,  dla  wszelkiego  skończonego  x,  otrzymujemy: 

sinx     i      o?2     x4     x6  X2* 

—       1-  3j+  5j-  7,+  -  +  (-!)•  "(2«+l)!  +- 

a  stąd : 

fsin*.  1    x*  ,    1   *8      1   x\       ,  .     ,.„       1  **»+1   . 

j_<b-C+«-8|  3-+6|  6-r,  T+...+(_l)«- -^  -_  +  _    (14) 

4)  \ cŁc^Cifa^  +  C,  [cosinus  całkowy  zmiennej  a*]. 

Mamy  tu,  dla  wszelkiego  skończonego  z,  szereg: 

x2     x4      x*  a?2* 

ooe*-l-r!+4-!-6-!+...  +  (-l)»(-Sip+... 

z  którego  dostajemy : 
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COS  O?       1         X       xl      xb  1N      x2n~~* 

~ir=  ~x~  ~  21 + ii  ~  6! +- + {-1}"  "(2^r+- 

zatem  rozwinięcie: 

fcos*,       _    ,  1   xł  ,    1   x*       1   *«  ,       ,  .     .,„      1      **», 

J—  ix-C+1og—ri  2  +  4J  4  "ej  6  +  ™  +  <-l>"^J!  2^+~ 

6)  \ ±—dx=*RSi(x)  +  C     Hiperboliczny   sinus   całkowy   zmiennej   x. 

(Patrz  str.  212.  art.  17.). 

Mamy  szereg  bezwarunkowo   i   bezustannie  zbieżny   (patrz  Tom  I.  str. 
696.),  w  postaci: 

.       .  x       a?3      X6  jc2»+l 

8inhl^,a!==n+^+6-!+-+(2«+iy!+- 

z  którego  dostajemy  szereg: 

sinhips        ,**  .  flj4,       ,       ***"       i 
""ST  -==sl+3!  "*"  5!  +  -  +  (fti+i) !  +  M> 

zatem  rozwinięcie : 

fsinhip*,       _,      ,   1   x3      1  *»  1        £*+'   , 

ważne  dla  wszelkiego  skończonego  £. 

JCOS  hlT)  X 
±—dx=HCi(x)  +  C.  Hiperboliczny  cosinus  całkowy  zmiennej  x. 

(Patrz  str.  212.  art.  17.]. 

Mamy  tu  również  szereg  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżny : 

x*      xK  X1* 

ooship*=l+2;+4-!  +  -+(2^-!+- 
z  którego  dostajemy  szereg : 

•         coshipa_  1       x      x2  a?2w — * 

i  ¥+  2!+  4l  +  ",  +  (2t0!  +  - 

zatem  rozwinięcie : 

fcoships,         -.  1   x2      1   x\  1     x2« 

ważne  dla  wszelkich  skończonych  wartości  zmiennej  x. 

15.  Całki  niektórych  fankcyj  złożonych,  nie  dające  się  wyrazić  przez 
fonkcye  elementarne.  Z  pośród  całek  funkcyj,  złożonych  z  funkcyj  algebra- 
icznych i  przestępnych ,  które  nie  dadzą  się  wyznaczyć  za  pomocą  znanych 
fankcyj  elementarnych,  zasługują  na  uwagę  jeszcze  następujące,  dla  któ- 
rych wyprowadzimy  różne  rozwinięcia  na  szeregi  potęgowe  : 

1)  Całka  fx?smbxdx,  przy  dowolnym  wykładniku  a. 

Z  szeregu  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżnego: 

.    .        bx        b*x2       i5*5 
sin&x=*  .  . oT~  + 


1!  3!    ^     5! 

wynika : 

bx?+x       &3aH-3       ft5z«+B 


iCsinfoC" 


1!  3!     n       5! 

&  stąd,  rozwinięcie : 
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Wobec  tego,  otrzymujemy  z  wzoru  (23)    następujące  dwa    rozw 
j;  =/*(*)««*  cos  4*  <fc  =     2i       rUr+o+l)    '  + 


™^T+.  'l(r+*+l) 

()=0.  .00 


r**-^— ,„  r!(r+f+l) 

p=0...O0 


r=-i...-.  r!(r+^+l) 

Ar  C"»<r  JR*  003  (&><*,  +  q9) 


5 


B^e-rinte*-       2     ;;(^lV^1+ 


r  =  — OT..+H 


r=-,„_„.  rl(r+c+l) 


+      'SJ      4,1  g"^  J»  «in  (ftc+g  g) 


r=-,...-„<F  r!(r+c  +  l) 

(>=0.M  GO 


Ćwiczenia   XV. 
Wyprowadzić  następujące  szeregi  i  wskazać  funkcye ,  jakie  one  przedstaw; 

.    C    adx  x         05s  x6  X1 

«JrT=»-°+— T-ł+T»ł"i5-,,-ł- 

Mi^-c+9K^+i:I*,+^T+-}^-- 

*f      **      _r+*     1   *»,  i.8»»     1-3.5  *» 
10)  Jinrijr  =  <?+*  +  »2  +-TT2-  8  + 17278 T  +  - 
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14)fi-2«M8«  +  x'°c+*  +  2TOBa-¥  +  (2TOs2g+1)¥  +  (2cofl3'  +  2cp8')T  + 

+  (2cos4»  + 2cos2  a+ 1)^.  +  (2  coBBa+ 2  cob8  «  +  2  cosa)^- +  ... 

O  o 

15)  n — o 1 — i"=£+  a;+co8a.  -S-  +  cos2«.  —  +cos3a.— +  cos4a.-—  +  ... 

y  Jl  — 2rco8a+»ł  *        ■  2    '  8     '  4^  5 

16)  i4 ^n i=C+2cosa^-  +  2cos2«.^-+2cos8a.^-  +  ... 

,_.   f      *8in  a<ir  ^   ,  x2  ,      .     _       a*3  ,      .    _       jr*  , 

li)   H — S r— i=C  +  8ina-7r  +  8in2a.  ~  +  sin3a.  -T+... 

Jl—  2xco8x-|:-a;s  2  8  4 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia: 

f      <fa  a?        1  g*      1.8  a"  ,1,8.5  *«« 

18)  JyT^z*  1  +  2   6  +  2.4    11  +  2.4.6    164"*" 

f       <ir  _,  ,     x         1   ar*       1.8  a?9       1.8.B  x"   , 

~~C~*  +  2    6**      2.4  9*~»+ 2.4.6  13a:»«  """••'  gdy  *>:L 


19) 


«,/     a;        ,    ©  as-(«-i)        ,  p(p—g)      ar(2*-i)       ,       \        ,      ■    ,      « 

i~r  ~  /  xm+i        w6    *w+*+l         »(» — a}  62    ajw-ł-^w+t 

■    P(p-g)(P~2g)»3      *»+3»+i       ,      \ 
"^       2. 23.85. a3        m  +  3»  +  l   "*'"•/• 

(m+l)»+pn  (m  +  ł)94(f>-9))i 

22)  r- lta.-.)»  *r_»?r9 . , ^ -'-j-  - p ~° .  «•*    ' r + 

J  '  L*   (m+l)j  +  pn      {.6     (m  +  l)q  +  (p-q)n 

(«+1)ł+0>-fr)» 

p(p-g)a»     g.s 1  4.  C 

"*"    5.23.6'    '  (w+l)3-Kp— 2g)n      "JT    ' 

g(g-l)(g-2)      »"+ł-ł      1 
1.2.8  p-ł-?^"1"*" 

J**  ^10  •  •— /,   1    1    sin1*  ,1-8  sin1  a  .       \ 

»,  J^-C+tog.+  «  +^j  |ł  +  l  f  +  1  £+.-• 

^  Jt+^=  C+e-"6  {loe(6  +  at)  +  n      i- +  21  ^2+3!  — 8— +  -/• 

Je"*  1  a     x        as  a;'       a3    as3  .       \ 

■T  -«—*  +  -***«  +  T-T  +  21  2+8T  8  +-> 

29-)3i^r=c+l06(l0ga')+nr+ T^rr +  8"_8r+ 4    4i  +" 

3o)ji?«4+^*,=c+ft-2i;+s-i;+...+(-i)--'.Sf...1gdyix!<i. 
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Wobec  tego,  otrzymujemy  z  wzoru  (23)    następujące  dwa   rozwinięcia: 

0=0.  .oo 

Au  eaa>  ifr  cos  (ftat  +  cS) 


()=0...oo 


Q=zO  ...  00 

+  -^L.  r!(r+fTlJ <*~  ««)  +Pfl  +  - '  + 

p=0...  co 

r=^T-«  r!(r+c  +  l) 

^=0..  oo 


(25) 


Ćwiczenia    XV. 

Wyprowadzić  następujące  szeregi  i  wskazać*  funkcye ,  jakie  one  przedstawiają: 

1)  f   *?    =  0+^--**  +-^.-J^4. 
y  Ja  +  x  T  a         2a2  +  3a3         4a*  +  " 

r  «<*»  *      »•       »*      «7 

JN    f    arrfaj  1111 

„,    C  x*dx  liii 

'  J  1  +  #3  ~  8  6+9  12        + 

Jl  +  a;6  +  8  9       +  16  21        + 

■Vi-**  2    3  +2,4    B  +2.4.6   7  +  " 

J\/l  +  *y  +  2    3+2.46        2.4.67+'- 
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14)fl-2sctl«  +  g»sC+*  +  2c^ 

x*  x* 

+  (2  cos  4a  +  2  cos2  «  +  1)  —  +  (2  cosB*  +  2  cos8  a  +  2  cosa)^-  +  ... 

5  o 

15)  \? o V-i"=Cf+  x  +  cosa-  "o  +cos2a     iT  +C083a.— +  cos4a.        +  ... 

7  Jl  —  2xcosa+a:1  '2  o  4  5 

16)  \ ,      o        — -r   -»==  ^+  2 cosa--  +  2cos2«.  —  +2C083 «.  —  +  ... 
'  Jl — 2xcosa  +  »J  '2  o  4 

17)  \  i — 5 f—i—  C  +  sm  *  ^  +  sin  2* .    -  +  sm3a .  —  +... 

Jl — 2a?  cos  » -f- xł  '2  o  4 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia: 

f        dx        _„  ,    a:         1  »•,    1.8  a?"  1.8.5  *" 

18)  Jv7F^~               T       2   6       2-4    U  2.4.6    16 +  '" 
f        dx                       x         1   a?»       1.8  a>»  1.8.6  a:18   , 

19)  Jv#ir  =  c+  i  -» "6+2.4  rrriie+-«<"<1- 

„1,11        1.8    1     ,  1.8.5      1 
=  °-  .  +  Y  65*  ~  O  95»  +  2TO  13*"  ~  -'  ^  X>  l' 

,  p(p-q)(p-2q)t>*     *>*+**+*  \ 

"^        g.2g.32.a3        w  +  Sh  +  1^      / 

(m+1)c-fpn  (m-f1)g-ffp-y)« 

22)  j*»(to"-a)'  *-»'[f  >+i)H^-f-:i  '  (m  +  l)S  +  (p-8)n  + 

(»+l)ł  +0>-*9)» 

■   p(p-g)«ł     ?■« 1    ,c 

+    g.29.6»    -  (m+l)j-|-(p-2«)i.      '"••  T 

28)  ^l  +  «**»-C+ -^+8-^2  + -J72-  ^+1+— 1.2.8       p  +  4  +  " 

r  a^+«+1         o    **+*   .  g(g-l)    a!""1"9-1 

24)  J*(._i,i*-c+_^ 


«(«-!)& -2)      a^+' 


-2 


1.2.8  P  +  q—  2^ 

S&b  ^  .   «  •  •— /,   .    1    sinsa5  ,   1.8  sin**  ,       \ 

J#w  a?         1    x2  .    1    a?1  ,     1    a?4   , 

£*,_C+log«  +  !  +2]    2+31   8  +r.    4  +- 

i  /w* du  /  a   b  4-  a?       ał  (6  +  a?)8    ,    a8  (6  +  a?)s  \ 

-£*-_*+.-*  (log(6  +  *)  +  rl  -±-  +  sl  ^P"+3T  LV"+  -/■ 

J  go*  1  ,      ,  ^  ,     a     x    ,    o8  a>8  .    a8    a:8  \ 

-^-*-C  +  Tlog(.}+T.T  +  21   2  +81-  8+-/ 

^f   &         _,.      _        ,,log*,    l(log*)»       l(logx)3      J_(logx)« 
a)  3i5g5'~c+log(log")  +  "T"  +  "2_2r+T  1T+4     4!    +- 

3o)ji£i^rf,=c+fi-i:+g--:;+...+(-i)-.5+...,gdyi^<i. 


—  264  - 

^j«j»-*-o+.+|j+;:;g+j^-;+. 

oo,  flog(»+V/f+^)  1    *>      1.8  »*      1.8.6*'  , 

Q..    farc tanga;  #»  .  **      »'    , 


2  ' 

•»*      (a  +  log»)'    ,       \ 
+  ~8l  8  +"/- 

OT>J^=c+2{^tM«|-81it<in«,ł  +  ł>tan«8T-itail«'ł+-}'W<ł,E- 

P   *d*  sin*        1   sin3 *      1 . 8  sin5*      1.8.5  sin7* 

^  Jta^       +~^ +  ^~^  +  0~^ +  27176  ^^  +  "' 

o^v   f  .  ^.         ^         ^  ,   s^1*  ,   1*  +  1*  sin**    ,      (l*  +  l«)(l*  +  3«)    sin6*  . 

89))sin*.coship*.d*«C+-2-+--^L_  __  +         t     A^ -r         — ■  +  _ 

^    r  .  .    ,.         ,        „  .   sin3*  ,   l»+2ł  sin8*  ,  (l«  +  2*)(l»+4ł)   sin7*  , 

40)  jsin*.smhip*.d*=C+-g-  +  -^-  __  +  V  A     -r    ;   __  + ... 

Aat     r   .    _.  ,         _  ,   (sinhip*V+l         l*+lł    (sinhip*V-H 

41)  jsinhipr*.oos*Ar=C+^q5j^ ^ v — £^—  + 

,  (P+liHP  +  S1)  (sin hip *)>•+*  t 
+  41  ^+5         +- 

Jrt    r  .    _.  .       ,         _  .  (sinhip*)'**         l»+2*    (sinhip*^+*  . 

42)  jsinhipr*.sin*d*=*C+v j^ fj—  v rj_/      + 

,  (l»  +  2»)(la  +  4»)(sinhip*)r+« 
+  51  7+G  ~ 

48)  |log(l  +  2acos*+a*).d*=C  +  2|asin*  —  ^2 sin 2*  +  ^, sin 8*  — ...J.  gdy  «<1. 

C                                                                    u          l           &                          &      sin  ^tft 
44)  \log(l  +  sin«.cos*)d*=C  +  2*logcos  — +  2(tang  — sin*  — tang1-^-  .  — ^ h 

,  ,  a       sinS*  \ 

45>3(!B-ł-\/l+a!*y«Ae=Cr+T+T-2+T:2-8-+    l2Q      4  +  1>2>8>4   5  + 

,  K^-ił)(t>ł-8')^, 

+         1.2.8.4.6         6+~ 
.~  f   ./     .    i/j-.— r\    „        X,  .    **+1    .    I*   **+2  .   V-*  «*+3    .   ^(t** — 1*)  «*+»    , 

uV»-2*)   x*+t       |i([i«-l«)(pL«— 8«)  »*+« 
+         4  X  +  B+  61"  X  +  6  +  '" 

47)  J#.«.-.fc-c+T  +  T-tf+__+A1j!LJ  T  +  -4f-;  T  + 

Xfi«+P)(X»+2»)    x* 
+  61  6  +  - 
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4fll   \  «*«*««« sin*  <£» /?  J-  X—-  -f— L  —  -4-     ^       '        '  „  _  .    .  4- 

**;j*«e*  flte-G  +  7"+l+  1     «  +  2  +  2!  «  +  8+        8!  «  +  4  + 


]  "*  41  <x  +  5  +  51"  a  +  64""* 


49)  j^cosfrlog(.+  \/n-")]*-C+1jTI-fi  ^+8+4!  ^fTB 

t*aG*ł  +  2')(f*ł+  41)  *«+7 


+  ... 


+ 


6!  a  +  7 

BO)j*"sin[Mog(*+\/^^^ 

,    K^+l^  +  B*)    *«+6       K^  +  l^+S^frM-B')    x«+s 
"*"  B!  a  +  6  7!  'a-fS"1""'" 

Przy  pomocy  rachunku  całkowego  wykazać,  że: 

1_VT^         y  /  *     .      2      ,     2.4     ,      2.4.6     ,        \ 

51)  log  — ^ V/l-*'  ("ST  +  3iT  +376^-  +  3.5.7*»  +  ™  /' 

•     1      t^-5 — r-/  1     ,      2      .     2-4  2-4-6      .      I 

62)arcsin--V/ir=n-^ 

MX    .                              *•(»'— 1)    .   .     ,   n(n»-l)(»'-9)     .   . 
63)  8m*©  =  »sin©---^-g-: — -sins©+  -- ^ -sin5©— 

n(n*-  l)(»ł-  9)  (»»-  25)     .   .     , 
7|    M sin7©  +  ... 

,      »ł   •   ,     ,  *,(»,-4)    .    t          «'(n«-4)(n*-16)     .    8      , 
54)  cos  *  ©  =  1—  —  sin1  ©H ^j-j 8ln  ¥ ^T L8in6»  + ... 

Rozwiązania   XV.  1)  log(a  +  x)+C.  2)  arctang  — +  C.  8)  4"  log  —rŁŹJL=  -f 

«  8  V/l—  #+** 

1     arct*n**V/T  L  „     „    1    ,_  Vl-x  +  x*    ,    __!_  _  *_  *\/8 


4-^+C.    6)  Podst.   x*  =  z}   ^arctang*»+C.    7)  arcsina*  +  <?.    8)  2arcsin  \/x~+  C.  9) 
h,«M.|/T+iT)+*.    10)   0-     (<>_1)(11_;g),_1      ■     11)  ^arctang^?_+<, 

lg)l»rct»ngl8j:^2>  +  «  H>  log(l  +  *  +  *»)  +  a  U)  -l-arctang^f^  +  O. 

15)  C—  cos  a  log  \Zl—  2  a?  cos  «  +  a*1  +  sin  a .  arc  tang  y— .  18)— 50)  Funkcye,  nie  dające  się, 

w  ogólności,  wyrazić  przez  znane  funkcye  elementarne  w  formie  skończonej. 


Literatura.  Leonard  Euler.  Anleitung  zur  Integralrechnung  aus  dem  Lateini- 
%hen  ins  Deutsche  tibersetzt  von  Joseph  Salamon.  I.  Band.  Wien  1828.  Axel  Harnack. 
Die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Łeipzig  1881.  Oskar  Schlttmilch. 
Uebungsbuch  srom  Studium  der  hóheren  Analysis.  Zweiter  Theil :  Aufgaben  aus  der  Integral- 
rechnung. Yierte  Auflage,  bearbeitet  von  Henke.  Leipzig  1900. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Zasady  jednostajnej  zbieżności  szeregów  nieskończonych. 

2.  Zasady  różniczkowania  i  całkowania  funkcyj,  określonych  szeregami  nieskończonymi . 

3.  Rozwijanie  funkcyj  na  szeregi  przy  pomocy  rachunku  całkowego. 


Wykład  XVI. 


Szczególne  uwagi,  dotyczące  rozwijania  całek 


1.  Całki  pierwszego  1  wyższych  rzędów.  Danej  funkcyi  f(x)  odpowiadi 
jak  wiemy,  jako  funkcya  pierwotna,  pewna  nowa  funkcya  F{%)  ze  stalą  d 
wolną  C}  zwana  całką  nieokreśloną  funkcyi  f(z\  przedstawiona  symholicKO 
w  postaci:  ff(x)dx^F(x)Ą-Cf 

przyczem   funkcya  F(x)  da  się,   za   pomocą    rozmaitych  metod  catkowami 
albo  wyznaczyć  przez  znane  funkcye  elementarne  w  liczbie  skończonej,  li 
też  przedstawia  nową  funkcyę   przestępną,    dla    której  możemy  zawsze  w; 
znaczyć  pewien  szereg  nieskończony,  jako  jej  element. 

Ponieważ  otrzymana  całka,  kształtu:  ff(x)dx  =  F(x)  +  Cf  jest  znoi 
pewną  funkcya  zmiennej  x}  więc  możemy  do  niej  zastosować  ponownie  p 
widła  całkowania ,  a  otrzymamy  nową  funkcyę  ,  którą  oznaczamy  w  posi 

/[//(*)  **]  dx,lxib:  Hf(x) .  dx\  lub :  J%  f{x)  te\ 
i  nazywamy  całką  drugiego  rzędu  danej  funkcyi  /($). 

Powtarzając    to   postępowanie,    otrzymujemy    ogólnie  całkę  n-go  r 
danej  funkcyi  /*(#)»  którą  przedstawiamy  symbolicznie  w  postaci 
ff—ff(x)dxn1  lub  krótko  w  postaci:  fnf(x)d&. 

Całka  n-go  rzędu  danej  funkcyi,  jest,  wobec  tego  określenia,  pewną,  no 
funkcya,  która  ma  tę  własność,  że  jej  «-ta  pochodna  jest  równa  dai 
funkcyi  f(x). 

Oznaczając  tą  niewiadomą  funkcyę  przez  y,  otrzymujemy,  na  jej  okre 
sienie,  równanie  różniczkowe  w -go  rzędu    (Por.  Tom*  I,  str«  673,),  w  postaci 

dny 


=m* 


dx» 
z  którego  otrzymujemy  kolejno: 

^2=SSf(x)dx^  +  Cix+C2, 

%  -W- J/(«) dx*-i+ciw -»+  ą*« -*+...+  c,_sx+  CU , 

a  ostatecznie:  »==//»•  $  fW^+Ct^^  +  CjaS— *+.,.  + Cm-tx+C„       0\ 
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8.  Ctfkf  ogólne  I  ealki  szczególne  dowolnego  rzędu.  Całka  *-go  rzędu 
ejj  fdnkcyi  f(x)  składa  się,  według  wzoru  (1),  w  ogólnej  postaci,  z  pewnej, 
czyć  się  dającej,  funkcyi  F{x)  i  z  funkcyi  całkowitej  (n— l)-go  rzędu  ze 
Iględu  na  zmienną  x,  o  n  stałych,  dowolnych,  spółczynnikach :  Cu  6\,...,  Cn. 
tej  postaci,  nazywamy  tę  całkę  n-go  rzędu  danej  funkcyi  /*(#),  całką 
[ólną  it-go  rzędu,  a  wszystkie  funkcye,  jakie  z  niej  otrzymujemy,  na- 
jąć stałym  dowolnym:  Cu  C2,...,  Cnj  pewne  szczególne  wartości,  nie  wy- 
tężając zera,  nazywamy  całkami  s zez ególn emi  n-go  rzędu  danej 
ikcyi  f(x).  Najprostszą  z  nich  jest  ta  całka  szczególna  F(z),  jaką  otrzy- 
ge  się  z  całki  ogólnej,  nadając  wszystkim  stałym  dowolnym:  C,,  C%1 ...,  G,, 
rtości  równe  zeru. 

3.  Przykłady,   a)  Całki  ogólne,  wyższych  rzędów  funkcyi:  xm,  dla  m^-1,  przedsta- 
wią się  kolejno  w  postaci : 

ty  Całki  ogólne,  wyższych  rzędów  funkcyi :  «*,  mają  kształt : 

//.../e*  Ar"  —  e*  +  C,*"-1  +  <V~ *  +  ...  +  0,-i  *  +  C ; 

c)  Całki  ogólne  wyższych  rzędów,  przynależne  funkcyi:   sina,  otrzymujemy  kolejno 
foftaciach : 

j  sin  9  dx  «  —  cos  *  +  Ct=  sin  (*—  -^  J  +  C, , 
\  \  sin  xdxi  =  sin  (*  —  — J  -f  Cxx  +  C,  , 

Jjj  sin  **«>»  =  sin  (*-|-)  +  #1*'  +  Q*  +  Ą , 
Słnie: 

f  f  ...  Jsin*.a*«==sin(a:— ^)  +  Ci**-*  +  (7,x«-2  +  ...4.0,-10:+  Ci,. 

Podobnie,  otrzymamy  całkę  ogólną  n-go  rzędu,  dla  funkcyi:  cos*,  w  postaci: 

J  J  —  joos*.*r«  — cos(*— 7H  +  Ctx*    !+£,*»-*+...+  Cn-iX  +  Cn. 

d)  Całki  wyższych  rzędów  funkcyi  f  x\  określonej  szereg: em  potęgowym: 

/(a?)  =  o0  +  alx+  Oja5*+  ...  +  amx1*  +  .. 
pewnym  zakresie   zbieżności,    przedstawiają  się   w  postaci  szeregów  potęgowych,  o  tym 
nym  zakresie  zbieżności,  w  postaci: 

'i*  O*  X*  o.  aj*  O*  a?6  €hnXm  +  ^ 

Hnie: 

,  j/(»)d—  a+o^i-  +  ...+  c,**-2+  c^n-i  +  r|°^:;n+2>3t^(ft+1)  + 

Oj**f* Om  as»+w , 

+  d.4.6  ...  (*+2)"t""  +  (m+l)(m+2)...(m+n)  "■" '"' 

Dr.  Onwttaki.  Wykł.  maUm.  I.  Tom  U.  17 
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4.  Ogólny  wzór,  dotyczący  wyznaczania  calkt  n  go  rzędu  danej  fi 
f(x)  za  pomocą  n  całek  pojedynczych.  Niech  będzie  daną  fankeya 
której  najprostszą  całką   szczególną   pierwszego  rzędu  jest  fankeya: 

F(x)-ff{x)dx 
Mając  wyznaczyć  całkę   drugiego  rzędu:   fff(x)dx*^$\$f(x)dx]a 
stosujmy  metodę  całkowania  przez  części , 

kładąc:  a  zatem: 

u-ff(x)dx,  du~f{x)dx, 

dv  =~  dx,  v  —  x , 

natenczas,  otrzymamy  najprostszą  całkę  szczególną  drugiego  rzędu,  wyi 
w  postaci: 

fff(x)dx*=*ff(x)dx-S{x  f(x)dx, 

zawierającej  dwie  całki  rzędu  pierwszego. 

Stosując   metodę    całkowania    przez    części    do    całki   trzeciego 
kształtu : 

fffnx)dx*  =  s[ssf(x)dx*)ax, 

połóżmy :  zatem : 

*=fff(*)dx\  du=dx.ff(x)dx, 
dv*=  dx,  v  =  x , 

a  otrzymamy  wzór : 

ffif{x)dx*=x^f(x)  dx*—  \[x[f(x)dx]dx. 

Pierwsza  całka  w  tym  wzorze  wyznacza  się  wzorem  (2).  Celem  v 
czenia  drugiej  całki,  kształtu:  $[xff(j)dx]dx,  połóżmy: 

dv=zdx,  x2 

— T» 

a  otrzymamy: 

J  [z  Jfl*)  dx]dx=^  $/(*)  dr-  i-  J*V(*)«to. 
Wobec  tego,  wzór  (a)  przedstawi  się  w  postaci: 

\[\f(x)  dx*=x*  $/•(*)  dx-x\  x  f(x)  dx-  |ł  J  f(x)  dx+±  $x*f(x)  dx, 
czyli : 

ffif(x)dx3--^x^f{x)dx-x$xf(x)dx+±lx*nx)dx, 

wyrażającej  całkę  trzeciego  rzędu  ,  przez  trzy  całki  rzędu  pierwszego 
Przedstawiwszy  wzór  (3)  w  postaci: 

2imf(x)dx3=xi$f(x)dx-(*\x$xf(x)dx+$x2f(x)dx, 

domyślamy  się  wzoru  ogólnego  w  postaci: 


(» — 1) !  CC ...  \f(x) dx»= as"-1  \f{x)dx-  (n~1\x—i[xf(x)dx  + 

+  (n  J1)35"-3 $*V(*)«k-  ("71)*""*  $*V(*>  «*«  +  ••■  + 

+  (-l)--^-^  a!-r-i  ^/•(a5)dx+...  +  (-l)-JQ~2)4a;""V(flJ)<Ł,:"ł 
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Przypuśćmy,  że  wzór  ten  jest  dla  pewnego  n  prawdziwy,  (a  prawdzi- 
wość jego  dowiedliśmy  bezpośrednio  dla  n=2  i  dla  n=3),  natenczas,  wskutek 
powtórzonego  całkowania  i  uwzględniając,  że:  f[x?  r  f  acT*1  f(x)  dx]dx,  na  pod- 
stawie całkowania  przez  części,  pod  założeniem: 

u—j7r-1f{x)dx  du^ixf-if(x)dx1 

dv=x*~rdx,  a  zatem:       t;= -, 

1  n— r+1 

przedstawia  się  w  postaci : 

otrzymamy  z  wzoru  (4)  wzór  następujący: 

_C7')SJ./w*+rr1).4iJ*/«*.+ 

+  (hi,)SW»*-(b71)s=iJ"w*- 

-(Y)£iJ'W*+('7I)i=I$"«*+ 
+ + 

+  (-l)r  ("71)  £^  j*7  (*)  dx  -  (-1/.  ( "-1}  .-L  j  *»/>(*)  <fc , 


+(-i^i(L2)tJ^/(*)*^-1)^CJ)--s-J*,/w*b» 

+(- 1)-1  ClJ)  *-  $*"-ł/(*)  <**-  (-D-1  (J[Z{)  •  y  $*"/(*)<**• 
Zważywszy  jednak  ,  że : 

V    r   /* — r  1 .2..r.(f»— r)       ""n^r/' 

a  przytem : 

0-C)+6)-0+-+«-vC)+-+l-x^ti"»)+«-1,-ł 

otrzymamy  z  powyższego  wzoru ,  jeżeli  go  obustronnie  jprzez  n  pomnożymy, 
wzór  następujący : 

+(-D-1  (w*  j)*^1/ (•)  +  (-!)■  $**/(*)  <&  ,  (&) 

który  powstaje  widocznie  z  przyjętego  wzoru  (4),  jeżeli  w  nim  zastąpimy  n 
przez  n+1.  Jeżeli  więc  wzór  przyjęty  jest,  dla  pewnego  n,  prawdziwy,  to 
i  dla  n+1  musi  byó  prawdziwy,  a  że  jego  prawdziwośó  została  dla  »=2,  8, 
bezpośrednio  dowiedzioną,  przeto  wzór  ten  jest  ogólnie  prawdziwy. 
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Mamy  zatem  dowiedziony  wzór  ogólny: 
JJ...  J /(*)**■  -  (-^Iy;{*n-,  $/<*)**-  (n~1)x*-2fr(x)dz+  ..+ 

czyli:         K-^/W<to"-(<l,!i)l    2  ("lir(ll71)*-r"1  J^/f^^f         ^ 

który  wyznaczanie  n-krotnej  oałki  danej  funkcyi  f(x)  sprowadza  do  wyzna- 
czania n  całek  pojedynczych,  kształtu:  Jxrf[x)dx1  dla  r«0,  1,...,  (n — 1). 

Do  tak  wyznaczonej   całki  należy  oczywiście  dodać  funkcyę  całkowitą 
{n—l)  stopnia  o  dowolnych  spółczynnikaoh  w  postaci: 

chcąc  otrzymać  ogólną  całkę  n-krotną  danej  funkcyi  f{x). 

5*   Uwaga.    Wzór  powyższy,   jest   szczególniej   wówczas  przydatny,    gdy   jesteśmy 
wstanie  całkę,  kształtu:  Cxrf(x)dx  bezpośrednio  wyznaczyć. 

Tak  n.  p.  otrzymamy,   na   podstawie  powyższego  wzoru,  dla /(x)= —  najprostszą 
całkę  »-krotną  w  postaci : 

«-H*-(ó»{»-i?-(,r,)-'J*+(70*-J'— 

z  której  otrzymujemy: 

JJ-J>-J!i5.{-"*-(V)-^,)T-f7,)T+-  + 

a  więc,  ogólną  całkę  n-krotną,  w  postaci : 

tf-Jł— (^^-("7,)+i(V)-K"7l)+-+<-')-'-.-in)+ 

+  Ą  *»-i  +  C,  s*-*  +  ...  +  Cn-i  *  +  C*. 
W  przypadkach ,  w  których  poszczególne  całki  pojedyncze  nie  dadzą  się  przedstawić 
za  pomocą   znanych   funkcyj  w  formie  skończonej,   wypadnie  wyznaczyć  je  przy  pomocy 
odnośnych  szeregów  potęgowych. 

6.  Metoda  wyznaczania  całek  pojedynczych  przy  pomocy  szeregów  z  nie- 
ozDMzonymi spólczynnlkaml.  Mając  wyznaczyć  całkę,  kształtu:  $f{x)dx=F(x), 

gdzie  f(x)  jest  pewną  znaną  funkcyą,  złożoną  w  pewien  sposób  ze  znanych 
funkcyj  elementarnych ,  możemy  uczynić  pewne  założenia  oo  do  niewiadomej 
funkcyi  F(x),  a  to,  możemy  ją,  albo  określić  wprost  za  pomocą  szeregów 
potęgowych,  w  postaci: 

F(x)=Ą+Aix+Ąx2+Azx*+...+An&+... 
z  których  wynika: 

gdzie  spółczynniki :  Ą,  A^  A%>...,  4*,...  są  na  razie  nieoznaczone,  lub  mo- 
żemy ją  przedstawić,  jako  iloczyn  z  pewnej,  stosownie  dobranej  znanej  funkcyi 
f(x)  i  dowolnego  szeregu  potęgowego  :  a0  +  aix+a%x*  +  ...+ a*  &+...,  z  nieozna- 
czonymi spółczynnikami :  a0,  a,,  a2,...  a,,...,  kładziemy  tedy: 
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F{x)=tp(x)  [a»  ±aiz+atxt+...  + a* a? +...), 
skąd,  otrzymujemy: 

+(aifa1a;+aax!+..,  +  o,flf  +  ...)^), 

Na  podstawie  znanej  fonkcyi  f(x)}  względnie  znanych  funkcyj :  f(x) 
i  ę(x)y  możemy  tedy  otrzymać  dwa  tożsamościowe  rozwinięcia,  ważne 
w  pewnym  zakresie  zbieżności,  a  porównując  spólozynniki  obu  tych  rozwi- 
nięć, możemy  wyznaczyć  niewiadome  spółczynniki  przyjętego  szeregu. 

Szczególne  ułatwienia  zależą  oczywiście  od  kształtu  i  rodzaju  danej 
funkcyi  f{x). 

— —  za  pomocą  metody  nieoznaczonych  spól- 

1  -j-  x 
czynników. 

Rozwiązanie.  Kładąc:   \ y-r-—  = F (x)f  połóżmy: 

F(x)=  AQ  +  Asx  +  A&*  +  Atx*  + ...  +  An  *»  +  ... 
natenczas,  otrzymamy: 

-4—  =  A  +  2Atx  +  9Aix^  + ...  +  nAn**-l  +  ... 

1  +  05 

a  stąd ,  równanie  tożsamościowe  : 

1  =  (1  +  X)  (Ax  +  2A&  +  S^*'  +  ...  +  #•  An  x*-l  +  ...), 
czyli : 

l=Al+2Alx+  8A,*»+  ...  +nAnx*-i  +...  +  Atx+  2Atx*+ ...  +  (»—  1)  An-ix»-i  + ... 
bkąd,  porównując   spółczynniki  przy  równych   potęgach,  dostajemy  na  wyznaczenie  nie- 
wiadomych spółczynników :  Au  -ij,...,  4»,...  równania  warunkowe: 

4=1,  2^  +  4=0,  SAt  +  2At=*0J...nAn  +  (n— 1)4.-1  —  0, 
aBtąd: 

zatem: 

Jdx  x*       a?'       as*  .as* 

2)  Wyznaczyć  tą  drogą  całkę :   \  . 

Jda? 
7 =  F(x%  połóżmy : 

F  (»)  —  V/T+X*  («,  X  +  a,*1  +  ...  +  on  **  +  ...) , 

natenczas,  otrzymamy: 

1  , ar8 

wj===  1/1+^ ((H+2*,*  +  8«,*ł+...+  #n**»-i  ł^Mł^ł -  +•■*"+•-)•  %/jt^ 

*  stąd,  równanie  tożsamościowe: 

l^flL  +**)(ol  +  2«,*-|-8»t*ł  +  ...  -f  wo***-*  -f  ...)  +  ar»(olaJ+  0,*'+  ..), 
ciyli: 

!  =  «,  +2«,»  +  8.*3*ł+4.ot4ap8+Bfli6a;4  +  6.of8a?6+  ...  +  ntn  a?»-l  +  ... 

+  04  a?*  +  2.  «,«*  +  ...  +  (»— 4)«»-4a5»-i  +  ... 
+  2o4**  +  2.«1**  +  ...  +  2a„-4a;»-l  +  ... 

które  prowadzi  do  równań  warunkowych  : 


04  =1,  2oj  =0,  8o,  =0,  4«|  =  0,  6«5  +8«t  —0,  &%  +4«,  =0, ..,  ogólnie:  »«»  +(»— 2)«»- 4=0, 

#•  —  2 
z  których  wynika  :  *» =■= ««— 4  , 

przyczem:  04  =  1,    04=0,  Oj=*0,   "4=0, 

jest  zatem: 

8  7  11 

05=  — —  04,   09  =  — —  Oj  ,     SiS^^jg^J  — 

8  8.7  8.7.11 

«i=i,  «f  =  ~y»  "^O'  -ll""B.9.i8,B,B 

Wobec  tego,  otrzymujemy  szukaną  całkę,  w  postaci: 

f       **  „  ,    l        3k.8-7q8-7-11ii.      U/i    ■  „4 

\\nT*~  +Y~*X  +5T9x9-5T9n8*1,+ivT+^i; 

ważnej  dla  |  x  |  <  1. 

8.  Rozwijanie  funkeyj  na  szeregi  przy  pomocy  całkowania,  lab  różniczkowania  szeregów 
o  nieoznaczonych  spdłczynnikach.  Metodę,  powyżej  wskazaną,  możemy  zastosować  do  roz- 
wijania  znanych  funkcyj  na  szeregi  potęgowe.   Niech  będzie  daną  funkcya  F(x),  połóżmy: 

F(x)=AQ  +  Ąx  +  Atx*+  ...  +  Anx*  +  ..., 
natenczas,  otrzymamy: 

^^  =  Ai  +  2AiX  +  $A3x*+...  +  nAn*»-*+.-. 

^-^^=2At+2A.Aix+dA.AAx*  +  ...  +  (*-l)nAnX»-*  +  ... 
ax* 


a  zarazem: 


)jf(,)<to»  =  Ą+Ciai+^-  +  -^r  +  -^-  +  -+     (<t+1)(,  +  2)  +- 

Znając,  tedy,  bądźto  którąkolwiek  pochodną ,  bądź  funkcyę  pierwotną  danej  funkcyi 
F(x)}  względnie  ich  związki  z  tą  daną  funkcyą ,  możemy  zawsze  otrzymać  przynajmniej 
dwa  rozwinięcia  tożsamościowe,  na  podstawie  których  możemy  wyznaczyć  niewiadome 
spółczynniki. 

Mając  n.  p.  tą  drogą  rozwinąć  na  szereg  funkcyę:  o*,  przy  dowolnem  skończonein  a, 
rożnem  od   zera,  to  wiedząc,   że,  dla  a?=0,  mamy:  o*=a°=l,   możemy  położyć: 
a*  =  1  +  Axx  +  Atx*+  At  xl +...  +  Anx»  +  ... 

Wobeo  tego,  otrzymujemy: 

Opierając  się  tedy  na  całce:  \a*dx=  - ,  otrzymujemy  drugie  rozwinięcie: 

o*  =  Cloga+  x  log  a  4-  A^  loga .  ~+  ^  log  a  .  ^-  -f  ...  +  4n_i  log  a  .  —  +  •- 
które ,  porównane  z  pierwszem ,  podaje  związki  między  niewiadomymi  spółczynnikami : 

A  =  log  t 
a  stąd,  ioh  wartości: 


a        1  a        ^iloga        .       4.  log  a  .         .         (loga) 

^=loga,   At=         *     ,    At  =       86    ,...,  4»=*.A.-i.       »      ,..., 


loga      ^  _(loga)'         _(loga)»         J    _  (loga)* 
^         1!  '   ** 2T"ł      * gj— !■•••*» ^j-t 


zatem,  szukane  rozwinięcie: 


^_  1   i  gl°gfl  .  ^(loga)1  ,  gsqoga)'    ,        ,  g»(logq)»  , 
^"1+     II     "*"        2\        +        81        +  ~  +        »1        +- 
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9.  Uwaga.  W  szczególnych  przypadkach  wskazanem  jest,  rozwijanie  danej  funkcyi, 
względnie  jej  całki ,  za  pomocą  metody  nieoznaczonych  spółczy uników,  oprzeć  na  równaniu 
rożniczkowem  tej  funkcyi. 

Mając  n.    p.    rozwinąć   na    szereg    funkcyę:   y«-e*>aresin*ł   względnie   jej    całkę: 
[ydx=^f '*******  <Łc,  wyprowadzimy  najpierw  jej  równanie  różniczkowe. 
W  tym  celu,  otrzymujemy: 

^a.g«-*roifai* ay  M      qy*(l— s')+qyg  __        ay4  ax  y 

r~~    \/i-x*   "y/l-*1  '   y  ""        (l-*')'1'  V/l-x»  +  1-*1'  V\^x^f 

a  stąd,  równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu,  odpowiadające  tej  funkcyi,  w  postaci: 

(l-*J)y"-«y'=oV 
Połóżmy  teraz: 

yaB=flb  +  «i»  +  «i*,+  .-  +  »»af"+»M  &  więc: 

y"  =  2o1  +  2.8.asa?  +  ...  +  (>»-l)>»aw«"-2  +  ... 

natenczas,  otrzymamy  z  równania  różniczkowego,  dwa  rozwinięcia  tożsamościowe: 

(l—x*)[2€B%+2.Saix+...  +  (n— l)naxn-*  +  ...]-  x[al  +  2o,x +  ...+»*.*>•-» +...]== 

=  a,[o0  +  a1a5+  ola:,+  ...-f-o*  *»-f ...] 

ż  których,    porównawszy   obustronnie    spółczynniki    przy    (*— 2)-giej  potędze  zmiennej  a?, 

dostajemy  związek  między  szukanymi  spółczynnikami ,  w  postaci: 

(n-1)  *«»—(»— 9)  (»—2)a»_2—  (»— 2)*,_2  =  a*  *._  2, 
czyli :  (»_1)  n  o.  - [a>  +.  (»-2)*]  o*-2 , 

a  zatem ,  wzór  ogólny : 

ał  +  (»-2)« 

(Mu  = t =r <**— 2  , 

(»— 1)  » 

który  dozwala  wyznaczyć  bezpośrednio,  wszystkie  spółczynniki:  o,,  Oj,...,  o« ,  gdy  znane 
są  dwa  pierwsze  Oq  i  Oj. 

Skoro,  atoli:  Oq  =  y0  =  c° «  1 ,  a,=y'0=»a,  zatem,  otrzymujemy: 

a*  a*(ał  +  2ł) 

*~2i'  fl*~ ii ' 

q'(q'  +  2V[q'+(2»-2)'] 
^*'m  (2»)I  • 

^      a(a'  +  l')     ^       q(«'  +  l»)(q'+8») 
«s  = 8j— •    ** Bi »- 

ogólnie:  «^4  -  »(«'+ lM«'  +  3')  ..>'  +  (2»-l)'] 

^  Vi"  (2»  +  l)! 

*  więc,  rozwinięcie : 

*  zarazem: 

g.g*  ,  o'.g»  ,  a(a' +  !')***    Laa(aa  +  2V  , 


ogólnie: 


a  zarazem: 


ea.arosm*  <&£=  C  4-  *-ł k 4-  — — 


51 


10.  Rozwijanie  danej  funkeyi  według  potęg  innej  znanej  funkeyi.  Metody,  umożebnia- 
jące  rozwinięcie  danej  funkcyi  zmiennej  x ,  według  potęg  tejże  zmiennej ,  umożebniają 
t*kie  rozwinięcie  tej  funkcyi  według  potęg  innej  funkcyi,  dowolnie  obranej. 

Mając  n.  p.  rozwinąć  daną  funkcyę:  F(x)  według  potęg  innej,  znanej  funkcyi: /(«), 
uważamy  funkcyą  /(a?),  jako  nową  zmienną  *,  kładąc  s=/(x);  zmienna  x  będzie  tedy 
runkcyą  odwrotną  zmiennej  s,  w  postaci:  a?  =©(«).  Dana  funkcya:  F (x)  przedstawi  się 
*  postaci : 
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Rozwinąwszy  więc  funkcyę  F[y(z)]  według  potęg  zmiennej  s,  otrzymamy  tern  samem 
rozwinięcie  funkcyi :  F(x)  według  potęg  funkcyi  :  /(*). 

Mając  n.  p.  rozwinąć  funkcyę  y=  sin  mx,  według  potęg  funkcyi:  sin*,  połóżmy: 
sin  x  =  z ,  zatem :  x  =  arc  sin  z ,  a  więc :  sin  w»=a  sin  (m  arc  sin  2),  a  otrzymamy  daną  funkcyę . 
w  postaci  :  y  —  sin  (m  arc  sin  z),  (a) 

Oznaczając  pochodne  tej  funkcyi  względem  zmiennej  z  kolejno  przez:  y\  y'V- >  y'n\ 
otrzymamy,  najpierw: 

m .  cos  (m  arc  sin  *) 

osytt :  yi— •    y, = coB  ^  aro  gin  ^  ^ 

IM 

1— «* 

Dodając  do  siebie  kwadraty  obu  stron  równań  (a)  i  (6),  otrzymujemy:  — =-y/2-f-y,=1ł 

czyli  równanie  różniczkowe  pierwszego  rzędu,  w  postaci:  (1—  s*)  yśl -\- m*yl  *=■  a*1- 
Ponowne  różniczkowanie  sprowadza  to  równanie  do  postaci: 

z  której  dostajemy   równanie   różniczkowe   drugiego   rzędu,   odpowiadające  danej  funkcyi, 
w  postaci  :  (1  —  z*)y"  —  zy*  +  m*y  =  0. 

Na  podstawie  tego  równania,  dostajemy  równanie  różniczkowe  n-go  rzędu ,  odpo- 
wiadające danej  funkcyi,  kształtu: 

(l-sJ)  yOO  -  (2n-S>  y(«-i)  -  {(n-2)ł  -  m8}  y<«-2)=0, 
a  stąd,  dla  2  =  0,  związek: 

y0(»)  =  [(n  -  2)«  -  m«]  y0C  -«).  (c) 

Ponieważ,  dla  2=0,  mamy:  y0  =  0,  y'0  =  m,  przeto  otrzymujemy,  na  podstawie  wzoru 
C):  y"0=0,  y^^r-mCm1-!'),  ogólnie:  y0(2«>=.0,  y0(2«+i)  =  (  -l)»m(mJ-l')...[mł— (2»-l)*], 
a  zatem ,  na  podstawie  wzoru  Maclaurina ,  szereg : 

Bin  (w  arc  sm  z)  =  ms — — — '  z1  -\ ^ ^ '-  z1  —  ... 

o !  O  I 

z  którego  wypływa  wprost  rozwinięcie: 

m(m>-l>)   .    ,     ,   m(m*-l*)(m*-S*)     .    . 

sin  mx  =  m  sin  * ^-^-j — '-  sin9o?  -| =~ —  sin5*  —  ... 

o !  01 

Podobnie,  znajdziemy: 

,      •»•«..,  mVn>-2«)   .   4        m»(m«-2ł)(m«-4»)   .   8     , 

cos  mx  =  1  —  ^r-  sin^s  H ±-j- — -  sin*  x ^ -^p sin6*  -f-  ... 

&  \  4 !  KI 

Oba  rozwinięcia  są  ważne  dla  wszelkiej,  skońozonej  wartości  spółozynnika  m. 

U.  Całki  fankcyj  uwikłanych*  Wartości  funkcyi  uwikłanej,  określonej 
równaniem,  bądź  to  algebraicznem ,  bądź  przestępnem,  kształtu  ogólnego: 
F(x,  y)=0,  dadzą  się  także,  podobnie,  jak  wartości  fankcyj  wyraźnych, 
rozwinąć  na  szeregi  potęgowe,  na  mocy  wzorów  Taylora,  lub  Maclaurina, 
w  postaci: 

y~ya+y'a{x-a)+  tC?(X-a)*+...  +?££(*_«)•+..., 

względnie : 

o  ile  miejsce:  #=a,  względnie  ««0,  nie  należy  do  miejsc  nieskońozonościo- 
wych ,  krytycznych,  lub  istotnie  osobliwszych  funkcyi  y.  (Por.  T.  I.  str.  666.) 
W  tym.  celu,  należy,  na  podstawie  danego  równania:  *F(x,  y)=0,  wy- 
znaczyć wartość  funkcyi  y  w  miejscu :  x=a,  względnie  x=*0,  tudzież  wartości 
wszystkich  pochodnych  w  przyjętem  miejscu,  (patrz  Tom  L  str.  676.).  Jeżeli 
funkcya  uwikłana,   określona  danem  równaniem,  jest  wielo  wartościowa ,  na- 


—  266  — 

tenezas  odpowiada  danemu  miejscu  a?=a,  tyle  różnych  szeregów  potęgowych, 
ile  wartości  ya ,  dana  funkcya  y  w  tern  miejscu  posiada,  z  wyłączeniem  wspo- 
mnianych miejsc  osobliwych  funkcyi  y. 

Całka  funkcyi  uwikłanej,  kształtu:  $ydx,  gdzie  F(x}  y)=0,  da  się  zatem 
także  przedstawić  szeregami  potęgowemi,  kształtu: 

względnie : 

JyAr-  C+y,*+y0  |*+y"0  f-'  +...+  %'-»>  ^+... 

których  ilośó  odpowiada  ilości  szeregów  potęgowych,  przynależnych,  jako 
elementa  funkcyi  uwikłanej  w  przyj  ę  tern  miej  sou. 

12.  Przykłady.  1)  Wyznaczyć  całkę,  kształtu:  Jydx,  jeżeli  funkcya  y  jest  określona 
równaniem :  y*  —  y  +  asy— a?1  =  0. 

Mamy  tu,  dla  aj  =  0,  równanie:  y4— y=0,  skąd,  otrzymujemy  trzy  wartości  danej 
funkcyi,  w  miejscu  x=0,  a  to:  y,  =  0  y,  =  +  1,  yte— 1;  dla  kaidej  z  nich  musimy  tedy 
wyznaczyć  odpowiednie  wartości  funkoyj  pochodnych  w  miej  sou  a?=0. 

W  tym  celu,  otrzymamy  z  równania  różniczkowego  pierwBzego  rzędu ,  przynależnego 
funkcyi  y,  w  postaci:  8y'y'  —  y'  +  y  =  0, 

trzy  wartości  na  y*,  a  mianowicie : 

•i  =0,  yV=-^,  ^1=2" ' 
z  równania  różniczkowego  drugiego  rzędu : 

8y,y"  +  6yy',-y"+2y'«0, 
trzy  wartości  drugiej  pochodnej  y",  a  mianowicie : 

*"-<>,•', --i-,  y"  =  j. 

Z  równania  różniczkowego  trzeciego  rzędu: 

8y*  y"  +  18yyV'  +  6y'»— y'"  +  8y"-  6  =  0, 
otrzymujemy  trzy  wartości  na  y"',  a  mianowicie : 

y,<" 6 ,  y,'" -  ~,  y,'"=^ ,  i  t.  d. 

Otrzymujemy  zatem  trzy  rozwinięcia  danej  funkcyi  trójwartościowej  y,  w  postaci 
trzech  szeregów  potęgowych: 

yt  =  —  «•  —  »4  —  «6  —  ... 
y^1"  2"*"  "8*  +16*  +  ••• 


* 1  +  T*  +  T*,+!*,+  '-' 


&  stąd,  trzy  szeregi : 


f      ,         _      **      *•      *• 
jy1^-C--4--T--g--... 

jako  elementy  całki,  kształtu :  Jydx ,  jeżeli  funkcya  y  określona  jest  równaniem : 

ys  —  y  +  ary  —  x%  =  0. 
2)  Wyznaczyć  całkę,  kształtu:  Jycfcc,  jeżeli    funkcya   y   określona    jest  równaniem 
praetępnem :  x  y  —  log  y  =*  0. 
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Dla  *=0,  otrzymujemy  tu  logy=0,  a  więc:  y  =  l  +  2JbKt,  zatem  jeden  pierwiastek 
rzeczywisty  y0  =  l,  na  podstawie  którego,  stosując  rachunek,  wyłożony  w  T.  I.  str.  677., 
otrzymamy  wartości  poszczególnych  pochodnych  w  miejscu  *  =  0,  a  mianowicie: 

y-o  =  1 ,   V\  =  3,  y0<"=  4«,    y0(*)  =  5», .., 
zatem,  rozwinięcie: 

,   ,    2«      ,    3»    ,      4»       ,    B»       ,  6*    .  , 
ys=sl  +  n*  +  2l*  +  8!*  +4!*  +5!*  +  - 
Całka  tej  funkcyi,  oparta  na  jej  rzeczywistym  pierwiastku ,  w  miejscu  x  =  0,    przed- 
stawi się  zatem  w  postaci  szeregu: 

J2°  8l  41      .    B8  6* 

y&=  *+*+_,.+ »*.+£,.  ^  *.+£-,*«+.„ 

Uwzględniając  także  urojone  pierwiastki  równania:  logy  — 0,  a  więc,  kładąc: 
y0«=l  +  2toc»,  (fc  =  +l,  ±2...),  otrzymujemy: 

y'o  =(M  2fen)«,  y"0  =  8»  (1  +  2fa»)«,  y'"0  =  4*  (1  +  2**t)*,  y0W  =  B»(l  +  2fa»)*t ... 
zatem,  rozwinięcie: 

a  więc ,  dla  całki,  kształtu :  f  y  (Łr ,  szereg : 

którego  promień  zbieżności  p,  znajdziemy  z  warunku : 

awvsM<_^__iiłl  Myh:  M<____ 

w  postaci :     p  =  lim  -  <  v.  y      '    -t-,  »        a  więc  ostatecznie :    o  =  -  — ,-^-^_  ^=j— . 

«=•  (1+iyvt+4*»ki  ^  r    «v/i+4**** 


ćwiczenia    XVI. 
Wyprowadzić  i  sprawdzić  następujące  ogólne  całki  wyższych  rzędów: 

2)  ff...  Cs"  <&*»*=  *"1*    /      i      x+qg*-1+-+fl»- l*+fl»^ 

/  J  J      J  (m  + 1)  (m  -|-  2) ...  (m  -f-  ») 

8)  W  -  li  *— >!$  * + c>*-1 + ••• +«-»*+ «* 

6)  jj  -  je°"*r"  =  -  -c°*+C,  *■-!+..+  C«-ix+  C». 

6)    j  J   ...  j  ««  *»«  =  g^  +    <%*l-t   +  ...  +   ft-I  *  +    &• 

7)JJ...j«~*B-  =  (-i)^r+clx-.  +  ...+  c.-1»+e.. 

8)  f  f ...  jsinaa5*r"==  —  sin(oa>  — y)  +  C1a?»-1+  ..,  +  Cn-ia?  -f  C». 
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9)  jj-.Jco8a»«fa"  =— -oob(«*  — ^)  +  <7t«"-i  +  ...+  C._ix+G,. 
Wykuać,  że: 

10)  iN^r=i'iloe*+ <***+  C»*  +  °»- 
rfi  +  fc  +  "  fc,_  ±=^±*L  +  ClX+  c,. 

18)  J][tang:r+  Ung*r]«fas»=  -i  tang x+Ctx+  C,. 

19)]] ]je-«co8*<fe»=-  -  A  «-«ooBa>+  (71*»  +  C,*»+  Ą*+  C4. 

V     Dowieść  że: 

I      a)  #/(*)<***  =  *  $/(*)*»  -$*/ (*) dx. 

■  ®]  lllf(x)  *»* = y  ■'  J/w  **  -  *!■/(•)  *» + 4  !*'/(*)  *"• 

r=«— 1 

28)  tf  J  -  J/(«) •  <**•  =.      *    f  ^  C-D'  ("71) *-'-'  W«fa 
Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia  całek : 

24)]a+^=c+x+(r)|,+(?)|,+...+(^1)c+.. 

JJV  +         2   2        88       *        2.4...(2»-2)  n       '" 

30)  f(14-»)>-0+.+  S  W(W"  2)"4.m272W+2)  OT- 

•=1 

,n   f_*_«Pj.,A'5/     ,w   m(m  +  2)...(m  +  2«i-2)    *»+' 


32) 

33) 
84) 

36) 
36) 
87) 

38) 
39) 
40) 

41) 
42) 
48) 


(2 


w=0 


— _  *L       =c+   l_/*- 

\Zo  +  bx  +  cx*  V/«  \ 


6   **  ,    8d8—  4ac  a?3 


2a2!^      (2a)8      8! 


-}■ 


y^^*«=C+»  +  («  +  6)^  +  8(86'  +  2«4-«')f-'  + 

+  6.8.8(6&»+8**a-óa»  +  a3)^  +  .., 
',  i  .     .         .'/„        „  .         .    1    «'  4       *'  ,     4.9   *«        4.9.14     x5. 

^*j        /»_!.    /     ,**  ,  2*»  ,  fe*  .   16*»       62*«  \ 

^  <to=t  +  '\x  +  2!+8T  +  4T+    6F+    61   +   * /" 


log(l+x)«te  =  C  + 


x*  **  *8  a?* 

2  . 8  +  8  .4  ~~  4  i 6  +  -  +  (~1}"  (ii^l)" +  ' 


1  -ł-  x  ix*  **  x6  jr*"  \ 

^F-iB=C  +  2(rT2  +  3T4+6.6+"  +  (2n=T)2Ji+")- 
x*  »3        2»*  a:*         ar6 

i      ,     >  »/,    .iw        „  .   *'       1     »*     .   1.8  •«        1.8.B    *•    , 

n      /     .    «/,— i — r1BJ        x,  ■     *'         2     as*     ,  2.4   *'        2.4.6    **     . 


log(a?  +V/«*  +  *')  «»*  —  0+  x  log  a  -f- 


1     *8  1      a?* 

a    1.2      2a8  8.4"*" 

1.8       *•  1.8.6       a:8 


2.4a5   6.6       2.4.6a7   7.8 
Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia  funkcyj : 

u)  S^H  (i)*****-  (b  )  tan*8«  +  (5)  tan*6*  -  (?)  tan*7*  +~ 


cos** 
cos  ma: 


46)  ^^  —  1  -  (2) tan*'  *  +  (4  )  tanS*  *  ~  (e)  tang8*  +  • 
._.  H    ,    sina;  ,  sin5*       2    .    ,     ,    6    .    .      , 


47)  0»  =  l  +  tang*-f 
1 


tang1*     tang8*      7  tang1* 


21 


8! 


4! 


48)   e    "«|(l  +  log*-^aoga:)8+/i(log*)*--^(log*)8+...}. 

^        1        (arccos*)8       4(arccos*)4      81  (aro  cos*)*  I 

4»)  e*—e\l  S|         +  jj  ^  +  ...J. 

en\  1    *   sin1*       1.8  sin8* 


2      3! 


2.4     6! 


61)  *  =  log  (1  +  *)  +  ±  [log  (1  +  *)]8  +  ^  [log  (1  +  *)]3  + ... 

62)  Wykazać,  że  całce,  kształtu:  fydxy  gdzie  y  jest  funkcyą  zmiennej  *,   określoną 
równaniem:  y1 —  *y— 1  =  0,  odpowiadają  dwie  funkcye,  w  postaci: 

r      .        „  ,        ,    1  *l  ,    1  *8      l1. 3  *8  ,   18.88.6*7  , 
J**-C+*+2  2"!+2~'8! Wb\  +  ~ 28_  7!  +  ~ 


i» 


1  *8  .  18.8*B        18.88.6 


dx^C-X  +  ~2  2\~VZ\  +    2*61" 


2« 


71 


+  .. 
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58)  Wykazać,  że  całka  funkcyi  uwikłanej,   określonej   równaniem:   ys  — 6«y -— 8=«0, 
da  się  przedstawić  w  postaci  szeregu : 

C  x*       1  *4       a* 

>«fa=<7+5te  +  -2-24l  +  Bi  +  - 
54)  Wykazać,  że  całka,  kształtu:  fydxy  gdzie  y  jest  trójwartościową  funkcyą  uwi- 
kłaną, określoną  równaniem:  ys  — y-ł-z  — 0,  da  się  przedstawić  trzema  całkami,  kształtu: 


f  X1  XS  X4 


55)  Wykazać,  że  całka,  kształtu:  $ydx,  gdzie  y  jest  funkcyą  zmiennej  ar,  określoną 
równaniem:  1 — y+aey1,  =  0,  da  się  w  otoczeniu  miejsca  y  =  0,  przedstawić  szeregiem: 


{*<**=  c+*  + 1|+ ai^+BnOto-i)  fj  +  • 


56)  Wykazać ,   że  całka  funkcyi  y,   określonej    równaniem:  y— *  er  — 1=0,  da  się 
przedstawić  w  postaci : 

57)  Wykazać,  że  fydx,  gdzie  l—  y—  *af  =  0,  da  się  przedstawić  w  postaci: 
§yd*~C+x  +  a£  +  2onog*.£+8**>{Logo)>  j|  +  4»a*(loga)»J*  +  ... 

58)  Wykazać,    że    całka     funkcyi    uwikłanej,    określonej    równaniem    przestępnem: 
yMogy— x=0,  da  się  przedstawić  w  postaci  szeregu: 

jy^=^+»+f^(2n-l)|J  +  (8n-l)»|J-(4ii-l)»|J+^ 

69)  Jeżeli    funkcyą  y    określona   jest  równaniem:  yMogy  —  oa?  =  0,    natenczas   do- 
wieść, że: 

i*  as*  fl'x*  a'flj*  n*ae' 

j,<i*-0  +  i«  +  «f]-(2»-l)^  +  (8»-l)»?if-(4«-l)'Bg*-+... 

€0)  Wykazać,  że  dla  funkcyi  x,  określonej  równaniem  przestępnem:  y— a— xsiny=0, 
otrzymujemy  całkę  w  postaci : 

Jx*  x3       8  »4  »* 

ydx=  C+  ox  +sin  a  ^-  +  sin2a  =r-  +  -j-  (8  sin  Sa  —sino)  j-}  +  (8  sin  4a— 4  sin  2a)  =-f  -f-  ... 

Rozwiązania  XVI.   Wskazówki  i  wyjaśnienia    podane  są  w  wykładzie  obecnym 
i  dwu  poprzedzających. 


Literatura.  J.  Dienger.  Die  Differential-  und  Integralrechnung  umfassend  und  mit 
steter  Berucksichtigung  der  Anwendung  dargestellt  von...  Stuttgart,  1868.  Dr.  Oskar 
Schlomilch.  Vorlesungen  tlber  einzelne  Theile  der  h&heren  Analysis,  gehalten  am  k.  s. 
Poły  technikum  zu  Dresden.  Yierte  Auflage.  Braunschweig  189  . 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

Jdx 
j  i  ioh  zależność  od  spółczynnika  e. 

V/l+2i«  +  x« 

2.  Teorya  rozwijania  całek   za    pomocą   metody  nieoznaczonych  spółczynników  i  jej 
stosowania. 

3.  Rozwijanie  całek  funkcyj  uwikłanych  według  potęg  zmiennej  niezależnej. 


Wykład  XVII. 

Dalszy  ciąg  uwag,  dotyczących  rozwijania  całek. 

1.  Wzory  redukcyjne  danego  typu  eałek.  Metoda  całkowania  przez 
części,  oparta  na  wzorze: 

tudv>=uv—[vdu1  (1) 

stanowi ,  jak  wiadomo ,  jedną  z  głównych  metod  ogólnych  całkowania. 

Na  jej  podstawie  możemy,  dla  danego  typu  całek,  wyprowadzić  sto- 
sowne wzory  redukcyjne,  które  całkowanie  danych  funkoyj  sprowadzają  do 
całek  możliwie  najprostszych,  a  w  szczególności  rozstrzygają  o  tern,  czy  dana 
całka  da  się  wyrazić   przez  znane  funkcye  w  formie  zamkniętej,  skończonej. 

Wzory  takie  wyprowadzaliśmy  niejednokrotnie  także  w  tych  przypad- 
kach, w  których  z  góry  było  rzeczą  wiadomą,  że  dana  całka  da  się  wy- 
razić przez  znane  funkcye ,  jak  n.  p.  przy  całkowaniu  funkcyj  wymiernych, 
całkowitych,  lub  ułamkowych,  w  wykładzie  II.,   art.  20.  i  21.   str.  47.  i  48. 

W  takich  przypadkach  chodziło  przeważnie  o  ewentualne  uproszczenie 
rachunku  i  uzyskanie  możliwie  najprostszego  sposobu  dojścia  do  żądanego 
wyniku. 

Szczególnie  korzystnem  okazało  się  wyprowadzanie  wzorów  redukcyj- 
nych dla  całek  dwumiennych  w  wykładzie  VII.  art.  5.  i  nast.)  i  całek 
kształtu:  J,,*—  f sin*£cos*gc2g  (Wykład  VIII.  art.  1.  i  nast.),  gdzie  z  otrzy- 
manych wzorów  można  było  wyprowadzić  t.  z.  warunki  całkowalności  od- 
nośnych funkcyj.  Przy  całkowaniu  funkcyj  przestępnych,  okazała  się  metoda 
całkowania  przez  części,  jako  jedynie  możliwa  i  wskazana  ,  a  wyprowadzanie 
odpowiednich  wzorów  redukoyjnych  stawało  się  wprost  koniecznem,  bądź 
to  dla  wyznaczenia  odnośnej  całki ,  bądź  dla  wykazania  niemożliwości  jej 
wyznaczenia  przy  pomocy  znanych  funkcyi  i  konieczności  wprowadzenia 
nowego  rodzaju  funkoyj  przestępnych,  które  już  tylko  przy  pomocy,  szeregów 
utworzonych  ze  znanych  funkcyj,  przedstawić  się  dały. 

W  szczególności ,  poznaliśmy  takie  wzory  przy  wyznaczaniu  całek 
kształtów:  ^^(b,  (str.  174.),  $(logx)ndx,  (str.  179.),  £tf"(log  #)"<*&,  (str.  181.) 
[xm8mxdx  i  ^2f*co8xdx,  (str.  189.),  £(arcsins)"<Łc  i  f  (aro  cos  x)n  dz ,  (str.  193.) 
Jo^arcsinsda?,  (str.  196.)  i  ftf" aro  tang  x dx,  (str.  197.),  f  a?*ea,sinbx 
i  $&*&"  cos  b  x  dx,  (str.  228.)  i  t.  p. 

Mając  w  pamięci  podane  tamże  sposoby  postępowania  i  ich  wyniki, 
zajmijmy  się  ogólnie  metodą  powtarzanego  całkowania  przez  części  i  roz- 
ważmy wzory  ogólne,  na  niej  oparte. 
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2.  Metoda  powtarzanego  całkowania  przez  części  i  ogólne  wzory,  na 
|  oparte.  Niech  będą  u  i  v  dwie  dane  funkcye  zmiennej  #,  których  po- 
dne  oznaczmy  kolejno  przez:  u\  v'}  u",  o*,...,  w00,  itnK  Poddając  całkę 
taltu :  /wK*)  ds%  całkowaniu  przez  części ,  powtórzonemu  m-razy,  otrzymlmy 
ejno  równania : 

fu  trf">  dx=utt-  1>—  Jw^C"-1)  dx , 


których  wynika  ostatecznie  wzór  ogólny: 

fwfi>)dx=*ut£"-V—  nV"-J)+ ... +(— l)0»-*>  tf*-D  *<•-«»>+ (—  1)*  Ju<»0  «(•-«)  ife.    (2) 

p  Dla  m=n,  otrzymujemy  stąd  wzór: 

JiM7<»><Łc—  t^--1)-uV»-2)+...  +  (-l)^1^«^t;+(-l)«Ju(»)t;cŁr,        (3) 

ly  poznaliśmy  już  w  art.  11.  Wykładu  XIV.  na  str.  227.,  jako  uogólniony 
fo  metody  całkowania  przez  części. 

Wzór  (2)  możemy  wyprowadzió  także  w  odmiennej  postaci. 

Stosując,  mianowicie,  metodę  całkowania  przez  części  w- razy  do  całki, 
Ultn :  fuv dx ,  zamiast  do  całki,  kształtu:  fu^ckc,  oznaczmy  wyniki  po- 
mnego całkowania,  wykonanego  na  funkoyi  t;  i  jej  całkach  przez: 
,  vm,  gdzie: 

0,—jtfrfr,  Vi—frdx~§vdx\  vz~$v2dx=ffivdx3, 
v«—f vm-i  dx=$$ ...  ^  dar  j 
ymujemy  kolejno  następujące  równania: 

fuvdx^uvi  —  JWt^ete, 
>/nv1ifo-Biifo9  — $u"v2dx, 
fu"Vidz-u"vz-fu"'Vzdz, 


J**"-!)  Vmmmi  dx=*uim-Vvm  —  fttm)  vm  dx , 
tórych  wynika  ostatecznie  wzór: 

Juvdx^$wi—a,v2  +  ...  +  (— l)m"lw<,"-1)t;m  +  (— l)nfuWvmdx}  (4) 

'  jest  tylko  odmienną  postacią  wzoru  (3). 

t  Zastosowania  powyższych  wzorów  do  wyznaezania  całek  w  formie 
farięUd*  Z  otrzymanych  powyżej  wzorów  możemy  przede  wszy  stkiem 
lystać  przy  wyznaczaniu  całek  szczególnych  typów  w  formie  zamkniętej.  % 

Sprowadźmy,  mianowicie,  na  jedną  stronę  znaku  równości,  występujące 

e  całki ,  a  otrzymamy  z  wzoru  (2)  całkę ,  kształtu : 

J[mK«)— (— l)»nWtKw~»)]cŁc=wt;^-,>  -  u'v<"-2)  +  ...+(— I)"-1  u*"—*) !>•*-"•>, 

f  \[U  *n)  _  (_1)»  tfm)  rf.-. .)]  dzs=s     2  (  -  l)r  *<r>  *<— r~1),  (6) 

lobnie,  z  wzoru  (3)  całkę,  kształtu: 

f[u  ffi*)  —  (_l)«  tf«)  f,]  (Łr^fi^-1)-!*^-2)  + ...  +  (— 1  j""1  t*<*-1>  v , 
li: 
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i< 


r=«-l 


a  wreszcie  z  wzoru  (4)  całkę,  kształtu: 

f[tw— (— lJ-nNf^Jib-iWj—  tt't»2  +  ...  +  (— l)n(«-«)t;m, 
czyli  : 


\[w-(— l)»«'->*Jdr-  2  (— l)r"'r)<V+i, 


(7) 


W  szczególności,  otrzymujemy  z  wzoru  (6),  kładąc  m— 19  2,  3,...,  ko- 
lejno całki ,  kształtu : 

/[!«;<*> +«i't;(»-1>]  *c— ihK"-1)  , 

/[t»W+  ii1"^"-3^^!!^-1)— «i'tf»-»+«i*trf—3),  (8) 

które,  dla  n=l,  2,  3,...,  przedstawiają  się  w  postaciach: 

f(uv' +u'v)  dx=uv , 
J(uv"  —  u"v)  dx  =«#»' — u'Vj 
J(uv,u  +  ut"v)dx=m"—utvt+u*v ,  i  t.  d.,  (9) 

wypływających  także  z  wzoru  (6),  względnie  w  postaciach: 

f(uv+ufv1)  dr*=  uvn 
J  (uv—u"v%)  dx=uvi  —  u'v%, 
f(w+u",vz)dx=wi-utv2+u\,  i  t.  d., 
wypływających  z  wzoru  (7). 

4.  Wzory  powyższe  wykazują,  że  całki,  dające  się  sprowadzić  do  po- 
staoi  ogólnej:  /[ut/")— (— l)»u(m)t/— m)]{Łr,  lub  do  postaci :  /[t*t;»— (—  l)nu^v]dx 
względnie  do  postaci:  $[uv — ( — l)m «<"•> vm] dx ,  dadzą  się  zawsze  wyznaczyć 
w  formie  zamkniętej. 

Ażeby  wyprowadzić  poszczególne  całki  tego  rodzaju,  należy  przyjąć 
dowolnie  dwie  funkcye  elementarne  u  i  v  i  wyznaczyć  ich  pochodne ,  wzglę- 
dnie całki  pierwszego  i  wyższych  rzędów. 

Przyjmując  «— a*,  t? =/"(#),  otrzymujemy,  na  podstawie  wzoru  (9),  następu- 
jące oałki: 

f*\f\x)+f(x)]dx=*f(x)+C, 

s+m*)-n*)]  **-*  i  r  w  -a*>]+ c,  > 

ogólnie :  ' 

Je*  [/"<•>  (aO^-l)V(*)]<&^  (10)  I 

5.  Przykłady,  e)  Wyznaczyć  całkę  kształtu:  {*1+mlog")dx.  , 
Przedstawiwszy  daną  całkę  w  postaci:                                                                               I 

możemy  podstawić: 

u  =  e*,    r  =  log«,    a  więc:   w'— «*,    ©'=—  ; 

26 
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i  sposobem    sprowadzimy  daną  całkę  do  wzoru:   $(*v'  +«'  v)dx  =  uv,    otrzymujemy 

2)  Wyznaczyć  całkę,  kształtu:  j  sin  *  (»Mog*-l)  fe 
Mamy  tu: 

.      Kładąc:  «=  sin x,   r=  logos,  a  więc:   t#'«=cosa;,  «"  =  — sin*,   t>'=  — ,  r"  = j, 

towadzamy  daną  całkę  do  całki ,  kształtu : 

JBymujemy,  zatem: 

\  sin  x  tlog  ai j)  dx  = cos  *  log  a?  +  C. 

3)  Wyznaczyć  całkę,  kształtu: 

T      far  log*  ^-Y/l  —  a:1  arc  sina?  , 
«/«  1 ox. 

J  *Vl-*> 

Daną  całkę  możemy  przedstawić  w  postaci: 

™  ,  J  1    ■  f      Ac   • 

Kładąc:  logx=«,  g«     =  ,   a  zatem  :    «'  =  —  ,    f>t  =*  I  —^=  =  arc  sin*,  spro- 

V/i— **  *  JV/1— *ł 

diuny  daną  całkę  dó  wzoru: 

J  =  r  (w  +  u'vt )  dx  =  uvt , 
ijmujemy,  zatem : 

J==  log  x .  arc  sin* , 


1: 


$•- 


log  as  +  l/l—  a?1  arc  sin  x  _  .  .    _ 

— 5 — dx  =  arc  sin  a; .  log  *  +  C?. 


*l/l-*» 

,    4)  Wyznaczyć  całkę,  kształtu: 

J*-fx*eoB  *  .  (20  +  x*)  d*. 
Przedstawiwszy  daną  całkę  w  postaci: 

J=  f  (20*3cos  x  +  *&cos*)d* , 
toraiymy,  że  ,  kładąc :  u  =  cos  a;,  t>=»20*3,  dostajemy : 

«'=— sin*,  «"  =  — cos*,  via-2Oj0scix»6x4 ,  vt~*fvidx—x*, 

fem  samem  ,  sprowadzimy  daną  całkę  do  postaci : 

f(UP  —  W"  Pj)  dr  =■  Mt?t  —  u'vt. 

Otrzymujemy,  zatem  : 

fa?*  cos  » (20  +  x,)<fx==5x*  cos  x+ a?6  sin  x  -|-  & 

6.  Zastosowanie  metody  całkowania  przez  części  do  rozwijania  całek 
szeregi*  Wzór  ogólny: 

jut*o dx=uvL*~v  -  u'ifi^^+.  ,+(-l)»-,«(',-1)H(-l),,/ttWv(fo,      (11) 

wadzi  do  kilku,  uwagi  godnych  szeregów. 

1)  Połóżmy  u—f{x)t  v—- —-,  a  więc: 

IR 
r.  Dsiwiński.  WykŁ  matem.  L  Tom  II. 
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(z— a)—2 


««=/•«(*)  ;     «"= 


(n-2) 


i     ' 


«<«>  =  /»(a;),     »(■)— 1, 
a  otrzymamy,  z  powyższego  wzoru,  następujące  rozwinięcie: 

fy{x)dz=c+f(x).(z-a)-r(x).  ^^+r(*)-7p-3  -...+ 

które,  w  przypadku,  gdy,  dla  n=oo,   całka    końcowa  staje  się   zerem, 
wadzi  do  szeregu: 

Kładąc:  $f(x)dx=F(x),  zatem: 

f(x)-F'(x),  f  •  (x)-F"(x), ...,  /*-«>(«)-*•<•> (•), 
otrzymujemy,  stąd : 

F(x)=C+F(x).(x-a)-F'(x)  ^_e^+...+  (-l)-*  **•>(*)  ^^+... 

Połóżmy   w   tym  szeregu,  raz:   x  — 0,   a   drugi  raz:  s=a,   otrzyi 
równania : 

F(o)=C-  [F'(o)a+F"(o)  |-'+ ...  +  F« (o)  -^  +  . . .]. 

-F(«)  =  C, 
które,  odjęte  od  siebie ,  dają : 


czyli : 


F{a)-F(o)  =  Fl(o)a+F'(o)~  +  ...+  F'(o)^+. 


F(a)  -  F(ó)+  F'(o)a+F*(o)  |-!+...+  ^>(o)  ^ ■ 


a  zatem,  szereg  Maclaurina: 

±  (x)=  t  (o)  +  -yp  £+     2!    «'+...  +  — ^y-  xn+... 
2)  Połóżmy  : 


u=f(x),  v=- 


(w+l)(ro+2)...(m+n)' 
a  zatem : 


tf'  =  - 


>w  +  l)(m+2)...(m  +  n— 1)'  (m+1)  (m+2)...  (m+n  —  2) '  •" 

m+1 
natenczas,  otrzymamy,  z  wzoru  ogólnego  (11),  następujące  rozwinięcie 
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\>»fi*)a*=c+—m-  ___r(,,+-_^ 

J.W  +  H— 1 

-L(_-ly» Z : f^n%Hx)  4- 

^       ;  (w+l)(w  +  2)...(m+n-l)/         w^ 

T  (w  +  l)(m+2)...(ro+n-l)  J  '         w      ' 

prowadzące  do  szeregu: 

af/te)  dfc=  C  4-  -- f(x) tt  f  (x)+ 

n  J  T  m+l'w     (m+l)(m+2)#    v  '^ 

a?m+3  *»»-H 

-/•"(*>-/-.  ■  iw„  ,  ow-.  Ł  aw-^f '(*)  +  -  + 


(»»+l)(m+2)(m+3)  '    v  '     (m+l)(»>+2)(ro+3)  (ro+4)' 

+-+(-1)"(wt+1)(wt+2)..,(w+n+r)-^w+-.  a*) 

Z  tego  szeregu,  otrzymujemy:  a)  dla  *n=-0,  szereg: 

$Ax)  dx=  C+xf(*)- |*  f  (x)  +  ||  /"'  (x)- |/'"  (z) + ...,  (IB) 

zwany  szeregiem  Bernouille^o  :  b)  dla  »«1,  szereg: 

j*f(*)dfc-C+||/(*)-  |?/<(*) +£/"(*)_ |-'/»'(*)+...,  (16) 

zwany  zwykle  szeregiem  Holland^. 

3)  KJadąc  :  «-/(*),  *-  "!  » 

ar 

»  więc:  «'-=-S-»  v"=-^,"  .  •w-«", 

otrzymujemy  rozwinięcie,  w  postaci  wzoru: 

j^m*  -  c+«~  {ffif-  or>+ ^  -  -+(-  d-  q^} + 

który,  w  przypadku,  gdy,   dla   n=*oo,  całka   końcowa  staje    się  zerem,   pro- 
wadzi do  szeregu : 

+(-1,-.C^)+(_1").^+°...}.  (17) 

Dla  a=l,  otrzymujemy  stąd  szereg: 

4)  Kładąc:  «=/(»),  t>(">— sins, 
&  zatem : 

rf-i>-gm(*— -J),  *<"-'>= sin  (*—  C),.-,  ^-^-sin^-^L.. 

otrzymujemy  rozwinięcie: 
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$/■(*) rinsdfc-  -/(*)sin  (j-x)  +  /"'(*) sin  ^-*)_/-«(*)sin(??-*)  +  ...+ 

+  (-l)-/'("-1)(*)8in^-a5W(-l)-+1  $/<»>(*)  sin  (™-a;)dx,        (L8) 

skąd,    w   tym  wypadku,   gdy,   dla  n=co,    całka   końcowa  staje    się    zerem 
otrzymujemy  szereg: 

ff(x)amxdx=[f'(x)—  f'"(x)+f®(x)-...]smx-[f(x)—  f"(x)+fW(x)  —  ...]cosx 
a  podobnie: 
ff(x) aosxdx=[f(x)~  f"(x)+fi*>(x)—...]smx+[f'(x)-f"t(x)  +  f<n(x)—...] cos*. 

7.  Rozwinięcie  całki,  kształtu:  J'f(x)ę(x)doc  na  szereg,  upraszcza  sic 
niekiedy,  jeżeli  znane  jest  rozwinięcie  jednego  z  czynników,  występujących 
pod  znakiem  całkowym. 

Jeżeli,  mianowicie: 

a>'(a)  <p"(a)  ,„  qt*)(a) 

<p(x)=tp{a)+'P1\-)  («_«)+»Li-'(»-  «)*+...  +»_p(*_a).  +  ... 

względnie : 

wówczas ,  otrzymujemy : 

względnie : 

f(z)9(x)-tfp)f(x)+  ^-xf(x)+  ^-x1f(x)+...  +  ^x»f(x)  +  ... 
a  stąd,  rozwinięcie  danej  całki,  w  postaci: 

fo)ę(z)dz  -  C+<p{a)  fy{x)dx  +  ^  £(*_«) /(*)«te+3^  J(s-«)V(*)<&+-  •  + 

a>(«)  te)  I* 

względnie',  w  postaci : 

fy(x)<p(x)dx=C+  <p(o)fy(x)dx+^^xf(x)dx+  ?"2(^zif(x)dx+  ...+ 

+  ^f>  $*/(.)*+.-  (19) 

8.  Mając  n.  p.  rozwinąć  na  szereg  całkę,  kształtu:  \ dx,    uwzględ- 

nijnay,  że: 

a— z      a        a2      a3     o4  an 

a  otrzymamy  szereg: 

logo;      loga:      zloga?      a;2loga;  sClogtf 

zatem  rozwinięcie :  # 
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~<k=  C+  — yog  x  dx+-i\z  log  xdx+  -jl^log  x  dx+...+  —\x"-ilogxdx  +  ... 
Ponieważ,  atoli : 

Js-  ^log  xdxJ^  log  x  -  j£  =  ^log  05  —  ~y 
d,  powyższe  rozwinięcie  sprowadza  się  do  postaci: 

iSSi*-°+T'«h«-«+i.i(h«-T)*ir('*-r)+-+ 


1  *"/, 


ł)*- 


Cl^^= 


J« 


<te=C+  [± 


,  *2  ,  *3  .     ,  *"       i         r  * 


2>a 


i+ 


3*  o 


■,+«■  + 


«" 


»ła" 


+  ... 


,9.  Rozwinięcia,  oparte   na  różniczkowaniu  danej  ealkl  pod  znakiem 

l.  Z  rozwinięcia  danej  całki,  zawierającej  pod  znakiem  całkowania 
parametr  zmienny  a,  od  zmiennej  x  niezależny,  w  postaci: 


[ 


f{x,a)dx=C+<pi(a)x+q>i(a)^+  <p3(a)  ^+ 


(21) 


aujemy,  na  podstawie  prawidła   różniczkowania  całki,    ze  względu  na 
[parametr  (patrz  str.  232.,  art.  21.),  następujące  rozwinięcie: 

Jdf(x    a)  x2  x* 

n^    'dz-C+KtoB+ri  («)  |i  +  «PliW.%i  +  -  (22) 


ue: 


s 


^f^dx^CĄ.^\a).xĄ-ę^\a)C^93^a)^, 


(23) 


Tak  n. 


p.  z  rozwinięcia 


Ja — x  \_a 


+ 


•]log*-Br 


x2 


+ 


r 


2a2^  3a*^"Jw&~      L«      22a2n32a3 
owadzonego  w  poprzednim    artykule,   otrzymamy,  jeżeli    je    według  a 
iczkujemy,  następujące  rozwinięcia: 
f  logx    ,       r  ,  \x  ,    X*  ,    xz  ,     I,  [<r        a;2    ,     a;3  1 

f^g*     ,       „     1  [2*  ,  3*'     4s3  ,     1,  1  [2*  ,  3x*     ix*       1 


ólności 


fc*-«*eM2 


(li+l)(li+2)^(|x+n-: 


ł-ii-l 


(*— 1)!\  ^=1  oH-» ---  ^  ^~x;>=i  jj-a1" 

10.  Całkowanie  pod  znakiem  całkowym.  Niech  będzie  daną  całka  w  po- 
i:  Ję{x,  a)dxy  gdzie  a  jest  dowolną  stałą,  od  zmiennej  x  niezależną. 

Funkcya,  tej  całce  odpowiadająca ,  będzie  zarówno  funkcyą  zmiennej  x, 
Ileż  funkcyą  stałej  dowolnej  a. 

Połóżmy,  zatem:  ff(^  a)dx=F(x,  a), 

łypniemy,  że:  f(x,  a)  jest,    ze    względu  na  a,  pochodną   innej    funkcyi : 

a),  t.  j.  że: 
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/>,  <*) ^*'       ,  czyli,  że:  <p(x7  a)=ff(x,  a) da, 

natenczas,  na  podstawie  prawidła  różniczkowania  pod  znakiem  całkowym, 
podanego  w  art.  21.  wykładu  XIV.  str.  232.,  zastosowanego  do  całki 
kształtu:  fq>(x7  a)dx}  ze  względu  na  stałą   dowolną  a,    otrzymujemy,  wzór: 


a  stąd: 
a  zatem: 
czyli  : 


fq>  (z,  a)  dx=fF{x,  a)  da , 
JTJ/fo  a)da]dx=fF(x,  a)da} 
SF(x,  a)  da-f[ffto  a)da)dx,  (24) 


to  znaczy:  . 

Mając  całkować  daną  całkę,  ze  względu  na  pewną  zmienną ,  znajdującą 
się  pod  znakiem  całkowania ,  a  od  zmiennej  całkowania  niezależną ,  możemy 
wprost  całkować  ze  względu  na  tę  zmienną  samą  funkcyę,  stojącą  pod 
znakiem  całkowania. 

Na  tej  podstawie,  otrzymamy  z  wzoru: 

*'(*,  «)-!/(*,  *)**> 

na  podstawie  pojedynczego  całkowania ,  ze  względu  na  zmienną  a ,  wzór : 

fF(x,  a)da-f[ff(x}a)da]dx, 
a  stąd,    na   podstawie   n-krotnego    całkowania   tej    funkcyi,    ze    względu  na 
zmienną  a,  wzór  ogólny: 

ff...JF(x ,  a)  da?=f[ff...ff(xf  a)  da*)dx,  (26) 

na  podstawie  którego,  możemy,   z    danej    całki,   zawierającej    pod   znakiem 
całkowania  dowolną  stałą,  wyprowadzić  dowolną  ilość  nowych  całek. 

11.  Przykłady.  1)  Z  całki  zasadniczej  :\s«da&=  ,  w  której  wykładnik  a  jest  stałą 

dowolną,  na  podstawie  prawidła  całkowania  tej  całki,  ze  względu  na  parametr  af    otrzy- 
mamy całkę ,  kształtu : 

JU*« *.]*.- 5^*1,   czyli:    Jj^-fc-JiSL^., 

ogólnie : 

I  (C*).  *•  -II  - 1  J+i  **"• 

*"*  da?  =  —  ,  otrzymujemy  tą  drogą  całkę : 
ogólnie : 

8)  Z  całki  zasadniczej:   \coB*xdx= ,  otrzymujemy: 
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czyli :  l  cos  I  ot  x  —  -  -I 

ogólnie 


J=^*-f 


sin  «  x  , 


podobnie,  dostajemy  z  całki :  j  sin  a  xdx  = ,  wzór  ogólny : 


i 


■»»(«-?) 


-JM- 


2,ax — K...^-**,.. 


12.  Rozwinięcia,  oparte  na  całkowaniu  pod  niskiem  całkowym.  Z  roz- 
winięcia danej  całki,  zawierającej,  pod  znakiem  całkowym,  pewien  parametr 
zmienny  a,  niezależny  od  zmiennej  całkowania  z,  w  postaci: 


$A«,  «)< 


a    .       ,  ,  * 


)d*-C+?i(a)s+  fe(a)  g-|+  ^(ojg-j-ł-..., 

otrzymujemy,  na  podstawie,  powyżej  wyłożonego   prawidła    całkowania,  ze 
względu  na  ten  parametr,  następujące  rozwinięcia : 

/[//"(*,  «)  da)  dx=C+xf<pi(a)da  +  |~'  Jy,  («) da  + 1-,  Jc>3(a)  oo+...,   (26) 

ogólnie : 

/[//•••/A*,  a)d^]«te=C+*//.../y1(a) da"+ 

+  fj  J  J  -  $?,(«)  *»•+  |-j  J  j ...  fa  (•)  <*»"+«•  (27) 

Tak  n.  p.  z  rozwinięcia: 

jeżeli  je  według  a  soałkujemy,  otrzymujemy   następujące  nowe  rozwinięcie : 
Jlog(a— *) .  log*<Łr— C-j-lasloga— |^— 2  *^— ...llog* — 
-[*  logo-  JL.-^Ij-j -...]. 


ćwiczenia  XVII. 

Wyprowadzić  następujące  wzory  redukcyjne : 

P   x™dx    ar»— 1  a        P  ar"— 2Ar 

'  Ja  +  te*  "~  (m— 1)6   "~T  '    J    a  +  te>  ' 
t     P       <Łt  x  2w— 3      P        dx 

2)  J  (a  +  6**)»  =  2(»— l)a(a +&**)■— *  +  2~(»-l)  a  J  (a  -f-  &b*)«-i' 

P     x*dx g"»-i (m— l)g         P      x™-*dx 

}  J(a  +  &*8)»~~     (2n-m  -  1) b  (o  +  6xl)*-i  +  (2»  -  m  -  1)  *  J    (a  +  &»»)«    ' 

J  (ix  1 

^(a  +  fcr-j-a:^  =a~~   (m- 1)  ar*-*  (a  +  to  +  e*1)*"-^  ~" 

_(m+_n— 2)^  P *r (m  +  2»— 3)c  P  cte 

(m— l)a      J   ««-l(a-f  6jp+WJł)»  (m-l)o      Jaj"»-2(o  +  6a:  +  c»ł)»* 

f  _^^_  g2^V/a  +  to  2ma       f  gm-1  <** 

})\/o  +  bx         {2m  +  l)b        (2m+l)b)\/a  +  bx 
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f  dx  =  Va  +  bx  (2*-3)ft   C  dx 

J **  |/Sr+£T  ~~        (» - 1) ar—1" '       (2n-2) a  J *.-i  y/^+ 

7j    f \/^+teł       ^        y/g  +  6i» b_      f  <to 


te 


6xl 

<to 


)V{fl  +  ~bx^f  {n^2)aVW+^¥iri    +  (»-2)a  J  l/^  +  to1)--2 

AX  f                  ,             a*»cosaa5    ,   »w?w— i  sin  aas        m(m— 1)  (*        «    .  , 

9)  \ a?»»  sin  axdx  = 1 5 —  , — --  \ *»— 2  sin axax. 

-^  f  ,        »»"8ina«    ,  wta?1"— *  cos  aa?        m(m— 1)   f        .  , 

10)  J»»»co8ciasda5= 1 s — 5 — -  \  *«— *  cos  aa;  <to. 

-łX   f  ,       *»+iarcsinaj  1     f      a*+t      , 

11)  1 a*  aro  sin  xdx= ■— ^ — -\  -— _ dx. 

J  »+l  *  ł-  1J  V^l  —  ^* 

-tł%    f  ,        *"+*  arc  cos  a?  ,       1      f     x*+*       , 

12)  \x*&TCC08xdx  = — —  -    A -— r  I— T-  <to. 

io\   f^        x           j          a*»-f*  arc  tang*           1      f  x*+*  dx 
18)    lar*  arc  tang  xdx  = r— ^ r^\-r— ; — •— • 

-,*   f                A                  flj»+iarccotirx    ,       1      rx»+*dx 
U)  )  ~ arc  cotg  **» j^^— *-  -  +  j^  )  j^t- 

*»  g*«<to  = lar*—1  e**<to. 

ni  ni  v 

16)  Ja*"  (log a:)'  aa:  =  — ^  flog*)*-  ^-pj  J  *«  (log  *)— i  <to. 

18)  J(arcsinaOm<to  =  »(arcsina>)m  +  mV/l— a?ł  (arc  sin  ar)*-*— m^-l^arosina:)*-***. 

19)  /(arooos»)"«aa:=a:(arcco8aj)«—  m\/l—  a^(arccosx)"»-l— m(m— l)j,(arocos*)",-2o*a:. 

oftx  f  ^.  j  cos*-1*(acosa:  +  ii8in*)  ,   n(n— 1)   f  ,     , 

20)  \  6**cos*a;eto=e«* *— -= ^- '4 ^— — J-  \ea*coB*-2xdx. 

J  a1-*-  »ł  a1  +  n1  J 

oi\   f™    •   .    j        —   sin»— l»(a8in»— ncosa:)   ,  *(*-l)  (*         .        ,     , 

21)  1  #**  sin"  xdx  =  #»* ^ r-T — = 4-  -r-: — r~  \  #**  sm*-*  x  <to. 

J  ał  +  n*  ał-f  n*   J 

22)  J/(*)  f ("'  W *»—/(*)  • »("  -lH*)—Sf  (*)  łC""1)^)  d«. 

r=m— 1 

28)  ^/(*)?<*>(a:)aaj  =     ^  (~ 1)r/(r)  (*)  •  ?(* "r_1)  (*)  +  (- l)m// ^  (*)  ®<"-m>  (*)  *r- 


r=0 


2^)  ^/(*) »(•)(») eto  =  ^  (—l)r/(r>  («)?(" -r-1H*)  +  (--l),,//,(,,)(*)<P  (*)»«•• 

r=0 

25)  !/(*)?(*) <to=/(*]JV(*)o«-  ![/'(*)/?  (*)oa:]aar. 

26)  J/(aO?  (*)  eto  -   ^  f{r)  W-If-  I^> '  ^^  +  (-^Jt/W  (»)  I  -f  Jf(*)*^]  **• 

Dowieść,  że: 

27)  /[/(*) .  f  (*)+/-(*)  •  o  (x)]dx=f(x) .  « (*). 

28)  /[/(*)  fi*)-/'!*)  •  ł(-)]  *«  -/(*)  •  •'(■)-/'  (•)  •  (*)• 

29)  ^[/(*).©(»)(a:)-(~l)V<,,>(*).?(*)]^=  2  (-1)r/(r)(iC)?'(,,-r-ł)(aj)- 

r=m— 1 

30)  J[/(*)  •  ?<•>(*)  "  (-l)m/^>  (*)  •  ?<n-m'  (*)]  *•  =   2   ("~1)r/(r)  W  ?("-r-1>(^)- 


r=0 
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Bi)|[/W.?W-(-i)/ww.JJ...f?w^]&=  2  (-i)V<"M*)JH*(*)^r+1- 

Wyprowadzić  następujące  wzory  całkowe : 

32)  ^y+^S^-te-e-losy+C.    33)  $**  +  «;io*«>   &  =  gfejgg=ł)  +  c, 

34)  J««(acosa*  +  sina*)efa==*rsina*  +  C.    85)   f  * (*  + 2a0  fa q 2g»  \/g  +  C. 

o«\   f«"(l  + sinscos*)  ,            A            ,    ^     __.     f*  +  sino? cos *,  ,  ,    _ 

^  J  cos'* Jdx-*t*ngx+C.    37)    J    T  ^^ *x=> x tango?  +  C. 


oo\    f  x+  Vi  —  »*  .arcsin*     ,  ,    - 

88)    1 !— ^- —  «**=**arcsin*+ C. 

J  Vi-** 


^    frarcsin*.   arctang*-i 

39)  V  [  1  +  gł  +  -r/rj% J  **— aro  8m  * ■ aro tan«  x  +  a 

jm   f  *  log  *+(l+**)  aro  tang*  ,  ,  .   „ 

40)  J °    ^- — *-j— ^ ^ — efa.  =■  log  a? .  arctang*  +  C. 

. -.   f  ein*(l  —  xalog*)        sin  *  —  x  log  * .  cos  a: 

*j  x  x 

42)  J(x  cos  *  + Ssin  »)»*<*»  =  as1  sin  a; +  C.   48)  flfcH-  6)*ain*d«=a\8sin*— *cosa?)-fC. 

AA.   f    sinx  +  *log»cos*  «n* 

44)  i » o fa  s—  i0g  x         ą.  c. 

to)  f(x*  sin*  +  6  cos  *)  dx  ■=  —  *■  cos  *  +  8**  sin  *  +  6*oos  *  +  C. 
Wyznaczyć  następujące  całki  w  formie  zamkniętej: 

^x   f/              .        .v        4^        ^„n   f  (l+a^arctang*— 2*  , 

46)  J (ascos  x  +  m  sin*)*™-*  dx.    47)  \  -^— 7  * sm  xdx. 


4QX    f,  * Ą  ,       -ftx  f  sina;  +  cos  *.  arcsin  *  Y/l— a?*    , 

48)   mjmoos*  — *sra *)x««-l dx.   49)  \ ! — dx. 

J  J  l/l — asa 


^    f«—  arcsin*  V(l— *')•              ,       K,v    f  cos*  — *  sin*  log*    _ 
50)   1 -j=-_ — z=i-^ — - —  sin  *  dx.    51)   \ 2 —  dx. 

J  V(l-*,)s  J  * 

co\  f  a*1  log*  —  1             _       _„    ffl  +  ^^arctang*— 2**log*  . 
62)  ) Ł, oo8a8<te.    68)  jV   T        »'(l+iy **' 

54)  Na  podstawie  metody  całkowania   przez   części,   wyprowadzić   szeregi  Taylora 

i  Maclaorina. 
Wykazać,  że: 

fjog(*J1V/rT^^.       „.■■       2  *•      2.4*«      2.4.6  *»  , 
}  J Vi  +  * ^=C  +  T~¥7  +  8^"6  ""376T7  8+~ 

„    f .      l-\/l-4*   .        „  ,   *>  ,    8    *»  .  4.6  **  .  5.6.7  *6  , 

r  *'  **  **  *8 

67)  lcos(*+«)d*=i  C  +  oos  «.*—  sina—  —cos a.  ą-=  +  8ina"7"  +008br1  —  ••• 

58)^^c+»+j-;+j;---«-+... 

...   f  .        .  ,    *»  ,   1     **    .  l.B    *•    .        .  1.8...(2»»-3)  ««»  , 

61)  )«cu,.*,=  C+¥+.§.  3-4  +  274  6.6  +  -  +  2T4— fe^Ą    (2n-l)2n    +  - 

«n  f/         •      «j        ^  ■    **  ■     2'    *8  ,        2'4»       *'  ,        ,  2».4'...(2n-2)»  **•+»    , 

M)j(MWB«»yfc»o+T+B  1-  +  8-I-^T  +  ...+  8.4;5...2n-2irFi+- 


Jare  sin  a:  x>  .    2  a:*  ,   2 . 4  a?6  ,   2  . 4 . 6  *8  , 

64)  Jlogsec*«to=C  +  |-'  +  2j-'+16^  +  16.17.  J-'+... 
66)  Wyprowadzić  t.  z.  szereg  Bernouille'go : 

j/(»)*r-  ©  +  */(»)-  f-j/'(*)  +  f'/"(»)- .£/"<»)  +  - 

Na  podstawie  metody  całkowania  przez  części,  wyprowadzić  następujące  rozwinięcia : 

f  X1  x9  x4 

66)  1  sinx<Zx  =  C  +  *  sin*  —  —  cos  aj—  S1  sin  *  +  7-7  cos  ar  +  ... 
v  z  !  o  I  41 

f  X5  X8  X* 

67)  \c08xdx  =  C  +  xcosx-f  ~-:Sin  »  —  —  cos  a;—  —  sinx  +  ... 
v  &\  01  4 ! 

68)je.*»=c+c«{x-j;+|-;_;;+...}. 

69)  jlog *  Ar  =  C  +  *  log  *  -  * {  —  +  .^-g  +  ±j  +  ...  }. 

Ja?'  as'  a?*  x^ 

a?  sin  x  dx  =  C  +  <Ti  sin  a:—  —  cos  x—  —  sin  a;  +  -  cos  *  +  ... 
6\  n !  4  1  O ! 

JX2  X3  X*  X6 

xcosx  <ix=  C+  —  cos  x  +  —  sin  x—  — -  cos  a;—     f  sin  x  + ... 

72)  J.tog.fa.c+^tog— .{^+^  +  5-^  +  .). 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia  : 

Jdx  x         x*        xs        x* 

"(a  +  xj'"=C+  o*  ~  I*"  +  "^  ~~  Ifi  +  - 

76)  jlog(.+.)&=C+»log.+  i-*^-2-?~  +  ^1-ł-^ł  +  .- 

_..    f    as'— a*  as         **         as5         *' 

76)  J  (.»+.•)»*»=  c  ~  -.r  +■?■  -  uf +  -&  -- 

77)JU«(.»+.*)&-C+&log.+  1^ri-^5ł+g^Ji-... 

Rozwiązania    XVII.    1)— 81).  Na   podstawie    metody   całkowania   przez   części. 

82)  —  45)    Przy    pomocy    stosownych   przekształceń,    prowadzących    do   wzorów   art.   10. 

*n\     «    •  j«x        sin x  —  (1  +  »')  cos x arc tang x  JOX  JrtV     . 

46)  xmsinx.    47) —       \- — 5 - .     48)    x"|cosx.     49)   sin  x .  arc  sin x. 

sinx-V/i^?.cosxarc8inx  bi)  ]Mm  5on coBx+xsinxlogx  xlogx-(l+x>rctg* 

V/l-x'~  ^  6    '      '  *  x(l  +  *») 

55)— 78)  Wskazówki  zawarte   w   art.  4.   74)— 75)   Różniczkowanie  i  całkowanie  szeregu  na 

Jdx  C    adx 

—r      podług  a.  76)— 77)  Różniczkowanie  i  całkowanie  szeregu  na  j    t       %  podług  a. 


Literatura.  M.  £  d.  Brahy.  £xercices  methodiques  de  calcul  differentiel.  Paris  1898. 
Exercices  methodiques  de  calcul  integral.  Paris  1908.  W.  B.  Smith.  Infinitesimal  Analysis. 
Vol.  I.  London  1898. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych, 

1.  Rozwijanie  całek  na  szeregi  za  pomocą  metody  całkowania  przez  części. 

2.  Szeregi  Bernouille'go  i  szeregi  pokrewne. 

3.  Różniczkowanie   i    całkowanie   pod    znakiem    całkowym   i  ich  zastosowania  przy 
rozwijaniu  całek  na  szeregi. 


Wykład  XVIII. 

Różniczkowanie  i  całkowanie  funkcyj  dwu 
zmiennych,  niezależnych. 

1.  Pochodne  cząstkowe  funkcyl  dwu  zmiennych  niezależnych.  W  danej 
ikcyi  z  dwu  zmiennych  niezależnych  x  i  y,  kształtu :  *=/"(#,  y)  możemy  : 
) zmienić  zmienną   niezależną  a:  o  Ar,   niezmieniając   zmiennej    y,    albo  2) 

iemy  zmienić  zmienną  y  o  Ay,   niezmieniając  zmiennej  x.    W  pierwszym 

dz 
padku,  dochodzimy  do  stosunku  różniczkowego  ^-,    jako    granicy    sto- 

i  różnicowego,  w  postaci : 

,  do  stosunku  różniczkowego  -=-  ,   jako   granicy   drugiego  stosunku 
licowego,  w  postaci: 

£_  iim  fe^r^y)=r  (2) 

<V       Ay  =  0  .  Jy 

Otrzymane  stosunki  różniczkowe  -  ir  nazywamy  cząstkowymi  stosun- 

ox     oy 

ni  różniczkowymi,  a  funkcye :  f  *x  (z,  y)  i  f  'y  (x,  y),  p  o  eh  o  d  n  e  m  i  c  z  ą  s  t  ko- 
Nmi  danej  funkcyi  f(x,  y),  podług  x  i  podług  y. 

Pochodne  cząstkowe  danej  funkcyi  dwu  zmiennej,  otrzymujemy,  wi- 
ecznie ,  na  podstawie  prawideł  różniczkowania  danej  funkcyi  f{x}  y),  podług 
dnej  zmiennej,  uważając  drugą,  jako  stałą. 

Tak  n.  p.  otrzymujemy  dla  funkcyi  *=y2sina;,  dwie  pochodne  cząstkowe: 

dz      2  dz    0     . 

dx  dy 

2.  Różniczki  cząstkowe  i  różniczka  zupełna  funkcyi  dwu  zmiennych, 
zależnych*  Zmiana  zmiennej  niezależnej  x  o  Ax ,  wywołuje  w  funkcyi : 
f(x,  y)  cząstkowy  przyrost  ^z  funkcyi   z,    ze  względu   na  x,  w  postaci: 

A**~f(x+Ax}  y)  —  f(x,  y),  (3) 

ana   y   o    Ay   wywołuje    podobnie  cząstkowy    przyrost   Avz  funkcyi  z,  ze 
;lędu  na  y,  w  postaci: 

A,'-f(*,9+Ąf)-f(*,9).  (4) 
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Zmniejszając  nieograniczenie  przyrosty :  Az  i  Ay  i  zastępując  je  w  koi 
przez  różniczki  dz  i  dy,  zmiennych  niezależnych  z  i  y,  dochodzimy  do  różnioi 
cząstkowych  funkcyi  z  ze  względu  na  z,  względnie  na  y,  które  oznacza] 
przez  dxz,  względnie  d\z  i  otrzymujemy  w  postaci: 


A*  =  0 


Ar  djc 


Każda  różniczka  cząstkowa  przedstawia  się  więc,  jako  iloczyn  z  odm 
pochodnej    cząstkowej    przez    różniczkę    tej    zmiennej    niezależnej,   która 
wywołała. 

8.  Równoczesna  zmiana  obu  zmiennych ,  niezależnych  z  i  y  o  przyroi 
skończone  Az  i  Ay  wywołuje  odpowiedni  przyrost  funkcyi  *,  zwany  prą 
rostem  zupełnym  tej  funkcyi,  który  oznaczamy  przez  Az  i  otrzymuje] 
w  postaci  różnicy : 

Az=f(z+Az,  y+Ay)-f(z,  y).  (7) 

Otrzymaną  różnicę  możemy  także  przedstawić  w  postaci : 
A*-f{x+Az,  y+Ay)-f{z,  y+Ay)+f(z,  y+Ay)-f(z}  y), 
a  więc,  w  postaci  sumy  dwu  różnic  cząstkowych. 

Zastępując  w  pierwszej  różnicy  y+Ay  przez  yn  otrzymujemy: 

Az=f(z+Az,  yx)-f{z,  SfJ+A*!  y+4lf)  — fl*»  Jfli 
czyli : 

^fjz+Az,  yx)-f(z,  y,)^      f(z,  y+Ay)-^,  y)  \ 

=  Az  Ay 

Zmniejszając  równocześnie  oba  przyrosty  Az  i  Ay  i  zastępując  \ 
w  końcu  przez  odnośne  różniczki  dz  i  dy,  dochodzimy  do  t.  z.  zupełne 
różniczki  funkcyi  z=f{z,  y),  którą  oznaczamy  przez  dz,  w  postaci: 

d„_^f(x+dx>yi)-f(x>  yQ d  ,  /(*i  y+*y)—f{*i  y)  d 

dz  "*"  dy  y' 

a  że: 

f(x+dz,  yx)  —  t{x,9x)  =  Um  f(x+Az}  yi)-f(z,  y,)_  df(z,yx) 
dz  Aa;==0  Az  dz     ' 

/*(*,  y+dy)-f(z,  y)    =  Hm    /(*,  y+4y)-/(x,  y)  _d/(x,  y) 


rfy  Ay=o  *y  *y     ' 

a  przytem  lim  y1=y,  przeto  otrzymujemy,  ostatecznie,  zupełną  różniczkę 

Ay=0 
w  postaci: 

ft-W^W*'^*,  (8 

oz  óy 

czyli :  dz = —  da:  +  —  dy .  (81 

A  zatem :  Zupełna  różniczka  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych  jest  rrft 
sumie  różniczek  cząstkowych  tej  funkcyi. 

Dla  funkcyi:  #=y2sin z,  otrzymujemy,  zatem:  dz=y2coaz.dz+2y  sina; 
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4.  Wysnaosywssy,  najpierw,  obie  poohodne  cząstkowe: 

ej  funkcyi  z=*f(x%  y\  mamy,  tern  samem,  wyznaczone  już  różniczki  cząst- 
ce: dT2=f's(x,  y)dx.  i  d9g^fiy{x1  y)dy  i  zarazem  jej  różniczkę  zupełną: 
*/'*(*,  P)dx+f9(x,  y)dy. 

Na  odwrót,  wyznaczywszy  wprost,  na  podstawie  prawideł  różniczkowania, 
aiczkę  zupełną  de  funkcyi  *—/(*,  y),  w  postaci:  dj3=fx\x,y)dx+fvt(x,y)dy 
poszczególnych  dodajnikach :  fm'(x}  y)dx  i  fv,(x1y)dy1  otrzymujemy  odpo- 
ałnie  różniczki  cząstkowe,  a  w  spółczynnikach  przy  dx  i  dy}  odnośne  po- 
jone cząstkowe  danej  funkcyi  f(x,  y),  względem  x  i  y,  w  postaci: 

X 

Tak  otrzymamy  n.  p.  dla  funkcyi:  *=arcsin —  jej    różniczkę    zupełną 

postaci:  (fe  «=—-,— y  —  ,  z  której    wynikają   wprost  pochodne 

V  y2  —  X1      yvy2—  x2 

łukowe  danej  funkcyi,  w  postaci :  — = 


dx      Vy2—x2'    dy  yVy2  —  x2' 

5.  Pochodne  cząstkowe  wyższych  rzędów  danej  funkcyi  dwa  zmiennych 

/J  ót        A  et 

należnych.  Pochodne  cząstkowe:  —  i^~,    danej    funkcyi:  z=»f(x}  y)   dwu 

ftiennych  niezależnych  x  i  y,  są ,  w  ogólności ,  znowu  funkcyami  zmiennych 
ty,  mają  więc  swe  własne  pochodne  cząstkowe,  które,  ze  względu  na  daną 
nłcyę,  nazywamy  pochodnemi  cząstkowemi  drugiego  rzędu. 
Jeżeli,  mianowicie,  funkcya  z=f(x,  y),  ma  dwie  pochodne  cząstkowe: 

dx  dx         ts  (*'  y)l     dy  dy      "/y  (X'  yh 

otrzymamy,  dla  każdej    z   tych    pochodnych   cząstkowych,  po  dwie  nowe 
miodne  cząstkowe ,  które  możemy  przedstawić  w  postaci : 


'W     df,'(x,  y)    ,     ...    d\dx) 


df*'(x,  y) 


-/.,.'(*,*),  -k--      I!  y  =A,/(*,sO       (9) 


d\dy)     dfr'(x,  y)    ,     m.      .    d(dy) 


dx-    >*    -f»--M  ^-9J^-r»>'<*»    w 

Otrzymujemy,  zatem,  w  całości,  dla  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych 
f(x,  y),  cztery  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu ,  które  oznaczamy 
i  bolami : 

£*=/•„-(*,  y),  |j-V(.,ir),  £fx=f,"(*,  *>,  %>-fn'<*i). 

Z  tych  czterech  pochodnych,  są  jednak  dwie  jednakowe.  Mianowicie, 
żuje  się,  że,  f(x,y)  dla  funkcyi  ciągłej  i  różniczko  walnej,  ze  względu  na 
»  zmienne  niezależne  x,  y,  jest  zawsze: 


286  - 


6.  Skoro  funkcya  *=f(x,  y)  jest  funkcya  ciągłą  i  różniczko  walną,  natenczas 
>ochodne 
różnicowych : 


jej  pochodne  cząstkowe:  -  i-,  przedstawiają  się,  jako  granice  stosunków 


f(x+Ax,  y)-f(x,  y)       f{x,  y+Ay)-f(x,  y) 
Ax  Ay 

czyli,  stosunków : 

/(s+fr,  y)-7fo  y)  •  /(s,  y+frWfo  y) 

h  l  k    '    ~  ' 

w  których  przyrosty:  h=Ax,  k—Ay,  maleją,  nieograniczenie  zdążając  do  zera. 
Uważajmy  w  pierwszym  stosunku  różnicowym  zmienną  x  za  stałą,  a  na- 
dajmy zmiennej  y  przyrost  Ay=k,  natenczas,  otrzymamy  stosunek  różnicz- 
ki _d*e_  . 
dxdy'  ja 

f(x+Ax,  y+Ay)— f(x%  y+Ay)—j(x+Ax,  y)+f(x,  y) 

Ax.Ay 
czyli,  stosunku: 

f(x+h,  9+k)-f(X,  y+ł)_/(*+Af  y)+f(x,  y) 


kowy  — — — «=  ,  jako  granicę  stosunku  różnicowego 


(«) 


(aś) 

w  którym  przyrosty  h=Ax  i  k=Ay  maleją  nieograniczenie,  dążąc  do  zera. 
Podobnie,  otrzymamy  z  drugiego  stosunku  różnicowego,  uważając  y  za  stałą, 
a   nadając   zmiennej    x   przyrost   Ax>=hJ   stosunek   różniczkowy: 

d\dyl      d*e       .  .  ,       A.   . 

— \ — =  -rrjr  >  jako  granicę  stosunku  różnicowego: 

f(x+Ax}  y+Ay)-f(x+Ax,  y)-f(x,  y+Ay)+f(x,  y) 

AxAy 
czyli,   stosunku: 

/(s+ft,  y+*)-/(.c+ft,y)-/(*,  y+k)+f(x,  y) 
hk 


(&') 


w  którym  A=Ar,  k=Ay,  maleją  nieograniczenie,  dążąc  do  zera. 

Porównywaj ąc  stosunki  różnicowe  (a)  i  (6),  względnie  (a1)  i  (61)  widzimy, 
że,  dla  wszelkich  skończonych  przyrostów  h=Ax  i  k=Ay,  są  one  jednakowe, 
pozostaną  więc  w  przypadku ,  gdy  funkcya  $*=/(#,  y)  jest  ciągłą  i  różniczko- 
walną ,  ze  względu  na  obie  zmienne  x  i  y,  także  jednakowe ,  gdy  oba  przy- 
rosty h=Az  i  k=\x  maleją  nieograniczenie ,  dążąc  do  zera. 

Będzie  więc : 


a  *a 


.      «= — z-   -  ,  a  zatem: 
dy  dx 

S^-£ś'  czyli :  '"■*<*  «-/'»•(••  *)•  (") 

Jeżeli  więc  funkcyę  z~=f(x,  y)  dwu  zmiennych  niezależnych  X,  y,  ciągłą 
i  różniczkowalną ,  ze  względu  na  obie  zmienne,  zróżniczkujemy  cząstkowo, 
najpierw,  podług  x,  a  następnie,  podług  y,  to   otrzymamy   ten   sam   wynik, 
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jaki  byśmy  otrzymali,  gdybyśmy  tą  funkcyę  zróżniczkowali  cząstkowo,  naj- 
pierw podług  zmiennej  y,  a  potem  podług  zmiennej  x. 

Innemi  słowy:  Porządek  różniczkowania  cząstkowego  danej  funkcyi  dwu 
siennych  niezależnych,  ze  względu  na  te  zmienne,  jest  zupełnie  obojętny. 

7.  Twierdzenie  to  możemy  uogólnić  także  do  pochodnych  rzędu  wyższego  nad  drugi. 

Skoro,  bowiem:  — - —  =  — — - .  natenczas,  będzie  także:  --  I  t—t- I  =  r-  I  -  A— r- 1»  a  więc : 
dxdy       dyóx  v  dx\dxdy/       dx\óydx"  v 


dx  Ldx 


*dy'J  ~  dx  idy  'dx'J  ~~  dy  Lx  'da'-!' 


ó*z  d*z  ó*z 


'l'  dx*óy  dxdydx  dyóx*'  (12) 

Oznaczmy  ogólnie  przez :  w   ,   pochodną   cząstkową   (w  +  n)-go    rzędu   funkcyi : 

:  =/(*,  y)»  j*ką   otrzymany,  jeżeli   funkcyę  /(<r,  y),  zróżniczkujemy   cząstkowo,  najpierw 

n-razy  podług  *,  a  następnie   otrzymany   wynik  n-razy  podług  y,  tedy,  stosując  prawidło 

***         d*z 

^r-  =  -T—T--  do  funkcyi  z=f(x1  y),  a  następnie  kolejno  do  pochodnych  wyższych  rzędów, 

otrzymamy,  ostatecznie,  wzór  ogóJny: 

&*+nz         dm+*z 

dx™dy*         dy"  óxm  9  '     ' 

który  wypowiada  twierdzenie,  że  także  przy  wielokrotnem  różniczkowaniu  cząstkowem 
funkcyj  dwu  zmiennych  niezależnych ,  jest  porządek  różniczkowania  obojętny. 

Możemy  zatem  z  danej  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych  utworzyć  dwie  pochodne 
cząstkowe  pierwszego  rzędu,  trzy  drugiego,  cztery  trzeciego,  w  ogólności  (r+l)-pochod- 
Ljch  cząstkowych  r-go  rzędu. 

8.  Różniczki  cząstkowe  wyższych  rzędów.  Z  otrzymanej  pochodnej  cząst- 

1  u* ** Z 

Kowej  (*»+n)-go  rzędu:  danej   funkcyi:  *=/(#,  y),    dwu    zmiennych 

niezależnych  z  i  y,  otrzymamy  odnośną  różniczkę  cząstkową  (m+*)-go  rzędu 
foj  funkcyi,  jeżeli,  otrzymaną  pochodną  cząstkową  (m-ł-w)-go  rzędu,  pomno- 
żymy przez  odpowiednią  różniczkę  (w +n)-go  rzędu,  kształtu:  d&* . dy*.  Otrzy- 

fim+n  $ 

mamy  tedy  odpowiednią  różniczkę  cząstkową  ,  w  postaci : —  .  da?*  dy*. 

9.  Różniczki  zupełne  wyższej   rzędów  danej  funkcyi  dwu  zmiennych, 

niezależnych.  Z  różniczki  zupełnej  pierwszego  rzędu  danej  funkcyi  z=f(x,  y) 

j  .  dz  dz 

dwu  zmiennych  niezależnych  x  i  y,  kształtu:  dz=*~-  dx+  —  dy,  otrzymujemy, 

ox  dy 

na  podstawie  prawideł  różniczkowania ,  różniczkę  zupełną  drugiego  rzędu, 
a  następnie,  kolejno,  różniczki  zupełne  wyższych  rzędów,  jeżeli  różniczki  dx 
i  iy  zmiennych  niezależnych  x  i  y,  jako  nieskończenie  małe,  od  siebie  i  od 
zmiennych  x  i  y  niezależne,  uważać  będziemy,  jako  wielkości  stałe,  a  więc 
położymy:  d(<to)=0,  jakoteż:  d(dy)=0. 

Tym  sposobem,  otrzymamy,  najpierw,  różniczkę  zupełną  drugiego  rzędu, 
czyli ?  t.  z.  drugą  różniczkę  zupełną,  w  postaci: 

\dx)     dx%  dxdy    *       \dy)     dzdy  dy1 

przeto,  otrzymujemy: 


czyli,  wzór  :  rfa*«-— -  dz2+2    — ^dxdyĄ-  -^ry<fy2>  (1*) 

który  przedstawiamy  symbolicznie  w  postaci: 

*-{§-**+&¥•  (14'} 

Różniczka  zupełna  drugiej  różniczki  zupełnej  dh  danej  funkcyi  z  daje 
trzecią  różniczkę  zupełną  d*e,  w  postaci: 


a  że: 


,/d»*\     d3*  .    ,    d1*    .     Jd*z\       d3z     .    ,    d»#     , 


(15) 


przeto ,  otrzymujemy  wzór  : 

d»^=d3*cto3+  3  --!—  dz*dy+3    d* *.dzdv2+--«dy\ 
dxz       ^     dx2dy         y^     dxdy*       y  ^dy%"  ' 

który  przedstawiamy  symbolicznie  w  postaci: 

Na  podstawie  otrzymanych  wzorów  na  drugą  i  trzecią  różniczkę  zu- 
pełną ,  znajdziemy  ogólny  wzór  na  n-tą  różniczkę  zupełną,  w  postaci: 

czyli :  *•  z  -^  (  r  )  to^dr  ***"  dy' ' 

albo,  w  postaci  symbolicznej  : 

£*+^*>.  (16') 

10.  Rzetelność  tego  wzoru  dla  do  wo  Id  ego  całkowitego  rzędu  n  możemy  dowieść  Da 
podstawie  wnioskowania  z  n  na  n  +  1.  Przyjmując ,  mianowicie ,  ten  wzór  za  prawdziwy 
dla  pewnego  n,  n.  p.  dla  n  =  m ,  mamy  : 


skąd ,  otrzymujemy  następną  różniczkę  zupełną ,  w  postaci : 

aŻC:  dV*rm-rdyJ-  da?m+l-r<y  **  +    dam-rdyr+1   *' 

przeto  ,  dos tajemy : 
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czyli:  *H-l»-      2     (m+1)~    — *rm+1-rd/. 

Prawidło  tworzenia  (m  +  Inszej  różniczki  zupełnej  jest  więc  zgodne  z  prawidłem 
tworzenia  m-tej  różniczki  zupełnej,  a  że  jego  rzetelność  została  dla  m=-l,  2,  8,  bezpo- 
średnio wykazaną ,  przeto ,  jest  ono  ogólnie  prawdziwe. 

Na  podstawie  powyższego  prawidła,  możemy  tedy,  wyznaczywszy  pochodne  cząstkowe 
*-go  rzędu   danej   funkcyi:   ar  «=/(*,  y),  podać  zarazem  n-tą  różniczkę  zupełną  tej  funkcyi. 

11.  Przykład.  Wyznaczyć  pochodne  cząstkowe  i  różniczki  zupełne  funkcyi : 

z  =  x* —  &xy  -f-y'» 
Otrzymujemy  tu  pochodne  pierwszego  rzędu: 

J|=.8»»-8y  =  3(*»-y);  ^ 3«+8y»=8(y'-*), 

d  z  d  z 

zatem,  pierwszą  różniczkę  zupełną,  na  podstawie  wzoru :  dz=  —  dx-\-—dy)  w  postaci: 

<k  =  8(xł  — y)<te  +  8(ył— x)dyy 
następnie,  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu: 

ó*z  d*z  d*z  d*z 

d*z  d*z  d*  z 

zatem,  drugą  różniczkę  zupełną,  na  podstawie  wzoru:  c*,*f==^rj ^M" 2 -r-  .-  rf»^y+  .   ,^y*> 

w  postaci :        ftss  6x  dr*— 6  dxdy  +  Gy  dy\  czyli :  dV?  =  6(a?  dx*—dx  dy  +  yrfy l), 
wreszcie,  pochodne  cząstkowe  trzeciego  rzędu: 

to*""0'    da:8dy~    '    tedp         '     dy»  * 

zatem,  trzecią  różniczkę  zupełną,  na  podstawie  wzoru: 

w  postaci :  d*z  =  6  dx*  +  6dy3,  czyli :  <*** =6  (eto8  +  dys). 

Do  tych  wyników  dojdziemy  także  wprost,  różniczkując  daną  funkcyą  i  jej  kolejne 
różniczki  zupełne,  podług  *  i  y,  uważając  dx  i  dy1  jako  dowolne  wielkości  stałe.  Tak 
otrzymujemy,  najpierw,  z  funkcyi:  z=xz—8xy-{- y*y  wprost  jej  pierwszą  różniczkę  zupełną : 
dz=a3(zA— y)cte+8(ył— x)rfy,  a  stąd,  jej  drugą  różniczkę  zupełną :  d*z=Gxd**--(}dxdy+(>dy\ 
&  z  niej  trzecią  różniczkę  zupełną:  d*z  =  6dx* ~\- 6dy\ 

12.  Całki  cząstkowe  danej  fankeyi  dwa  zmiennych.  Danej  funkcyi  e=f(x,  y) 
dwu  zmiennych  niezależnych  xi  y,  odpowiadają ,  jak  widzimy,  dwie  pochodne 
cząstkowe  pierwszego  rzędu: 

dx         dx         i' w        dy  dy         '»^»™ 

następnie,  trzy  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu: 

dx%         dx*        Um  {X'  y)}  dxdy~txy  {X,y)j    dy*         dy2         hy  (  '  Jh 
ogólnie,  (n+1)  pochodnych  cząstkowych  w-go  rzędu: 

<Ps  dn8  dnz  dn*  dĄz  d*e 


dxn'    d*—*dy'  da?-2dy2''"'  dx*dy«-*>    dxdy*~i  '     dy*  ' 
Każda  z  tych  funkcyj   jest  nową  funkcyą  obu  zmiennych   niezależnych 
x  *  Vi  wyznaczalną  na  podstawie  prawideł  różniczkowania. 

Zbadaniem  rachunku  całkowego   w  odniesieniu   do  danej  funkcyi  f(x,  j/f 
dwu  zmiennych  niezależnych ,  byłoby  tedy  wyznaczenie  takiej  funkcyi  pier- 
wotnej ,  dla  której  dana  funkcyą  byłaby  pewnego  rodzaju  pochodną  cząstkową. 
Skoro,  mianowicie,  wyznaczyć  mamy  taką  funkcyę  je?,  aby  jej  pochodna 
cząstkowa  pierwszego  rzędu  była  równa  danej  funkcyi  f{x)y))  tedy  otrzymujemy: 

Dr.  Dstafeki.  Wyki.  matim.  I.  Tom  II.  19 
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dz 
w  przypadku:  — — =/"(«,  y),  odpowiednią  całkę,  w  postaci:  e=[f(zfy)dz. 
ox  * 

zaś  w  przypadku:  -z—=sf(x}y))  odpowiednią  całkę,  w  postaci:  *=*${ {x,y)dy~ 

W  pierwszym  przypadka  mamy  tedy  całkować  daną  funkcyę:  f(x,  y), 
według  zmiennej  z,  uważając  zmienną  y,  jako  stałą,  w  drugim  zaś  mamy 
całkować  daną  funkcyę  według  zmiennej  y,  uważając  zmienną  z  za  stałą. 
Stała  całkowania  ma  być  tedy,  w  pierwszym  przypadku,  niezależną  od  xr 
może  być  jednak  dowolną  funkcyą  zmiennej  y,  w  drugim  przypadku,  musi 
być  stała  całkowania  niezależną  od  zmiennej  y,  może  być  jednak  dowolną 
funkcyą  x.  Możemy  zatem  do  wyniku  całkowania  F(x}  y)  dołączyć,  w  pierw- 
szym przypadku,  dowolną  funkcyą:  y(y),  w  drugim,  dowolną  funkcyą  ip(x) 
i  otrzymamy: 

l fis,  y)ax=F{x,  y)  +  <p(y),  (17) 

skoro:  ^g^-/(*  f).    gdyż    tedy   także:   *'<*  £ +^L/fr  y), 
a  natomiast:  $f(x>  y)dy*=F(x}  y) +#(#),  (18) 

skoro:  ^-^-/C  y),  gdy*  tedy  takie:  **<«  »>+*Ml-/(*  *)• 

Ogólnie,  jeżeli  dana  funkcyą:  /(a?,  y),  jest  pochodną  cząstkową  «-go 
rzędu  pewnej  niewiadomej  funkcyi  względem  jednej  tylko  zmiennej,  tedy, 
wykonawszy  n-krotne  całkowanie  tejże  funkcyi:  /(#,  y),  według  dotyczącej 
zmiennej,  należy  dodać  do  wyniku  funkcyę  całkowitą  (fi — l)-go  rzędu  tejże 
zmiennej  ze  spółczynnikami  Cu  6?a, ...,  Cn,  które  mogą  być  dowolnemi  funk- 
cyami  drugiej  zmiennej  y. 

Jeżeli  tedy:  * Fjg  y)=  /(*,  y), 

tedy  otrzymujemy  całkę  ogólną,  w  postaci: 

ft ... {/(*, y).d#-F(z, y)+v,(y).^-1+^(y)^-2+...+^-1  (y).*+9>.(y),    (19) 

a  podobnie ,  skoro :  -  =  /  (tf,  y), 

tedy  odnośna  całka  ogólna  przedstawia  się  w  postaci : 

l[-[f(*,y)dyn=F(x,  y)+^,fe).y"-t+^W.r2+-+^i(4ył^W.  (20) 

Pozostaje  nam  zastanowić  się  teraz  nad  przypadkiem,  gdy  dana  funkcyą 
/(#,  y)  jest  pochodną  drugiego  rzędu  pewnej  funkcyi:  F(z}  y),  ze  względu 
na  obie  zmienne  x  i  y. 

13.  Całki  podwójne.  Niech  będzie  daną  funkcyą  f(x,  y)  dwóch  zmiennych 
niezależnych  x  i  y,  oznaczmy  przez  F(z,  y)  funkcyą  pierwotną,  która 
miałaby  tę  własność,  że  jej  druga  pochodna  cząstkowa  względem  x  i  y 
byłaby  równa  danej  funkcyi  /(#,  y),  natenczas,  na  wyznaczenie  tej  niewia- 
domej funkcyi  F(x}  y),  otrzymujemy  równanie  różniczkowe: 

tedy       =t{X>  y>' 

Powyższe  równanie,  możemy  także  przedstawić  w  jednej  z  następują- 
cych postaci: 
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Połóżmy  w  pierwszej  postaci: — jj-f^=««,  natenczas,  otrzymujemy  rów- 

du 
nanie:    ^=/(«,  y),  a  stąd  : 

«={/(*,  y)dy+<7„ 

gdzie  stała  łT,  ma  być  tylko  od  y  niezależną ,  może  być  jednak  dowolną 
fankcyą  <p(x)  zmiennej  x.  Otrzymujemy,  zatem  ogólnie: 

czyli:  *ZgJ?-j/(^  y)dy+9(x), 

a  stąd :  F(ar,  jr)- J[  J/(*.  y)tfy]  <fe+  f  ?> (*)  <fe+  C„ 

gdzie  stała  C2  może  być  dowolną  fankcyą  zmiennej  y;  kładąc,  tedy: 
\c[x)  dx=°ęx(x),  a  C,=Vi(y)>  otrzymujemy  szukaną  fankcyą  F(x,y),  w  postaci: 

**(*!  y)=J[f/(*'  *)«W**+fi(*)+*i(S0. 

Połóżmy  zaś  w  drugiej  postaci:  — Ir* y  — t? ,   natenczas,  otrzymujemy 

z  niej  równanie: 

czyli:  ^Jy   y)-f/^  »)*+*W. 

a  stąd:  F(x,  jf)-J[J/(s,  y)ek]<*y+^(y)<*y+C 

gdzie  stalą  całkowania  C  może  byó  dowolną  funkcyą  zmiennej  x.  Kładąc 
tedy:  ^tp{y)dy  =  #2(y),  a  C=y2(£),  otrzymujemy  szukaną  funkcyę  JF(*,  y), 
w  postaci : 

*(*,  jo-nj'<*»  *)^J*+ih(y)+tt(*)- 

Mamy  więc  dwa  sposoby  wyznaczania  funkcyi:  F(x,  y),  z  danej  funkcyi 
/(x,  y),  pierwszy,  określony  wzorem:  $[£/(«,  y)dy\d&%  według  którego  mamy 
daną  funkcyę  /(#,  y)  scałkowaó,  najpierw  według  y,  a  otrzymany  wynik  we- 
dług z,  drugi,  określony  wzorem:  {[£/(#,  y)<te]dyi  według  którego  mamy 
daną  funkcyę  /(a?,y)  scałkować,  najpierw  podług  #,  a  dopiero  otrzymany  wynik 
scałkowaó  według  y. 

W  obu  przypadkach,  możemy  do  otrzymanych  wyników  dodać  dwie 
dowolne  funkcyę,  z  których  jedna  byłaby  funkcyą  wyłącznie  jednej  zmiennej, 
druga  funkcyą  wyłącznie  drugiej  zmiennej. 

Całkowanie  kolejne  funkcyi  f(x,  y),  dwu  zmiennych  niezależnych  we- 
dług obu  zmiennych  x  i  y,  nazywamy  całkowaniem  podwój  nem, 
a  całki,  kształtu:  J[J/(s,  y)dy]dz,  względnie:  £[$/(«,  y)dx]dy,  nazywamy 
całkami   podwój  nem  i. 

Należy  teraz  zbadać,  czy  też  oba  sposoby,  określone  powyższymi  dwoma 
wzorami,  prowadzą  do  tego  samego  wyniku. 
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14.  Przyjmijmy,  że  istnieją  dwie  funkcye:  Fx{x,  y)  i  F2(x,  y),  któreby  czj 

d*F(x  v) 
niły  zadość  danemu  równaniu :  — x~^T~SSBf(xi  ^*>  a  W*C°  ^&kiey  żebyśmy  miel 

równania  tożsamościowe : 

dxdy         JK  ,y)  dxdy  n  '  *h 

natenczas,  otrzymamy,  na  podstawie  odejmowania,  równanie: 

d2F,  (x,  y)      d*Ft{x,y) 


dxdy  dxdy 


— 0, 


czyli:  a'[^rt-y,fey)U 

Połóżmy  ^(a?,  y)  — .F2(s,  y)— *,  natenczas,  przedstawimy  powyższe  rów 
nanie,  w  postaci: 


dxdy 
Z  równania  tego  otrzymujemy : 

dx 


=0. 


(-—  1=0,  zatem :    r— —  G. , 
dy )  *y 


gdzie  Cj  jest  stalą,  od  x  niezależną,  może  byó  jednakże  dowolną  funkcyą 
drugiej  zmiennej,    niezależnej  y.   Możemy    zatem   położyć    C1^tp1(i/)J    zatem 

-—— ^(jr),  skąd  otrzymujemy,  znowu: 
oy 

gdzie  stała  dowolna  G,,  nie  może  zawierać  zmiennej  y,  ale  może  być  do- 
wolną funkcyą  drugiej  zmiennej  x. 

Połóżmy  C2=qp(£),  a  otrzymamy  ostateoznie: 

czyli:  F%{x9  y)  —  F2(x,  y)=<p(x)+t/>(y). 

A  zatem:  Dwie  funkcye:  F^fay)  i  F2(x,  y),  które  sprawdzają  warunek: 

-  —   '     =f(x,  y)}  mogą  się  różnić  między  sobą  tylko  sumą  dwóch  dowolnych 
oxoy 

funkcyj,  z  których  jedna  jest  wyłącznie  funkcyą  zmiennej  x,  druga  wyłącznie 
funkcyą  zmiennej  y.  W  jakimkolwiek  tedy  porządku  wykonamy  całkowanie 
kolejne  funkcyj  /(#,  y),  ze  względu  na  jedną  i  drugą  zmienną,  otrzymamy 
zawsze  dla  całki  podwójnej  nieokreślonej,  ten  sam  wynik.  Chcąc  otrzymać 
najogólniejszą  postać  całki  podwójnej,  należy  do  otrzymanego  wyniku  do- 
łączyć jeszcze  sumę  dwóch  dowolnych  funkcyj r  z  których  jedna  zawiera 
tylko  zmienną  x,  druga  tylko  zmienną  y. 

Porządek  całkowania,  jakkolwiek  dla  wyniku  obojętny,  zatrzymujemy 
ten,  który  w  łatwiejszy  sposób  prowadzi  do  wyniku,  używając  sposobów 
pisania : 

///(*,  9) *9 d*- f [f/i*,  y)dy)dx=fdxff(x,  y)dy, 

///(*,  y)dxdy=f[Sf{x,  y)dx]dy=fdySf(x,  y)dxy 

z  których  pierwszy  sposób  oznacza ,  że  zaczynamy  od  całkowania  podług  ;/, 

a  następnie  całkujemy  wynik  podług  x)  a  drugi  sposób  wskazuje  całkowanie 

podług  z,  jako  pierwsze,  a  potem  całkowanie  podług  y,  jako  drugie. 
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15.  Prsyttad.    Niech  będzie  daną  funkcya  pochodna  drugiego    rzędu  niewiadomej 
i^:  *— «P(«,  y),  w  postaoi  równania: 

d*e  c 

Celem  wyznaczenia  funkoyi  pierwotnej : 
fljmy  całkowanie  od  zmiennej  y,  a  otrzymamy : 

a  6  f 

="2  ***  +  2" y^+cjlogfc+y)**, 

ze  względu  na  to ,  że,  według  metody  całkowania  przez  części : 

)lo&(*  +  y)^=*log(*+y)-J(^ 
ratujemy : 

J  J  (**  +  ^  +  x~TV  dy  <toaB3  2"  ^  +  ^^  +  c^x  +  y)loS(*  +y)~cx- 
Gdybyśmy  wykonali  tu  najpierw  całkowanie  podług  x,  a  potem  podług  y,  otrzymali- 

r- 

»+  *y-ł-  i~p^)  ^  ^  =^  ^y  ^(a*  +  ^  +  ^r^)  cte=  i  dy  Pj*  +  feaBy+  ciog^  +  y)]  = 

==a-^  +  ^  +  c  Jl°g(*+y)rfy, 

J  J («  +  ^  +  ^p^)*e^=-2  («»  +  ty)*y  +  *(*  +  y)  log(*  +  y)-  cy. 

Oba  wyniki  różnią  się  tylko  funkcyami  ex  i  cy,  które  mogą  jednak  być*  uważane,  jako 
te  w  dowolnych   funkeyach:  ©(*)  i  <J>(y),  jakie   do  całki   podwójnej   dołączyć  należy, 
•trzymać  całkę  ogólną. Wyrazy,  które  są  jednocześnie  funkcyami  obu  zmiennych  xi  y, 
obu  wynikach  tesame.  Szukana  funkcya:  z=*F(x,  y),  ma,  tedy,  ogólny  kształt: 

?(*)  i  <Ky)  8%  zupełnie  dowolnemi  funkcyami. 

Ił.  Całkowanie  różniczek  zupełnych  pierwszego  rzędu.  Niech  będą  dane 
fdnkcye :  M (x}  y)  i  N(z,  y)  dwu  zmiennych  niezależnych  x  i  y.  Utwórzmy 
wyrażenie  różniczkowe  pierwszego  rzędu,  kształtu :  M(x,  y)  dx+N(x,  y)  dy, 
napiszemy,  dla  skrócenia,  w  postaci:  Mdx+Ndy.  Zachodzi  pytanie,  czy 
jakimi  warunkami  utworzone  wyrażenie  różniczkowe:  Mdx+Ndy,  może 
pełną  różniczką  pewnej  niewiadomej  funkcyi:  $=/"(#,  y),  dwu  zmien- 
niezaleźnych  x  i  y,  tak ,  żeby  było : 

dz=*Mdx  +  Ndy.  (21)     . 

Zupełna  różniczka  funkoyi :  z=f(z,  y)  dwu  zmiennych  niezależnych  x\y 
wia  się,  jak  wiadomo,  w  postaci: 

*-£*+£*•  (22) 

sprowadza    się    do   wyrażenia  różniczkowego :   Mdx+Ndy,    skoro   się 
ią  dwa  warunki  następujące: 

dx'         dy 
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Z  warunków  tych  otrzymujemy,  za  pomocą  różniczkowania  cząstkowego 

dM^jfle^      dN      d1g 

dy"~dxdy'  dx~ dxdy' 

a  stad  warunek: 

dM    dN  4 

dśTd^'  (24) 

A  zatem:   Wyrażenie  różniczkowe:  Mdx+Ndy,  może  być  więc  tylko  wóiccza 

zupełną  różniczką  pewnej  niewiadomej  funkcyi:  z=*f(x,  y),  dwu  zmiennych  niezctieenya 

,  ,  .      .  ,    dM    dN 

x  %  y,  skoro  spełnia  s%ę  warunek:  — =  — . 

dy      dx 

17.  Warunek  ten  jest  nie  tylko  koniecznym,  lecz  takie  wystarczającym 
Pod  tym  warunkiem  będzie  bowiem  Mdx  różniczką  cząstkową  dxz  pewne 
niewiadomej  funkcyi:  *=/■(#,  y),  względem  g,  a  Ndy  różniczką  cząstkową  d^ 
tej  samej  funkcyi  względem  y. 

Możemy  zatem  położyć: 

0=fMdx+<p(y),  lub:  e=JNdy+tf>(u,), 
gdzie  c>(y),  względnie  tp{x\  są  niewiadomemi  funkoyami ,  każda  tylko  jednej 
ze  zmiennych,  niezależnych.  Muszą  one  być  tego  rodzaju,  żeby  było: 

d*      xr         d*      tut 

dy         '      dx 

Na  wyznaczenie  funkoyj :  ę(y)  i  tp(x),  otrzymujemy  zatem  równania : 

z  których  dostajemy : 
a  więc : 

Funkoya :  N  —*  —  \  Mdx~N—  \^~dx,    stój  ąca    pod   znakiem    całkowym 

w  pierwszej  całce,  musiałaby  być  zatem  wyłącznie  funkcyą  zmiennej  nieza- 

leżnej  y,  a  funkcyą:  M-  —  \Ndy—M—\—  dy ,  stojąca  pod  znakiem  całko 

wym   w  drugiej    całce,  musiałaby   byó  wyłącznie    funkcyą   zmiennej    nieza- 
leżnej x. 

Musiałoby  byó  zatem : 

czyli  : 

dN     dM  .   ,   .     dM    dN 

*—  =  -t—  i  względnie  -— -  =  —  , 
dx       dy  '        fi  *  dy       dx7 

a  więc,  warunek:  -^—•sa  t— ,  jest  zarazem  warunkiem,   wystarczającym,  aby 

wyrażenie  różniczkowe:   MdxĄ-Ndy  było  zupełną  różniczką  pewnej  niewia- 
domej funkcyi:  *—/*(#,  y)  dwu  zmiennych  niezależnyoh  x  i  y. 
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18*  Warunek  -t^^-t-  nazywamy  tai  warunkiem  calkowalnośoi 

rażenia  różniczkowego:  Mdx+Ndy,  a  funkoyę  *=*f(x,  y),  dla  której  dane 
rażenie  różniczkowe  jest  zupełną  różniczką,  nazywamy  całką  danej 
śnieżki  zupełnej  i  oznaczamy  ją  częstokroć  w  postaci :  $(Md$+Ndy). 

Jeżeli  tedy  spełniony  jest  powyższy  warunek  całkowalnoścL,  a  więc, 
cli  możemy  położyć:  d0=*Mdx+Ndffi   natenczas  całka  danej    różniczki  zu- 

ij,  przedstawia  się  w  postaci: 


=jilfrfa:  +  J[jV-^Jjfcte1rfy,  (26) 

^Ndy  +J[jtf-  g  Jtfdyjcte,  (260 


jąc  więc  wyznaczyć  całkę  danej  różniczki:  Mdz+Ndy,  czyniącej  za- 
wamnkowi :  ^-  =  -r-f  całkujemy  jedną  różniczkę  cząstkową,  ze  względu 

odnośną  zmienną,  uważając  drugą,  jako  stałą  i  dołączamy  do  otrzy- 
&ego  wyniku  dowolną  funkcyę  tej  drugiej  zmiennej;  tak  dołączoną  funkcyę 
maczamy  następnie,  na  podstawie  warunku,  że  pochodna  cząstkowa 
ijmanego  wyniku,  obliczona  ze  względu  na  tę  drugą  zmienną,  ma  być 
raą  s  pól  czynnikowi ,  występującemu  w  danej  różniozce  zupełnej  przy 
niczce  tejże  zmiennej. 

13,  Przykład.  Wykazać ,  że  różniczka:  rój  v7—  x*)dx— (1  +6y1— &x*y)dy  jest  różniczką 
«hią  i  wyznaczyć  jej  całkę. 

Bo  a  wiązanie:  Mamy  tu  : 

U  =  S**ł  -  *\    2i= (1  +  6y»-8»V)i 

dlf     tf  ftN 

więc  dana  różniczka  jest  różniczką  zupełną. 

Możemy  zatem  położyć:  dz  «* (8xy*  —  X1)  dx  —  (1  +  6y*—  8«V)  ty* 
Całkując  różniczkę  cząstkowo  podług  x  T  otrzymujemy : 

— -5— ff+fW 
Różniczkując  otrzymany  wynik  podług  ^  dostajemy : 

02    a~i*  , >°(y) 

it  na  wyznaczenie  funkcyi  o(y),  warunek : 

»»**+  "^  =  -(1  +6y'-8«>y)( 
którego  wynika: 

'■¥■— i-m 

więc:  ?(y)«-/(l  +  6yVy=-y-2y'+a 

Wobec  tego,  otrzymujemy  szukaną  całkę  w  postaci: 

* JL-j-y-a^  +  a 

90.  Warunki  calkowalności  różniczek  drugiego,  lab  wyższych  rzędów. 

iach  będzie  daną  różniczka  drugiego  rzędu  w  postaci:  Pdx2+Qdxdy+Bdy*, 
\ńe  P7  Q9  Ji  są  wiadomemi  funkeyami  dwu  zmiennych,  niezależnych  x  i  y. 
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Warunki,  pod  którymi  dana  różniczka  będzie  zupełną  drugą  różniczką 
pewnej  niewiadomej  funkcyi:  0=f(z,y)}  wypływają  z  porównania  danej  róż- 
niczki z  drugą  różniczką  zupełną: 

Porównywaj %c  odnośne  spółozynniki ,  otrzymujemy  warunki: 
P-2!f    0-2  ***      H-d** 

,         •     d3P       dKe         d2Q     0    d»g         dł.R         d*g 
ft8ą   *  dy2      d*1^'    da:dy~    dx*W      dx*   ~  dz^*' 

zatem ,  szukane  warunki ,  w  postaci : 

W  analogiczny  sposób   możnaby   wyprowadzió    warunki  całkowalności 
różniczek  n-go  rzędu,  kształtu: 

P0d^+P1dxn^dy+...+Prdo^-rdyrĄ-...+PndtrJ 
gdzie  P0,  Pj,...,  Pn  są  danemi  funkcyami,  zmiennych,  niezależnych  x  i  y7 
d*P0m    frPf  d*P%  ćt*Pn 


w  postaci-     **'■    "'     .     *Ą     .     .*P--i.^VM-     • 
w  postaci.      ^B  •ajr-,to-|Va-,ar, -^T-^UJ-U; 


(27) 


ćwiczenia    XVIII. 

Wyznaczyć  obok  podane  pochodne  cząstkowe  następujących  funkcyj  dwu  zmiennych , 
niezależnych : 

2)«=y»+4*V  +  2a>';    ^-  =  8asy  +  6*',    %-  _  8y»  +  4 x». 

O  35  oy 

3)  *=*»-8a*y+y3;    ^L  =  3(3.1  _  ay),  -^  =  8(y*-o»). 

4)*  =  27*s-18a>ły  +  12a>y>-8y3;   ^— 8(27*ł— 12*y+4p»),  ^  =  - 6 (8**—  4*y  +  4y2). 
5)  ««flKct+6flBy— cy5;     —  =8axł4.fty;  — —  *= te  —  Boy*. 

7)  z  =  ć arcsina?  ;    —  —  ,    —  =e  .  arc  sin*. 

0v  ,      .  x       dz  2  &»  2x 

8)  *  »logtang  —  ;    —  = —  ,    —  = — _. 

J  •        •    y  '    d*  .     2x    '    dy  t    .     2* 

ysin  —         *  w1  sin  — 

y  y 

m  .      *,      ds  1  dz  x 

9)  «  =  arcsin  — ;    —  =  — r-  ,    — = . 

y     <>*     t/y1-*1    dy        yVV-*a 

inN  1— a?y  ds  1  d«  1 

10)  *=*arcoos  — j= ---  •        —  — 


11)  z  =  arctang 

12)  z  =  arcsin 


l/l  +  ^+yS+^y'    d*      l  +  x*'   dy      l  +  yr 
2s  +  y  —  x*y     dz  2  dz  1 


1  —  2«y  —  **'    dx       1+ar*'    dy       1+y* 

*>V/2 


Vga  — ya  ,   d*      »y\/2  #  d* 

*s  +  y»  '    di ~  (xi  +  yi)\/xa  -~y"*~  ?    *y" 


(*2+y')Y/**-ya 
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Wyprow»d*je  obok  podane  pierwszo  rńinicaki  nastepująoyoh  funkcyj  dwa  zmiennych, 
ych: 

Q  #=%*»,»- i- *ŁJ-V-y;  «to=(8j(y»-**)<to-(l  -ł-6y'-a»V)«*y- 

l/as*  4-i#*  v 

16>*=      ,      ;  * —     *— [**-,*>! 

x  xxVxt  -f  y* 

17)— ^"-(,^v-("  +  ,-)^fc-^ 

19)  ^=aye.+iyj  <fo«e«+ai'[y(l  +  »)cto+a?(l  +  2y)tfy]. 

20)  r  =  log  sin — ;   dk  =  — rcotg  — .  (ycte  —  as dy). 

21)  z=arcsin  —  ;   dz=-^^M=-.    22)  *  =  arc  tang  —  ;   dz^-^^-p. 

V  y\Zy*  —  x*  V  *a+y2 

28)  ^log^tA^EP.  *_  2(y <**-*<**), 
s-W-y*  yl/*'-y' 

24)*»arctang^;   <fe-    jĄ^  . 
~ ^ir  +  y'  **  +  y* 

25)  2-=8in(jrły3);  dap  =  «yacos(»ly»)(2ycfeB +  8»dy). 

Wyznaczyć   pochodne    cząstkowe   i   różniozki   zupełne   następujących   funkcyj    dwu 
lanych,  niezależnych: 


26)  z  =  *»y*.    27)  s=*V-  8*»y  +  «y*.     28)  *  = 


l/*ł  + 


y1 


,2 


'       29)r  =  S  +  p-    *°>*-^l+y*.    81)s=VWy'.    32)*=Y/«'-*'-y 
33)  * =  <!«*+**.    84)  z  =  log  (aa?  +  iy ).    35)  s  =  sin  x  cos  y . 
36)  r  =  sin  mm.  sin  *y.    87)  *  =  sin*  logy  +  ev  log  x. 
Wykazać ,  że : 

88)  Skoro:  *  =  -i--I- — ,  natenczas:  x~  +y--=    vy  ^ — ^. 
y— *  dx   x  *  dy  y—x 

39)   Skoro  :  z  =  - — -^2-*-     natenczas :  a;  —  +  y  —  = r-    — -!-*-*.. 

*4-y  dx        dy  2      x~\-y 

Wyprowadzić   obok   podane    pochodne   cząstkowe   wyższych    rzędów    następującyoh 
nkcjj: 

;  x»-y3'      Ardy    ""  (*8-y3)8 

^  ^=yr;  id!sr=y*~1(1+*logy)' 

d*z           2(cosx  +  8sin,a:) 
43)   z  =  a!tangy  +  ytang*;  -^ ^ . 

•        i  .   JN  **z  cosar     .     gy 

44)*=sin*logy+eFlog*,    _  =  __  +  v. 


.     i/*  — y         d**  1  y 

45)  z  =  arcsin  1/ -;     -    -    =  -: — jy— . 

7  w     a:      '     óxóy         4     (^  _  y>)*/> 
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'  *  V*»  +  y'  '  *»*y       (**-y,yv* 

47)  Wykazać ,  że  dla  fankoyi :  *  =  sin  (a*  -j-  **)>  otrzymujemy  : 

-^  =  a»8in(ax  +  6y+«|-),  -£  =  *«sin(«*  +  6y  +  »  -j), 

d«»dy«    —»"*nt«» +  »  +  (»  +  ») -g}- 

Wyprowadzić  obok  podane  różniczki  zupełne  wyższych  rzędów,  następujący< 
dwu  zmiennych,  niezależnyoh : 

48)  s=*»»y»;  cPa^^w-Sy*  -a  {m(m— l)ys<fc'  +  2f9M*y<Zs<fy -|-»(»— l)*ł<iył}. 

49)  z  =  V**+y* :  d*s  *= - — ^  [y*  *r>—  2*y  iix  <*y  +  x*  «*y*l. 

(ajl  +  ylj/. 

50)  s  =  log  (ax  +  by) ;  *'*-  -  ^—^-^^dx^2abdxdy  +  b^dy^ 

61)  *=eajr+*y;  rf3z— ^x+^[as«to3  +  8aU<te'dy  +  8a6>(terfyJ+6,rfy3]ł 

d»  z  =  ea*+6"  (a  eto  +  b  dy)\ 

62)  s  =  arcsin  — ;  d*z= *     „      \xdx*  -  2ydxdy  +   &**-**)*  dA. 

68)  Wykazać,  że,  dla  funkcyi:  z-^=x  V/2ary+ys,  otrzymujemy: 

Wyprowadzić  obok  podane  całki  funkoyj  dwu  zmiennych ,  niezależnych : 

54)  fye*+%Hl  +  x)dx=>xye*+t*  +  9(y). 

C         ydy  1  1 

W)  J    (x'  +  y*)3-  ="  T  *     (.»  +  *»)»     +  ?(X)- 

f     y  ^^  *  —  y 

_     f         *dy  1  ax  +  by 

B7>  J  a^«-  ŁV  =  "2^"  l0g  "o^^T  +  ?(a* 

^  ( t  /  rr^i  =  ^^+ y"ł +*(»)•«  +  » w- 

JJ  (^'  +  y,)/' 

59)   C  C  (2ył  ~  *ł),X  oy1 = arc  sin  -  +  •,(*) .  y  +  <p2  (ar). 
Wyprowadzić  następujące  caJki  podwójne: 

">  W-5^^  *  *— i  4^f + '■  <•'+ »» 

62)  J  i    (x*  +  yy-  <**  ^  =  aro  tanS  y  +  ?i  (*)  +  ?«  W- 

63)  (  C       ^dy        = log (x  +  l/a^+P)  f  ?,(*)  +  cj(y). 
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65)  JJ (cos y  -f  eos x)dx <*y =* siny  -f  y  sin *  +  y, (»)+?i  (y). 
J  *3V*'  +  y*  z 


+  4-  logty^+^-yJ-^^S^^+ł.W+^W 


2      e"        "      »J  2x» 


">  HolSfer^^^Ti^T?  +*w+*w- 


Wykazać,  że  następujące  różniczki  są  różniczkami  zupełnemi  i  wyprowadzić  ich 
całki,  obok  podane: 

69)  dz  =  (siny  —  ysinx)<te  + (cos  a:  +  a>  cos  y)dy ;  z=  x  Bin  y  +  y<x>8x  -\-  C. 

x\x*+9*fi>  »  '  (»-y)»     '       *-yT 

78)  «fe  =  (ar»+  i +2*y>-^,)tó+(8y»+  £ +  2*>y  +  J)<*y; 

L        (*— y)łJ            L         (ar— y*)J    y'  *-y 

75\  <fe  -.  (tang y r^ y        )  dte  +  (cotg*+  — ,    +  ,  y  )  «*y ; 

y 

*=aptangy +ycotga>  +  arcsin  —  +  C. 

76)  Wykazać,  że  różniozka  drugiego  rzędu:  yV*ł+6*ył<*»<Jy+8«syc*ys,  jest  różniczką 
zupełną  i  wyznaczyć  jej  całkę. 

Rozwiązania  XVIII.  Wskazówki:  1)— 12)  Różniczkowanie  oząstkowe.  18)— 26) 
Bezpoćredniem  różniczkowaniem  według  obu  zmiennyoh,  jakoteż  za  pomocą  pochodnych, 
cząstkowych.  26)— 89)  Z  pochodnych,  cząstkowych,  różniczki  zupełne  i  na  odwrót.  40—46) 
Sprawdzić  wyniki ,  przy  zmianie  porządku  różniczkowania.  48)— 52)  Zarówno  bezpośrednio, 
jak  przy  pomocy  pochodnych,  cząstkowyoh.  54)— 69)  Całkowanie  oząstkowe  podług  jednej 
zmiennej.  60)— 67)  Sprawdzić  wyniki,  przez  zmianę  porządku  całkowania.  68)— 76)  Por. 
art.  19.  76)  *=%*V- 


Literatura.  D.  F.  Gregor y.  £xamples  of  the  prooesses  of  the  differential  and  inte- 
gral  calculus.  Cambridge  1841.  S.  F.  La  er  o  ix.  Traite  du  oalcul  differentiel  et  du  oalcul 
integraL  9-me  edition  reyue  par  Hermite  et  Serret.  1881.  po  polsku  wyszedł:  Traktat  po- 
czątkowy rachunku  różniczkowego  i  całkowego  przez  S.  F.  Lacroix,  przełożony  podług 
trzeciego  wydania  przez  Michała  Pełkę  Polińskiego.  Wilno,  1824. 


Tematy  do  rotprawek  naukowych. 

1.  Różniczkowanie  wyraźnych  i  uwikłanych  funkoyj  o  dwu  zmiennych,  niezależnych. 

2.  Całkowanie  różniozek  cząstkowych,  z  teoryą  całek  podwójnych. 

8.  Całkowanie  zupełnych   różniczek   dowolnego  rzędu,    zawierających  dwie  zmienne 
niezależne. 


Wykład  XIX. 

Rozwijanie  funkcyj   dwu  zmiennych,  niezależnych 

na  szeregi. 

1.  Szereg  Taylora  dla  funkcyi  dwu  zmiennych,  niezależnych.  Niech 
będzie  daną  funkcya :  z=f{x1  y),  dwu  zmiennych,  niezależnych  x  i  y.  Przyj- 
mując pewne  miejsce  z,  .y,  a  więc,  uważając  przyjęte  wartości  na  z  i  y 
chwilowo,  jako  stałe  wiadome,  nadajmy  im  przyrosty  zmienne  w  postaci 
ht  i  Jetj  gdzie  t  jest  dowolną  zmienną,  niezależną.  Pod  temi  założeniami, 
weźmy  pod  uwagę  funhcyę: 

f(x+ht}  y+ki)  =  q>(f), 

która,  wobec  przyjętych   wartości  na  x  i   y,   przy  pewnych  stałych  war  te- 
ściach h  i  k,  będzie  funkcya  wyłącznie  jednej  zmiennej,  niezależnej  U 
Na  podstawie  szeregu  Maclaurina,  otrzymamy  tedy: 

gdzie  c>(0),  c>'(0), ...,  są  wartościami  funkcyi  q*{t)  i  jej  poohodnych,  względem 

t7  dla  ż=0,  a  Rn  resztą,  przedstawiającą  się,  na  podstawie  wzoru  Lagrange'a, 

t*+l 
(patrz  T.  I.  str.  519.)  w  postaci:  Rn*=  y  yfr+*) (Sf),  gdzie  &  leży  między 

0,  a  1,  a  na  podstawie  wzoru  Cauchy^go  (T.  I.  str.  B20),  w  postaci: 

Ą.-- ^?-(l-«i)*9(«i  *).  gdzie  0<©t<l. 

Aby  obliczyć,  kolejno  po  sobie  następujące,  pochodne  funkcyi: 

<p(f)=f{z+M,  y+hf), 
jednej  zmiennej  niezależnej  ł,  połóżmy:  u=x+ht,  v=yĄ-M,  tedy,  uważając 

*i  9i  h  h  jako  stałe,  otrzymamy:  -j-.^h,  -r.=  k,    wobec    tego,  funkcya    <p(t) 

i  jej  pochodne,  przedstawią  się  w  następujących  postaciach: 

-W-  ^("i  v)      djdu     df  dv       df       df 

»-m-dy(,,'-?)-A/dV*,+  ^^U*/*'*  *§4.*!/'*U 
v  w         <«»  W  dr"  a«dt>  d«r  "  Idwdt;  dT  d»*  dV 
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• 


r+^-H+W' 


^^^•l-^^^Y", 


fcM^)"'- 


— — 1,  3-—  1,  zatem: 

dx       '  dy       ' 


Z  drugiej  strony,  mamy,  dla  dowolnego  t,  pochodne 

du         dv     1 

>)/•(«,  v)      dĄtt,  t>)    du^dfju,  v)      df(u,  v)^df(u,  v)    dv^df(u,  v) 

dx  du       " dx  du       '         dy  dv      'dy  dv      ' 

rskutek  tego: 

d*f(u,  v)_d*f(u,  v)  du^  dY(w,  v)     d*f(u,  v)_dif(u,v)  dv  =d*f(u,  v) 

dx3     ~      du%     ' dx         du2      '      dzdy    ~     dudv    'dy~    dudv    ' 

d*f(.u,  v)     d*f(u,v)  dv     dV(t«,  v) 

dy2    ™      dv2       dy~      dv*      ' 
pdobnie : 

d3f(u,  v)     d3f(u,  v)     d3f(u,  v)     d3f(u,  v)     d3f(u,v)_d3f(u,v) 
dv3      "      dx3      '      du*dv~~   dx3dy    '      dudv2  dxdy%   ' 

d3f{u,  v)     d3f(u,v) 

-to3—-=W~~' 

Wobec  tego,  otrzymujemy  : 

(d         d\&  /    d     '    d  \<3> 

Jólnie:  ?><">(*)=(^+  *^)(/,  (3) 

kąd,  dla  ż=0,  dostajemy: 

ólnie :  ?><">  (o)-  (* A  +  jfc  ^"/(a;,  y).  (4) 

Podstawiwszy  te  wartości  w  równanie  (1),  otrzymujemy  wzór : 

de.  według  wzoru  Lagrange'a ,  reszta : 

A-^TI)T(*a-«+^-/+,^I+eł'  '+•»■  •<»■ 

vedług  wzoru  Cauchy^go: 

1  /    d  d  \(»+1) 
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Połóżmy  w  otrzymanym  wzorze  ł=l ,  a  dostaniemy  wzór : 
1  /    d  d \W 

+h(hn+in)  >■<«.  *>+*■■  <6> 

Powyżej  otrzymany  wzór  (6),  przedstawia  wzór  Taylora,  w  zastosowaniu 
do  funkcyi  (z,  y),  dwu  zmiennych,  niezależnych  z  i  y. 

2.  Wzór  (6)  prowadzi,  dla  n=oo  ,  do  szeregu  Taylora  dla  funkcyi  z=f  (a;,  y) 
dwu  zmiennych ,  niezależnych  z  i  y,  przedstawiającego  się  w  postaci  symbo- 
licznej : 

czyli  w  postaci  rozwiniętej : 

"*+*.  "+*>-'<*•  «+(*s4**)+ri(*'S+"łS+*^)+ 

Wzór  ten  przedstawia  wartośó  funkcyi:  /(.t,  y)  w  miejscu:  z+h,  y+fc, 
gdy  znane  są  wartości  'funkcyi  f(z,  y)  i  wszystkich  jej  poohodnych  cząstko- 
wych w  miejscu  x,  y. 

Zastępując  w  tym  wzorze  x+h  przez  z,  y+k  przez  y,  a  przy  tein  x 
przez  a,  y  przez  6,  a  więc  h  przez  a?— a,  i  przez  y — 6,  otrzymujemy  szereg 
Taylora,  w  postaci: 

H^..^,*^+K&L^(^*),+(tf)« »-»>*]+-  <8> 

przedstawiającej  funkcyę  f(x,  y)  w  postaci  szeregu,  uporządkowanego  według 
rosnąoych  potęg  różnic:  (z—  a)  i  (y— ft). 

3.  Dla  a— 0,  6=0,  otrzymujemy  stąd  szereg  Maclaurin'a  dla  funkcyi: 
f(x,  y)  dwu  zmiennych ,  niezależnych  z  i  y,  w  postaoi : 

+©L*,]*A[(SX.^(ft)Lr^U.'^ 
+ ©L  *]+-^[(2a .-+(")  fcSfcL -'*+•••+ 


przedstawiający  daną  funkcyę  f(x,  y),  w  postaci  szeregu,  uporządkowanego 
według  rosnących  potęg  zmiennych  niezależnych  x  i  y. 

4.  Haxima  1  minima  funkcyj  dwu  zmiennych  niezależnych.  Szeregu 
Taylora  dla  funkcyj  dwu  zmiennych ,  niezależnych ,  możemy  użyć  do  wy- 
znaczenia warunków,  pod  którymi,  i  do  wyznaczenia  miejsc,  w  których 
dana  funkcya,  dwu  zmiennych,  niezależnych,  posiada  wartości  największe, 
lab  najmniejsze,  czyli  t.  z.  maxima,  lub  minima. 

Dana  funkcya  f(x,  y)  dwu  zmiennych,  niezależnych  x}  y,  w  pewnem 
szczególnem  miejscu:  x,  y,  będzie  posiadała  wartość  największą  (maximum), 
względnie  najmniejszą  (minimum),  jeżeli  wartości  tej  funkcyi  w  miejscach 
sąsiednich:  x+h7  y  +  k,  przy  dostatecznie  małych  przyrostach  h  i  £,  będą 
stale  mniejsze,  względnie  stale  większe  od  jej  wartości:  /(a,  y),  w  przyjętem 
miejscu  2,  y,  bez  względu  na  znaki  tych  przyrostów.   Musi   więc  być   stale: 

f(x+h,  y+k)  <f(x,  y)  przy  maximum, 
zaś:  /0&+&,  y+k)'>f(Xj  y)  przy  minimum, 

a  więc  musi  być  stale  różnica  : 

/"(*+*,  y+*)— /"(*,  y)<0,  czyli  ujemną,  przy  maximum, 
f(x+h}  y +*)—/(£,  y)>0,  czyli  dodatnią,  przy  minimum. 
Według  wzoru  Taylora,  otrzymujemy  tę  różnicę  w  postaci: 

gdzie  reszta  Ą  będzie,  przy  nieskończenie   małyoh    przyrostach  h  i  k,  wiel- 
kością nieskończenie  matą  rzędu  drugiego. 

Znak   różnioy:  /(s+A,  y+k) — f(x}  y)  będzie,  w  ogólnośoi,  zależał  od 

znaków  przyrostów  h  i   k}   różnica   ta   będzie  n.  p.  dla  fc  —  0,   równą:  &— » 

więc  co  do  znaku    zależną   od   znaku  przyrostu  £,    dla  £=0,   będzie   równą 

df 
* ;- ,  a  więc  co  do    znaku    zależną  od  znaku    przyrostu   h.    Ażeby   znak  tej 

różnicy  nie  był   zależny   od   znaków   przyrostów   h  i   k   muszą   się  spełniaó 
warunki : 

g-°.  %-°-  <»> 

Chcąc  więc  wyznaczyć  te  układy    wartości   na  %  i  y,   które   mogą  wy- 
wołać maxima,  albo  minima  funkcyi :  f(x,  y),  musimy,  przedewszystkiem,  roz- 

wiązać  ze  względu  na  x  i  y,  dwa  równania:  ^-=0  i  ^s=s^ 

5.  Przyjmijmy  teraz,  że  przyjęte  wartości  na  x  i  y,   czynią  zadość  obu 
tym  warunkom ,  natenczas ,  otrzymamy  szukaną  różnicę ,  w  postaci : 

/(*+A,  *+*)-/(*,  y)~ ^{h&+2hh-^  +  *>^}+*3,     (12) 

w  której  reszta  Ą,  przy  nieskończenie  małych  przyrostach  hi  k,  będzie  nie- 
skończenie małą,  rzędu  trzeoiego. 

Znak  różnicy :  /(«+-*,  y+k)—f(x,  y),    będzie    więc    zależny    od   znaku 
wyrażenia : 
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d2f  d2f  d2f 

dx2  dxdy  dy*      ' 

które  możemy,  dla  uproszczenia,  napisać  w  postaci: 

(11)  h2 +2  (12)  hk+ (22)  k\  lub:  rh*+2shk+tk*, 

Wadac :  gt-HD-r,  fjy'™-*'  ^ ""(«)-'. 

i  rozumiejąc  przez  te  symbole  wartości  pochodnych,  cząstkowych,  drugiego 
rzędu  danej  funkcyi  f(x}  y),  w  badanem  miejscu  a?,  y,  dla  którego  : 

*/=o,  i  J/-a 

dz        '       dy 

6.  Choąc  ocenić  znak  wyrażenia:  (ll)ft2+ 2(12)AA+(22)&2,  przyjmijmy 
najpierw,  że: 

oj  (11)50?  wówczas,  możemy  to  wyrażenie  przedstawić  w  postaci: 

(ll)**+2(19)**+(22)fc»  -  tjjj  {(ll)H2+2(ll)(12)A*+(ll)(22)i2},       (13) 
czyli : 

(ll)fc2+2(12)fc*+(22)A2«^ft^^^  (14) 

z  której  dochodzimy  do  następujących  wniosków: 

1)  Jeżeli  (11) (22)—  (12)2<0,  wówczas  wyrażenie,  ujęte  w  nawias  {  }, 
będzie  miało  znak  dodatni,  skoro  h  =-  0,  ujemny,  skoro:  (11) A+  (22) k  —  0, 
trójmian:  (ll)A2+2(12)A£+(22)*2,  nie  będzie  więc,  ani  stale  dodatni,  ani 
stale  ujemny,  funkcya  /"(#,  y)  w  miejscu  x1  y,  pomimo  spełnienia  warunków 

koniecznych:  ^-—O*  t~  »   nie  posiada  więc  w  tym  przypadku,  ani  maximum, 
ani  minimum. 

2)  Jeżeli  (11) (22)— (12)2;>0,  wówczas,  wyrażenie,  ujęte  w  nawias  {  }, 
będzie  miało  stale  znak  dodatni,  trójmian:  (11)A2+2(12) hk+(22)k21  będzie 
miał  w  tym  przypadku  znak  wartości  (11);  funkcya  f(z,  y)  będzie  więc 
w  miejscu  (#,  y)  posiadała  maximum,  skoro  obok:  (11) (22)— (12)2>0  będzie 
(11)<0,  a  minimum,  skoro,  obok  (11)  (22)-  (12)2>  0,  będzie  także  (11)>0. 

3)  Jeżeli  (11)  (22)—  (12)2=0,  wówczas  wyrażenie,  ujęte  w  nawias  { }, 
będzie  wprawdzie  stale  dodatnie,  skoro  przyrosty  h  i  k  będą  tak  dobrane, 
że  będzie :  (11)A+(12)  k  5  0,  stanie  się  jednak  zerem,  skoro  przyrosty  hik  będą 
tak  dobrane,  że  będzie:  (11) A+(12)A=0.  Trójmian:  (ll)/»2+2(12)Mfc+(22)Jfc2, 
będzie  więc  w  ostatnim  przypadku  zerem,  a  znak  różnicy:  f(x+h,  y+k)—f(Zj  y), 
będzie  zależał  od  znaku  reszty  223.  Zachodzi  tu  zatem  przypadek  wątpliwy, 
który  może  być  rozstrzygnięty  na  podstawie  roztrząsania  warunków,  pod 
którymi  wyrażenie  trzeciego  stopnia,  kształtu: 

dx*  dz%dy  dzdy2  dy1 

będzie  miało  znak  stały,  niezależny  od  znaku  przyrostów  hik. 

1)  Przyj ą wszy  w  końcu,  że  w  rozważanem  miejscu  (z}  y)  obok: 

dJ-=0    i    ±£-0  jest  także  ^-0,  lub:  ^{=0, 
dx  dy       '  J  dz2       '  dy2 
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czyli:   (11)=  0,  lub  (22) =0,  otrzymamy   trójmian   (li)*2  +  2(12) hk  +  (22)**, 
w  postaci  :  2  (12)  h  k  +  (22)  *J=*  {2  (12)  h  +  (22)  *}, 

lub  w  postaci:  (11)AJ+2(12)  Wfc«A{(ll)A+2 (12)*}. 

Wartość  jego  będzie  więc  tego  samego,  lub  przeciwnego  znaku,  co 
znak  przyrostu  i,  stosownie  do  tego,  czy  przyjmiemy  przyrost  h  większy,  czy 

( 22)  k 
mniejszy  od  wartości :   —  *         ,  albo  też  będzie   tego  samego ,   lub   przeciw- 

2(12) 

nego   znaku,    co   znak   przyrostu   *,    stosownie    do    tego,    czy    przyjmiemy 
przyrost   k    większy,    czy    mniejszy    od    wartości:    ""oTToS' 

Funkcya  f{x,y)  nie  będzie  tedy  posiadała  w  tym  przypadku,  ani  maxi- 
mum,  ani  minimum,  jak  w  przypadku:  (11) (22)— (12)2<0. 

Jeżeliby  wreszcie,  obok  (11) =0,  było  także  (12) —0,  wówczas,  byłby  trój- 
mian rozważany,  dla  A*=»0,  także  zerem,  zachodziłby  tedy  przypadek  wąt- 
pliwy, którego  rozstrzygnięcie  wymagałoby  badania  reszty  BZJ  jak  w  przy- 
padku: (11)  (22)— (12)2—0. 

7.  Znak  reszty  Ą  zależy  od  znaku  wyrażenia: 

dxz  dx2dy  dxdy2         dyz     \  dz       dy) 

które,  w  przypadku: 

ftr      '  dy      '  d*2dy2     \dxdy)       ' 
dla  wszystkich  wartości  hit,  spełniających  warunek: 

(ll)A+(12)*-0,  c-zyli  h-^L+k-^=0, 


[(12)^-  — (11).    . 
otrzymuje    kształt:       A34-=*8.Ł —f, 


8  [v      dx      *~-'di 
1  *  (12)3 

&  więc,  znak  zależny  od  h. 

Jeżeli  więc  Ą  ^  0,  funkcya  /"(*,  y)  nie  posiada  w  rozważanem  miejscu 
ud  maiimum  ,  ani  minimum. 

W  przypadku  43=0,  należy   przystąpić  do  badania  wielomianu  czwar- 
tego stopnia: 

dx*  dxzdy  dx2dy2  dxdy3  dy*       \dxl     dy) 

Dla     wszystkich     wartości     hi     A,     czyniących     zadość     warunkowi: 
(U)*+(12)ł=0,    będzie    znak    powyższego    wyrażenia,    zgodny    ze    znakiem 

wyrażenia:  ((12) (11)  — )  /,  którego  znak  dodatni  wskazuje  na  minimum, 

&  znak  ujemny  na  mazimum  funkcyi   /  (z,  y). 

W  przypadku,  gdy  ((12) (11)-   J   /*=0,  zachodzi  znowu  przypadek 

wątpliwy,  którego  rozstrzygnięcie  wymaga  kolejnego  badania  wyrażeń,  kształtu : 

gdzie  n^ 4;  pierwszem  wyrażeniem  tego  rodzaju,  maj ącem  wartość  różną  od 
wa,  musi  być  wyrażenie  parzystego  stopnia,  którego  znak  dodatni  wska- 
zuje na  minimum,  a  znak  ujemny  na  maximum  funkcyi  /(&,  y\  w  rozważa- 
nem miejscu. 

Dr.  DriwińikL  WykŁ  matom.  I.  Tom  II.  2° 
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8.  Na  podstawie  powyższych  rozstrząsań ,  dochodzimy  do  następujących - 
wniosków : 

Ażeby  wyznaczyć  maxima,  lub  minima  danej  funkcyi  f(x,  y)   kładziemy : 

|/_0,  i  tf_o 

dx      '     dy 

i  rozwiązujemy  te  równania  ze  względu  na  x  i  y,  obliozamy  następnie,  dla 
każdej  pary  (x,  y)  wartość  f(xf  y)  danej  funkcyi  i  wartość  t.  z.  wyróżnika 
funkcyjnego : 

natenczas,  w  przypadku: 

1)  gdy  (11)  (22) — (12)2<0,  nie  będzie  ani  maximum,  ani  minimum; 

2)  gdy  (11)  (22)— (12)2>0,  (11) >0,  f(x}  y)  będzie  minimum; 

3)  gdy  (11)(22)-(12)*>0,  (11)<0,  f(x,  y)  będzie  maximum; 

4)  gdy  (11)  (22)— (12)2=0,   zachodzi    przypadek  wątpliwy,   którego  roz- 

/         d  d  \W 

strzygnięcie   wymaga   badania  wyrażeń,  kształtu:  I  (12)— (11)— j    /,    dla 

»>2.  V 

Jeżeli  przytem  badaniu  okaże  się,  że  pier wszem  wyrażeniem  tego  rodzaju, 
mającom  w  rozważanem  miejscu  (a?,  y),  wartość  różną  od  zera,  jest  wyrażenie 
nieparzystego  stopnia:  Wj«+i,  natenczas  otrzymana  wartość  /(#,y),  nie  będzie 
ani  maximum,  ani  minimum.  Jeżeli  zaś  pierwszem  wyrażeniem  tego  rodzaju, 
mającem  wartość  różną  od  zera,  jest  wyrażenie  parzystego  stopnia:  Wu>  naten- 
czas wartość  f(x,y)  będzie  maximum,  gdy  Tf2ll<0,  a  minimum,  gdy  Wu>0. 

9.  Przykłady  wyznaczania  maximów,  lub  minimów  danej  funkoyi.  1)  Wyznaczyć  ma- 
xima  i  minima  funkoyi:  /(«,  y)  =  xs  —  8  axy  +  y *. 

Rozwiązanie.  Mamy  tu:  -^  =  9(*ł— ay),  -^— 8(ył— ax),  a  więc,  na  wyznaczenie  war- 
tości na  x  i  y,  dwa  równania:  **— oy=0,  yl—  ox=0,  które  mają  wspólne  pierwiastki: 

*)  •—0,  y  — 0,    p)  x  =  a,  y=*a. 
Pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu  danej  funkoyi  mają  kształt: 

będzie  więc  wyróżnik   funkcyjny:  ^ .£/-  (^-)1  =  (ll)(22)-(12)*  =  86»y~9a». 

Dla  «==y  =  0,  mamy:  (11)(22)  — (12)*— 9a*<0,  a  więc,/=0,  nie  jest  ani  ma- 
Timiim  }  ani  minimum. 

Dla  x  =  y=a,  mamy:  (11)(22)— (12)l«=27a*>0,  (U)=6a,  zatem  /=— a8,  jest  mi- 
nimum, gdy  a>0,  a  maiimum,  gdy  a<0. 

Dana  funkcya :  «  =  *'—  3axy-fy*,  ma  zatem,  przy  dodatniem  o  minimum,  a  przy 
ujemnem  a  maiimum,  w  miejscu  x=*y=ay  równe  —a3. 

2)  Wyznaczyć  mazima  i  minima  funkcyi :  /(*,  y)  =  »*  +  y4— *ł  -f-  sy— y'. 

Rozwiązanie.  Mamy  tu: 

a  więc,  na  wyznaczenie  wartośoi  x  i  y,  dwa  równania: 

4a?3  — 2a?  +  y=0,  4y8  —  2y  +  *=0. 
Celem   rozwiązania  tych  równań,  ze   względu  na  x  i  y,  dodajmy  je  najpierw  i  odej- 
mijmy od  siebie,  a  zastąpimy  je  dwoma  równaniami  następującemi : 

4(*s  +  y')-(*  +  y)  =  0,  4(*3-y')-3(*-y)=0, 
czyli:  (*  +  y)l4(*ł-«y  +  ył)-l]=0,  (x-y)[Hx*+xy+y>)-S)=0 , 

z  któryoh  otrzymamy  następujące  przypadki : 
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a)  x  +  y=»0,  05— y==0,  a  więc:  **=0,  y~  0, 
P)4(»«-«y+yVl«=0,  *-y=0,  a  więc:  *=y=±  — , 

1/3 

T)  4(x»  +  «y+y>)-8  =  0,  *  +  y=0,  a  więc:  x  — y  =  ±  ^-. 

Pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu  danej  funkoyi ,  przedstawiają  się  w  postaci : 

0=(H)  =12«'-2,  Jg.=(12)  =  l,  £(=(22)=  155,'- 2, 
me  zatem  wyróżnik  funkcyjny : 

Wobec  tego: 

*)dla  x=»y  =  0,  mamy:  (11) (22)  —  (12)*  —  8,  (11)=— 2,  zatem  maximum: /==*0, 

P)  dla  *  — jfsss^---,  mamy  (11)(22)  — (12)J=»0,  zatem  przypadek  wątpliwy, 

«=-y=±^-,  mamy:  (11)(22)-(12)»=48,  (11)  =  ^'  zatem  nu*"*""* :  /  ~- |- 

Chcąc  usunąć  wątpliwość  przypadku  p),  w  którym  x  =»  y  =-4-  — T  musimy  zbadać  w  tern 
ijfien  znak  wyrażenia  trzeciego  stopnia : 

W  tym  celu,  otrzymujemy,  dla  danej  funkcyi,  pochodne  cząstkowe  trzeciego  rzędu? 


^-24*     -^-0     -^-0    ^-24v 


d»»  '    d**dy      "'     <tedy>        '    dy8 

Hm  powyższe  wyrażenie,  dla  «x=y«±  */,,  w  postaci: 
24**»+24y*»  =  ±12  (*»  +  *»). 
Wyrażenie  to  staje  się  zerem  dla   *»  —  i,   musimy  więc   zbadać  dalsze  wyrażenie 
tartego  stopnia : 

dx*  dx*dy  '      dxldyt  dxdy*  dy4 

Otrzymujemy  tu: 

d**~~"      '    Ar*dy~~dart)y*~()a>V  dy4~"      ' 

powyższe  wyrażenie  w  postaci:  24A4+24fc4,  o  stałym  znaku  dodatnim,  niezależnie 
maku  przyrostów  A  i  i,  a  więc,  w  miejscach  #  =  y=±  Ji  mamy  minimum:  /=  — J. 
Dana  funkoya:  /(*,  y)=ap*+y4— *ł +*y— y*,   ma   więc   trzy    minima   w   miejscach: 

10.  Zastopowanie  teoryi  maxim6w  i  minimów  fankcyi  dwu  zmiennych 
htiełayeh  do  rozwiązywania  rozmaitych  zagadnień  arytmetycznych,  lab 
petryesnyeh. 

[    Zagadnienie  1.  Daną  liczbę  a  podzielić  tak  na  trzy  składniki ,  aby  suma 
\  kwadratów  była  minimum. 

Oznaczając  szukane  składniki  liozby  a,  przez  x,  y,  a — x — y,  otrzy mu- 
ły sumę  ich  kwadratów: 

S=*x*+y2+(a-x-y)'. 

Na  wyznaczenie   minimum   tej   sumy   dostajemy   równania  warunkowe: 

^=2*— 2(a— «-y)=0,  ^=2y-2(a— a:-y)=0, 

itad:  2»+y— a,  2y+x=a, 

a  a  a      0     1    » 
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Ponieważ,  dla  tych  wartości: 

d*S       d*S        d^l        »*8di8_(#sy 

dx2       '  dy2        '  dxdy       '   dx2' dy2     \dxdy)      x*^u' 

zatem,  sama  8=  -~-al  jest  minimum. 
o 

Należy  więc  daną  liczbę  a  podzielić  na  trzy  równe  części ,  aby  sumi 
kwadratów  była  minimum. 

Geometrycznie  znaczy  to  ,  że  pośród  trójkątów  o  jednakowym  obwodził 
ma  trójkąt  równoboczny  najmniejszą  sumę  kwadratów  swych  boków,  al  be 
inaczej,  wśród  równoległościanów  o  jednakowej  sumie  krawędzi,  ma  sześoiai 
najmniejszą  przekątnie. 

Zagadnienie  2.  Daną  liczbę  a  podzielić  na  takie  trzy  składniki ,  aby 
ich  iloczyn  był  maximum. 

Oznaczając  szukane  składniki  przez  x,  y,  a—x — y,  otrzymujemy  ich 
iloczyn :  P=xy  (a — rr— y). 

Na  wyznaczenie  maximum,  lub  minimum  tego  iloczynu,  otrzymujemy 
warunki: 

—=y(a--x^y)--xy~Q,  —=x(a— x-y)-zy=0, 

czyli:  x(x+2y— a)=»0,  y(y+2s— a)=0. 

Warunkom  tym  stanie  się  zadość  w  następujących  czterech  przypadkach: 
1)  x=0,  y=0,     2)  s«0,  y=a,    3)  x=a,  y=0,  4)  x+2y=a,  y+2x=a, 

czyli:  4)  a?=y«-g-. 

Pomijając  pierwsze  trzy  przypadki,  qtrzymujemy  dla  czwartego  przy- 
padku : 

r)2P  d2P     (d2P\2       4     2        1     2      11    -       n         .  _  /ay 

■*»-^-(s^J-8-fl  "-9fl 2=9«2>0>  zatem:  Pmax  =  (aj- 

Należy  więc  daną  liczbę  podzielić  na  trzy  równe  części ,  aby  iloczyn 
tych  części  był  maximum. 

Geometrycznie  znaczy  to,  że,  pośród  trójkątów  o  jednakowym  obwodzie, 
ma  trójkąt  równoboczny  największy  iloczyn  swych  boków,  albo  inaczej,  że 
pośród  równoległościanów  o  danej  sumie  krawędzi,  ma  sześcian  największą 
objętość. 

Zagadnienie  3.  Na  polu  kąta  *2LXOY~*a  dane  są  dwa  punkta  P  i  Q. 
Wyznaczyć  na  ramionach  OX  i  OY  danego  kąta  takie  dwa  punkta.  A  i  B, 
aby  suma  ich  odległości  od  siebie  i  od  danych  punktów,  t.  j.  suma: 
PA+AB+BQ,  była  minimum. 

Oznaczmy  niewiadome  odcinki:    OA=x,    OB=y  i  wykreślmy  z  danego 

punktu  P  (fig.  6.)  prostopadłą  PP1  na  ramię  OX,  a  z  punktu  Q  prostopadłą 

QQ*  na  ramię  OY  i  połóżmy  OP^a,  P'P=p,  OC'=»&,  Q'Q=q,  natenczas,  będzie: 

PA=Vp2+(c^x)2,  BQ=Vq2+(b—y)2,  AB  -  Vx*+y2-  2xy cos  o.  , 

Żądana  suma  przedstawi  się  zatem  w  postaci: 

e=Vp2+(a—x)2+Vx2+y2-2xycoaa+Vq2+(b-y)i.  i 
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Kładąc:  — « 
dx 


dg 
0,  — =0,  otrzymujemy  równania: 


dy 


a—x 


x—y  cos  a 


Vp*+(a — x)2     Vrx*+y2—2xyQosa 
b—y  y — a?  cos  a 


=-0, 


VV+(&— y)2     V/a2+y»  —  2xyoosa 
z  których  moglibyśmy  x  i  y  wyznaczyć. 


-o, 


Powyższe  równania  prowadzą  wprost  do 
konstrukcyi  punktów:  A  i  B. 

Wykreśliwszy    mianowicie    z   punktu   B 
prostą  JBC]_0X,  a  z  punktu  A,  prostą  JLDJ_0Y, 
poznamy,   że  powyższe  równania  sprowadzają 
się  do  stosunków: 
Fig.  6.  AP^     AC     BQ*     BP 

AP^  AB'    BQ~BA' 
z  których  wynika,  że:  cos  PAP '= cos  BAO }  cosQBQ,=cosABOJ 
a  więc:  ^PAP^^BAO,  ^QB^^^AB0. 

Należy  zatem  przedłużyć  PP'  i  odciąć  PR=PP\  podobnie,  przedłużyć 
Q(#  i  odciąć  Q?S=QQfi  czyli,  inaczej,  wykreślić  obraz  R  punktu  P  w  zwier- 
ciadle 0X}  a  obraz  8  punktu  Q  w  zwierciadle 
OY.   Prosta  SR   przetnie   tedy  ramiona    kąta 
X0T  w  szukanych  punktach  A  i  B. 

Że  linia  łamana  PABQ  jest  w  istocie 
najkrótszą,  widoczna  wprost  z  figury,  jest  ona 
bowiem  równą  prostej  RS,  a  każda  inna  linia 
łamana  PA'B'Q  byłaby  dłuższa,  jak  SR. 

Ponieważ  punkta  P  i  Q  mogą  mieć    do- 
wolne  położenie   na   polu   kąta   XOY}    przeto 
rozwiązanie  obejmuje  także  przypadek,  w  któ- 
rym punkta  P  i  Q  nakrywają  się  w  punkcie  C. 
Dotyczące  zagadnienie  opiewałoby:  „wykre- 
Fig.  6.  ślić  trójkąt  o  najmniejszym  obwodzie  tak,  aby 

jeden  jego  wierzchołek  wpadał  w  punkt  C,  a  dwa  inne  leżałyby  na  ramionach 
danego  kąta";  innemi  słowy :  „w  dany  trójkąt  OMN  wpisać  trójkąt  ABC  o  naj- 
mniejszym obwodzie  tak,  aby  jeden  z  jego  wierzchołków  wpadał  w  dany 
punkt  C  boku  MNU.  Konstrukcyę  uwidocznia  fig.  6. 

U.  Symbole  nieoznaczone  funkcyj  dwu  zmiennych,  niezależnych.  Po- 
dobnie, jak  przy  funkcyi  jednej  zmiennej  niezależnej,  (Patrz  T.  I.  Wykład 
XXXVI.),  możemy  wszystkie  symbole  nieoznaczone ,  w  których  funkcye  dwu 
zmiennych  niezależnych,  mogą  występować,  sprowadzić  do  symbolu  nie- 
oznaczonego, w  postaci  ilorazu :  g. 

Niech  będzie  więc  dany  iloraz:  *—  -,/     \»  c*wu  ftinkcyj  f{x} y)  iF(x,y): 

*  ixi  y) 

dwu  zmiennych  niezależnych  x  i  y,  o  którym  przypuszczamy,  że  w  pewnem 
miejscu  (x,  y)  przedstawia  się  w  postaci  nieoznaczonej : 

_    A*.  y)_.o 

F(x}y)      0' 
gdy  w  tern  miejscu  przyjętem  (s,  y),  zarówno  f(x,  y)=0,  jak  też:  F(x,  y)=0. 
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Weźmy  pod  uwagę  miejsce  sąsiednie  x+h}  y+k,  natenczas,  otrzy 
dany  iloraz,  na  podstawie  szeregu  Taylora,  w  postaci: 

skąd,  ze  względu  na  to,  że  w  miejscu  (x}y)  zarówno  f(x,y)=0}  oraz  Ffa 
otrzymujemy,  dla  nieskończenie  małych  przyrostów  h  i  Je,  stosunek: 

f(*+h,  p+h)_      dx^    dy 


F\x+h,  y+k)      hdF      dF  • 
dx       dy 

k 
Połóżmy:  -t-9^  a  wartości  pochodnych  w  danem  miejscu  (#,  y), 

bcdą:  d*=p'  d*""3'  d«"*p'  "^==^ł  tedy  otrzymamy  w  8»ni°yt  gdy 

stają  się  zerami,  żądany  stosunek  w  postaci: 

m    f(x,  y)      dx^    dy      p+qX 


F(x}y)      dF    -dF     P+QX' 
dx      dy 
zawierającej  dowolny  spółczynnik  X. 

Dany  stosunek  jest  więc  wogóle  nieoznaczony,  a  tylko  w  szczegc 
przypadkach ,  prowadzi  do  wartości  oznaczonej,  gdy  dowolny  czynnik 
się  usunąć  z  licznika  i  mianownika. 

Stanie  się  to  w  przypadkach,  gdy: 

dF       df    dF       df  df  dF     dfdF  ..        n       p 

7-ar,    ^-  =  0^-,  a  więc,  gdy  ^-.t-— t*  t- i  ożyli:  pQ=qP, 
dx       dxJ   dy       dy1  *   '  6  J  dx  dy     dy  dxJ      J 

t.    z.    gdy    wartości    pochodnych     cząstkowych    funkcyj  :   /(#,  y)   i    J1 
w  danem  miejscu  będą  do  siebie  proporcyonalne. 
W  tym  przypadku,  otrzymujemy  bowiem: 

tL+AdJ  dJ     dl 
d 05        dy    __   1       dx      <>y___  P       CL 

*~~   óf  ,     idf~!i~dF~dF~  P"^1 
a— +GU—  —       — 

da;         dy  da      dy 

a  więc  wartość,  zupełnie  oznaczoną. 

Warunkowi :  —  — -  «=  —  — - ,  stanie  się  w  szczególności  zadość  : 
dxdy     dyóx*  *  6 

ił  f       flf 

albo  1)  gdy   —-=-=0,  wtedy  jest  s=0, 

dF     dF 
albo  2)  gdy  — -=—-=«0,  wtedy  #=--oo, 
'  *  J   dx     dy       '  J  ' 

albo  3)  gdy  g-g-0,  wtedy  .-  -J , 
albo  4;  gdy  —  -  — =0,  wtedy  «-  -|. 
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18.  Gdyby  w  przyjętem  miejscu  (a?,  y)  były  nietylko  funkcye  /(*,  y)  i  F(z,  y)} 
lecz  także  wszystkie    cztery   pochodne   cząstkowe   pierwszego  rzędu: 

d/       df     dF     dF 
"te  '   ~dy  '    dx  '    dy  ' 
równocześnie  zerami,  wówczas,  otrzymamy,  dla  nieskończenie  małych  przy- 
rostów A  i  i,  stosunek: 

fl*+ft,y+*)      »  d*'*"*as»+*  dy» 
Z=  F(*+k,y+k)       *,^+W|*  «  ' 

da2  dsdy  dy2 

a  stad ,  gdy  znowu  położymy  -r~=l,  otrzymamy  wartośó  graniczną : 

n 

A*,  *)_  0       ds2^      dzdy^       dy* 

a~*fc7r^~m+%x»* \+»*T  (18) 

dx*         dxdy  dy% 

która  jest  z  powodu  dowolności  czynnika  i,  wogóle  nieoznaczoną ,  a  staje 
się  tylko  wyjątkowo  oznaczoną ,  gdy  się  czynnik  dowolny  X  da  usunąć 
z  licznika  i  mianownika. 

Ażeby  ocenić,  kiedy  to  nastąpi,  połóżmy: 

dz*      '  dzdy       '  dy*~ *' 

£!*"_»    d*F  -ci  d-**-r 
dx*~ ■"'  dxdy~    '  dy2--"' 

i  wyprowadźmy  warunek,  pod  którym  trójmiany: 

r+9sZ+tX*  i  B+98A+TA*, 
będą,  miały  wspólny  czynnik,   czyli,  pod  którym  równania:   r+2si+tf/l2=0 
i  R+2SZ-\-TZ1>-0,  mają,  przynajmniej,  jeden  wspólny  pierwiastek. 

W  tym  celu,  wyrugujmy  X1  z  obu  powyższych  równań,  a  otrzymamy: 

1  Rt—Tr 

2  sT-  tS' 

Wstawiwszy  tę  wartośó    w  którekolwiek  z  danych  równań,  otrzymamy 
szukany  warunek  w  postaci: 

(łR— rT)*~4(sT-iS)(rS-sR).  (19) 

Jeżeli  ten  warunek  spełniają  dane  funkcye  f(x,  y)  i   F(x,  y),  wówczas, 
otrzymamy : 

._/(*,  y)       r+2sA+a>        ł(A7+2TA+T)     <(*-*,)(*_  J,)      Itf-J,) 


&  więc  otrzymamy  wartośó  oznaczoną : 


F(x,y)~  R+ZSlA-Tk*-  T 

snaczoną : 

dy 


/(*,  y)     0       <         v         dy* 


gdy  zarazem  będzie:  4's— j^. 
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Warunek  ten  spełnia   się  jedynie  w  prsypadku,  gdy: 

JL_ -?-__?_  (20)  I 

E       8       T'  l     } 

t.  z.  gdy  wartości  równoimiennych  pochodnych  cząstkowych  drugiego  rzędij 
obu  danych  funkoyj  /(a?,  y)  i  l^a;,  y)  są  w  danem  miejscu  (x,  y)  do  siebie 
proporcyonalne ,  otrzymujemy  wtedy: 

m  fj*>  y)     0.     r_    ±     i_    u 
JP(a:,"y)~  O  =  -B  ~  8  "  T  "^ 
a  więc  wartość  oznaczoną  x. 

18.  Gdyby  wreszcie  w  przyj ę tern  miejscu  (x,  y)  sprowadzały  się  do  zera, 
nie  tylko  funkeye  /(as,  y),  F(x,  y),  lecz  także  wszystkie  ich  pochodne  cząst- 
kowe pierwszego  i  drugiego  rzędu,  natenczas,  należałoby  przejść  do  różniczek 
trzeciego  rzędu ,  a  szukana  wartość  staje  się  tylko  wówczas  oznaczoną,  skoro 
czynnik  X  da  się  z  licznika  i  mianownika  usunąć. 

Jeżeli  czynnik  X}  mogący  przybierać  rozmaite  wartości  nie  da  się  usunąć 
z  licznika  i  mianownika,  wówczas,  wartość  stosunku,  przedstawiającego  się 

w  postaci  nieoznaczonej  i$wm^-±^lmm  — ,  jest  w  istooie  nieoznaczoną. 

Czy  ta  nieoznaczoność  sięga  granic:  +oo  i  —  oo,  czy  też  dowolnych, 
innych  granic:  a  i  b,  można  w  każdym  poszczególnym  przypadku  ocenić, 
uważając  wartość  *,  jako  funkoyę  jednej  zmiennej  niezależnej  X  i  szukając 
wartości  największych  i  najmniejszych  tej  funkcyi,  która  otrzymuje,  jak 
powyżej  podano,  jedną  z  następujących  postaci: 

ff^  P+q*       m_    r+2sA+U*     .        , 
P+Ql  '  *~B+2SX+TP'     *'  a* 

w  których  spółczynniki  przedstawiają  wartości  pochodnych  cząstkowych 
funkoyj  f(x}  y)  i  F(x,  y)  w  danem  miejscu  (a,  y). 

U, Przykłady.  1)  Wyznaczyć  wartość  funkcyi:  s  =  ^'j^^lfi'  '   dla  *  =  1,  y=l. 

Rozwiązanie.  Mamy  tu: 

/—2**+*y  —  V,    JF,=  4as»  —  xy  —  8ył, 

df  6F  df  6F 

Y-  =  4tx  +  y}   ^=8a>-y,    ^  =  *-6y,  -^-^-Cy, 

dx  óx  91    dy  91    dy 

zatem: 

2g«  +  sy-3y*    /      __  0^      (4e+y)  +  (g--6y)X  y       _5-5X_5(l-X)  _  5 

*~    ^i-sy-Sy'/*^""  O  ~(8*-y)-(*+6y)x/*==i~~~7-7X~'7(l--X)  —  7  ' 

2s»  +  ay  — 3y»    ,  6^ 

a  Wię°:  4*ł-*y-8y»  /^l""  7' 

2)  Wyznaczyć  wartość  funkcyi: 

j==    2x*-Qzy  +  l 

x*  —  Bary +  4   /«=i" 
y=l 

Otrzymujemy  tu: 

(4x  — 3y)-arX    ,  1-3  X 

***(2*-6y)-B*x/«=l       —  8-BXł 
'  r=i 

zatem  wartość  zupełnie  nieoznaczoną  w  granicach  od  —co  do  +  co. 
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3)  Wjznacsyć  wartość  funkcyi ; 


■"-^,  dla*-0 


Mamy  ta: 

/=*»  +  y»,    *■- •-!/•*+ **+••. 


da  '     dx  \/xi+t,i  +  a*  '    dy         *'    dy  \/xi  +  t,i+ai   ' 

m,  dla  **=0,  y=0,  nietylko/=0  i  ^=0,  lecz  także: 

dar        '    d*        '    dy        7  dy 
Mamy  zatem  wyznaczyć  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu.  Otrzymujemy  tu: 

V      '  V         (-»+r>+«ł)ly» ' 

r  — 2,  «  =  0,  *  =  2,  5=-—,  5=0,  T=»— — . 

a  a 

2  +  2X»             2(1 +  *ł)     _.      2fl 
* j 1 —  — j =  -  2a, 

4)  Wyznaczyć  wartość  funkcyi : 


t 


*  =  - 

dla  a>  =  0,  y< 

=  0. 

tu: 

/=(*  +  y)*,  zatem 

:/,  =  0; 

F=*'  +  y', 

zatem:  .F0  =  0, 

^=2(*  +  y),      „ 

P=0; 

*         ^=0. 

J/=2(*  +  y),      n 

«  =  0; 

e=o. 

Musimy  więc  przystąpić  do  wyznaczania   pochodnych  cząstkowych  drugiego  rzędu, 
rzymujemy  tu: 

t  =  2,  zatem:  r  =  2;     — ^=2,  zatem:  jR  =  2, 

d/     -2  ,_2.     ^-0  5-0 

^r-2,        „        «-2,    d"^-0,      „  5-0, 

-^r=2»      «       *s=s2;    dy«— 2'     »         r==2' 
.więc  _2  +  4X  +  2X»      1+2X  +  A» 

*"~       2+2X*      =        1  +  X>       ' 

»yli,  z  powodu  dowolności  X,  wartość  nieoznaczoną.  Uważając  wartość  s,  jako  funkcyą  X, 
otrzymamy : 

&z_ __  gCU-jj        d»s  __ 4X(X>  — 8) 
dX  ~~"  (l-ł-X«)*    '     dX«~   (l+X*)»' 
zatem  dla  X  =  1 ,  2  max =2,  dla  X=— 1,  zmin=0.    Szukana    wartość  jest   nieoznaczoną 
»  granicach  od  0  do  2. 

la.  Całkowanie  funkeyj  dwu  zmiennych  niezależnych  za  pomocą  szeregów.  Rozwijanie 
Rnkcyj  dwu  zmiennych  niezależnych,  na  szeregi  potęgowe  umożliwia  także  bezpośrednio 
towini ecie  odnośnej  całki,  względnie ,  jej  przedstawienie  w  postaci  szeregu,  gdy  inne 
Podstawienie,  za  pomocą  znanych  funkeyj,  okazuje  się  niemożliwe. 
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i 

Jeżeli,  mianowicie,  dana  funkcja  /(x,  y)  da  się  rozwinąć  na  szereg  potęgowy  w  postj 

+  ..+  ^  +  *,*—« y  +  i,  *•-»  y»  +  ^ + L-i  *y—i  +  l»f  + ... 
natenczas,  otrzymujemy  całki  cząstkowe: 

+-+*££+*?+*^+~+^^^«"^+- 

J/(«,y)«fr=?(*)+/.-y+«vy+«i£+*„*,y+»i  ^+*i  J  +  «,*V+«.  * V' +  *» "s +r4 

a  całkę  podwójną : 

+  -.+ 4>  -^pr+^-ar  +  '>  ś>3i) +  -•+*-*  -«£-+'"  ,t+t+~ 

15*  Przykład*  Mając  n.  p.  daną  funkcyą:  s  = - ,  otrzymujemy  jej  całki  cząstkowi 

'  J      »y  y     J  as  y     JU    '       '  2!   '  8!   '        '     » !  /  , 

..  f  e*siny   ,        siny/,  ,      §    1  **  ,    1   *    ,  lx",       \   ,     ,  .  ! 

*> j^-sj***-?  ■  jfr-s+i;-ł;+-+(-fl-jiiTi5i+-)*i 

a  całkę  podwójną: 

«=^-'^-{'»8«+-^i'+-+i?+-};^*-o^+-+ii'+-+ 

+-+af^-)('-njf+-Vr+i)i£+i+-)-|-f(''>+ł('» 


ćwiczenia  XIX. 
Wykazać ,  że  niżej  podane  różniczki,  są  różniczkami  zupełnemi  i  wyznaczyć  ich  całki 

(y«-xj)/.  (yi-a**)*'*  ys(y,-*,),, 

4)d^= y-        dx* — —  —  dxdu  + - dv\ 

6)  j»3 ^ **'  +  fjr^[i+  dyl-  6)  rf^—^  +  B&^y  +  S&B^+dy^+y. 

7)  d4 z «=  sin  a;  siny  ,dxk—  4  cos  a:  cos  ydx*dy  -\-  6  ain  x  sin  y  dx*  dy*— 4  cos  xcob  y  dx  dy3  + 

+  sin*siny<V' 
Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia : 

8)(x  +  h)*(a  +  y  +  k)*  =  x*(a  +  yy  +  2x(a+y)n  +  3x>(a  +  yyk  +  (a+y)*V  + 

+  6x(a  +  y),^  +  3xVfl  +  y)*,+  3(a  +  y),^fc+6x(a  +  y)^'+xUs  +  8(«  +  y)*,t^ 

+  2*(a+y)*fc3  +  A'*! 

9)e*+y=l+*  +  y+^*'  +  *y  +  -2-ył  +  ^ 
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10)  ńa{*  +  9)  =  »  +  f-±*»— l.*V— g-f,--g-|r,  +  ~ 

11)  coB(«*  +  »,)=l--|-*»-aJ«y-  Ly*+il*«+-gT*V+-r*,y,+ 

+  -8-1*"  +4iy-" 

12)  log(l  +  *-jf)=«-y-i*»  +  *y-iy*+l*»-«V+*»,--|-»,  +  4-*ł+  ••• 

f  13)  *ictang(s— y)=«— y  —  _*»+**y  —  *y*+-^ y*+... 
H)  ««Bin(*  + y)-*  +  y +  1  <««+ i«V  + -|-«y»  +  i-y»+ .- 
«)  logi±J±|  =  2  (»  +  y+ i C.  +  y^  +  iCa, +  y )•+...). 

1?)  Wykazać,  że  funkcya :  z=x*—xy  +  y%—an—by,  ma  najmniejszą  wartość  w  miejscu 

a  +  2b  b  +  2a 

* 1T>' 8— 

18)  Wykazać,   że  fankoya  :  z  — a:*— 8 axy  +  y*,  ma  w  przypadka ,   gdy  a>0,  naj- 

wartość,  równą  —a1;  wartość  ta  jest  największą,  gdy  a<0. 
1S)  Wykazać,  że  fankoya:  *  =» »*+y4+ 205^*— 8a>-|-8y,  ma  minimum  =—12  w  miejscu : 
l,y=  — 1. 

20)  Wykazać,  że  funkcya:  *—?•+**—  8y»—  3*'+  18y>—  Sos  —  8y,  ma: 
1)  z  max  =8  +  4  \/2   w  miejscu:  *=il—  y/iT,  y  =  2, 

2)  zmin  — —  6— 4\/2   w  miejscach:  as  =  l  +  V/2,  y=»2±\/8, 
b  miejscach:   (*=1—  \/2,  y  =  2±Y/8),  (x«l+\/2,  y  =  2),    nie    posiada    ani    max. 
I  min. 

21)  Wykazać,  że  funkcya :  z  =a    ' — -^--,  ma  mazimum ,  gdy  —  =~- IXa> ' 

...               ,      x        y       l-Vl  +  a*+&* 
■mimum,  gdy  T«-T< jp^ . 

22)  Wykazać,  że  funkcya  z  —  '        "*  ,    ma  największą  wartość  w  miejscu: 

Y/i+a^  +  y* 
6  c 

28)  Wykazać ,    że  funkcya :   *  =  sin  x  +  sin  y  +  sin  (as  +  y),   ma   dla   as  =  y  =  60°  ma- 

r™     2 

24)  Wykazać,    że  funkcya:   *  =  cos  a  cos  *  +  sin  a  sin  *  cos  (y  —  p),  ma   wartość  naj- 
\  dla  *  =»  a,  y  =  p. 

25)  Wykazać,  że  funkcya:  flr=acosx  +  ft sina;cosy  +  csina;siny    ma   nieskończenie 
Ut  max  i  min=:  ±  Y/a*  +  &»  +  c*  . 

26)  Wykazać,  że  funkcya  z =*«y+at8in,r  nie  posiada  ani  maximum,  ani  minimum. 
Wyznaczyć  mazima  i  minima   następujących   funkcyj  dwu  zmiennych  niezależnych: 

27)  *=»*>+ y«— «y— 8y.    28)  *  =  **  +  y*+*y— &*— 4y  +  10. 
29)  z  =  asy  (a— ap— y).    80)  z=  x*  y J  (6—*— y).    81)  s  =  **+  y *  — 2ass  +  4a?y— 2y \ 

,       32)  *=*•  +  y*  -  *»  +  asy-y*.    88)  s  =         *'*£—.  84)  *  =*y  Y/a^^-a^^-^Jy1. 

86)  *  =  x*  y  (as*  +  2y*-a)l    86)  z  —  Y/(«-*)(«-y)(*  +  y-«). 
37)  *  =05*  +  y*  -  ox*y  —  aay>  +  6*  »J  +  6*  y *. 
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88)  *  =  *»  +  *y  +  y'+£-  +  ^-.    89)  *=(a*»  +  6y')e  . 

40)  Liczbę  a  podzielić  na  takie  trzy  dodąjniki  ,  aby  iloczyn  z  a. tej  potęgi  pierwszej 
(J-tej  potęgi  drugiego  i  y-tej  potęgi  trzeciego  dodaj nika  był  maiimum. 

41)  Kąt  a  podzielić  na  takie  trzy  kąty,  aby  iloczyn  sinusów  tych  kątów  był  z* 
ximum. 

xy      xz      yz 

42)  Liczbę  a  podzielić  na  takie  trzy  części  a?,  y,  z,  aby  wyrażenie  "<?  +  "o"  +  V»    "^5 

maximum ,  lub  minimum. 

43)  Dowieść,  że  pośród  trójkątów  o  danym  obwodzie,  trójkąt  równoboczny  ma  ru 
większą  powierzchnię. 

44)  Dowieść,  że  pośród  równoległościanów  prostokątnych,  w  których  suma  dług-os 

krawędzi  jest  jednakową,  równą  a,  sześcian  o  boku:  -^-  ma  największą  objętość. 
•  o 

45)  Wykazać,  że  między  równoległościanami  o  danej  objętości  P,  sześcian  o  boi 
równym   Y^F,  ma  najmniejszą  powierzchnię. 

46)  Wykazać,  że  między  ostrosłupami  trójściennymi  o  danej  objętości,  czworościa 
umiarowy,  ma  najmniejszą  powierzchnię. 

47)  Wykazać,  że  między  ostrosłupami  trójściennymi,  o  danej  podstawie  i  danej  w; 
sokości ,  ma  największą  powierzchnię  taki  ostrosłup ,  którego  ściany  są  do  podstaw 
jednakowo  nachylone. 

48)  Na  polu  trójkąta  wyznaczyć  punkt  *  tak,  aby  suma  kwadratów  jego  odległoś- 
od  wierzchołków  trójkąta  była  najmniejszą. 

49)  W  ostrosłupie  trójściennym  wyznaczyć  taki  punkt ,  aby  suma  kwadratów  jeg 
odległości  od  wierzchołków  ostrosłupa  była  najmniejszą. 

60)  Na  polu  trójkąta  (a,  6,  c)  wyznaczyć  taki  punkt  P,  aby  suma  kwadratów  jeg 
odległości  od  boków  trójkąta  była  najmniejszą. 

51)  Na  polu  trójkąta  ABC  wyznaczyć  taki  punkt  P,  aby  suma  jego  odległości  o 
wierzchołków  trójkąta  była  najmniejszą. 

52)  Na  polu  czworokąta  ABCD,  wyznaczyć  tak  punkt  P,  aby  suma  jego  odległość 
od  wierzchołków  czworokąta  była  najmniejszą. 

58)  W  kulę  o  średnicy  d  wpisać  równoległościan  prostokątny  o  największej  objętości 

54)  Na  polu  trójkąta  ABC  wyznaczyć  taki  punkt  P,  aby  równoległościan  prostokątny 
utworzony  z  odległości  tego  punktu  od  boków  trójkąta,  posiadał  największą  powierzchnia 

55)  Na  polu  trójkąta  ABC  wyznaczyć  taki  punkt  P,  aby  równoległościan  utworzon; 
z  odległości  tego  punktu  od  boków  trójkąta,  posiadał  największą  objętość. 

Wyznaczyć  wartości  następujących  funkcyj  dwu  zmiennych ,  niezależnych ,  przedsta 
wiająoe  się  w  postaci  symbolów  nieoznaczonych : 

<*>  *  =  "lZŹ,K>  dla   —\      57)  .,jgi-  +  l>  +  *»fr  +  *>,  to— 0 
'  te1—  Say-j-ty'  y  =  l.  *  +  V  y  =  0 

logfcr  — logay     ,,      x=o  "^  ang\  ~  ~x)    ,,    *  =  1 

4^-s=ą^        — i         g=vx>+^_fii,f'-"-i>'  dla  •-}. 
'        2o?ł  +  »y  —  y  ys=1  y  =  1 

a         x 

62}  *  =  {**-**)&"-**)  dift  *  =  ° 
'  (log  te—  logay)'  '         y=6° 

68)  . (~)M-(y-l>)'  ^  .-. 

P-vV+(*-«)'+(y-P)ł       y=P 
tn\=    (*-y)-*'(i-y)  +  yła-»)  4,.  *  =  i 

.  _ «"(*-  y)-»" (« -y)  +  y"  (  «  -  «)     ^  ■-«. 
65)z-  (*-yK^y)(«-*)  »  — 

^.„JTffl.— J    67)*=Ą+^-vdlaX  =  J- 
;  asł-ł-ył  '        y  =  0        '        *y(as  —  y)'         y  =  0 


y 
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Rozwiązania  XIX.  1)  g«-J— log**"*"** .  2)  *=-  i ..  .  *  M.  8)  *=-arcsin 

'  2  ab      °  ax—by       '  4    (a^-f-y')'     ' 

}z  =  Y/*»4-y».  5)«=log-^-.  6)  *  =  **+*.  7)  *=sin*siny.  8)/(*+*,  y  +  *).  9)-16) 
i  szeregu  Maclaurina.  17)— 26)  Patrz  art.  9.  27)  «min  =  —  8  dla  x=l,  y=2.  28)  Minimum 
Ba  j=2,  y  =  l.  29)  Max.  dla  a?«y=r^.   80)  Max.    dla  a:  =8,   y=»2.    81)  smin  =  —  8   dla 

x=-f-  V/2,  y  ==py/2,  smax     0,  dla  o?  =  y  =  0.  82)  smax  =  0,  dla  *=0,  y  =  0,  *min= 

1  19  l/*T  l/fT 

=  --  dla*  —  y  =  ±-,«min=-¥dla  a:-±  -^-,  y=nF   -2~.  88)  smin- («/7  aft)' 

•9fr9  b  a 

wmiejBcu:  x  =  */,a,  y=Vi&.    3*)  *max  = — ^=  dla  x  =  ±  ,  y  =*  ±  .  86)  max 

-!:&*=?/— ,  y=l/— •  ^  ™«-. dla  *«y=y,a.  97)  1)  *=0,  y=0,  *min—0;   2)  *=y= 

=  J(3a  +  ^90*- 366'),  smin  =  -  ł%Ma*+  %•  ••**— %  &ł  +  ,Ałi«(8»1-B2Ł>)łfc|i&)  *«y  = 

y q 

=  Vi(8«—  k  9«* — 826*)  ani  max.  ani  min.  88)  z  min.  dla  »=y«TyjF.  89)1)  x=y=Q9z  min. 

2)*=0,  y  =  ±l,  *max,  gdy  a<6,  S)  *—  ±1,  y=0,  «max,  gdy  a>6.  40)  »~     ■  !^.    t 

'=aTTO'  — — f-^fe-  «> Każda  «■* ró™  f  «)  £-ż-f  49) Środek 

ciężkości  ostrosłupa.  60)  PA  =  ql  *  *  gl  \/2&ł  +  2c<-^»,  PB=^  ^  1V/2a>-ł-2c»-6», 
?C=  g*  +^  .  C7  V/2ał+  26»-c».  61)  ^XPB==2(;j8PO'==^.crp^=1200-  62)  Prakt  przecięcia 

się  przekątni  AC  i  BD,   63)  Sześcian   o  boku    ~ — .  64)  Oznaczając  przez  a?,  y,  z,  odległości 

o 

tego  punktu  od  boków  a.  fc,  c,  trójkąta  o  powierzchni  A.  otrzymujemy :  tl  .,  , r  «.,  ,   , r^ 

ar  2A  2A  2A  2A 

=  V^+^)"2(ał+tg+ca)-(a»+  »»+,?  ">  »"»  y  =  86'  *  =  g?  Z  punktu  tego  wy- 
chodzą  do  wierzchołków  promienie ,  dzielące  powierzchnię  trójkąta  na  8  równe  części. 

«)  -4.  57)  1.  68)  -  -£.  59)  i-.  60)  y.  61)  1.  62)  -ase°.  63)  ~2o.  64)  3.  65)  (£)  **-*.    66) 

Wartość  nieoznaczona  w  granicach  od  —  -=-  do  -J--^-.  67)  wartość  nieoznaczona  w  grani- 
cach  od  —oo  do  +  oo. 


Literatura.  Dr.  Oskar  Schl&milch.  t)bungsbuch  zum  -Studium  der  h&heren  Ana- 
lysis.  £r8tes  Theil.  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung.  Łeipzig  1888.  J.  Todhunter. 
A  treatise  on  the  Differential  calculus  with  numerous  examples.  London  1886. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  największości  i  najmniejszości  funkcyj  dwu  zmiennych  niezależnych. 

2.  Zastosowanie  szeregu  Taylora  do    badania   obrazu   funkcyj    dwu  zmiennych   nie- 
należnych. 

3.  Wartości    graniczne    symbolów    nieoznaczonych ,     utworzonych     z    funkcyj    dwu 
zmiennych,  niezależnych. 


Wykład  XX. 

Różniczkowanie    i   całkowanie  funkcyj    wyraźnych 
ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych. 

1.  Pochodne  cząstkowe  i  różniczka  zupełna  funkcyi  n  zmiennych,  nie- 
zależnych. W  danej  funkcyi  n  zmiennych,  niezależnych:  e=*f(xtl  s,,...,  #»), 
możemy  zmienić  jedną  zmienną  niezależną  xt  o  Axv  niezmieniając  reszty 
zmiennych :  a?2,  a?3,  ...,  xn.  Tym  sposobem,  dochodzimy  do  stosunku  różniczko- 
wego: — ,  jako  granicy  stosunku  różnicowego,  w  postaci: 
óx^ 

Otrzymany  stosunek  różniczkowy  nazywamy  cząstkowym  stosun- 
kiem różniozkowym,  a  nową  funkcyą  ft(xi}  x1} ...,  xn) ,  ten  stosunek 
określającą,  nazywamy  pochodną  cząstkową  pierwszego  rzędu 
funkcyi  e  podług  zmiennej  xx. 

Funkcya  B*mf(xi9  a?2,...,  xn),  n  zmiennych  niezależnych, xi} xl} ...,  xn%  ma, 
według  tego,  n  pochodnych  cząstkowych  pierwszego  rzędu,  w  postaci: 

ds      dz  de 

dx^ '    dx2  ' '"'    dXn 

Tym  pochodnym  cząstkowym  odpowiada  analogicznie,  jak  przy  funkcyi 
dwu  zmiennych  niezależnych,  n  różniczek  cząstkowych  pierwszego  rzędu 
w  postaci: 

dx'*~-dkdXu    ^'^dk**2'-'  ^'"dk***' 
których  suma  podaje  zupełną  różniczkę  danej  funkcyi:  g=f(xi}  x2, ..., xn) 
w  postaci : 

óxi  ox2  ox% 

Eóżniczkę  zupełną  danej  funkcyi:  8=f{xu  xt1 ...,  #„),  n  zmiennych  nie- 
zależnych: xi}  a?2,...,  a?„,  możemy  otrzymać  bezpośrednio,  różniczkując  daną 
funkcyę  równocześnie  podług  wszystkich  n  zmiennych  niezależnych  i  po- 
rządkując otrzymane  wyniki  podług  różniczek  dxu  dx2} ...,  dxn)  poszczegól- 
nych zmiennych,  niezależnych.  Spółczynniki  przy  tych  różniczkach  przedsta- 
wiają tedy  pochodne  cząstkowe  danej  funkcyi,  ze  względu  na  odnośne 
zmienne. 
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2.  Przykład.  Dla  danej  funkcyi:  nea\/*a  +y,+  af*    trzech  zmiennych  niezależnych: 
r,  otrzymamy  różniczkę  zupełną  ,  w  postaci : 

.  1  2xdx+2ydy+2zdz      xdx+ydy  +  zdz 

ląd,  trzy  pochodne  cząstkowe: 

d* *  du  y  du  z 

*x~~  v/iM-y,+«1  '  ^y8"  Y/iH-y'  +  **  '  *•""  l/*M- y*  +  «* ' 
S»  Pochodne  1  różniezki  eząstkowe   wyższych  rzędów  danej  fankcyl  n 


lyeh   niezależnych.    Pochodne  cząstkowe: 


dz        dz 


dz 


,    danej 


d^'    Ab,1      ''    dZn1 
i:  g=zf(xi7  *,,.-,  x„),  n  zmiennych,  niezależnych :  $j,  s2,...,  «»  są,  w  ogól- 
ni, znowu  funkoyami  n  zmiennych,  niezależnych:  xu  a?a,...f  a?„,  mają  więc 
i  własne  pochodne  cząstkowe ,  które  nazywamy  poohodnemi  cząst- 
remi  drugiego  rzędu  danej  funkcyi  n  zmiennych  niezależnych. 
Jeżeli,  mianowicie,  daną  jest  funkoya :  z=f(xx,x2,...txn),  której  pochodne 
Dwe  pierwszego  rzędu  oznaczymy  kolejno  przez: 

Lnr^M^ii  *zf  •••!  **)>  dx^m'      iJ  X2}"'}  x*'}  ""  dlt^*'  xv%ti  x*)> 

i,  różniczkując  te  funkcye  cząstkowo  podług  poszczególnych  zmien- 
i  niezależnych :  xif  xtl ...,  £»,   otrzymamy    pochodne   cząstkowe    drugiego 


Podobnie,  jak  przy  funkoyaoh  dwu  zmiennych  niezależnych,  (art.  6—7. 
-287.),  można  także  tu  dowieść,  że: 
d*z  d2z 

aFte  ~  5TS" '  CEyli'  że:  ^,(*lł  a?2,",,  *")==^l(*i'  *»•  -»  ^      (3) 

ie  porządek  różniczkowania  danej  funkcyi  ilukolwiek  zmiennych,  nie- 
ch, ze  względu  na  te  zmienne,  jest  zupełnie  obojętny. 

Twierdzenie  to,  uogólnione  do  pochodnych  rzędu  wyższego  nad  drugi, 
iy  przedstawić  ogólnie  w  postaci: 

dxia*dz2a»...  dXn"*       dx2a>dxi"*...  dxnan      "•    a^A^Mr^,... 

Dina  funkcya :  e=*f(xv  sc,, ...,  a*)  o  »  zmiennych  niezależnych :  xux1% ...,  #* 
[wskutek  tego,   tylko   tyle   pochodnych   cząstkowych   r-go  rzędu,  ile  da 
rorzyć  połączeń  r-tej  klasy  z  powtórzeniem  z  n  elementów,  a  ilość  ta 
T.  I.  str.  826.),  jest  określona  wzorem : 

Istnieje  zatem  dla  danej  funkcyi  n  zmiennych,  niezależnych:  2]yg2Y...,  xn: 
■  i)— »  pochodnych   cząstkowych   pierwszego    rzędu:  /j,  fv  ...,  fn, 
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(n+l)n 


2 


,  drugiego  rzędu:  fU)  /iti  •••»  /»-i 


rn- 

/n+2\     (w+2)(«  +  ijn    A  ,       ,       r  ~ 

(     3    1=  -"i7278 >  trzeciego  rzędu:  fiiU  f112,...,  /.»., 

/n+3\       (n+3)(«  +  2)(«  +  l)n  .  ,       r        ,  - 

y   \    )=- 1    2.3   4 ,  czwartego  rzędu :  Ani»  A112, -»  A- 

Z  otrzymanej  pochodnej  cząstkowej:  (a1+a2  +  ...+afl)-go  rzędu: 

danej  funkcyi:  e^f(xtl  x2,...,  xu)  otrzymamy  odnośną  różniczkę  cząstkową 
(a1+al  +  — -ha»)-go  rzędu  tej  funkcyi,  jeżeli  otrzymaną  pochodne  cząstkową 
( at  +  a2  +  . . .  +  am)  •  go  rzędu  ,  pomnożymy  przez  odpowiednią  różniczkę 
(ai+a2  +  ...+am)-go  rzędu,  w  postaci: 

4,  Przykład.  Funkcya:  u^zz+8xyz—  lwy1— **,  trzech  zmiennych  niezależnych  »,  y,r 
ma  8  pochodne  cząstkowe  pierwszego  rzędu: 

^  =  3ys-6y--8*',  ^=8a*-10*y,  ^:=a**+3*y, 
(    2    )  ==  (2))  czyli  6  pochodnych  cząstkowych,  drugiego  rzędu : 

=  -10*,  T-r-e., 


£"     &_10y,  ^J— a.,  ^.-to, 


f    T    jssfoj,  czyli  10  pochodnych  cząstkowych  trzeciego  rzędu: 


dx>  '    dy»  '    dz*  '    d*ldy  '  dx*dz 

d*u  d*u  d*u  d3w  d*w  Q    .        , 


(tedy*  'ted**         '    dydz*         łdyłdis         '    dxdydz 

którym  odpowiada  tyleż  różniczek  cząstkowych  odnośnego  rzędu. 

5.  Różniczki  zupełne  wyższych  rzędów  danej  funkcyi  n  zmlennyel 
niezależnych.  Z  różniczki  zupełnej  pierwszego  rzędu  danej  funkcyi 
s=f(xx,  x2, ...,  X*),  kształtu: 

d0  «  JL dx<  +  —  da,  +  .. .  +  -**- dxn ,  (7) 

otrzymamy,  na  podstawie  prawideł  różniczkowania,  jak  przy  funkcyi  dwu 
zmiennych,  niezależnych  (art.  9.  str.  287.  i  288.),  różniczkę  zupełną 
drugiego  rzędu,  a  następnie,  kolejne  różniczki  zupełne  wyż- 
szych rzędów,  uważając,  przytem  różniczki  dxt,  dx21 ...,  dxn}  zmiennych, 
niezależnych:  xi7  a?2,...,  xn,  jako  wielkości  stałe,  a  więc,  kładąc: 

d(dxx)=d*Xi=0,  d*x2=0, ...,  d*xn=0, 
ogólnie:  drxi  =drxt=>...=* drzn=0,  dla  r>l. 

Tym  sposobem,  otrzymamy,  najpierw  t.  z.  drugą  różniczkę  zu- 
pełną, w  postaci: 


(8) 
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*-'^)-^+*(^)-**+-+*(rJ-*» 

skąd ,  ze  względu  na  to  ,  że : 

,/d*\       d2z  ,      ,      d2*      ,      ,       ,       d2e     _ 
ydtfj/      dx\      l      dxxdx2      2  dxidxH 

Vds2  /      dxj  dr2      *     ds22      2  Ar2  dz«        ' 

,/ds\  d2*    .,      ,      d2*     ,     ,       t  d2*  , 

dl —  U=  - — - —  (fc  +  - — - — dx„  +  ...  +  -— idxn, 
\ćXn)  .    d^ds*      *     dx2dxn      2  &c«2       ' 

otrzymujemy  ją  w  postaci  rozwiniętej  : 
dh=f^-dx\+^dx\+...Ą-~dx2n+2    *'f    dx.dx2  +  ...+2  ,  d*f    dxidxn+... 

+  -  +  2,  d**      dxn^dxHi  (9) 

czyli,  w  postaci  symbolicznej  : 

*tAk*+k*+--+*d***'T''         (10). 

Różniczka  zupełna  drugiej  różniczki  zupełnej  d2z  danej  funkcyi  z  daje 
trzecią  różniczką  zupełną  d*z ,  w  postaci  symbolicznej: 

(d  d  d  \(3) 

-^4--^+...+  -^]    *,  (11) 

na  podstawie  której  otrzymamy  ogólnie  r-tą  różniczkę  zupełną  w  po- 
staci symbolicznej  : 

*'-(&*+£*+~+£i*T'-         (12) 

Z  tej  postaci  otrzymamy,  na  podstawie  prawidła  o  potęgach  wielo- 
mianu (Patrz  T.  I.  art.  9.,  str.  329.),   odnośny    wzór,    w  postaci  rozwiniętej  : 

*"  -JL  Ą  «££»>**''  -**      (18) 

gdzie  znak  sumowy  rozciąga  się  na  wszystkie  przypadki ,  w  których  wy- 
kładniki a,  (J, ...,  v,  przedstawiające  rzędy  pochodnych  cząstkowych,  wzglę- 
dnie potęgi  różniczek  zmiennych,  niezależnych,  wybrane  są  z  pośród  liczb  : 
0,1,  2,...,  n  tak,  że  suma:  a+/?+...+v=r. 

Powyższa  suma  zawiera  w  rozwinięciu:  [  ]  wyrazów,  t.j.  tyle,  ile 

pochodnych  cząstkowych  r-go  rzędu  posiada  funkcya  n  zmiennych,  nie- 
zależnych. 

6.  Że  wzór  powyższy  jest  ogólnie  prawdziwy  dla  każdego  r,  możemy 
dowieść  na  podstawie  indukcyjnego  wnioskowania  z  r  na  r+1. 

Przyjąwszy,  bowiem,  prawdziwość  tego  wzoru  dla  pewnego  r,  której,  dla 
'=2  wprost  dowiedliśmy,  otrzymujemy  z  (13)  wzór  na  (r-4-l)-szą  różniczkę 
zupełną  w  postaci: 

-Tiy—S  L     «+i,     a      ,     vdzS+idx2C..dxn"  + 
Dr.  DiiwińjkL  Wykł.  matem.  I.  Tom  n.  2l 
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Zastępując  teras  dT+*§  przez  d^+S  moiemy  powyższy  wzór  przedstawi- 
symbolicznie  w  postaci: 

czyli: 

skąd  otrzymuje  się  ostatecznie  wzór: 

zgodny  z  wzorem  przyjętym  dla  drz,   co  dowodzi,   że  przyjęty  wzór,  praw- 
dziwy dla  r=2 ,  jest  też  ogólnie  prawdziwy. 

7.  Wyznaczywszy  dla  danej  funkcyi  n  zmiennych,  niezależnych,  wszyst- 
kie pochodne  cząstkowe  r-go  rzędu,  otrzymujemy,  na  podstawie  wzoru  (13), 
różniczkę  zupełną  r-go  rzędu  tejże  funkcyi. 

Znalazłszy  natomiast  bezpośrednio,  za  pomocą  prawideł  różniczkowania, 
r-tą  różniczkę  zupełną  danej  funkcyi:  2=f(xv  x2,  ...,s«),  w  postaci: 

**-     2      ^.w*si-*^  •.•**'.  (U) 

otrzymujemy  wfunkcyach  Aapt..v  wszystkie  pochodne  cząstkowe  w-go  rzędu, 
opatrzone  odpowiednimi  spółozynnikami.  Mianowicie,  będzie : 

a         =_±1 ?1 ,  (16) 

-*•'-•"  a\pi...v\   dxx"dxJ...dxS  ' 

skąd  otrzymujemy  poszczególne  pochodne  cząstkowe  r-go  rzędu  danej  funkcyi, 

w  postaci: 

dr0  =        a\pl...v\        m  ,  16j 

dxi°dx1P...dxn*   ""  (a+p  +  ...+v)l        ę"" 

8.  Przykład.  Dla  funkcyi:  «=*H-3*yar— 6*y*—  x\  trzech  zmiennych,  niezależnych: 
«,  y,  2r,  otrzymujemy,  na  podstawie  wzoru  (18),  z  uwzględnieniem  pochodnych  cząstkowych, 
w  art.  4.  wyznaczonych,  pierwszą  różniczkę  zupełną  w  postaci: 

Af_(fyv— fiy*_  Sx*)dx+  (Sa*-10»y)*y  +  (8*>+  8*y)<fe, 
drugą  różniczkę  zupełną  w  postaci: 

d*u  =  —  Gx .  <*»*— 10  x.  dy*  +  6* .  <fe»  +  2(8*— 10  y)  d*<*y  +  6*  .<iy  <k  +  6y*r<kr, 
wreszcie  trzecią  różniczkę  zupełną  w  postaci: 

dht  ~  -  6dx*  +  Sdz* -- $0 dxdy*  + 18  dxdydz, 
a  w  końcu:  czwartą   różniczkę  zupełną:   d*v*=*0. 

Nawzajem,  otrzymujemy  z  pierwszej  różniczki  zupełnej  funkcyi: 

u  =  z% + 8*y*  —  Bay*  —  «3 , 
otrzymanej  wprost,  za  pomocą  metody   różniczkowania   danej   funkcyi  podług  wszystkich 
zmiennych,  w  postaci: 

rfi#a-(8y*-5ył-8aja)<te+(3*«-10a^)rfy  +  (8*1  +  8a?y)ife, 
pochodne  cząstkowe  pierwszego  rzędu: 

-g-  =  8yr-By»-8a:«,    -^  =  3**  -  10*y,    -^-r=8*«  +  8*y. 
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Z  drogiej  różniczki  zupełnej,  otrzymanej  w  postaci: 

d*u  =  —  6xdx*—  10»<*yJ  +  6s<k*  +  (6s  —  2Qy)dxdy+Gxdydz  +  Gydxdz, 

otrzymujemy  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu: 

d*u  .         d*i#  in         dł«       .  d*«       _  1A  d1*       0  d«i#       _ 

-—=.  —  6*,    --,  =  —  10*,   — i  =  6«,    .    -  =  3s  —  lOy,       -     =»8*f  =3y. 

di*  '    dy1  da?1  óxdy  *    óydz  dzóx         * 

Z  trzeciej  różniczki  zupełnej  w  postaci: 

d*u  =  —  Gdx'+Gdz*— Wtedy* +  18dxdydz, 

otrzymujemy  znowu  pochodne  cząstkowe  trzeciego  rzędu: 

d*u  „      d*u      _        d'i#  ł/v         ds*         0     .  A    _ 

d*5  '     ds*         '    dxdy*  '    óxdydz 

9.  Własności  pochodnych  cząstkowych  fankcyj  Jednorodnych  o  llukolwlek 
imiennych,  niezależnych.  Funkcyę  n  zmiennych,  niezależnych :  q>(xi1x2,...,xn) 
nazywamy  funkcyą  jednorodną  tw-go  stopnia,  jeżeli  składa  się  z  wy* 
razów,  z  których  każdy  jest  stopnia  m-go,  jak  n.  p.  funkcya  jednorodna, 
całkowita,  kształtu: 

9 (xi i  x*>  —i  *»)  ■■       ^i       Aaę„vxxaxJ ... ***. 
«+/?+...+ *=* 
Dla  tej  fnnkcyi  jednorodnej  utrzymuje  się  widocznie  tożsamość: 

q>(txi,tz2,...,txn)=ty(xux21...Jxn),  (17) 

która  służy  ogólnie  do  określenia  funkcyj  jednorodnych. 
Połóżmy : 

natenczas,  możemy  powyższą  tożsamość  napisać  w  postaci: 

Uważajmy  w  tym  wzorze  zmienne  xi}x2}  ...,£«  chwilowo  za  stałe,  a  tylko 
I,  jako  jedyną  zmienną,  niezależną,  i  wyznaczmy  obustronnie  r-tą  różniczkę 
zupełną,  natenczas  otrzymujemy: 


(5*+3*+-+ £*■)"- 


=  m  (w— 1)  (ro— 2)...(w— r+ 1)  tm~r c>  («, , s2, ..., a?J  cftr , 
&  ie,  wobec  założeń  powyższych,  dul  =  xidt,  du2  =  x2dt1  ...,  duą*=xndt,  przeto, 
opuszczając  w  otrzymanym  powyżej  wzorze  wspólny  czynnik  dtr}   otrzymu- 
jemy wzór: 

(dq>  dtp  dtp  \ (r) 

3i^+32^+...+3«-^M  ==tn(m—l)...(m--r+l)1»-r<p(xi,x2,...f  *„). 

Połóżmy  teraz   w  tym   wzorze:  t«=l ,  natenczas   zmienne  a1?  iij,  ...,  uą 

sprowadzają  się  do  zmiennych:  x1}  x2,  ...,  xn,  a  pochodne:       -,  ^-,  ...,   ^- 

do  pochodny  eh :   ^-,  — --,  ...,   ^-.     Wzór  powyższy  sprowadza   się,    wobec 
tego,  do  postaci: 

Pto  +^^+--+fl?^)=,w(m--1)-Cm— r+lJ.^CaRi.Ą,. ..,«>),        (18) 
z  której,  dla  r=l,  otrzymujemy  wzór  szczególny  (wzór  Eulera): 

a?1^+«2^+...+^^=m.c>(a;1,*2,  ...,*„).  (19) 

Wzory  (18)  i  (19)  wypowiadają  własności,  dotyczące  pochodnych  cząst- 
kowych wszelkich  funkcyj  jednorodnych  o  ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych. 
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Dadzą  się  one  wysłowić,  jak  następuje: 

Jeżeli  w  pierwszej  zupełnej  różniczce  jakiejkolwiek  funkcyi  jednorodnej  zastą- 
pimy różniczki:  dxi9  dx21 ...,  dxH  przez  zmienne:  żi,  x2, ...,  xn,  to  otrzymamy  funkcye 
samą,  pomnożoną  przez  jej  stopień  m ,  jeżeli  zaś  uczynimy  to  samo  w  r-tej  rółniczct 
zupełnej,  natenczas  otrzymamy  w  wyniku  daną  funkcye,  pomnożoną  przez  iloczyn: 
m(m— l)../m— r+1) 

10.  Przykłady.  1)  Dla  funkcyi:  u=    ^_     »  która  jest  funkcyą  ułamkową  jednorodną, 

x  —j~  z 

stopnia   pierwszego    trzech  zmiennych  x,  y,  z)  otrzymamy  różniczkę  zupełną : 

_  yz        ,     ,    X1  +  xz  xy 

a  zastępując  w  niej  różniczki:  dz,  dy,  dz  przez  zmienne:  ar,  y,  zy  otrzymujemy,  według  wzoru 

Eulera:    a?-- — ł-y-r — Vz~ —  —  mu,  z  powodu  m  =  l,  tożsamość: 

Ar  dy  dz  1       r 

yz  x*+xz  xy         __     xy 

(x  +  z)*  *+ (*  +  *)*  V  ~~(x  +  z)*  *~*+V 

2)  Dla  funkcyi:  u  =  xy2xy  -\-  y*,  która  jest  funkcyą  algebraiczną,  niewymierną, 
a  zarazem  jednorodną  stopnia  drugiego,  dwu  zmiennych,  otrzymujemy  drugą 
różniczkę  zupełną: 

a  zastępując  w  niej  różniczki  dx,  dy  przez  zmienne  ar,  y  otrzymujemy  według  wzoru: 

•  du    ,  _       d*w    ,     ,d2u 

z  powodu  tw  =  2  tożsamość: 

(2xy  +  y>)%a!   +  (2*y  +  y')3/»         *y        (2*y  +  y')*/, y        **V*Jf-t-|r 

ay-Ll/aj1— y1 

3)  Dla  funkcyi:   w  =  log — ! —  ,  która  jest  funkcyą  przestępną  dwu  zmiennych 

*  —  Vx*— y* 

x  i  y,  a  przytem   funkcyą  jednorodną   zerowego  stopnia,   otrzymujemy  z  ró. 

2  y  dx  —  2  x  <2y 
wnania  różniczki  zupełnej:  du  =  —    ,  z  powodu  w  =  0,  tożsamość: 

4Vra:2 — yJ 

<H*     ,       dt#  2x  2x  _ 

AB U  fi  =  == =  O. 

dx  ^*  dy        y/*'— yi        y^-y5 

11.  Jednorodne  formy  algebraiczne.  Szczególny  przypadek  funkcyj 
jednorodnych  zmiennych,  niezależnych:  xu  x2,  ...,  xn  stanowią  funkcye  jedno- 
rodne, algebraiczne,  wymierne,  całkowite.  Funkcye  takie  przedstawiają  się 
w  postaci:  u^2ACh^,^vxxax2^.... xnv , 

gdzie  a+j9-r-...+v=w,  i  nazywają  się  zwykle  formami  algebraicznemi 
n  zmiennych   w- go   stopnia. 

"W  szczególności,  nazywają  się  formy  algebraiczne,  w  których  n*=l, 
a  więc,  formy,  kształtu:  u-~aixx+a2x2  +  ...+anxn,  formami  liniowemi; 
formy  algebraiczne,  w  których  m~-=2}  a  więc  formy,  kształtu: 

«=c11x1Ha22a;2s+.Mła^a;nH2o1^1a;2  +  2a13it1«3  +  ...  +  2a»_iłA-i^ 
formami    kwadratowemi.    Z  form  algebraicznych  wyższych  stopni  na- 
zywają  się   zwykle    formy   algebraiczne   trzeciego  stopnia  (m=»3)  formami 
sześciennemi  (kubicznemi),  a  formy  czwartego  stopnia  (i»=4),  formami 
dwukwadratowemi   (bikwadratowemi). 

Z  formy  liniowej:  t*  =  a1a?1  +a2x2  +  ...  +  amxn  otrzymamy  ogólną  formę 
algebraiczną  m- go  stopnia,  jeżeli   w  najprostszej   formie   algebraicznej  ro-go 
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stopnia ,  przedstawiającej  się  w  postaci  rozwiniętej  m  tej  potęgi  dowolnej 
formy  liniowej,  t.j.  w  postaci:  «iss(a1»1+o,«,  +  ...-|a,»ł)ffl>  poszczególne  wy- 
razy rozwinięcia  opatrzymy  dowolnymi  spółczynnikami.  Ogólna  forma  alge- 
braiczna  m-go   stopnia    ma   zatem   tyle   wyrazów,  ile  ich  jest  w  rozwiniętej 

j  wyrazów. 

W  szczególności,  ogólna  forma   liniowa  n   zmiennych   ma   n  wyrazów, 

kwadratowa  ma  (    9    )  i  sześcienna  (    o     li  dwnkwadratowa  (     .    J  wyrazów. 

Formy  algebraiczne  dowolnego  stopnia  otrzymują  wreszcie  osobne  nazwy, 
stosownie  do  ilości  zmiennych.  "W  szczególności,  formy  algebraiczne  o  dwu 
zmiennych  (n«2),  jak  u—ax-\~byy  um=(az+by)m,  nazywają  się  formami  dwój- 
kowe mi,  formy  algebraiczne  o  trzech  zmiennych  (n— 3),  jak  u=ax+by+c0, 
f=(ax+by+cz)m,  formami  trójkowemi,  formy  algebraiczne  o  czterech 
zmiennych,  jak:  u^axx^  +OjX2  +a3a?3+a4a:4,  um"(aixi  Ą-a2x%Ą-azx2  +akxk)mi  f  °  r" 

mami   ozwórkowemi,  ,  formy  algebraiczne  o  n  zmiennych,  jak: 

u=*aixi+*Łz2+...+anxn,  um=(a1xA+a2x%  +  ...+aHxn)m 
formami    n-jednostkowemi. 

Badanie  własności  form  algebraicznych  stanowi  osobną  gałęź  algebry 
wyższej,   zwaną   teoryą   form. 

Na  oznaczanie  form  różnego  rodzaju  używa  się  niekiedy,  za  przykładem 
Cayley'a,  znakowania  skróconego,  które  polega  na  tern,  że  ujmuje  się  w  nawias 
najpierw  wszystkie  spółczynniki  formy,  kolejno  po  sobie  następujące,  a  podzie- 
lone przez  odnośne  liczebne  spółczynniki  dwumianowe,  względnie  wielomianowe, 
a  następnie,  dołącza  się  w  nowy  nawias  ujęte  wielkości  zmienne  tej  formy, 
pisząc  u  góry  tego  nawiasu  stopień  tej  formy  i  sprowadzając  kreski  sąsiednie 
nawiasu  do  krzyżowania.  Według  tego  znakowania  pisze  się  więc  n.  p.  formę 
dwójkową,  sześcienną:  ax*+3bz*y+3cxy2Ą-dyz  w  postaci:  (a,6,c, dX*,y)3. 

W  przypadkach,  gdy  bliższe  określenie  spółczynników  jest  zbyteczne, 
ogranicza  się  to  znakowanie  tylko  do  zestawienia  zmiennych  formy,  ozna- 
czając n.  p.  formę  dwójkową  n-go  stopnia  symbolem:  (x,y)n.  Przy  badaniu 
form  o  pewnej  ilości  zmiennych,  używa  się  niekiedy  znakowania  skróconego* 
▼prowadzonego  przez  Aronholda,  w  postaci  symboli:  axm,  gdzie  a  przypomina 
spółczynniki,  z  zmienne,  a  tn  stopień  formy. 

Bardziej  odpowiedniem  i  coraz  bardziej  używanem  jest  jednak  znako- 
wanie form,  oparte  na  układzie  wskaźników,  według  którego,  dla  oznaczania 
zmiennych  używa  się  wyłącznie  litery  x,  a  na  oznaczanie  spółczynników 
litery  a,  dołączając  do  tych  liter  odpowiednie  wskaźniki. 

12.  Uwaga.  Różniczki  zupełne  funkcyi:  s=/(*i,*j,.-ia:»)  są  algebraicznemi  formami 
ze  względu  na  różniczki  dxiy  dx^, ...,  dxHJ  a  mianowicie  pierwsza  różniczka  zupełna  dz  jest 
ze  względu  na  różniczki  formą  liniową  o  spółczynnikach ,  które  są  pierw  szemi  pochodnemi 
cząstkowemi  danej  funkcyi ,  druga  różniczka  d*z  jest  formą  kwadratową  ze  względu 
ca  te  różniczki  o  spółczynnikach ,  które  są  drugiemi  pochodnemi  cząstkowemi ,  pomnożo- 
nemi  przez  odpowiednie  spółczynniki  wielomianowe,  trzecia  różniczka  zupełna  jest  formą 
sześcienną;  ogólnie  m-ta  różniczka  zupełna  jest  formą  algebraiczną  m-go  stopnia  ze  względu 
oa  różniczki  dxt7  da^, .,.,  dxn  o  spółczynnikach  które  są  pochodnemi  cząstkowemi  m-go  rzędu 
danej  funkcyi,  pomnożonemi  przez  odpowiednie  spółczynniki  wielomianowe,  i  przedstawia 
M  ogólnie  w  postaci: 

dmu  =        *N?  * !  dmf      —  dxx«.  dx^ eto" 

^i         a!8!...v!    óxxadx^^ ...  dxn»       ł         ł  *' 
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13.  Całki  cząstkowe  danej  funkcyi  n  zmiennych,  niezależny  eh.  Uważając 

daną  funkcyę:  f(zu  £2,...,  xn)}  jako  pochodną  cząstkową  innej  niewiadomej 
funkcyi  z1  ze  względu  na  jedną  z  tych  zmiennych,  a  więc,  kładąc  n.  p. 

^^T^/l^il   X21"1   x*'> 

znajdziemy  funkcyę  pierwotną : 

jeżeli  daną  funkcyę:  f(xu  sc2,..,  x„)  kolejno  r-razy  ze  względu  na  zmienną  xt 
scałkujemy ;  otrzymujemy  tedy  szukaną  funkcyę,  analogicznie  do  wzoru  (20) 
str.  290.,  w  ogólnej  postaci: 

ff-ff(*U  *2,<;  *n)dxir=F(Zl,X%}...,Xn)  +  ViXi'-*  +  tp2.Z^  (20) 

gdzie  F(xv  sc2,...,  xn)  jest  najprostszą  funkoyą  n  zmiennych,  niezależnych, 
otrzymaną  z  funkcyi  f(xX}  £2,...,  xn\  na  podstawie  r- krotnego  całkowania 
cząstkowego,  ze  względu  na  zmienną  xi}  a  spółczynniki  #,,  ^2?— j  Wr ,  są 
dowolnemi  funkcyami  pozostałych  zmiennych:  xXJ  x2, ...,  x,_i,  x,+1 ,  ...,  xn. 

14.  Całki  wielokrotne.  Uważając  daną  funkcyę:  f(xux21...)xu)1  jako  po- 
chodną cząstkową  niewiadomej  funkcyi  s  ze  względu  na  wszystkie  zmienne 
xu  £2,...,  xn)  a  więc,  kładąc: 

znajdziemy  funkcyę  pierwotną: 

jeżeli  daną  funkcyę :  /"(Sj,  x2,...,  a;*)  scałkujemy  kolejno  podług  każdej  ze  zmien- 
nych xu  «j,...,  #„. 

Całkowanie  kolejne  funkcyi:  f(xi1x21  ...,xn),  wielu  zmiennych,  niezależnych 
według  każdej  z  tych  zmiennych,  nazywamy  całkowaniem  wielokrot- 
ne m,  a  całki,  kształtu:  ff...ff(xux2,...,Xu)dxi...dxH,  nazywamy  całkami 
wielokrotnemi. 

Porządek  całkowania,  obojętny  przy  funkcyach  dwu  zmiennych,  nieza- 
leżnych (por.  art.  13.  str.  290.  i  nast.),  jest  tern  samem  obojętny  także  przy 
ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych. 

Chcąc  otrzymać  najogólniejszą  postać  całki  n- krotnej,  kształtu : 
ff..-ff(xuXv  ...,  xn)  dxxdx1.„dxn}  należy  do  otrzymanego  wyniku:  F(xi,x2,...Jxm), 
dołączyć  jeszcze  sumę  n  dowolnych  funkcyj:  Ou  ^j»—,  #*,  gdzie  0t  zawiera 
wszystkie  zmienne ,  prócz  zmiennej  x{. 

Jest  tedy  najogólniej : 

//-/A*!!-!  xn)dxidx2...dXn=F(xux2}..nxm)+0i(x%,  xz...xn)  + 

+  0%(XU  XZ}  ...  Xn)  +  ...  +  0n  (Xu  X%}  ...,  *,_i),  (21) 

.  dnF(xu  x~,  ...,xH)      „, 

skoro :  —    v  i>    21     >^a^    x         xy 

15.  Przykład.  Wyznaczyć  całkę  potrójną,  kształtu: 

Sxyz 


H& 


-|t-  dx  dy  dz. 


Całkując  daną  funkcyę,    najpierw  podług  x,  i  uważaj ąo  pozostałe  zmienne  za  stałe, 
otrzymujemy: 
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,_____*,_  8*.  J(j,,+  fl  +  I^%  («»+y»+  .*)*/.' 

Oalkqjae  dalej  otrzymana,  nową  funkcyę  podług  smiennej  y,  otrzymujemy: 

)$(*H»'+«ł),&  **~~J(*,+yM-*•),'•  dy==+  (•'+»*+«,>*  ' 

njąc  ostatni  wynik  podług  *,  otrzymujemy : 

8xakana  całka  potrójna  przedstawia  się  zatem  w  najogólniejszej  postaci : 

1C  Całkowanie  różniczek  zupełnych  pierwszego  rzędu  o  n  zmiennych, 
lyeh.  Bózniozka  zupełna   danej   funkcyi :  e=f(xi,  xit...,  xn)   przed- 
się,  jak  wiadomo,  w  postaoi: 

_       da  ,     ,    de   .      ,       ,     d*   . 


dx< 


dX- 


&c« 


Dowolnie  2  n  zmiennych  a?lf  «,, ...,  **,  utworzone  wyrażenie  różniczkowe, 

łtu: 

JIĄ  <£r,  4-Af,^ + ... +JK",,  (Lr,, 

lie  zatem  tylko  wówczas  zupełną  różniczką ,  jeżeli  istnieje  taka  funkoya 

) *  zmiennych :  xi7  a?2,...,  xn}  że  będzie: 


jf,. 


a* 


,  JKjs 


de 
dx. 


TU  * 


W  takim  razie,  musiałyby  się  spełniać  relaoye: 
dł*    ^  aM,         dMt^     d*t    ^dMn         dJf—i 

a*,  dxj     a»j '  "*'  a*,     a*t  dxn     dxt ' '"'    a?» 


dU 


ar^-t' 


(22) 


jrch  otrzymujemy:  11  warunków,  kształtu: 

d-Sf<     dJtfjk     »  =1, 2, ...,  n , 
<te*      ÓXi  '   %«1,  2, ...,  n , 
którymi  wyrażenie  różniczkowe  będzie   zupełną  różniczką  pewnej  nie- 

ej  funkcyi  n  zmiennych,  niezależnych:  xu  x2} ....  s«. 
Warunki   powyższe   nazywamy    też    warunkami  całkowalnośoi, 

funkoyę  z  nazywamy  całką  danej  różniczki  zupełnej* 
Pod  tymi  warunkami,  piszemy: 

€b=*Midxi+M2dx%  +  ...+Mndxni 
całkę,  oznaczamy  w  postaci: 

0~f(M1tei+M2dx%+...+Mndxn).  (23) 

17.  Mając  ją  wyznaczyć,  weźmy  pod  uwagę,  że  różniczka  Midxi  jest  jej 
kową  różniczką,  ze  względu  na  #lt  możemy,  zatem,  położyó: 

M^fMiixi+Cu 

te  stała  całkowania  Ct  ma  być  niezależną  tylko  od  xu  może  być  jednak 
cyą  pozostały  oh  (»— 1)  zmiennych,  niezależnych:  x2y...1xn. 
Połóżmy:  Ct=q>i(x1,...Jxn),  a  więc: 


lenczas,  na  wyznaczenie  funkcyi  yn  otrzymujemy  z  warunku: 
Imanie: 


d* 


—  JH,, 
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z  którego  dostajemy: 


J  dr,      ^  dxt        *' 


a  więc :  ęx  =  U  Jf2—  j-^ł  d^  I  dxt  +  C„ 

gdzie  C2  może  być  funkcya,  pozostałych  (w — 2)  zmiennych:  x3,. 
Połóżmy  Ci"(pi(x3, ..., ar,),  a  więc: 

^(flfj,  ...,*„)=  U -fl/2-  J-^  dxx  I  da:2 +y,(a:j, ...,  ar,), 

natenczas,  otrzymujemy  szukaną  całkę,  w  postaci: 


dr2  +  c>20r3i  •••>*»), 


w  której  4P2(*3t "•>£»)  wyznaczymy  znowu   z   warunku:    - — ==^3. 

ox$ 

Postępując  dalej  w  ten  sposób,  dojdziemy  w  końcu  do  funkcyi  c>„_  1  (xn), 

dz 
do  wyznaczenia  której    posłuży   warunek:    - — =Mn. 

óxn 

18.  Całkowanie  różniczek  zupełnych  ilukolwiek  zmiennych,  możemy 
więc  wykonaó  w  sposób  następujący: 

Całkujemy  jedną  z  różniczek  cząstkowych,  n.  p.:  Mxdzu  cząstkowo  ze 
względu  na  odnośną  zmienną  xi}  a  zamiast  stałej  dołączamy  do  wyniku 
funkcyę  zmiennej  x2l  uważając  pozostałe  zmienne,  jako  stałe.  Funkcyę  tą 
wyznaczamy  następnie  na  tej  zasadzie ,  że  pochodna  cząstkowa  otrzymanego 
wyniku  względem  x2  winna  byó  spółczynnikiem  Jf2,  przyczem  dołączamy 
znowu,  zamiast  stałej,  funkcyę  zmiennej  xzi  i  postępujemy  tak  dalej,  aż  doj- 
dziemy do  spółczynnika  Af„,  który  ma  byó  równy  pochodnej  cząstkowej 
ostatecznie  otrzymanego  wyniku  względem  xn. 

7i  odnośnego  porównania  znajdziemy  ostatnią  dołączoną  funkcyę,  jako 
funkcyę  wyłącznie  zmiennej  xn ,  poczem  dołączamy  do  wyniku  dowolną  stałą  C 
i  otrzymujemy  ostatecznie  całkę  ogólną  danej  różniczki  zupełnej. 

Z  postępowania  tego  wynika  wprost  następująca,  skrócona,  metoda  cał- 
kowania różniczek  zupełnych. 

Całkujemy  różniczkę:  M^dxu  podług  xu  a  do  wyniku  dołączamy  naj- 
pierw całkę  tych  wyrazów  z  różniczki  M2dx2,  które  nie  zawierają  zmiennej  x, , 
następnie  całkę  z  tych  wyrazów  różniczki  MzdxZ}  które  nie  zawierają  zmien- 
nych xx  i  ar2,  ogólnie  całkę  tych  wyrazów  różniczki  Mrdxr,  które  nie  zawie- 
rają zmiennych  xi}  x21  ...,  xr.i,  a  w  końcu,  dołączamy  całkę  tych  wyrazów 
różniczki  Mndxnj  które  nie  zawierają  zmiennych:  xu  x2,  ...,  jc*-i,  czyli  za- 
wierają wyłącznie  zmienną  xni  i  dodajemy  stałą  dowolną  C.  Otrzymana  w  ten 
sposób  suma  będzie  całką  ogólną  danej  różniczki  zupełnej  o  n  zmiennych, 
niezależnych :  xx ,  x2, ...,  xn. 

19.  Przykłady.  1)  "Wyznaczyć  całkę  różniczki  zupełnej  o  ezterech  zmiennych,  kształtu: 

dz  =  (2si4"*»s  +  2xjar4— x2)  dxx  -\-2xix2dxt  —  xldx3Ą-xl*dxi. 
Ażeby  się  przekonać,  czy  dana  różniczka  jest  różniczką  zupełną,  mamy  tu: 
Mi=2xi+x%*  +  2xlxi—xt1    Ml=2xix2}    Ms=~xl,    Mi^=xtiy 
skąd  otrzymujemy : 
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*•  te;-3**'  air=2x,>  fc7=0-  -dir=0' 

Az*       to,       '""•    teg-ftt, x«    "^"-"^"      '**" 

*r,  ***  te,  °*    '     (to,  ""  Ar,  '     d*,         <te, 

Mamy  więc  tu  spełnionych  ( 2)  >  czyU  6  warunków  całkowalności,  które  dowodzą ,  że 

m  różniczka  jest  w  istocie  różniczką  zupełną  pewnej  funkcyi  czterech  zmiennych,  nie- 
tfuych. 

Mając  wyznaczyć  tą  funkcyę,  połóżmy: 

*  — J(2«i+ <*,'  +  2as,*4— x,)  Ar,  +  ?,(x,) , 

ttnymamy : 

De,  na  wyznaczenie  ?tl  otrzymamy  z  warunku:  - — =M%y  równanie:  %xlx1Ą~-^-=2xlxti 

ł  Os* 

którego  dostajemy:    aŻt=0i  *  więc:  fi-aCj^cifo),   a  zatem: 


z=-*i*  +  *iV+*i1*4  —  *i*3  +  ?j(*i)- 
ankn:  — —  =  M 
08) 


Z  warunku:  -j—  =  M9  dostajemy  dalej  równanie:  — -Xt+  ~r^  —  —  *\  >    z    którego  Wy- 
WPf,  OJTj 


-  =  0,    ©,=  C8  =  <p,(a?4),    zatem:    z  =  *ta  + aiV  +  *i5*4  -  *i*3+ ?j(*4)- 
;    Na  wyznaczenie  fjfo)  otrzymujemy  wreszcie  z  warunku:  - —  =  ^4,  równanie: 

oórego  otrzymujemy :  -^-  —  0 ,  a  więc :  <p3(x4)  —  C. 

Szukaną  całką  ogólną  będzie  więc  funkcya>: 

*  =  V  +  *i*,ł  +  Xjax4  —  rr,a^+  C. 
[     Do  tego  wyniku  dochodzimy  wprost  metodą  skróconą ,  na  podstawie  wzoru : 

z— f(2xt  +  *,J-ł-2ar,a?4  — aJaJd^j+C, 

ki  w  różniczce:  MidX}=2xlxidxi  nie  ma   wyrazów  bez  x{,   w  różniczce   M3dxz=  —  xldx3, 
•  ma  wyrazów  bez  a;,  i  xa,  a  w  różniczce  Mkdxk*=*xl*dxi ,  nie  ma  wyrazów  bez  arn  arał  ar3. 

Jest  tedy  wprost:    «  =  apt a  +  ^^ a H" ^t * ^4  —  x\xz  +  & 

2)   Wyznaczyć  całkę  ogólną  różniczki: 

4*  =  (**+*%  +  **)  **l  + (*%  +  **+ *l)<^  +  fa^ 

Mamy  tu  spełnione  warunki  całkowalności,  ponieważ: 

fai        dxx  '      dxz         dxx  ~~     '     ,,",     dxk         dxz  ' 

Możemy  zatem  położyć: 

z  =§(**+ xi+xi)dxl-\-?u    czyli:     z^a^  +  ajjajj  +  a^+Si, 

i  wyznaczenie  ©j  otrzymujemy  warunek:   xl+— —  sssXi+xi-\-xu   z  którego  dostajemy: 

=  *i+*4»    »tem:   9i^xix2+ a**4+  ^ ,   a  więc:  z=*1aj,+*1aj8+a:1x4+x,^+iria:4+?,. 
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Kładąc :  — —  =  *4 -|-  xt + «a ,  otrzymuj emy  równanie :   xx  4-  xt  -\-  -^  =xiĄ-xl-\-xtJ  z  kto* 
0X3  0x3 

rego  dostajemy:    — ^  =  *4,  zatem  ?j=*3*4+?i,    a  więc: 

Z  warunku:     —  =  *t-r*a+si,  otrzymujemy,  w  końcu: 

0«B| 

*t  +  *t  +  ^  +  -^ss=s*i  +  *i  +  **f    czyli:    -^==0, 

a  więc:  oj=»  C,  pędzie  C  jest  już  stałą  dowolną.  Ostatecznie,  otrzymujemy,  zatem,  szukaną 
całkę  ogólną  danej  różniczki  zupełnej,  w  postaci: 

*  — «i»i  +  *i*i  +  ^^  4-a5!^  +  «i*4  +  ***4  +  & 
Postępując  metodą  skróconą,  otrzymujemy  wprost: 

*  —  Jfo  +  **  +  *♦) **i  +  j (*i  +*ł)*P|+  J *4  **i  +  Ci  ! 

zatem ,  jak  powyżej  : 

*  —  *i*i  +  *1*J  +  «1*4  +  *i*i  +  *1*4+  ***4+& 

20.  Całkowanie  różniczek  zupełnych  o  trzech  zmiennych,  niezależnych. 

Warunki  calkowalności  wyrażeń  różniczkowych  pierwszego  rzędu  o  trzech 
zmiennych  #,  y,  z,  kształtu:  Pdx+Qdy+Rd0j  wynikają  z  rozważań  art.  16., 
względnie  z  warunków: 

du  du  du 

w  postaci: 

dy  "  dx  '      de  "  dy  '      dx        de'  {     ' 

Pod  tymi  warunkami,  możemy  położyć: 

du=*Pdx+Qdy+Rdet  (26) 

a  otrzymamy : 

u-$Pdx+<p(y), 

a  żer     ^dx+d-^-Q,   a  więc:    <fa)  -^  [^-^  <&]#+*(*), 

przeto,  otrzymujemy: 

X  Pdx  +C  [<j-{ ■*?- dxj  dy+W). 


u 


Z  warunku  ~- B,   mamy: 

OZ 


czyli: 


zatem : 


$£*+$[2-:-$S*]*+^-. 
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iec,  otrzymujemy  ostatecznie  całkę  ogólną: 

postaci  wzoru: 

(26) 
,    Otrzymany   wzór  wykazuje  bezpośrednio,  że  do  całki:    C-PtZr,  należy 
ftsyć  całkę  podług  y,  z  tych  wyrazów  spółczynnika  Q,  które  nie  zawie- 
I  zmiennej  x,    a   następnie  całkę   podług  jer,   z   tych   wyrazów  spółczyn- 
B,  które  zawierają  wyłącznie  zmienną  z  bez  zmiennych  x  i  y. 

tU  Przykłady.   1)  Wyznaczyć  całkę ,  kształtu : 

Mamy  tu:       P=  — ^— ,      0  —  — ?— ,     g  =  ,   **    .  ,      zatem: 

dP  =     1     =  dg        dg  g  dg       ^^„„^.„.^^ 

dy^o  —  z       dx  '      dr  "(a  —  ar)5  ~~  dy  '      d*  ""  (a-ar)'  ~~  dar  ' 
p,  pod  znakiem  całkowania ,  różniczkę  zupełną. 

Ponieważ  w  spółczynniku :  Q=* ,  niema  wyrazów   bez  zmiennej   a?,   a  w   społ- 
u—ar 

mflra:  i?=      >  a  ,  nie  ma  wyrazów  bez  *  i  y,  a  przy  tern: 

•J  Ja— ar       a  —  * 

iło,  otrzymujemy  podaną  całkę  wprost  w  postaci :  u  «■ 


a  —  z 
2)  Zbadać  całkowalność  różniczki :  du  =  (y  +  z)  dx  +  (*  +  ar)  dy  +  (a?  +  y)  aa;  i  wyzna- 
i  jej  całkę  ogólną. 

Mamy  tu: 

p         ,  ^  li,  .  dP       ,        dC       dC       t       di?       di?       t        dP 

i  różniczka  jest  więc  różniczką  zupełną. 
Jej  całka  przedstawia  się  w  postaci : 

*=J  (y  +*)<**  +  J  *«>  — *y  +  *»  +  y*  +  C,    czyli:    u  =  xy  -f- y a:  +  ara?  =  C. 

22.  Warunki  całkowalnośel  różniczek  wyższych  rzędów  o  ilukolwlek 
fennyeh.  Chcąc  zbadaó,  czy  dana  różniczka  r-go  rzędu  zmiennych,  nieza- 
iych:  xi3  x7J  ...,  #„,  przedstawiająca  się  w  postaci: 

2       J^afpt...1vdxiadx^...dxnv 

;  różniczką  zupełną,  należałoby  ją  porównać  z  wzorem  na  różniczkę  zu- 
lą  r-go  rzędu  dowolnej  funkoyi  n  zmiennych,  niezależnych,  przedstawia- 
ni się  w  postaci : 

2r!  d«-HM--+»$ 

— rz\ r  *    ~  *    * — * — z-  dxAadxJ ... dxnv. 
«+^+...+.=r   a!0!...*!    dzx*teS...dxn*       1       2 

Porównywaj ąc  odnośne  spółczynniki,  otrzymujemy  relacye,  kształtu: 

r! ą»ł*f~+»xr 


-  332  - 

l 

które  musiałyby  się  spełnić,  przy  pewnej  niewiadomej  funkcyi  *,  dla   wszel< 
kich  wartości  a,  j9,  ...,  u,  czyniących  zadość  warunkowi:  a+/?4- ...+f=*r.  ! 

Przyjmijmy  dwie  grupy  liczb  tego  rodzaju:  a,  j8,  ...,  v  i  an  0t>  ..  ,  \\ 
tak,  że  a+(i+...-\-v=r,  jakoteż  at  +(ll  +.  .  +  vx—r}  natenczas,  otrzymamy  dwie 
relacye  następujące: 

■jr  r» *^_ 

a"  ft *'      ^ !  ft ! ...  v, !  dst  ««  te/1 ...  te.'.  ' 

z  których  wynikają  dwie  następujące  relacye: 

drMa,0 ,        =         r! d^ 

driaidx1k...dxSt  ~~  a!0!...v!     te1B+^^+A.«dj^,p+l'« 


dxiadx2P...dxnv  ~  ax\px\...vx\    **!«+«■  dx2P+P*...dxHv+pt  ' 
a  stąd,  szukane  warunki  całkowalności  danej  różniczki  w  postaci: 
Ma,? v        .      *rJk,.ft v, r!_ 


(27) 


te4 «■  te/» ...  ds,*!  "   te, « te/ ...  te,'         a !/?!...  v !   '  a, !  ft ! ...  *t !  f 
które  musiałyby  się  spełnić  dla  wszelkich  połączeń  liczb  0, 1,  2,  ...,  n  o  sumie 
równej  r,  których  ilość  określa  się,  jak  wiadomo,  symbolem: 


(n  +  r— 1\  _  (n+r— l)(iH-r— 2)...n 
V       r      /""  1.2...r 


ćwiczenia    XX. 

1)  Wykazać,  że  między  różniczkami  trzech  boków  o,  6,  c  i  kąta  y  dowolnego  trój- 
kąta płaskiego  zachodzi  związek:  dc  =  cos  $  da  Ą- cos  *db -\- a  sin  fidy  i  objaśnić  go  geo- 
metrycznie. 

2)  Wykazać ,  że  między  różniczkami  trzech  boków  a,  b,  c  i  kąta  C  dowolnego  trójkąta 
sferycznego  zachodzi  związek:  dc  =  cos  B  da  -f-  cos  A db  +  sin  a  sin  B  dC  i  objaśnić  go  geo- 
metrycznie. 

8)  Wykazać,  że  między  różniczkami  dwu  boków  a,  b  i  dwu  kątów  przeciwległych 
«,  P  dowolnego  trójkąta  płaskiego  zachodzi  związek : 

<?a  (ź3  <*6    .       da. 

+ 


a        tang  p        6        tang  a' 
4)   Wykazać,   że  między  różniczkami  dwu  boków  a,  b  i  dwu  kątów  .4,  2*,  dowolnego 
trójkąta  sferycznego  zachodzi  związek: 

da  dB     _     db  dA 


tanga       tang£      tang  b      tang ^4 

Dane  są  trzy  wielkości,  wyznaczające  trójkąt  płaski  o  bokach  o,  i,  c  i  kątach  a,  3,  y: 
obrachować  trzy  pozostało  i  wyznaczyć  wpływ,  jaki  nieskończenie  mała  zmiana  jednej, 
dwu,  lub  wszystkich  trzech  wielkości  danych,  wywiera  na  wielkości  obrachowane.  W  szcze 
gólności,  rozwiązać  dotyczące  zagadnienia  w  przypadkach ,  gdy  dane  są : 
5)  a,  a,  3,  6)  o,  6,  y,  7)  a,  6,  «,  8)  a,  6,  c. 
Analogiczne  zagadnienia  rozwiązać  dla  trójkąta  sferycznego  o  bokach  a,  b,  c  i  kątach 
<4,  B,  C  w  przypadkach ,  gdy  dane  są : 

9)    a,  6,  c,         10)    a,  6,  C,        11)     a,  ft,  A,        12)     A,  J5,  c, 
13)    vi,  £,  a,        14)     At  B,  a 
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I  £  danych  trzech  wielkości,  odpowiadających  różnym  przypadkom  rozwiązania  A  trój* 
h  pła&kiego ,  obra  chować  różniczkę  zupełną  <?A  powierzchni  trójkąta  w  poszczególnych 
ppadkach,  tudzież  wyznaczyć  pochodne  cząstkowe: 

di       dA       di  dA       dA       dA 

da  '   "£"'    7-Tł        lt>}      da  '     d6  »     e>y  ' 

tfA_       tó        M  J^_      ^_      _^ 

17)      ~d»  f   W  '     tfi  '  J      da1     db  '     dc  ' 

Wyznaczyć  zupełne  różniczki  pierwszego  rzędu  i  pochodne  cząstkowe  następujących 

19>  *^i^i'     *>  •-■ ^^     2i)  «=(*  +  y)'(y  +  *), 

22)    na^apy  +  ^  +  re,         20)    u  »n  \/V*  +  yl  +zJ  +  arc  tang 1-  ^- , 

y 

)   *  =  sin(*  +  y)gina?-|~coe(a?  +  y)eos*ł         25)    w  =  sin  ox  -f-  sin  by  +  arc  tang  — . 
Wyznaczyć  obok  podane  różniczki  Bgpeltje  wyższych  rzędów  dla  funkcyj: 
»    «  =  «ey  — y*,    *V  = (a*  —  ^)dV  —  2<tyJ  +  2aay  efa  +  ayaa>, 

v*  -r-y  +*  »    **  (**  +  y,  +  *ł),/i 

28)    H  —  «*a+*jr+cł  f    d*«  =  ****** + pi  (<wte  +  5ay  +  ea*)»  , 

m    ■  =  log  <«t +  **+«),    rf-ii^i^^^^^ite  +  Wjf +  «&)••, 

30)    ii  =  log  fr*.  **.£*), 

d4« 
SI)    Jeżeli  u  =i¥  -f  *»yV  -f  *VV|   wykazać,  że:        ,  =  6g*yzł-f-8y;g. 

32)  Jeżeli  *=^]og(*3-f  y*  +  z3  —  Siyr),   wykazać,  że: 

*x  +   dy  +  <to  "«"  +  y+*ł      fe*""1"   dy1   +   dzJ  (*  +  y  +  z)ł  ' 

33)  Jeżeli  r  =*  A&*y*ł  +  Sz0y0'+ ,.,  gdzie  a  +  a'  =  p  +  0'  =  ...  =  »,  a  więc  «  jest  funk- 
,  jednorodną  ze  względu  na  zmienne  x  i  y,  wykazać,  że: 

Sprawdzić  wzory,  w  ów,  83.  podane,  dla  następujących  funkcyj  : 


36)    z^^a^+y1;  37)    z  =  arc  sin  V^ 


-y 


*  +  y 

38)    Wykazać,  że  funkeya  jednorodna  n-go  stopnia,  kształtu: 
radzi,  przy  jakichkolwiek  funkeyach  <p  i  ł,  do  równania  różniczkowego,  cząstkowego: 


dz    ,       dz 
d*       *  óy 


Wyprowadzić  ohok  podane  równania  różniczkowe,  cząstkowe  następujących  funkcyj: 
1  dz  dz 
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41)  *  =  *?(*  +  y)+ył(*  +  y);    -£-2^  +  ^=0. 

48)  « = ł,(»«-jrł) . ? .(y'-*1) . *»(*'-*') ;    *»-£■+»-£■+■*■£■ -a 

Wykazać,  że: 


(1+ Śrfefc  -  arc  tan*  7f#?7  +  *w + "W" 


«>  Iii 

4B>  III-(5^r *** = T  i&  +  e'(y'*>  +  *(x- *>  +  *<"• y) 

46)  III(1  +  8l^+*V^,)«,,»''«fe.««y«fe=««»,'  +  ft(y,*)+łi(«t*)  +  ?i(*,y). 

47>  IIII^^V^^^&ł  =  ^V&  +  ?,(af,,ai'*ł)+ł,(*,'*,'*ł)+ 

+  f»(*i.  «i»  *0  +  f»(«i  i  *i»*s)- 
Wykazać,  że  niżej   podane  różniczki   są   różniczkami   zopełuemi  i   wyznaczyć  ich 
całki  ogólne. 

48)  *,_.£* +  **-!-_!»*_ 


o  —  z      o  —  z*   (a  —  z)1 ' 

49)  «fa=-«fa--rfy+   y  .     «fe- 

50)  rf«a=2(a?  +  y)(y  +  2r)d*+(a?  +  y)(x  +  8y  +  2r)<ly  +  (a;+y)«Ar. 

51)  a«  — (y+*)d*+(*  +  *)dy4-(a:+y)cfe. 

52)  ^=  *<**  +  y<*y+*<**     ,    zdx-xdz 

58)   dw  =  sin  {%  +  y  —  z)  [dz  —  Ac  —  dy], 

54)   a«  =  acosaa;.a*  +  [*  cos fty  +  ^^]  dy -- ^p tfe. 

Rozwiązania  XX.  1)  Wypływa  z  wzoru:  $*=»*  +  &*  —  2a&cos  y,  z  uwzględnieniem 
znanych  relacyj  z  trygonometryi  płaskiej.  2)  z  wzoru:  cos  c  =  cos  a  cos  b  +  sina  sin  6  cos  <7, 
z  uwzględnieniem  znanych  relacyj  z  trygonometryi  sferycznej.  8)  Wynika  z  -wzoru: 
a  sin  p  -a  6  sin  o.  4)  Wynika  z  wzoru  :  sin  a  sin  JB  =  sin  b  sin  4.  5)— 8)  Cztery  przypadki  roz- 
wiązania trójkątów  płaskich.  9—14)  Sześć*  przypadków  rozwiązania  trójkątów  sferycznych 
Patrz  T.  I.  str.  18.  16)— 18)  Patrz  T.  I.  str.  28.  19)— 80)  Na  dwa  sposoby.  Patrz  art.  7.  str. 
822.  81)— 88)  Funkcye  jednorodne,  Patrz  art.  9.,  10.  89)— 48)  Za  pomocą  różniczkowania 
cząstkowego  i  rugowania  funkcyj  dowolnych.    48—54)  Patrz  Gw.  19—26. 


Literatura.  J.  Bertrand  Traite  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral.  Paris  1864, 
Edouard  Goursat.  Gours  d'analyse  mathematique  Tom  Ł  Paris  1902.  Adolf  Są- 
gajło.  Wykład  zupełny  algebry.  Część  druga:  Algebra  wyższa.  Paryż  1874. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  zupełnych  różniczek  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych  i  metody 
ich  całkowania. 

2.  Teorya  funkcyj  jednorodnych  ilukolwiek  zmiennych. 
8.  Całki  wielokrotne  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych. 


Wykład  XXI. 

Rozwijanie  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych  na  szeregi 
i  odncśne  zastosowania. 

1.    Wzór  Taylora  dla  funkcyj   Ilukolwiek   zmiennych,  niezależnych. 

Wzór  Taylora  da  się,  podobnie,  jak  dla  funkcyj  dwu  zmiennych,  niezależnych 
rozszerzyć  do  ilukolwiek  zmiennych,  niezależnych. 

Niech  będzie  daną  funkcya:  f(xi}x21...,xn),  n  zmiennych,  niezależnych: 
'ił^it  ■••!  *«•  Przyjmijmy  pewne  miejsce  (xi}x%} ...,  xn),  w  którem  funkcya  ma 
wartość:  *—f(xi%x%i:.,xn)}  a  w  jego  otoczeniu  drugie  miejsce  (xx  +htt,  xt+h2t} 
».,xn+hmf)y  uważając  t,  jako  jedyną  zmienną,  niezależną,  natenczas  możemy 
odpowiednią  wartość  funkcyi  w  tern  miejscu  sąsiedniem  uważać,  jako  funkcyę 
wyłącznie  jednej  zmiennej  niezależnej  ź,  pisząc: 

f(xi  +  hit}x2  +V>  •••>  *«+MH ?W- 

Na  podstawie  wzoru  Maclaurina,  mamy: 

*»-*(P)+vw>+^  w 

gdzie,  między  innemi :  jB»«7 — r-^r-.  qtn+i\6t) ,  przyczem  O<0<1. 

(n+1)! 

Celem  obliczenia  wartości :  <p\0),  g>"(0),  ...,  y(w)(0), ...,  otrzymujemy  z  okre- 
ślenia: c<0—  f(xi+hlt}x2+h7łJ...,xH+hnt)1  kładąc: 

u1=xi+hit9  u2=x2+h%t,  ...,  Un=>xn+hnl,   a  więc: 

y(0=/(««i,«2,. ..,«•.); 

najpierw  pierwszą  pochodną  funkcyi   <p(t),  w  postaci: 
drugą  pochodną,  w  postaci: 

czyli»  w  postaci  symbolicznej : 

ogólnie,  w  tą  pochodną  w  postaci  symbolicznej : 

(d  d  d  \W 
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skąd   otrzymujemy    wartości   funkcyi   q>(t)   i  jej    pochodnych  w  miejscu  t=t 
w  postaci: 

ogólnie : 

,W(o)-(*1£+»,A+...+l.jLy;! 

Wstawiwszy  te  wartości  we  wzór  (1)  i  kładąc  <=-l,  otrzymujemy  wzór 

+n[^+»*5i+-+*-iP+-+iń[*-5i+,'śi+-+*'KP+*'  ! 

(2)  i 
który  jest  właśnie  wzorem  Taylora  dla  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych,  nie- 
zależnych. 

2.  "Wzór  ten  przedstawia  wartość  funkcyi  w-zmiennych,  niezależnych  w  pe- 
wnem  miejscu:  xi+hu  x2  +  h2,  ...,  xn+hn}  gdy  znaną  jest  wartość  tej  funkcyi 
w  pewnem  miejscu:  xu  a^,  ...,  xn ,  i  wartość  wszystkich  jej  pochodnych 
cząstkowych  w  tern  miejscu,  aż  do  n-go  rzędu  włącznie,  przyczem  reszta: 

gdzie  0<C#<[li  zależna  od  wartości  pochodnych  cząstkowych  («  +  l)-go  rzędu 
w  pewnem  miejscu  pośredniem:  xi  +  6hi1  x2  +  &ht,  ,..,  xu+Shn}  może,  w  przy- 
padku, gdy  te  wartości  są  skończone,  stać  się  ze  wzrostem  n  mniejszą  od 
wszelkiej  liczby,  dowolnie  małej. 

Kładąc:  /,(*i+*i,a^+»3|l  ...,x%+K)=Z ,  zaś:  f(xux2}...,xn)«=  *,  i  uwzglę- 
dniając nieskończenie  małe  przyrosty:  hi}  h%,  ...,  A,,   możemy  położyć: 

(*»4+*»  ii+-+h"^{Xv^  -***-**  • 

a  sprowadzimy  tym  sposobem  wzór  (2)  do  postaci: 

„       .  dz  ,  d2z  t  d*z  ,       ,  frz  ,  _  ,oN 

^-»+-T+ar+8r+-+-ir+*-  (3) 

Kładąc:  Z— z*=Az,  otrzymamy  stąd  wzór: 

a       i   .  <**#  ,  <*8*  ,       .  dnz  .  ^  /ylv 

^-*+-2T+8T+~.+-r+Ą.,  W 

wykazujący  zależność  przyrostu  ii?   funkcyi  z  ilukolwiek  zmiennych,   nieza- 
leżnych od  jej  różniczek  zupełnych. 

3.  Szeregi  Taylora  1  Maclaurlna  dla  funkcyj  Ilukolwiek  zmiennych, 
niezależnych.  Zastępując  we  wzorze  (2)  wartości:  xi+hi,  x%+ht1  ...,  *»+*■! 
przez  xux1%Wf xH1  przytem  xt,x2,...,xn  przez  at,a2,  ...,a»,  a  zatem  hi^h11...1hm 
przez  xt — a,,  «j— a,, ...,  xn— a„,  dalej,  oznaczając  wartości  pochodnych  cząstko- 
wych funkcyi:  f(xiJx2i  ...,«„)  w  miejscu:  a^  a^  ...,  o„,  dla  krótkości,  przez: 

(dź):  \JxJj  "'  k/a1  •'•» 


* 


—  337  - 

i  przyjmując  za  Umi?,=0,  otrzymujemy  szereg  Taylora  dla  funkcyj  ilukol- 
wiek  zmiennych,  w  postaci: 

+^(%n{*-*>'($)+-+*-^(4j.+ 

+2i''— '><^->'(^-)+-+2"---'»(*--«-)(5i£yj  +•••  <b» 

&  więc,    w  postaci  szeregu ,  uporządkowanego  według   potęg  różnic :  xt  —  at , 
ij— <*j,  ...,  «„— o,,  kształtu: 

/"(*!,  Xj, ...,  0?,,)=-^  4--410r1  —  a1)+-42(a?j—  aa)+...  +  4»(a?w— a»)  + 
+Aii(z1—ai)2+Ati(x2-a2)*+...+Ann(zn-an)*+2Ai2fa 
+  ...+2An-itn(xn-i—an-i)(Zu—an)+..., 
gdzie  spóiczynniki  -4,  przedstawiają   kolejne  wartości   funkcyi   i  jej  pocho- 
dnych cząstkowych  w  przyj ę tern  miejscu:  (fl^o,,  ...,  a*). 

Kładąc  we  wzorze  (5):   e^  =tf2 =...=<*„«=(),  otrzymujemy  szereg  Maclau- 
rina  w  postaci: 

t.  j.  w  postaci  szeregu,  uporządkowanego  według  potęg  zmiennych,  niezale- 
łnych  xu  z2, ...,  xn ,  kształtu : 

+2a12s1a:,+...+2all_i,JlaJI_i#łl-ł-..., 
gdzie  spółczynniki  a  przedstawiają  wartości  funkcyi  i  jej  pochodnych  cząst- 
kowych w  miejscu:  (0,0,...,0). 

L  Przykłady.   1)  Funkcyę:  u=*x*  —  y*  +  z\  rozwinąć,  według  potęg:  (*—  1),  (y— 2), 
M).   Mamy  tu: 

"te-2*'    -^- ~2y'    "ST-80'    ■SS"21  V  '    d*'~    ' 

das  dy      dy  da:      das  dz         ' 
a  w  miejscu:  *  =  1 ,  y=2;  ar  =  8  ,  dostajemy: 

«-l-4  +  t-.,    ©-..    (P— 4,    ©-•.    ...... 

*  zatem,  na  podstawie  szeregu  Taylora,  otrzymujemy  rozwinięcie: 

ii  =  6  +  2(»-l)-4(y-2)  +  6(^8)  +  ~[2(x-l)'-2(y-2)«  +  2(^~3)»], 
czyli: 

«=  6  +  2(*-l)  - 4(y-2)  +  6(2-3)  +  (*-l)«-  (y-2)'  +  (s-S)', 
które  nazywamy  rozwinięciem  danej  funkcyi:  w  =  a5a — ytm\"z\  w  otoczeniu  miejsca: 

*=1,    y  =  2,    *«8. 
2)  Funkcyę:  /(x,y,s)s=e*siny  +  ef  coss,  rozwinąć  na  szereg  potęgowy.    Mamy  tu: 

/(*,y,s)  =  a*siny  +  eycosa?,    -p=««siny,    -^-  =  e*oosy  +  eyco8s,    -^-=  — srain*,    » 
Dr.  Driwiński.  Wjkł.  matem.  I.  Tom  II.  22 
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ay       ay       ,      ay         ay 

j^.- e»Biny,  ^ e«smy  +  ercos*,  ^-  =  -ercos*,  ^  =  ^cc8y, 

ay  „   ay         ay    .    ay        ,      ay 

— 4-  =  0,    t— ^-=— ersina?,    T-y  =  «*siny,    rr18"  -«*cosy  -fercos*,    -  j=ersinrf 
&xdz         '    dydz  '     da:'  *      dy*  *  '    dz*  ' 

ay  ay  .  ay      .       ay      .       ay 

av  ay 

t-/y  =»— er  cos  « ,    -r- /-r—O,    i  t.  d.,  a  stąd: 

/.-■  <».-••  (!).-'•  O.--  ©.-•  O!).-1'  (3).— >• 
G&-.  (S).--  <g).-»-  ©.-••  (©.-•  <©.-•  G£).-1' 

tsy.r°-  <b&).--  ta).--  (#).-•  (^o.---  <=&).-•"*• 

Na  podstawie  wzoru  Maclaurina,  otrzymujemy  zatem  rozwinięcie: 

sy*  ^_  y**1  _2yB  , 
1!8!      2!2I       B!  "*"•"' 

które  nazywamy  rozwinięciem  danej  funkoyi:  e*  sin  y  +  e*  cos  z ,  w  otoczeniu  miejsca: 

x  =  0,    y  =  0,    *«0. 

5.    Maxima  i  minima    funkcyj  ilakolwlek  zmienny  eh,  niezależnych. 

Funkcya  *=f(xux2, ..., xn)  posiada  w  pewnem  przyjętem  miejscu:  (xu «,, ...,  xn) 
maximum,  względnie  minimum,  jeżeli  w  otoczeniu  miejsca  przyjętego,  więc 
w  miejscach  sąsiednich:  xi+hu  xi+h1,  ...,  xn+Kj  przy  dostatecznie  małych 
przyrostach:  hi}  A,, ...,  K,  wartości  tej  funkcyi,  w  postaci: 

f(Xt  +  hv  «j  +  kt1  ...,  Xn  +  *»)  , 

są  stale  mniejsze,  względnie,  stale  większe  od  wartości:  f(xi}xil  ...,«•),  w  przy- 
jęte m  miejscu:  xu  x%} ...,  £»,  bez  względu  na  znaki  przyrostów:  (A^Aj,  ...,  A«X 
Musi  być,  zatem: 

/"(*i  +  *i ł  *j  +  **>  •••>  *■+*»)  </>i  7  *i>  •••>*•) »  Przy  maximum , 
A*i  +  *i )  *j  +  A2 , «.,  xn+ K)  >  f{xx  i  «j » •••>  *•)  i  Przy  minimum , 

czyli,  różnica: 

/(*i  +  *t >  *2  +  *r  -i  *«+*»)  —f(*u  ^i  •••*  *») >   niusi  być  stałego  znaku, 

a  to,  stale  ujemną  przy  maximum,  a  stale  dodatnią  przy  minimum. 

Według  wzoru   Taylor'a,   otrzymujemy  tu  różnicę,   dla  nieskończenie 

małych  przyrostów:  Ai9  %j,  •••,&«,  w  postaci: 

/(*i+^,^+^,...,a*+A*)-/^  -(7) 

a  więc,  w  postaci  formy  liniowej,   ze  względu  na  przyrosty:   hu  hif  ...,  A,, 

kształtu:  u,,1— ~r-\+^-\  +  *-+T^ *■•    Znak  ten   będzie   więc  tylko  wów- 
ox*         ox*  ox% 

czas  niezależny  od  znaków,  jakie  otrzymują  przyrosty:  Aj,  Aj,  ...»*»,   skoro 

się  spełnią  warunki: 

**i       '   *,        '  ""'  dxn  (8) 

Chcąc  zatem  wyznaczyó  te  układy  wartości  na  xi}  a?a, ...,  Xnf  które  mogą 
wywołaó  mazima,  albo  minima  funkcyi:  f(xiyx2y...1Xn),  musimy,  przedewszyst- 
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dem  rozwiązać  układ  n  równań,  o  n  niewiadomych,  kształtu: 

dxx-  '       >   dx2     h       '  "'  *xntn 
Dla  tak  wyznaczonych  wartości ,    przedstawia  się  szukana   różnica,    dla 
lieskończenie  małych  przyrostów:  hi}  h2} ..., hny  w  postaci: 

jA-ą+*.'&-+v£«'*-śk+-+»~»-*gia <9) 

jest  więc  nieskończenie  małą,  drugiego  rzędu,  a  znak  jej  będzie  taki  sam, 
jak  znak  formy  kwadratowej : 

Ł'-^*',+0^'+•••+^^+2^*A+•••+2CT'•-•»••(lo, 

Należałoby  więc,  przede  wszy  stkiem ,  zbadaó,  czy  i  pod  jakimi  warun- 
kami, powyższa  forma  kwadratowa,  może  byó  stale  dodatnią,  względnie, 
stale  ujemną,  niezależnie  od  przyrostów:  hu  A2,  ...,  hn. 

W  tym  celu,  przedstawmy  ją,  dla  skrócenia,  w  postaci: 

uM2^fnh2+f22h^+...+fnnh^+2fnhih2+...+2fn^lnhH^hni         (11) 
rozumiejąc  przez  fiKy  wartości  drugich  pochodnych  cząstkowych  danej  funk- 
cyi.  w  rozważanem  miejscu:  xu  x^,  ...,Xn,  spełniającem  warunki: 

/i-o,/; -o,  •«,  A-o. 

Zgodnie  z  wzorem  Eulera,  możemy  tą  formę  przedstawić  w  postaci  * 
.     1  (du  .    ,  du  ,    ,      ,  du  .  \« 
^Wfe^+-aA3^+•••+^xN,  awięc: 

^2-(fnhi+fi2h2  +  ...+fiHhn)hi  + 

+ +  (12) 

+CA1*!  +/;2*2+...+/;»Ai.)*« , 

czyli: 

Un*  =  2(^+^112  +  ...+ finhn)hiy 
<=1 

z  której  wynika,  że  dana  forma  może,  dla  wartości:  h1}  h2l  ...,  hH)  różnych 
od  zera,  stać  się  równą  zeru,  skoro  się  spełni  równocześnie  następujący 
nklad  równań : 

fiih1+fnk2+:-+finhn=Q 

fil  h\  +/*22  *2  +  ..-  +  /i»  *»=0  j  g. 

fnih1+fn2h2  +  ...+fnnhn=0, 
a  więc,  układ  równań  liniowych  i  jednorodnych,  ze  względu  na  niewiadome: 
K)\,->;K7    co   staje  się  jednak  niemożebnem,   skoro  wyznacznik  Z)„,    tego 
nkladu  równań: 

Ai »  fn )  •••>  f\n  | 

Al  i  ^23  j  •..,  fin 


(14) 


/*1  ,  #»2  >  •••»  /ni 

jest  różnym  od  zera. 

Wyznacznik  ten  jest,  z  powodu,  że  /**=»/«/,    wyznacznikiem  symetrycz- 
nymł  a  nazywamy  go  wyróżnikiem   formy   kwadratowej  ti*2,  przed- 
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stawionej  w  postaci  (11),    a  taką  formę   kwadratową,   której  wyróżnik  jei 
różny  od  zera,  nazywamy  formą   kwadratową,   właściwą. 

Przypuśćmy  więc,  że  wyróżnik:  Dw=|/fX|,  »,  x«  1, 2, ...,  n,  danej  form 
kwadratowej:  tf,,a*=*2? £•*&,•  A,,  jest  różny  od  zera,  i  oznaczmy  przez  q>iu  minor 
elementów  fiu  w  wyznaczniku  |/a,|,  natenczas,  otrzymujemy  znane  relacye: 

Połóżmy : 

hi-^hn-h^    a,-^*.-*',,  ...,  ^,-^ft.-A\._i,  (15) 

czyli : 

natenczas,  spółczynnik  przy  A,-,  we  wzorze  (12),  przedstawi  się  w  postaci: 
/nAi+/fl*t+...+/A.».-/ii*'i+/fl*ls+...+/*^-i*l«  i  + 

*• 
+—{fłl9>nl+fi%<Put+»-+fiuiPnn)  f 

a  więc,  ze  względu  na  to,  że:  faCm  +fa<Pi*+-+ffipMm=0J  gdy  t<n,  w  po 
staci : 

^Ai+/fl*s+...+/i.*.-/iiAli+/flAl»+...+/i»-iAl--i,  (16) 

natomiast  spółczynnik,  przy  hUJ  otrzymuje  kształt: 

K 

+— -  (fnl  Cni  +ful  <Pu*+  ...  +fw*  y»«)  i 
(Pnm 

a  więc,  ze  względu  na  to,  ŁGif9iq>ni+f»2Vni+~-+fmVnn-*Dni*  ?»•— D«-i=i/i« 
(i, »— 1, 2, ..., n— 1),  przedstawi  się  w  postaci: 

Mh+fn2hi  +  ...+fnnK=fnih\+fn2h'i  +  ...+^^  (17) 

•Ł'»— 1 

Dana  forma  kwadratowa  u*1  sprowadza  się,  więc,  wskutek  podstawienia 
(15),  do  następującej  postaci: 

«.J-(/ii*li4-/,iJAl2+...+/if-iA,.-i)  *i+(/«  **i+AiVi+...+A— i*'— 0*i+ 

+...+(/wi*lH-/-2*l2+...+A^-i*l^i)*«-i+^~, 

którą,  ze  względu  na  to,  że  /<«=/» ,  możemy  także  napisaó  w  postaci : 
«.2-(/ii*i+/is*2+...+/i.*»)A,i+(/n*i+/,»*J+-..+/u*i.)*l>+ 

+  «"+(/«-i,i*i+/«-M  *>+•■•  +/»-it«*»)*l«-l+"ff > 

a  więc,  ze  względu  na  wzory  (16)  i  (17),  w  postaci: 
«*M/ii  Vi +/11  *'2+...+/^ 

+-+(/^^i*li+/.-if»*S+-+/.-if.-i*l^i)*l^i+^!L, 

czyli:  •#wa=«w—i2H — =^ — ,   gdzie  *»_i*  jest  formą  kwadratową,  (n— 1)  zmien- 
ia—i 

nych:  h\,  hs%9  ...,  A'»-i,   kształtu:  2/toh'th'u,  (»,  x  —  1,  2,  ...,  n— 1),  która  pow- 

*>* 
staje  z  formy  u»3,  gdy  w  niej  położymy:  A»»0,   a  zmienne:  A,,  A,,  ...,  A„_i, 
zastąpimy  przez:  A'n  »#lf ...,  A'»_i. 
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Przekształcając,  analogicznie,  formę:  «U-ił,  której  wyznacznikiem  jest 
wyznacznik:  D»-i  — |/ł» | ,  »,  x—  1,  2, ...,  »—  1,  otrzymujemy : 

m,_i«-n_i»+^=ł  (*'-i)ł, 

gdzie  «*»_i2,    będzie  formą  kwadratową   (n— 2)  zmiennych:  h"u  i",, ...,  A\_2, 
kształtu : 


Postępując   tak   dalej,    otrzymamy: 


i**i.-2— 1*^.-3+ 


2>.- 


-(A\-2)',   i  t.  d., 


w  końcu:   •S1-V+tt(V,~i>)ii  gdzie:  V-A(V"-102=/ii(V"-1))a. 

Dana  forma  kwadratowa,  n  zmiennych:  A,,  Aa, ...,  hn}  sprowadza  się,  tym 
sposobem,  do  postaci: 


czyli: 


u^Ddh^^+^lh,^}^. 


Dn- 


'n-1 


-t*'-!]3 


uS-DA*+!fi*\  +  . 


0.- 


-  **._,+ 


D. 


X>.-t 


-'. 


V, 


(18) 


D_2~  -1  '  D_i 

gdzie:  «1«fc1<«-1),  s,—A,(*-9,  ...,  *._!=■&'„_!,  s««-A»,  przedstawiają  pewne  war- 
tości, zależne  od  przyrostów  zmiennych:  huh21  ...,  K. 

Z  powyższej  postaci,  zwanej  postacią  kanoniczną  formy  kwadratowej, 
możemy  wprost  poznać,  ozy,  i  pod  jakimi  warunkami,  dana  forma,  może  być 
stale  dodatnią,  względnie  stale  ujemną,  niezależnie  od  przyrostów :  hit  Aj, ...,  hn , 
a  tern  samem,  niezależnie  od  wartości:  8us%,  ...,  s*. 

Przedewszystkiem,  poznamy  z  (18),  że  forma  «»',  będzie  stale  dodatnią, 
gdy  będzie  równocześnie:  D^O,  Ą>0,  ...,  D«_i;>0,  D«>0.  Są  to  wa- 
runki nietylko  wystarczające,  ale  zarazem  konieczne;  w  przeciwnym  razie, 
moglibyśmy  łatwo  wywołać  znak  ujemny,  nadając  przyrostom  h{  takie  war- 
tości, aby  odpowiednie  s{,  opatrzone  dodatnimi  znakami,  były  zerami.  Forma 
(18)  będzie  natomiast  stale  ujemną ,  skoro :  Dt  <0,  Z)j>0,  2>8<0, ...,  (— 1)"D»>0. 
I  to  są  warunki  nietylko  wystarczające,  ale  zarazem  konieczne,  gdyż  w  prze- 
ciwnym razie  moglibyśmy  zawsze,  sprowadzając  pewne  S(  do  zera,  wywo- 
łać znak  dodatni  formy.   Dochodzimy  zatem  do  następującego  wniosku  : 

Ftmkcya:  z  =  f(zu  x2J ...,  Xn)  staje  się,  w  petcnem  miejscu  minimum ,  skoro 
*iem  miejscu  wszystkie  pochodne  cząstkowe  pierwszego  rzędu:  /i, /i,  .•.,/«,  są  ze- 
rowi,  i  skoro  równocześnie  wszystkie  wyznaczniki  D<,  t—l,  2,  ...,n,  utworzone  z  po- 
chodnych cząstkowych  drugiego  rzędu}  mają  w  tern  miejscu  wartości  dodatnie,  t.j.  skoro: 

/ili/l2|  ...|/i« 


/n>0, 


/« >  /m 


>0, 


/ll,/i2,/l3 
/l!,/jS,/23 
/ia,/l3,/33 


>o, ..., 


/« ,  /« ,  ...,  fu 


>o, 


fin  j  JWn  >  •••)  fnn 

rfąp  sig  zaś  mazimum,  skoro  pierwsze  pochodne  cząstkowe  są  wszystkie  zerami,  a  na- 
tomiast wyznaczniki  Di9  utworzone  z  pochodnych  cząstkowych  drugiego  rzędu,  są,  przy 
Parzystym  stopniu  i,  dodatnie,   a  przy  nieparzystym  stopniu  i,  ujemne,  t.  j.  skoro: 

r  Am  I  **k  14* 

/llj/l2 


/l.<0, 


/»»/» 


>o, 


/li  ,/l2,/l3 
/l2  ,  /«  ,  /23 
/l3  j  /23  j  /33 


<0,  ...,  (-!)■ 


/l2,/22i  ...,/2n 
fin  }/2»ł  •••ifnn 


>o. 
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Jeżeli  warunki  powyższe  nie  spełniają  się,  a  forma  kwadratowa  «. 
posiada  wyróżnik  Dn  ==  \fi%  \ ,  różny  od  zera ,  natenczas  fankcya  nie  posiadi 
w  tern  miejscu,  na  pewno,  ani  maximum,  ani  minimum.  Gdy  wyróżni] 
Z>*  =  J/i,  1  =  0,  zachodzi  przypadek  wątpliwy,  który  wymaga  badania  form] 
sześciennej,  n  zmiennych  przyrostów,  kształtu: 

ewentualnie  form  wyższego  rzędu. 

W  ogólności,  można  zauważyć,  że  maxima  i  minima  funkoyj  wieli 
zmiennych,  niezależnych,  tern  rzadziej  występować  usiłują,  czem  większi 
jest  ilość  zmiennych. 

6.  Mając  na  uwadze,  że  wartości  zmiennych,  niezależnych,  sprowadzaj ąc< 
pierwsze  pochodne  cząstkowe  do  zera,  muszą,  na  wypadek  maximum,  lut 
minimum,  przy  dwu  zmiennych,  niezależnych,  spełniać  warunki: 

/ii^0l/lł/M-/łł»>0f 
przy  trzech  zmiennych,  niezależnych,  nadto  warunek: 

/lii  /«»  /l3 

/ii»/iji  /as   <°»    *  fc«  <*•> 

/l3*  /23>  /33 

dochodzimy    do    spostrzeżenia,    że   przy  maximach,   lub   minimach,    funkcyj 
ilukolwiek  zmiennych,  wysuwa  się,  na  czoło,  warunek: 

/,./„-/„'>0,  .01:  £*,*  _-g_>0. 

zwany  zwykle  warunkiem  Lagrange'a. 

7.  Przykłady.   1)  Wyznaczyć  maxima  i  minima  funkcji  «,   trzech  zmiennych,  nie- 
zależnych: x,  y,  z,  kształtu: 

"    («  +  *)(*+y)(y+*)(*  +  &)' 

Bozwiązanie.  Zauważmy  przedewszystkiem ,  że ,  skorohy  funkcya  miała  w  p& 
wnem  miejscu  x,  y,  s,  mazimum,  lub  minimum,  to  miałaby  je  także,  w  tern  miejscu,  funkcya 
t>  =  log«.   Wobec  tego  szukajmy  maxima,  lub  minima  funkcyi: 

v=zlogu  =  logx  +  log  y  +  log*  —  log(a  +»)  —  log  («  +  y)  —  log(y  +  z)  —  log  (ar  +  &)• 
W  tym  celu,  otrzymamy  pierwsze  warunki  konieczne: 

dv       1  1  1 

dz      x      a  +  x     »  +  y 
dv        1  1  1 

dy        y       »  +  y      y+s 
óp        1  1  1 

fu  ^s ^a — —  Q 

dz        z       y  +  z      z  Ą-b         ' 
z  których  wynikają  równania: 

(a  +  *)(»  +  y)-*(*  +  y)  — *(a  +  *)=0, 

(*  +  y)(y  +  *)--y(y  +  *)--y(*  +  y)==o, 

(y  +  z)(z  +  b)-z(z  +  b)-zfy  +  z)  =  0, 
czyli:     ay  — a?ł  =  0,    a?  —  y'«=0,    fty  —  «J«0, 
wyznaczające  trzy  niewiadome:   z,  y,  z. 

Na  podstawie  twierdzenia,  o  równych  stosunkach,  otrzymujemy  stąd: 


-f-f-r-^-\f:-f  —■— ^ł.  '-(fi)'  —  ($' 


czyli:    0B  =  O^,   ya=OJJ,   «=r0^ł. 
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Dla  tych  wartości  otrzymujemy: 


dh 


*"  =  &*=' 


*>  +  («  +  *)' +(»  +  y)« 

1.1.1 


a«j  (!+£>•' 


y*^ (*+*)*  ^to+*y 


*33«= 


2 


d*» 


*infr+*)in>+*)' 


d»* 


*««•*-  T- 


d»fr 


1 


tedy       (*  +  y)»        aV(l  +  ?)» 
2 


zatem: 
D,  =  *u 


Ą. 


*li>  *ili  »13 
ffIt»  **!;  *13 
*11>   ^S*   *I3 


«V(l  +  ff)« 


^ii*  «ist       «4ffł(l  +  ff)4 


->,T,  o 

_L         2     x 

9 


•^•(l  +  f)1 


8 


«4ff6(l  +  *)4  ' 


fl6g9(1  +  j)6    > 


a  więc:  Ą<0,  A>0,  Ą<0,  gdy  $>0,   zaś:  A>0,  A>0,  A>0,   gdy  g<0. 
Dana   funkcya  ma  zatem,  w  miejscu:    »s=a4*/— ,    y«ad*/—  I  »    2  =  a 


wartość   największą :   «^^  =* 


w  miejscu:    *  =  »0,    *~a(\Ji)  '    *  =  °(^t), 
(\>'a+\W   *  W  mieJBcu: 


wartość  najmniejszą:    «min=ss  (tV~_ yy^yi' 

2)   Znaleźć  mazima  i  minima  funkcyi  n  zmiennych,  niezależnych,  kształtu 

u  —  2(aa  xx  +  a^  x,  +:..+  a,.  *„-  «,)\ 
Kładąc ,  dla  skrócenia :   ^  =  art  o^  +  art  «j  +...+0^  *„  —  «< ,  zatem : 

otrzymujemy,  na  wyznaczenie  wartości:  #1,04, ...,  oj     które  mogą  wywołać  minimum  funk- 
cyi, równania  warunkowe,  w  postaci: 

1  *• 


1   du 


,0, 


1  du 

2  dr. 


««l  fi  +  •■!  łi  +-+  «»»  f  •  as=0- 


Równania  te  są  liniowe,  ze  względu  na  niewiadome:  xl,  *j,  ...,  xnj  przedstawiając 
sie  w  postaci :  eu  xx  +  e2i  «,  +...+  cni  xn  =  04  a„  +  oj  a2,  +...+  «,  <*„<  ,  (t  =  1,  2, ...,  #•) ,  gdzie  ei% 
są  elementami  wyznacznika :    I  ei%  I  =  I  a{%  |  *  wyznaczają  więc,  jednoznacznie,  te  niewiadome. 

Otrzymujemy  tu,  dalej: 

1  d*u  1      dsn 

2  dx~l "  a«  *  +  °a '  +-+  *»»'>    "2"  te^T  -  flt "**  +  a«  a*2  +,"+  ''"""^ '  gdy  * S  * ' 
jest,  zatem:  A  M  ^1  >  0. 
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Wyznaczniki:  Ą,  Ą,  ....,  Dr}  kształtu: 
*r-|«*|-    ^ 


t,x  =  l,2,  ...,r, 


przedstawiają  sumę  kwadratów,  wyznaczników:  2,  8,  ...,  r-go  rzędu,  powstałych  z  połą- 
czenia pierwszych  r  kolumn  i  takich  samych  r  wierszy  wyznacznika:  |«IKL  są  zatem 
wszystkie  dodatnie.  Otrzymane  wartości  wywołują  więc  minimum  danej  funkcyi. 

8.  Maxlma  i  minima  funkcyj  llukolwiek  zmiennych,  poddanych  pe- 
wnym warunkom  dodatkowym.  Niech  będzie  daną  funkcya:  f(xux%9  ...,  jcw), 
której  zmienne:  xi}  x2}  ...,  a?«,  poddane  są  m  warunkom  dodatkowym: 


g>m(xux2t ...,  a?„)=0, 
gdzie   m<fl.     Na   podstawie   tych    m  równań   warunkowych,  dałoby    się    m 
zmiennych  wyrazić  przez  pozostałe  (n—m)  zmienne;  dana  funkcya  przedstawia 
się,  wobec  tego,  jako  funkcya  (n— m)  zmienych,  niezależnych. 

Mając    wyznaczyć   maxima   i   minima   tej  funkcyi,   weźmy  pod  uwagę 
funkcyę  następującą,  podaną  w  postaci: 

F(xv  x2, ..., xn)=f(xux2, ..., xn)+Ai.<pi(xi,  x2, ...,  xn)  + 
+X2. q>2(xxi  x2J ...,  xn)+...+Am.<pm(xi}  x2} ...,  xn), 
w  której  spółczynniki :  Xu  l^,  ...,  Xm  są,   na  razie,  zupełnie  dowolne,  to  po- 
znamy z  łatwością,   że   funkcya:    F(xux2}  ...,a»)  ,  wobec   warunków:   q>t  =  0, 
y2  =  0,  ...,  ym^O,  może  zastąpić  daną  funkcyę:  f(xi}x2}...}xn). 

Wartości:  xi}  x2}  ...,  xH1  które  są  w  stanie  wywołać  maxima,  lub  minima 
funkcyi:  F(xj}x2,  ...}xn),  muszą,  na  podstawie  szeregu  Taylora: 

jkTp  ATP  ATP 

F(xi+hi}x2+h2,...,xn+hn)=F(xux2,...,xn)+— 
czynić  zadość  następującym  równaniom: 

dx2       dx2  +  **  W2+  **  dx2  +w+  *"  d«|      Uł  (20) 


a  nadto,  z  powodu,  że  to  mają  być  miejsca  funkcyi:  f(xi}x2J...,xn)9   muszą 
jeszcze  sprawdzać  m  równań  dodatkowych : 

(Pi{xi,x2J ..., a?„)«=0,  ...,   q>m(xux21...,xu)*=0. 

Mamy,  zatem,  w  całości  (ro+n)  równań,  które  mogą  posłużyć  do  wyzna- 
czenia (w+n)  niewiadomych:  Xu  ^,  ...,  Am}  xi}  x2,  ...,  xn. 

Tym  sposobem,  otrzymujemy  wszystkie  układy  wartości  n  zmiennych: 
xi}  x2, ...,  xn ,  które  mogą  wywołać  maxima,  lub  minima  funkcyi :  f(xu  x%1 ..., a*), 
gdy  jej  n  zmienne  poddane  są  nadto  m  warunkom  dodatkowym. 

9.  Przykłady.  1)  Wyznaczyć  maximum  funkcyi:  f=xyzt  jeżeli  zmienne:  »,  y,  z,  speł- 
niać mają  warunek  dodatkowy:    <?=a*xi~\-b*yi-{-c*z*  —  di  =  0. 

Utworzymy  funkcyę:  F=/+X<p=ajyfl?  -^(a1*1  +  &ly,  +  c,31— cP),  której  mazima 
i  minima,  pod  i założeniem:  ?=0,  wyznaczyć  mamy;  otrzymujemy  tu  równania  warunkowe: 

fiW  bW  dW 

^-  =  y*  +  2XaJ*=0,    -*-=xz  +  2U*t,  =  0,   ^=-  =  »y +  2Xc8*  =  0, 
dx  oy  (te 


L_ 
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prowadzą  do  stosunków: 

rych  dostajemy:   s*-^,  J^-gftli  •'"s?1    *  St%d: 

d\/3  dVW  d\/S 

tosci,  n&  2,  y,  2  otrzymane,  wywołują  maximum  funkcyi,  co  poznamy  po  drugich  po- 
sych  cząstkowych  funkcyi:  F=/+X?.   Otrzymujemy  tu: 

d*F         .  d*F  .  d*F 

_  dy  d*jP  dlF 

sn,  ze  względu  na  to,  że:  X™ — 5JT0  ""  "6^*7  '  otrzymujemy: 

2>1=Fn=-2a,X-= JL_<0,  następnie:   Ą>0,  2>,<0,  ... 

DC 

Otrzymane  wartości   wywołują  zatem,   w  przypadku,   gdy  są  dodatnie,   maximum: 

fm9*~-9abT- 
2)  Wyznaczyć  minimum  funkcyi  :/=(#i— «i )*+(*!— «*)* +...+  (*,— O1*  której  zmienne 
|Z),  _,  xn  spełniają  warunek  dodatkowy :   ?  =  Otxi+  <h*i+— +  a***  +  «o  s=s 0. 
W  tym  celu,  utworzymy  funkcyę: 

fc*  wyznaczenie  niewiadomych:  o^,  *j, ...,  xn ,  które,  przy  warunku  ?  =  0,  mogą  wywołać 
Kuna,  lub  minima  tej  funkcyi,  otrzymujemy  równania: 

MV  ÓW  łiW 

g-2(«k-«1)  +  «1X-0l    -^  =  2(«l-«J)  +  aJX  =  0,    ....,  ^  =  2(o:J|-«w)+awX  =  0, 

Rradzące  do  stosunków: 

X  ^gj-«ia^~«> *»-«« 

2  **     «i     "~     «i  ««      ** 


ctórych  otrzymujemy: 

1      *  *      •>  *       i 

tyczem : 

2Xs"  C4»  +  «,■+...+  «„' 

Aby  wykazać,  że  powyższe  wartości  wywołują  minimum  funkcyi,  wyznaczamy,  pod 
runkiem  ?  =  0,  drugie  pochodne  cząstkowe  funkcyi:  F-\-ly.    Otrzymujemy  tu: 
d*F  d*F  d*F 

lem: 


i     Ą=F„>0,   D,. 


2,0 

0,2 


:4>0,    dalej:   Ą>0,  Z>4  >  0  ,...,/>„>  0. 


Wartości  te  wywołują  więc  w  istocie  minimum  funkcyi,    a  jej  odpowiednia  wartość 
Istawia  się  w  postaci: 

/min=-(«l,  +  «J,+-+0>    czyh:  /min= ^1  +  ^i  +...+  a,» ' 
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10.  Zastosowanie  teoryl  maxlmów  1  minimów  fnnkcyj  ilnkolwlek  zmiel 
nyeh,  do  rozwiązywania  zagadnień  z  analizy  i  geometry  1.  W  zastosowania^ 
teoryi  maximum  i  minimum  funkcyj  do  rozwiązywania  zagadnień  z  analizj 
lnb  geometry  i,  wskazuje  niejednokrotnie  już  sama  natura  zagadnienia,  csj 
otrzymane  wartości  prowadzą  do  maximum,  czy  też  do  minimum. 

Zagadnienie  1.  Liczbę  a  podzielić  na  n  części:  xi}  s,,  ...,  xn  ,  abj 
iloczyn  wskazanych  ich  potęg  był  możliwie  największy. 

Mamy  tu :    u*=*xi"ix2a>...  xna*  ,  przyczem :  xi  +x2  +  ...+xn=a. 

Kładąc :  V  =  u  +  JLq>=xia*xi*>... xna*+A(x1  +  xt  + ...  +xn—  a) ,  otrzymujemy 
równania  warunkowe: 

-.  -=*aix1a*-ix2a»...xHan+Z<=*0}  ...,  - — =anxia*x2a*...xna*~1  +  A*~0, 

z  których  dostajemy: 

_l_  GiBi** fy"*  —  Xna*  anxia*xla:..xna* 

xx  '"  ar« 


a  stąd: 


Xt  **  Xf*  ...  Xn°«  (Oj  +  C2  +  ...  +  On)         <*i+<*2+~+<*n„a.„a.       „  «. 
■= - asa  &4  ^  J^2       ...  *%"  i 

xi  +  xi  +  ...+xn  a  1      * 


aax  aan 


zatem : 


Zagadnienie  2.  Dane  są  n  punktów :  PiJ  P2J  ...,  P» ,  w  przestrzeni. 
Wyznaczyć  taki  punkt  8 ,  aby  suma  kwadratów  ich  oddaleń,  od  tego  punktu, 
pomnożonych  przez  liczby:  pi9  jp2,  ...,  p„,  była  możliwie  najmniejszą. 

Oznaczmy  przez  a{}  bi}  c,,  spółrzędne  danego  punktu  P»,  a  przez  x1  y,  s% 
spółrzędne  szukanego  punktu  £,  natenczas,  otrzymamy  funkcyę: 

«=2>,[(*-ai)M-(y^ 

której   najmniejszą   wartość  mamy  wyznaczyć.    W  tym   celu,  otrzymujemy 
równanie  warunkowe: 
1    hu 

Y  d~=Pi(*-«h)+Pi(*— ai)+-+P»(x— On)-0, 

1    hu 

-%-Ą-'=P\{y-h)+Pi<il-hi)+...+Pn<3l—l>»)=Q, 

1     hu 

z  których  otrzymujemy  wartości: 

0\Pl+(hPx+  —  +  (*nPn  =  blPi+blP2  +  ...  +  lnPn         ff_  C\ Pi  +C*P*  +  —  +  C*P* 

X  P\+Pl  +  ...+Pn  '     y  Pl+P2+*..+Pn  '  P1+P2  +  .-.+P* 

wywołujące  minimum  danej  funkcyi. 

Jeżeli:  fi->i>i<-...—Pi.— 1,  natenczas,  spółrzędne  szukanego  punktu  przed- 
stawiają się  w  postaci: 

*= z »  y- z 1  * « • 
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Ćwiozenia   XXI. 
1)  Wykasać,  ie: 


+A(- 


a+^+'S+«A+«S+-^)ł- 


d»*  dy*  da?a  d»  dy  d»  d*  ~        dy  dzJ 

Rozwinąć  następujące  funkoye: 

2)  usaap  +  y1  —  *-y  —  »*,   w  miejscu:  a?=y=l. 

3)  «  =  (*-f  l)(y  +  l)(*  +  l),   w  miejscu:   x  =  y  =  ^  =  0. 

4)  "^  gg+fcy »  w  mieJ801l:  *-*»  y=-*- 

5)  u  =    a    y  a ,   w  miejscu :   »«al,y  =  l,3«=0. 

6)  «  =  (*8  +  y8  +  **) ~" *ły* ~ ay**  — *y*-,    w  miejscu:  *sray  =  »=sl. 

7)  n  =  8in(ma5+ny),   w  miejscu:  a-=sy  =  0. 

8)  n  =  — ,  ,   w  miejscu:  *  =  0,  y  =  z  — 1. 

vył+*ł 

9)  Wyznaczyć  spółczynniki  A  rozwinięcia: 

* +  yi  -  *>  =  A+  +  4(*-l)  +  ^(y-2)  +  43(*-8)  +  4U(*-1)-  +  J„(y-2)-  +  ^,3(*-8)>  + 
+  2^.(*-l)(y-2)  +  24u(*-l)  (s-8)  +  2^3(y-2)  (s-8). 

10)  Wyprowadzić  rozwinięcie : 

1  1       y  <?(»»-!)        y'  <*'(»'-!)»  »=T    y     *»[(»«-!» 

Y/l-ggy+^T5"        21      <fe      "t"2!2»       ete»  '"„Zo"'-2*         «**• 

Wyznaczyć  mazima  i  minima  następujących  funkcyj : 

11)  «  =  (*  +  y-*)(*  +  «  —  y)(#  +  g  —  ar). 

12)  «f  =  (»+y+*),—8(*+y+«)-24«y«  +  a'. 

13)  ^^(ar  +  ljC^  +  yJCy  +  ^^  +  l)' 

14)  f,=sa?>  +  y«  +  0«+(a  — »)J  +  (6-y)s  +  (c  —  *)*  —  2(6—  y)* cos  a—  2(c  —  *)* cos?  — 

—  2(a— *)ycosy. 

15)  u  =  Y/(«  — *)'  +  yJ— 2(a  — *)y  cosy  +  \/(&  —  y),  +  «1—  2(6-y)*cos  a  + 

+  \/(e  — «)»  +  x*  —  2(c  — s)*  cos  p. 

16)  i#  =  2«y4-2a»  +  2yrł  skoro:  arys=*a3. 

17)  «  =  xys,   przyczem:  |i  +  p+p  =  l. 

a4      6*       e4  *'      y1      s1 

18)  «  =  -,+  p  +  p.  przyczem:  _  +  -1  +  _1==l. 

19)  «=**e-f  fcy  +  cs,   jeżeli:  *J+ył  +  *J=*l. 

20)  n  =  (*+ l)(y  +  !)(«+  l)i  skoro:  a*6fc*  =  -<i. 

21)  2r  =  x-f2y,    skoro:   (*  +  y  cos  a)y  sin  a  ■  c. 

22)  *  — (x— a)'-f(y— »)',   skoro:   OuCaJ-a^  +  Ojjfy— 6)J  +  2c4,(*-a)(y-6)+ ^  =  0. 

23)  r  =  Y/*1  +  y *  +  2*y  cos  y ,    skoro:   axt  Ą-bytAr2cxy  =  k. 

24)  w  =  cosacospco8Y,    jeżeli:   a  +  p  +  y  =  7:. 

25)  W  dany  trójkąt  ABC  wpisać  trójkąt  MNP,  o  najmniejszym  obwodzie. 

26)  Z  danego  stożka  kołowego  wyciąć  walec  o  największej  objętości. 

27)  Zbudować  naczynie  walcowe,   o  danej   objętości,   a  możliwie  najmniejszej  po* 
rzchni. 
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28)  Z  pośród  stożków,  o  danej  objętości  F,  wyznaczyć  stożek,  któryby  miał  możli- 
wie najmniejszą  powierzchnię  P. 

X1       y1 

29)  Na  elipsie:    — ^  +  ^  =  1,   dane  są  dwa  punk  ta:  Pi(xuy%)  i  P%(^tft)t    znaleić  na 

niej  punkt  trzeci  P3,  tak,  aby  powierzchnia  trójkąta  P1P3P3  była  możliwie  największą. 

80)  W  daną  elipsę  (a,  b)  wpisać  trójkąt,  o  możliwie  największej  powierzchni  A. 

81)  Wykazać,  że  stożek  największy,  w  kulę  wpisany,  ma  '/17  objętości  kuli. 

82)  Jaką  powierzchnię  ma  walec  największy,  wpisany  w  kulę,  o  promienia  a. 

88)  Wyznaczyć  punkt  P(x9y,z),  tak,  aby  suma  kwadratów  jego  odległości  od  * 
danych  punktów:  P{{»n  y0  z4),   »'  =  1,  2, ...,  n ,   była  możliwie  najmniejszą. 

84)  Wyznaczyć  punkt  P(»,  y,  2),  tak,  aby  suma  kwadratów  jego  odległości  od  n 
płaszczyzn :  Ę{  =  *  cos  a,  +  y  cos  fy  +  z  cos  y,.  —  p{  =  0,  (t  «  1,  2, ...,  n) ,  była  możliwie  naj- 
mniejszą. 

85)  Wyznaczyć  najkrótszą  odległość  punktu:  P((,l,t),  od  płaszczyzny: 

Ax  +  By  +  Cz  +  D=*0. 

86)  Wyznaczyć  najkrótszą  odległość  dwu  prostych: 

»j  JHj  flj  łj  lit)  Hj 

87)  Przez   punkt  dany:   P(C,li0t  przesunąć  płaszczyznę: f- -^-  -ł =  1,   tak, 

aby,  z  płaszczyznami  spółrzędnych,  utworzyła  najmniejszy  czworościan. 

88)  Wykazać,  że  między  stożkami  prostemi,  o  jednakowej  objętości,  ma  najmniejszą 
pobocznicę  ten  stożek  ,   którego  bok  =  r  V^8  >  gdzie  r  jest  promieniem  podstawy. 

89)  Wykazać,  że  między  stożkami,  o  jednakowej  objętości,  ma  ten  najmniejszą 
powierzchnię,  której  bok  jest  równy  potrójnemu  promieniowi  podstawy. 

40)  Wykazać,  że  funkcya  trzech  zmiennych,  niezależnych:  *,  y,  *,  kształtu: 

u  =:xytz*(a—x  —  y  —  z)} 

ma  największą  wartość,  równą:   108 (-^-J  ,    dla:  x=i/1a%  yss^a,   z^^a. 

41)  Wykazać,   że  funkcya:    u  =  xyz(a*  —  a:1  —  y1  — s8),   ma,   dla  a?  =  y  =  *= — — : 

2q»\/5           ,     ,.                           -a\/6"                   -2a*\/6" 
*mM"— 126"'   ZaŚ'  **  x  =  y  =  z' 5— :   «"*> T26 

42)  Wykazać,  że  funkcya:  n  =  ax* —  bxy Ą-xz+yzy  w  miejscu:  »==y  =  s  =  0,  nie 
posiada  ani  mazimum,  ani  minimum. 

48)  Wykazać,  że  funkcya:  f#=*,  +  y,  +  s*,  której  zmienne:  *,  y,  z,  poddane  są 
warunkom  dodatkowym:   ar  +  y  +  *=fc,  ax Ą- by -\- cz  =  0,  posiada  mazimum,   o  wartości: 

<l==(3gl_gli)iKg»""flW>)1  +  (g»~&gt)!l  +  (gi-cgi),]»   gdzie:  s^a+fc  +  c,  *,  =  aJ  +  &J  +  cł. 

44)    Wykazać,   że  funkcya:  n  =  a?1.x1 xn1  której  zmienne  poddane  są  warunkowi: 

flCt  +  *j+'"+x#ł^:<IT  posiada  maximum  w  miejscu:  xt  =  Xi  =  ...*=xn  =  — . 

45}    WykftKftd  ,  że  funkcya:  *  =  05y1j2r3,  której  zmienne  *,  y,  2  związane  są  równaniem : 

a1 
*-|-my*  +  *^3  —  a,    posiada   największą  wartość,  równą:   £= . 

46)  Wykassad,  że  funkcya:  *  =  (a*— l)(fcy  — l)(c«  — 1),  której  zmienne  związane  są 
warunkiem ;  «* hv c*  —  4 ,   ma  minimum ,  równe:   (ty  A  —  l)8. 

0*4-1  —  1     fty+1  —  1     c*+!  —  1 

47)  Wykaatać,    &e  funkcya:  u  = — ^ — .     .  __ —= — ,  której  zmienne  a?,  y,r, 

,  ,  (tyabcA  —  l)3 

Uczy  równania:  a*&*c*  =  ii1   osiąga  maximum,  równe:  ■łX/Ł — ,w      «v  • 

(a— 1)(6— l)(c— 1) 


t 


_   349  - 

48)  Wykazać,    że   funkcya:   u  =  łyz(a— x),  której  zmienne  związane  są  równaniem: 
4-  -  =  2x ,   posiada  maximum,  w  miejscu  :  *  =  */,  a,  y  =  Vy,  ap ,    z  =  Vyj  aq ,    równe  : 

49)  Wyznaczyć  wartości  funkcyi:  u*=>— , 7"  ,T ,   dla  *  =  0,  y=0,  *—l. 

'        •*  «*  *  sin  a:  +  tang  y  Jr  log * 


50)     Wykazać ,   że  funkcya :   u  =  ^^^^     ^  * ,   dla  ar  =  y ,  z  =  2  ar,   sprowadzi 
się,  do  postaci:    u  = 


za 

V37  -r  yy  —  *"  " 

sin  4  a; 

Rozwiązania   XXI.  11)  Max.  dla  »«-y  =«*  =  -— .   12)  Max.  w  miejscu :  (1, 1, 1), 

minimum  w  miejscu:  (— 1,  — 1,  — 1).     18)    Kmax  =  r«.     16)     «min  =  6a'.     17)    •#max  = %- 

lb  8  V3 ' 

18)  «mm  =  (a  +  &  +  c)J.     19)   fi,aax  —  VW&'  +  c'.    20)    «max  —  j^l^C^L.    21)  s,nin  = 

=  2  y- : '—.    22)    Największą   wartość  zti    i   najmniejszą   *,,    wyznacza    równanie: 

(an<hi—<Hit)Z1+(aii+an)ZA+A*=20.  28)  Wartości  największe  i  najmniejsze  na  *y  podaje 
równanie :  (ab  —  c  V4  —  (a  +  6  —  2  cos  y)  A;  r ł  +  k*  sin1  r  =»  0.  26)  Wierzchołki  Jf,  JY",  P,  są  rzu- 
tami wierzchołków  -4,  3,  (7,  na  przeciwległe  boki.  26)  Największy  walec  ma  %  część 
stołka.    27)    Promień  podstawy  musi  być  równy  wysokości   walca.    28)    Omm  =  2 Y^9icF* 

Q  

29)  Punkt    P,   leży    na  końcach  średnicy  z  cięciwą   PjPj  sprzężonej.    80)    A=»  — ofc\/8. 
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32)  ah(\/5  +  l),    83)    *  =  ^,  y^^i   ^^T'     W>    Minimum    funkcyi:    «a=Ą>  + 

+Ą,+...4--Kt!l-    87)   Najmniejszy    czworościan    ma    krawędzie:   a  =  8C,   6  =  8i),  <?  =  8£ 

i  objętość:    F— %  Cij£.    49)    ti  =         T^  ,   gdzie  X  i  |i  dowolne. 

X  -y-  A  -y~  |Ł 

Literatura.  M.  C.  Jordan.  Cours  d'analyse  de  1'ecole  poły techniąue.  Tome  premier. 
C&lcul  diffćrentiel.  Paris  1882.  Dr.  Ludwig  Kiepert.  Grundriss  der  Differential-  und 
Integralrechnung.  Hanno ver  1901. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych, 

1.  O  największej  powierzchni  figur  równego  obwodu,  czyli  t.  z.  figur  izoperyme- 
trycznych. 

2.  O  wielościanach ,  które,  przy  danej  objętości,  zajmują  najmniejszą  powierzchnię. 
8.   Wartości  graniczne  symbolów  nieoznaczonych ,  utworzonych  z  funkcyi  ilukolwiek 

zmiennych,  niezależnych. 


Wykład  XXII. 

Zasady  teoryi  przekształceń  funkcyj  ilukolwiek 

zmiennych. 

1.  Określenie  pojęcia  przekształcenia  fankeyj.  Szereg  Taylora  dozwala 
funkcyę  n  zmiennych,  niezależnych:  art,  x1} ...,  rc,  kształtu:  ^=/*(a:1,a?a, .  .,x,), 
przekształcić  na  funkcyę  innych  n  zmiennych ,  niezależnych :  yn  y2i —i  ?"> 
w   postaci :    0  *=  F(y,  ylf  ...,  yn) ,    jeżeli    położymy :    yi  —  *,  -  at ,    ya  =  s,  —  a,, 

•••1  y*  *™  ^"  ~~  ^»' 

Jeżeli,  w  ogóle,  w  danej  fnnkcyi  n  zmiennych:  st,  g,, ...,  #«,  zastąpimy 
te  zmienne,  przez  inne  zmienne:  ?},&,  —,  y»f  za  pomocą  relacyj  : 

*i— łMyiifti-iyOi  *j=?>2(ynya>->y«)>  •••>  *.— «MyifJkff*)f 

natenczas,  powiadamy,  że  daną  funkcyę:  f(xi1xi}...}xH)}  przekształcamy  na 
funkcyę:  F(yi}yt}...}yn)}  za  pomocą  powyższych  podstawień,  zwanych  także 
wzorami  odnośnego  przekształcenia. 

Szczególniej  interesuj ącemi  są  przekształcenia  funkcyj  algebraicznych, 
wymiernych,  zwanych  formami  algebraicznemi  m-go  stopnia,  o  n  zmiennych, 
a  w  szczególności  przekształcenia  form  kwadratowych  ilukolwiek  zmiennych, 
za  pomocą  podstawień  liniowych,  któremi  się  zajmiemy  w  niniejszym  wy- 
kładzie. 

2.  Przekształcenie  liniowe  form  algebraicznych.  Jeżeli  w  danej  formie 
algebraicznej :  f(xt ,  #,, ...,  x9)  zastąpimy  zmienne  xuxt} ...,  £»  przez  inne  zmienne : 
tfv  ^2)  **->y«t  na  podstawie  związków  liniowych: 

*i=onyi+«ijyi+-+oi«y» 


(i) 


natenczas,  dana  forma  algebraiczna  f(xux2J...yXn)  o  zmiennych  xi9  «,, ...,  rc, 
zamieni    się    na    nową    formę    algebraiczną:    F(yu  ytf  ...,  yn),    o    zmiennych 

Vi  9  y**  •••>  y«« 

Przejście  od  pierwszej  formy:  /fo,^,. ..,*•)  do  drugiej:  F(yl}y2,...}yn\ 
określone  równaniami  liniowemi  (1)  nazywamy:  liniowem  przekształ- 
ceniem danej  formy,  a  wyznacznik,  utworzony  ze  spółczynników  danych 
równań  liniowych,  w  postaci; 


-  3B1  - 

azy warny  modułem  danego  przekształcenia  liniowego.  Modnł  ten  musi 
yó  różnym  od  zera  (patrz  T.  I.,  art.  3.,  str.  352.  i  nast.). 

Chcąc,  na  odwrót,  z  drugiej  formy:  F(yi}y2,  ...,y»)  przejść  do  formy  pier- 
rotnej: /(o?,, fl&j,.. .,£»),  musimy  użyć  nowego  przekształcenia  liniowego,  które 
azywamy    przekształceniem    odwrotnem.     Równania,    określające  I 

irzekształcenie  liniowe,  odwrotne,  otrzymujemy  z  równań  pierwotnego  prze-  | 

ształcenia  liniowego,  rozwiązując  je  według  zmiennych  y. 

Oznaczając  przez  aik  minor  elementu  aik  w  wyznaczniku  D  (patrz  T.  I.,  I 

irt.  10.,  str.  343.),  otrzymamy,  na  podstawie  prawidła  rozwiązywania  układu 
równań,  pierwszego  stopnia,  o  n  niewiadomych  (patrz  T.  I.,  wykład  XXVII.)) 
następujące  równania: 

Dyi=anxi+a21x%  +  ...+anixn 

Thj%=*  ainxx  +  a2nx2  +...  +  anHxn , 
które  są  wzorami  odnośnego  przekształcenia  odwrotnego.    Moduł  przekształ- 
cenia przedstawia  się  w  postaci: 

aii>  Git*  —t  °»i 

al2i  a22|  ...|  ««2 


'-i 

a  ze  wyznacznik  dołączony: 


I  «* 
D* 

«n|=D»-'  (patrz  T.  I.,  str.  343.),  więc: 


a  zatem :  Moduł  przekształcenia  odwrotnego  jest  odwrotnością  modułu  przekształcenia 
pierwotnego. 

W  szczególnym  przypadku,  gdy.D— dhl»  jest  także  J=±l,  a  takie 
przekształcenia  liniowe,  których  moduł  =±1,  nazywamy  przekształć e- 
ceniami  jednomodułowemi   (unimodularnemi). 

3.  Przekształcenia  ortogonalne.  Pomiędzy  przekształceniami  liniowemi, 
zasługują  na  szczególniejszą  uwagę  przekształcenia  ortogonalne. 
Są  to  przekształcenia  liniowe,  które  nie  zmieniają  sumy  kwadratów  wielkości 
zmiennych,  w  których  więc: 

xi*+x2%+...+Xnt-yi*+y22+..+yn1.  (4) 

Ażeby  przekształcenia  liniowe,  określone  równaniami  (1),  były  ortogo- 
nalne, musiałaby  się  sprawdzić  tożsamość: 

(oiiyt+«ijyj+---+«inyi.)J+(02iyi+^2y2+-"+o2»y»)2+ 
+---+(amtyt+am2y%-rr...+annyn)2=yi*+y2*+...+yn*, 

czyli: 

iszn  i=n 

Wymaga  to  spełnienia  następujących  warunków : 

onJ+02iJ+...+Oiiia»Bl;    ouaij+«2ia22+...+a«ian2=0 
ai2a+a222+...-ł-a»2*=l;     ai2au+a22a2»+...+aii2all«==0 


atll2+a2,2+...+aJlll2=l;     a^-ia^+a^-ia^+a^-ja^^O, 
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które  moiemy  napisać  w  postaci: 

lj    gdy  t  =  x.      •  ,0x 

aualK+a2ia2X+...+amianK  =  01   V  .>x  (6) 

Warunki  te  są  nie  tylko  konieczne,  ale  zarazem  wystarczające,  jeżeli 
się  bowiem  one  spełniają,  natenczas  spełnia  się  takie  relacya  (4),  określająca 
przekształcenie  ortogonalne. 

4»  Wyznacznik  ortogonalny.  Jeżeli  dany  wyznacznik:  D  =  |  cn%  \  (t,  x=l,  2, ..., #*)  m^żemT 
użyć,  jako  moduł  przekształcenia  ortogonalnego ,  tedy  nazywamy  go  wprost  wyznaczni- 
kiem ortogonalnym.  Ażeby  dany  wyznacznik  był  wyznacznikiem  ortogonalnym,  jest 
warunkiem  koniecznym,  a  zarazem  wystarczającym,  aby  między  jego  elementami  a;x  za- 
chodziły związki,  określone  równaniami  (6): 

•  i        i  1,  dla  t  =  x, 

«H«1«+«««2ji  +  —  +  OiiI«ii«=sq    aiafs*.^ 

Pod  tymi  warunkami  przedstawi  się  kwadrat  takiego  wyznacznika,  na  podstawie 
wzoru  (19),  T.  L,  str.  847.  w  postaci : 

D*=|oi*|>-=|«*|, 

gdzie:  «*  =  cjw==0,  gdy  i>x,  zaś  e«  =  l,  będzie,  wice: 

1,  0,  ...,  0 

,    czyli:  Dl=l,  a  więc:  D=±l,  a  zatem: 
0,  0,  ...  1 

Wszelki  wyznacznik  ortogonalny  ma  wartość  równą  +1,  lub  —1. 

Przekształcenie  ortogonalne  jest  więc,  zarazem,  przekształceniem  jednomodułowem 
(art.  2.,  str.  851.),  a  nazywamy  je  przekształceniem  ortogonalnem,  dodatniem,  lub 
w  prawo  zwrotnem,  gdy  D  =  +  l,  a  u  jem  nem,  lub  w  lewo  zwrotnem, 
gdy  Z>— -1. 

5.  Połóżmy  w  warunku  (6),  cechującym  wyznacznik  ortogonalny,  kolejno:  t=l,2,_,n, 
a  otrzymamy  n  równań,  w  postaci: 


D»  = 


0,  1,  ...,  0 


a\x  °1*  +  aln  a2*  +•-+  am%  an%  =  1 


(7) 


które  możemy  rozwiązać,  ze  względu  na:  aJJCJ  ate|  ...,  anK1  jako  układ  równań  liniowych. 
Otrzymujemy,  tedy: 

^    0-*i+0-*i+--.+  l-^,+".+  0-«ilt     =  «i, 

podobnie : 

a  że:  7)=±1,  zatem,  otrzymujemy,  ogólnie:  a^^ia^  (t,  x  =  1,  2, ...,  »).  (8) 

To  znaczy :  Ifii&y  element  wyznacznika  ortogonalnego,  jest  równy  swemu  minorowi,  wziętemu 
z  tym  samym,  lub  z  przeciwnym  znakiem,  stosownie  do  tego,  czy  ten  wyznacznik  jest  dodatnim,  czy 
tek  ujemnym. 

Naodwrót,  jeżeli:  «*=-—-,  tedy  wyrażenie: 

aii-4-««.-l--i-**         gi<  gi»  +  Ht  *&»  +-+  ani  *** 
au  a\%  +  <**  oj,  +.«+  <*ni  «„«  =» , 

staje  się  więc,  równem  1,  gdy  i  =  x ,  a  równe  zeru,  gdy  i>x,  a  zatem  wyznacznik  D  jest 
w  tym  przypadku  wyznacznikiem  ortogonalnym. 
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••   Wy *n»o»jr wssy  dla  danego  przekształcenia  ortogonalnego,  określonego  wzorami: 

*#  — aii  yi  +  »«yj +...+  «,„  y»,  (t  =  l,  2, ...,  n), 
i  D*  =  ,at« 1*=  1 ,  odpowiednie  przekształcenie  odwrotne,  otrzymamy: 

Vi D ' 

I,  ze  względu   na  to,  że:   chk  =  —  ,  otrzymujemy  wzory: 

i  tti= *u  *\  +  Hi  *i  +•••+  am  ** ,  (»  —  *>  2»  •• »  »)>  W 

Mżące,  ie  przekształcenie  odwrotne,  względem  przekształcenia  ortogonalnego,  jest  rów- 
i  przekształceniem  ortogonalnem. 

Z  modułu  przekształcenia  ortogonalnego  otrzymujemy,  mianowicie,  moduł  przekształ- 
ca odwrotnego,   jeżeli  z  kolumn  pierwszego   porobimy  wiersze,   a  wskutek  takiej  prze- 
py,  wyznacznik  nie  zmienia  swej  wartości,  zatem: 
L   Meduł  przekształcenia   ortogonalnego  jest   identyczny  z  modułem  swego  przekształcenia    od- 

[     Stad  wypływa,  naodwrót,  twierdzenie  następujące: 

I    Jeżeli  dwa  przekształcenia,  odwrotne  względem  siebie,    mają  jednakowe  moduły,  w  ten  sposób 

fest**,  ze  z  wierszy  jednego ,  powstają  kolumny  drugiego,  natenczas  oba  przekształcenia  są  orto- 

7.  Elementy  wyznacznika  ortogonalnego,  n-go  rzędn  muszą ,  na  podstawie  równań  (6) 
*  wyrażeń  do  1,  a  (  9  )  =  — ^ —   wyrażeń  do  zera,  muszą  więc  uczynić  zadość: 

l2j==(1)  +  (o)  =  (  p  J  =  9  warunkom,  ale  ilość  wszystkich  elementów  wy- 
ka *-go  rzędu  jest  równa  n\  zatem,  chcąc  utworzyć  dowolny  wyznacznik  ortogo- 
możemy  przyjąć:  n1 *—= — -  =    *     — -  =  1      \   elementów,   dowolnie,    a  pozostałe 

f   J  elementów    z  I    ~L     1  równań  liniowych  wyznaczyć.    A  zatem: 

Wyznacznik  ortogonalny  jest  określony  (  9  j ,  dowolnie  obranymi  elementami. 

8.  Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  danej  formy  liniowej  ilu- 

lek  zmiennych.    Niech  będzie   daną   forma   liniowa  n  zmiennych,  nieza- 
ych:  x,,  x2,  ...,  xnj  w  postaci: 

n*1  «<(,£,  +  ajX,  +  ...+  anxn.  (10) 

Zastosujmy  do  niej  przekształcenie  liniowe,  określone  wzorami: 

X\  —  l\\V\  +  1\%V%  +  •••  +  hnVn 

xi=h\y\  +  h-Mi  +  -  +  hm  y% 


i  x„—  lnX  yx  +  ln2y2  +...  +  hmffm  , 

Podule:   \lix\=L,  różnym  od  zera,  natenczas,  otrzymamy: 

I  +:.+an(hiy\  +  łn2y2+-.  +  hnyn). 

I  Uporządkowawszy    wynik,    podług    nowych    zmiennych,    niezależnych: 
Dii  •••?#«?  otrzymamy  formę  przekształconą,  w  postaci: 

*nx=i>\y\  +  \y2 +-+&»y» ,  (ii) 

»"•  &x=aiZix  +  a2?2K  +  ...  +  all^x,  (x  =  1,  2,  ...,  n).  (12) 

t.  Mając  do  rozporządzenia  n1  spólczynników  lix,  możemy  je,  na  nie-kończenie  wiele 

>w,  tak  obrać,  aby  spólczynniki  6»,   formy   przekształconej,  miały  pewne,  z  góry 

,  wartości.    Wystarczy,  w  tym  celu,  wybrać  n*  —  n  spółczynników  liniowego  prze- 

dowolnie,  jednakże  tak,  aby  moduł   przekształcenia  L  nie  był   równy  zeru, 

n  spólczynników  możemy  już  wyznaczyć  z  n  równań  liniowych,  kształtu  (12). 

28 
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Możemy  n.  p.  przyjąć  spółozynniki  Un  =  0,  gdy  »5X*  a  otrzymamy: 

satem:  fc_«ta,  a  więc:  fa_|,  (.  =  1,  2, ....  n). 

Forma  liniowa:  i#n1  =  a1oj1 +  oj »,+••• +a»iC» i  przejdzie,  wskutek  takiego  przekszt^ 
cenią,  o  module:   L=lnlii...lnny  na  formę:  «»1  =  J11a1y1  +  Jjjaiyi  +  ••+  J»na*y»,   czyli: 

«« x = *iyi  +  *»yi  +•-•+  *«  y*  >  j 

której  spółczynniki  będą  miały  pewne,  a  priori  podane,  wartości. 

10.  Kolejne  zastosowanie  kilka  przekształceń  liniowych  do  danej  formy 

Stosując  do  danej  formy  n  zmiennych:  xu  a?j,  ...,  xH  ,  przekształcenie  liniowe 
określone  wzorami:  #,=Ztiyi  +  Jfly2+...+Ł»y«)  o  module:  Hx|=L^0f  a  na 
stępnie,  do  otrzymanej  nowej  formy  n  zmiennych:  yiy  y2ł  ...,  yn>  nowe  prze 
kształcenie  liniowe,  określone  wzorami:  y<— In^i  +  k^H+^+W^nf  o  module 
|ż',*|  =  £' <0,  natenczas,  wyrażając  zmienne  x{  przez  zmienne  **,  otrzyma 
jemy  wzory  bezpośredniego  przekształcenia  liniowego  formy  o  zmiennych 
xu  x21  ...,  g„,  na  formę  o  zmiennych:  *lf  02,  ...,  *»,  w  postaci: 

+  ..-  +  lin(lnl   ti+ln*'  *2  +  ...+l'nnSn)  , 

.czyli:   xi=*pil01+p{20i+...+Pineni    gdzie:  Pfc—ZnW  +  Jn W+.r+^*w'- 

Moduł  tego  przekształcenia  bezpośredniego  przedstawia  się,  w  postaci 

P-*\Pin\~\lnliu+h*kn+».  +  hnlnu\,  (i,  x  =  1,  2,  ...,  n) ,  a  że,  na  podstawie  pra 

widła   mnożenia  wyznaczników:    |&iZj«'  +  &2 Z*/ +  •••+{*» U*  1=1  fcxl.it/li    przeto 

|  p,x  |  =  I  **  I  •  I W  I  j   czy u :  p~  ijŁ'-    To  znaczy : 

Dane  dwa  kolejne  przekształcenia  liniowe  dadzą  się  zastąpió  jednem  przćkszial 

ceniem  liniowem ,   którego  moduł  jest  równy   iloczynowi  modułów  obu  danych  prH 

kształceń* 

11.  Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  układa  form  linlowyel 
Układ  form  liniowych,  kształtu: 

fi=>aitXi+aiiX2+...+ainxn  (»  —  1,  2,  ...,  n),  (13) 

zamienia  się,  wskutek  przekształcenia  liniowego,  określonego  wzorami: 

Xi=layi+li2y2+...+lin  y«,  (t  —  1,  2, ...,  n) ,  (14) 

na  układ  form  liniowych,  kształtu: 

fi=biiyi  +  bi2y2+...  +  binyn}  (i  =  1,  2,  ...,  n).  (15) 

Spółczynniki  6*,  form  przekształconych,  pozostają  ze  spółczynnikau 
form  pierwotnych,  w  prostej  zależności.  Aby  je  wyznaczyć,  zastosuj m 
przekształcenie  (14)  do  »-tej  formy  układu,  a  otrzymamy: 

fi^^i(l\iyi+lny2+^+hnyn)+(^(kiyi+h2y2+^^hnyn)+ 

+  ...  +  «.»  (lniyi+ln2y2+...  +  lnnyn), 

czyli : 

/1=*^,  (OiiZix+««Zjx+-.+o<iiZiM»)y*, 
*=1 
zatem : 

bi%=aa  Zix+o«  hn+  —  +a»»  h»  (16) 

Spółczynniki  układu  n  form  liniowych  (13)  tworzą  wyznacznik  n-go  rzędt 


a%\ ,  an ,  ...,  (*2* 


-I«*i|t  (*,*  =  !,  2,  ...,  n), 


który  nazywamy  wyznacznikiem  danego  układu  form  liniowyc 
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Odnośny    -wyznacznik   dla  układu   form   przekształconych,   przedstawia 
na  podstawie  wzoru  (16),  w  postaci: 

-B—  \ł>i*\<!s=\h*<ki+luai2+...+lnKain\,  (»,  x=  1,  2,  ...,  n), 
»»  według  prawideł  mnożenia  wyznaczników  : 

|  h*aa+h»aa+.-  +ln*ain  |  —  |  h% | .  |  ai% | , 
im,  otrzymujemy:   |*fr|  —  |k|.|«to|,    czyli: 
&n  ,  &«  ,  ...,  hm 


h\ ,  J12 ,  .«,  Im 

*21  j  *22  j  •  ••>  *2« 

On,  Ol2,  ...,  «u 
021  ,  «22  ,  .«,  «2* 

'al  j  ^*2  y   •••>  Nu 

0*1,  0»2,  .-,  (*nn 

6«1,  &*2,  ...,  &„ 

je:   JB^Zr.^4. 

To  znaczy :    Wyznacznik  przekształconego  układu  form   liniowych  jest  równy 
kowi  układu  pierwotnego,  pomnożonemu  przez  moduł  przekształcenia. 

12.  Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  form  kwadratowych,  ilu- 

łek  zmiennych.    Niech  będzie    daną    forma    kwadratowa   n   zmiennych, 
Bieżnych,  w  postaci: 

u^=aiixi2+a22x12+...+annxni  +  2ai2xix2  +  ...  +  2an^\%nXn^\Xni 

n 
Un*=*^iaixXiXx. 


Przypuśćmy,  że  jej  wyróżnik,  przedstawiający  się  w  postaci  wyznacznika 
lirycznego : 

«11  ,  «12»   ...|  «ln 
(Hi  )  «22  ,  .-,  «2» 


A  = 


Olu,  <*2»,  ».,  «i 

^  =  !«**!,    i,  x  «  1,  2,  ..,  w,    z  warunkiem:  ałX=ei^,  jest  różny  od  zera, 
ricc,  dana  forma  kwadratowa  jest  formą  kwadratową ,  właściwą,  i  zasto- 
do  niej   przekształcenie  liniowe,  określone  wzorami : 

zi^luyi+lnyi+.-.+lmyn 
x*=~h\y\+l'ny%+...+hnyn 


Xn=*h\y\  +  ln2y%  +  -  +  lnnyn, 

lodnle:    \li%\=L,    różnym   od    zera,    natenczas,    dana   forma    kwadratowa 
bztałci  się  na  następującą: 

unt=all(iuyi+k2y%+...+knyn)*+(h2(hiyi+h2y2+.--+hnyJ 
(kiyi+ln2yi+>.'+hnyn)*+2a\2(hiy\+l\2y2+..*+lmyJ 
+...+2o*_i,,(Z,,-i,iyi+k_i,2y2+..^ 

n 

un**=*^ań(liiyi+liiy2+:.  +  hnyn)(lHiyi  Hay2+...+t»y»), 
c,  na  nową  formę  kwadratową,  n  zmiennych:  yi}  y2)  ...,  y« ,  kształtu: 

n 

Un^^^hnyiyn. 

i=X 
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Na  wyznaczenie  spółczynników  bix,  formy  przekształconej,  otrzy majem] 
wzór  ogólny: 

&ix=»  Łi(^*Oii4-Z2«Oi2+...+ŁiiOin)+ia(ii«a2i+^aM+...+Łxa2»)  + 

Połóżmy:  AiH=k*<*<\+kH<*i2+ •»+l*%ain }  natenczas,  otrzymujemy  powyższ 
wzór,  w  postaci:  bi%=laAtK+laA2x+...+linAnx.  Wobec  tego,  wyróżnik  form 
przekształconej  przedstawia  się,  w  postaci: 

J5=|  JtxHl^i^ix+fc2^Jx+-..+^Oxx  |,   »',  x  =  l,  2,  ...,  n, 
a  więc,  na  podstawie  prawidła  mnożenia  wyznaczników,  w  postaci: 

a  że,  na  podstawie  tego  samego  prawidła: 

|^-xH|^xO<1+Z2xa«j+...+Ł.xOi»H|i«x|.|a«|l 
przeto,  otrzymujemy:  JB  — |  5,*|=*|  Ł»|2.|a,x  | ,   czyli:  B=Ll.A.  (18) 

To  znaczy :  Wyróżnik  formy  kwadratowej,  liniowo  przekształconej,  jest  róm 
wyróżnikowi  pierwotnej  formy  kwadratowej,  pomnożonemu  przez  kwadrat  odnośną 
modułu  przekształcenia. 

W  szczególności,  gdy  przekształcenie  liniowe  jest  ortogonalne,  mam] 
|J,K|2=1,  zatem:  J5=-4. 

To  znaczy:  Wyróżnik  formy  kwadratowej  nie  zmienia,  wskutek  ortogonalnej 
przekształcenia,  ani  swej  wartości,  ani  jej  znaku. 

13.  Zastosowanie  przekształceń  ortogonalnych  do  form  kwadratowy  cl 
ilukolwiek  zmiennych.  Niech  będzie  daną  forma  kwadratowa  n  zmiennyc] 
niezależnych:  xx,  xt,  ...,  xn,  w  postaci: 

u^auXi2+a22X22+...+annxn%+2aitXiX2+...+2an^lnxu^iXm.         (19) 
Zastosujmy  do  niej  przekształcenie  ortogonalne,  określone  równaniam 
Xi = Zn  yi + ki  !ft + ... + hn  y» 
x%*~hiyi+hiyi+...+hnyH 


(20) 


**  =  lniyi+ln%!ł2  +  :-  +  lnnyn, 

któremu  odpowiada  przekształcenie  odwrotne,  ortogonalne: 

yi=liixi+hix%+  ...+luixn 

y*°=hiXi  +  l2iX2+...  +  lniXn 


(21) 


yus=llnXi  +  l2nX2'\-...  +  lnnXn  , 

mające  ten  sam  moduł:  L  =  |  liK\ ,  i,  x  =  1,  2, ...,  n. 

Między  n2  spółczynnikami  Z*  ,  przekształcenia  ortogonalnego,  musi,  z  ji 
wodu  warunku  ortogonalności:  x12+x22+...+xn*<=yl*+yt2+...+yn1}  zachód! 
2-n(»+l)  relacyj,  kształtu: 

ki kn+hi hu+  :.+l« In*^  J   » *  ! Z.  * '  (22j 

—  U,  dla  *^x.  * 

możemy  zatem  dobrać  jeszcze    dowolnie:   n2— |n(n+l),  czyli:  -^n(n — 1)  j 
lftoyj,  aby  mieć  pewne  szczególne  przekształcenie  ortogonalne. 

Wskutek  przekształcenia,  określonego  wzorami  (20),  dana  forma  (1 
zamieni  się  na  formę  kwadratową  n  zmiennych:  yv  y2,  ...,  yn,  kształtu: 

u=lnyi2+b2iy22+...  +  bnnyH%+2bi2y\y2+...+2bn-inyn-iyn, 
któr  "        ^niki  bi%  mamy  wyznaczyć  za  pomocą  spółczynników  liu. 
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14.  Mając  w  przekształcenia  ortogonalnem  dobrać  jeszcze  (£)  warunków, 
t.  j.  tyle,  ile  jest  spółczynników  hin  przy  iloczynach  yiy«,  gdy  *<x,  do- 
łączmy   Qj   warunków   następujących:   iij^O,  613«0,  ...,  &„_!„  =  (),   ogólnie 

k=0,  gdy  *<*>  i  połóżmy:  ftn  — *n  622  — 5*i  — i  &«i  — *«• 

Dana  forma  sprowadzi  się,  przy  tak  dobranem  przekształceniu  ortogo- 
nalnem, do  postaci: 

"-W+W+--+**1!  (28) 

którą  nazywamy  postacią  kanoniczną  form  kwadratowych.  Z  postaci 
tej  musielibyśmy,  za  pomocą  przekształcenia  odwrotnego,  określonego  wzo- 
rami (21),  dojść  napowrót  do  formy  pierwotnej.  Wskutek  tego  przekształ- 
cenia, sprowadza  się  jednak  forma  (23)  do  następującej : 

«  =  ^iGn«i  +  i2i^+--+^i^02  +  ^(?ii^i+^2  +  ---+^2^)1+ 
+ ...  +  sn(hn  Xi + lu  %% + ... +  lnn  xn)  *, 
czyli: 

r=* 
fi  —  28r(llr*i  +  hrZi  +  ...  +  lnrXn)l} 

która,  porównana  z  formą  pierwotną  (19),  prowadzi  do  relacyj : 

r=n 
O*  =  2  Sr  lir  lur,     f,  X  —  1,  2,  ...,  *, 

czyli,  dla  x=l,  2,  ...,  n,  do  równań: 

Oil  =  «l  ki  hl  +  Si  la  il2  +  —  +8nlin  lin 

an=St  In  hi+Si  In  hi  +  —  +sH  h%  hn 


Oin^Si  la  lui+8%lal&  +  ...  +  8n  lin  Inn* 

Uważajmy  w  tych  n  równaniach  iloczyny:  Siln,  s%la,  ...,  snlin,  jako  nie- 
wiadome, to,  oznaczając  minor  elementu  lini  wyznacznika  L  =  \lix\,  przez-, 
», x  =  l,  2, ...,  n,  otrzymamy,  na  wyznaczenie  niewiadomych,  kształtu:  sKliK} 
wzór  ogólny:  * 

I  Ł<*  I 
a  że,  w  przekształceniu  ortogonalnem,  którego  moduł:  Z=|Z,»|,  zachodzą  re- 

!acye:  ^*     j        ^»     7  ***_7 

zatem,  przedstawia  się  ten  wzór  w  postaci:   s%l{%= aali%+aiil2*+—+(*inlnn. 
Kładąc  w  nim    kolejno:   »-»l,  2,  8,  ...,  n,   otrzymujemy   układ  n  równań 

liniowych : 

(«ii— «ic)Zi«+ai2fc«+...+«u?fiic=a0 

<H\  Jjk+(«12— 5»)fe»+...+a2»Ł»=0 

<24) 

«»i  JiK+«»2  *2*4-  ...+(0,,,,— 5»)  ?,»— O , 
jednorodnych,  o  n  niewiadomych:  lu,  lu,  ...,  lnn.  Ażeby  istniały  takie  war- 
tości na  niewiadome:  &,,  b»y  ...,ŁX,  któreby  były  różne  od  zera,  a  tym  równa- 
niom jednorodnym  uczyniły  zadośó,  musiałby  wyznacznik  tego  układu  równań 
być  równym  zeru.  Oznaczając  niewiadomą  s%  przez  s,  otrzymujemy  więc,  na 
jej  wyznaczenie,  równanie : 

021,   tt22— S,    ...,   «2n 


A«)« 


0«1|    «n2,    •••>    «»« 


=  0,  (26) 
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a  więc,  ze  względu  na  (— «),  równanie  »-go  stopnia,  kształtu: 

(-«)«+2)1(-«)^+2)1(-«)-^+...+2)^-«)»+2)^1(-8)+l).--0  f    (26) 
w  którem    wyraz    wolny  Dn  jest  wyznacznikiem   symetrycznym  n-go    rzędu 
■D—Iflfcl  (»"i  *  =  1>  2,  ...,«),  spółczynnik  Dr  (r=l,  2, . .,  n— 1),  przedstawia  sumi 
wszystkich   minorów   r-go   rzędu,    odpowiadających    elementom  a,,,    główne 
przekątni  wyznacznika  D. 

Spółczynniki  *t,  s2,  ...,  s„:  formy  kwadratowej:  51y12+52y1,+  ... +5jry,31 
są,  zatem,  pierwiastkami  równania:  Z)(s)=0,  które  powstaje  z  wyznacznika 
•D^lflftil,  danej  formy  kwadratowej: 

«=a11^1Hfli2*j,+...+^«^ji2+2an*1fl:2  +  ...+2al^i,xll-i«», 
jeżeli  w  nim  elementy  przekątni  głównej  aii}  zastąpimy   przez  ait — s. 

15.  Możemy  wykazać,  że  pierwiastki  równania:  D(s)=0  są  rzeczywiste 
Utwórzmy,  bowiem,  równanie  :  Z>(— $)=0,  natenczas,  otrzymamy,  ze  względt 
na  to,  że  wyznacznik  D  jest,  z  powodu  aix=a%i}  wyznacznikiem  symetrycznym 
równanie:  D(*).2)(— s)=0,    w  postaci: 

tfu— **,  012  >  •••>  0i» 
0J1  ,  4»— *a  >  —,  02« 


o, 


0»1  y  0«1 1  •••>  0»n       $ 


gdzie : 

czyli : 

0f«=«rt^+^^+..+Orf<a«<+.-+^alol+...+«rt«i»i  dla  i^x, 
zaś :  Cu— «,««afi2+...+(all— 5)(a«+5)+...+a,w2, 

zatem :  c«=o<i2+afl2+...+o«a+...+ałll2. 

Otrzymane  równanie,  możemy  przedstawić  w  postaci: 

w  której  spółczynniki:  Cu  C2,  ...,  C„,  są  wszystkie  dodatnie. 

Równanie  to,  nie  może  dawaó  na  s2  pierwiastków  ujemnych,  gdyż  suma 
liczb  dodatnich,  nie  może  być  równą  zeru. 

Pierwiastki  równania:  D(s)=0,  nie  mogą  więc  być  kształtu:  fi\/^i% 
a  że,  jak  łatwo  dowieść,  nie  mogą  być  także  kształtu:  a  +  pi7  są  zatem 
wszystkie  rzeczywiste. 

Wszelka  forma  kwadratowa,  kształtu: 

«**=  «n  Xi2+ai2  *2*  +...  -fa*»a?ll2+2  a12  xx  a?2  + ... +2  a„-i ,  zn-i  x» , 
której  wyznacznik :   D  =  |  ai%  | ,  jest  różny  od  zera ,   da  się ,  za  pomocą  prze- 
kształcenia ortogonalnego,  sprowadzić  do  postaci  kanonicznej : 

«— *iJfia+«iyj1+..-+*«y«*, 
o  spółczynnikach  rzeczywistych:  *ly*l9  ...,  snj  które  są  pierwiastkami  równa- 
nia: D(s)=0.  Dotyczące  przekształcenie  ortogonalne,  jest  określone  wzorami 
(20),  w  których  spółczynniki  lin,  za  pomocą  równań  (23)  się  wyznaczają. 

16.  Uwaga.  Że  pierwiastki  równania:  Z)(s)  =  0  nie  mogą  być  kształtu:  s=a-f6t, 
możemy,  między  innemi,  dowieść  w  sposób  następujący: 

Przypuśćmy,  że  równanie:  Z)(s)  =  0  ma  jeden  pierwiastek  kształtu:  t^asa  +  Ji,  tedy 
musiałoby  ono  mieć,  takie,  drugi  pierwiastek,  kształtu:  *j-=« —  P».  j 

Z  równań  (24),  wyznaczających  odpowiednie  spółczynniki  /te,  przekształcenia  (20), 
jako  liniowych,  ze  względu  na  te  spółczynniki ,  otrzymalibyśmy  tedy  wartości  tych  spól- 1 
czynników   ^*"va"adające  pierwiastkom:  8%i  8Xl  także,  w  postaci  liczb  zespolonych,  sprzę* 
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śonych.  Jeżeli,  mianowicie,  spółczynniki:  Jrt,  odpowiadające  pierwiastkowi:  «„,  miałyby 
kształt:  /fS»«t  +  Pi'i  'jw  =  ai  + Mi —i  ***  =  **  +  M i  natenczas,  spółczynniki  Ja,  odpo- 
wiadające pierwiastkowi:  s^,  przedstawiałyby  się  w  postaci:  1^  =  0^  —  $ti}  l^  —  o^  —  fcif 
*-'  ***=a« —  fr»\  a  że>  na  niocy  wzoru  (22): 

h.hx+luhji+-  +  ln,Ki=0,  dla  X»x, 
przeto,  otrzymujemy  stąd  warunek:  «4 ł  +  f^1 4-  «i*  +  Pi ł  +  •••+*„*  +  PH*  =  0,  który  jest  nie- 
dopuszczalny. Musiałoby,  bowiem,  wówczas  być* :  «t -^ft^ ...  =  *„  =  Bw  -=  0 ;  byłyby  wiec  także 
spółczynniki:  JJx  =  ł2j|  =  ...=  ^  =  0,  co  jest  niemożliwem ,  gdyż,  na  mocy  wzoru  (22), 
ma  być:  Jlac2  +  4*ł  +  ",+  '«»S*:3S  *•  Pierwiastki  równania:  D(s)  =  0  nie  mogą  być,  więc, 
zespolone. 

17.  Sprowadzenie  formy  kwadratowej  do  postaci  kanonicznej  za  pomocą 
przekształeeń  jednomodulowych.   Mając  formę  kwadratową  : 

u^auxi2+a22x22+...  +  annXn2+2ai2xlx2  +  ...+2an^nxn^iXn, 
sprowadzić  do  postaci  kanonicznej:  u^siyl2+s2yl2+...  +  snyni9  za  pomocą  pe- 
wnego przekształcenia  liniowego,  określonego  wzorami: 


możemy    to    uskutecznić   na   nieskończenie  wiele  sposobów,  gdyż,  między  n2 
spółczynnikami  li%,  niewiadomego  przekształcenia,  zachodzić  musi  tylko  (*) 

warunków.  Możemy  wi^c:  »2—  \ZJf  t.  j.        g       warunków,  przyjąć  dowolnie. 
Przyjmijmy,  w  tym  celu,  spółczynniki,   kształtu:  /«=1,  a  nadto,  spół- 
czynniki:   lii*=ln=*.„=liyi^x*=*01  i— 1,2,..., »,  i  zastosujmy  dodanej  formy  kwa- 
dratowej przekształcenie,  kształtu: 

Sa=  y%+hzyz+*~+l2n!fn 


(27) 


3.=  y* , 

w  którem  mamy  właśnie  (£j  niewiadomych  spółczynników.  Moduł  L,  tego 
przekształcenia,  jest  równy  1,  przekształcenie  samo,  jest  więc  przekształce- 
niem jednomodułowem,  a  jego  przekształcenie  odwrotne  określa  się  wzorami : 

yi8-  Sl  +  Z\l  $2  +  ^13  «3  + ...  +Mn  Xn 
yj=a  X%  -f  ^23  #3  +  -.  +  &l*  %n 


(28) 


y*~  *«. 

Jeżeli  to  przekształcenie,  sprowadza  formę  kwadratową,  n  zmiennych, 
do  postaci  kanonicznej:  u=slyi2+s2y22  +  ...+snyH2,  fco  sprowadzają  także  przy 
r  zmiennych,  gdzie  r<n,  do  postaci:  u=siyi2+s2y22+...+sryr2 ,  gdyż,  dla 
^r+i=a:r+a=. ..=»!•— 0,  jest  także:  yr+1=yr+2=*...— yn=0. 

Wyróżnik  formy  pierwotnej,  kształtu:. 

uH2=ailxi2+a22x22+...+arrXr*+2ai2xix2+...+2ar^wXr-\Xr, 


postaci 

Dr 


1**1 1  (*,  x  =  l,  2,  ...,  r), 


^Z~  li 


-    i     rl 


-     -r     — -Zr  -  VI 


•      .łrr-  t»«*~3-  ■ "» 


i.  .    -..    —  i* 


*^        fa»       _    W 


*J     JiŁ    / 


'•-*     ~^U-i& 


«*., 


>ft 
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19.   Prswo  bezwładności  form  kwadratowych.  Forma  kwadratowa,  o  n 
imiennych,  da  się  sprowadzić   do  postaci  kanonicznych   nieskończenie  wielu 
bami  ;  nieskończoność  ta  jest  rzędu:  72  w(tt+l)"8°>  możemy,  bowiem,  w  od- 
ych  wzorach  przekształceń,    przyjąć  dowolnie  *j2n(n-ł-l)   spółczynników. 
tej   formie    kwadratowej,   n  zmiennych,    odpowiada,   zatem:  oo  ,/»»0«+i)  p0- 
i  kanonicznych.    Postacie  te  mają  ważną  własność  wspólną. 
Weźmy  pod  uwagę  dowolne  dwie  postacie  kanoniczne  jednej  i  tej  samej 
y  kwadratowej,  i  oznaczmy  przez  si1  s2, ...,  sn,  spółczynniki  jednej,  a  przez 
°n  — i  0»>  spółczynniki  drugiej  postaci  kanonicznej,  tejże  formy,  natenczas, 
jąc   odnośne    zmienne,  w  pierwszej  postaci  przez:  #i,y2,  ...,!/„,  w  dru- 
przez:    *fr,  %,  ...,  ifr,   otrzymujemy,    dla    tej    samej    formy  kwadratowej: 
'tfaZfZ,,  tożsamość: 

Sl9l  *+  hV2*  +  •••  +  SnyS^O^  2  +  (T21?22  +...+  Onfln2,  (30) 

zmienne  17  wyznaczają  się,  liniowo,  przez  zmienne  y,  w  postaci* 

Vt  —  *u  Vi  +  K  y2 + - + Am  y- 

Obie  postacie    kanoniczne,   tej  samej    formy   kwadratowej,   muszą   mieć 

akową  ilość  spółczynników  sio  tego  samego  znaku. 

Przypuśćmy,  bowiem,    że,   po   lewej    stronie   tożsamości  (30),    istnieje  a 

(czynników  8  dodatnich,  a  po  prawej  /?    spółczynników  o  dodatnich,  przy- 

m  a<C/?,   natenczas,  moglibyśmy  a  zmiennym  y,  posiadającym  spółczyn- 

8  dodatnie ,   nadać  wartości    równe    zeru ,    a   pozostałoby  jeszcze  n  —  a 

iennych  y,    mających   spółczynniki   ujemne,   którym  to  zmiennym   mogli- 

y  nadać  takie  wartości,  aby,  po  prawej  stronie,  znikły  wszystkie  n — /?, 

net/,  które  mają  spółczynniki  a  ujemne.  Wobec  n— /?<«— a,  dałoby  się 

widocznie,    uskutecznić    nieskończenie    wielu    sposobami.    Wskutek   tego 

ma]  i  byśmy,  po  lewej  stronie  tożsamości  (30),  wyrazy  wyłącznie  ujemne, 

po  prawej  stronie  tożsamości,   wyrazy   wyłącznie    dodatnie;    założona  toż- 

ość  nie  mogłaby  więc,  w  przypadku:  a<Zp,  być  spełnioną,  tak  samo,  nie 

;łaby  być  spełnioną  w  przypadku:  a>>j3.    Musi  być  więc  a=fi.  A  zatem: 

wszystkich  postaciach  kanonicznych,   kształtu:  s^2  +  s2y22  +...+sHyn2,  jednej 

hj  samej  formy  kwadratowej,   ilość  kwadratów,   opatrzonych  tym  samym  znakiem, 

stale  jednakową. 

Prawo  to,  podane  przez  Sylwestra,    nazywamy    prawem    bezwła- 

ności    form   kwadratowych. 

Chcąc,  więc,  poznać  znaki  w  postaciach  kanonicznych  danej  formy  kwa- 
dratowej, dość  jest  poznać  je  w  jednej   postaci  kanonicznej.    Z  postaci:  (29) 
Lridoczna,  że  spółczynnik  sr  będzie  miał  znak   +,  lub  —1,  stosownie  do  tego, 
wsy  wyznaczniki  Dr-\  i  Dr  mają  te  same,  czy  też  przeciwne,  znaki. 

A  zatem:  Ilość  wyrazów  ujemnych,  w  każdej  postaci  kanonicznej,  danej  formy 
bmdratowej:  2ai%XiX%,  jest  równą  ilości  zmiany  znaków  w  szeregu  wartości: 

1,  Dv  D2,  Dz,  ...,  D,_tł  Dm, 
idzie:   Dr  —  \ai%\ ,  i,  x  =  1,  2,  ...,  r. 

20.  Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  dowolnej  funkcyi  ilukol- 
wlek  zmiennych,  niezależnych.  Niech  będzie  daną  dowolna  funkeya  n  zmien- 
nych, niezależnych:  xt,  x2,  ...,  xn,  w  postaci:  u=*f  (xu  x2,  ...,  xn).  Zastosujmy 
do  niej  przekształcenie  liniowe,  określone  wzorami: 

Xi=*lti9i+li%y*+-+hnyni  »-l,  2, ...,  n,  (31) 
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o  module:  |Z/M|«=L,  różnym  od  zera,  a  otrzymamy,  jako  funkcyę  zmiennych: 
tfu  Vi}  •••»  #M  funkcyę  przekształconą,  w  postaci:  u=I(yt)y2}  ...,y»),  przyczem, 
dla  wartości:   yn  ya,  ...,  y„ ,   związanych    ze  zmiennymi:  «lf  #2,  ...,  xm}    równa- 
niami (31),  zachodzi  równośó:  ^(yivjrSj  •..,y•)--/,(*l>*3l-••>'4l)• 
Z  równości  tej  otrzymujemy: 


dF    F 


a  że,  na  mocy  (31) 


dxx 
dyK 


Jf_^l+.dL  ^1+     i   df  dx* 
dxx  dy%      dx2  dyH     "*    dxn  dyH  ' 

--liH,   -źr^-h*,  .-.,  Tr^^łnn,    przeto,  dostajemy : 
oy%  oyn 


dy%  dxx  dx2  dxu 

df 


Kładąc:  ^jr=f\>  ^"— Ai  •••>  ^T8^"'  otrzymujemy  wzór: 

Fu-hufi+t*fi+...+W.fc,  (32) 

wyrażający  liniowo  pochodne  cząstkowe  funkoyi  przekształconej,  przez  po- 
chodne cząstkowe  funkcyi  pierwotnej  i  przez  spółczynniki  liniowego  prze- 
kształcenia. 

Wyznaczmy   teraz   drugie   pochodne   funkcyi   przekształconej.    W  tym 
celu,  otrzymamy  z  (32): 


dytdyn      *dyi*dyi        ^**  dyt 


Kładąc : 


d*F 


dytdy 


=Fi%)  a  zarazem: 


dffidy% 


=/}*,  i  uwzględniając,  że: 


df1^df1dx1 +dfndx^  df*dXu 

dyitssdxidyi     dx1dyi     '"     dx%óyi  f 


(33) 


otrzymujemy  wzór  ogólny: 

4  — +  Łw(Jl«/«i +  fe« /•!  +  •.. +  J»ł  Am)  i 

wyrażający  drugie  pochodne  cząstkowe  funkcyi  przekształconej  przez  drugie 
pochodne  funkcyi  pierwotnej  i  przez  spółczynniki  przekształcenia. 

21.  Drugie  pochodne  cząstkowe  danej  funkcyi  n  zmiennych,  niezależnych: 
f(xx,x21  ...,a?»),  dadzą  się  ustawić  w  wyznaoznik  n-go  rzędu: 
/u  i /u  i  — i/l« 


/ai ,  /m  ,  ...,  fin 


|/i»|,  (i,  x- 1,2, ...,»), 


7*1 1  /*2 1  •••*  fnn 

który  jest,  z  powodu,  że  /*,«=■/«/ ,  wyznacznikiem  symetrycznym ,  a  zarazem 
wyróżnikiem  formy  kwadratowej,  przedstawiającej  drugą  różniczkę  zupełną 
funkcyi:  f(xi ,  x2, ...,  xn) ,  kształtu: 

dy=kitf3i,+J22efc«2+...+Ctftf»2^ 

Wyznacznik  ten  nazywa  się  zwykle  wyznacznikiem  Hesse'go, 
albo,  krócej,  Hessyanem  funkcyi:  f(xX}x2) ...,  xH)}  i  oznacza  się  symbo- 
lem:  #(/). 

Mając  wyznaczony  hessyan  danej  funkcyi:  f(xxix2y ..., s»)t  w  postaci: 

dV         |A|,  «,x«l,2,...,n), 


B(/) 


dX{dxx 


wyznaczmy  hessyan  #(JF)  funkcyi  przekształconej:  F(yi}y2}  ...fy„). 
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W  tym  celu,  połóżmy:  1*/*  +  W*i  +•••+  W**  =  Ain,  a  otrzymamy 
z  wzoru  (32):  Fix=*l\KAii+l2)tAi2+.  .+lnKA(n,   a  stąd  wyznacznik: 

|l^H|6,^+7i.^+...  +  ^J*.|-|t|-|^*i|, 
a  że:    | Aiu\~\luf*  +  kifta+. ..+/«,/«.  |  —  |k|-l/fr li   przeto,  otrzymujemy! 
|Jft.H«*N/Ł|.   czyli:  H(F)-L*.H{f). 

To  znaczy:  Hessyan  funkcyi,  liniowo  przekształconej,  jest  równy  hessyanowi 
funkcyi  pierwotnej,  pomnożonemu  przez  Jacadrat  modułu  odnośnego  przekształcenia 
liniowego. 

Jeżeli  zastosowane  przekształcenie  jest  przekształceniem  ortogonalnem, 
natenczas:  |k|V £r— 1 ,  a  zatem:  H(F)~H(f). 

To  znaczy:  Hessyan  dartej  funkcyi  ilukolwiek  zmiennych  nie  zmienia  swej 
postaci,  wskutek  przekształcenia  ortogonalnego  tejże  funkcyi. 

22.  Wnioski.  Jeżeli  dana  funkcya  jest  funkcyą  jednorodną  n  zmiennych, 
m-go  stopnia,  natenczas,  jej  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu,  są  funk- 
cjami jednorodńemi  (m — 2) -go  stopnia;  hessyan  formy  m-go  stopnia,  o  n 
zmiennych,  jest  zatem  funkcyą  jednorodną  n(m— 2) -go  stopnia  tychże  zmien- 
nych, hessyan  formy  kwadratowej  jest  funkcyą  zerowego  stopnia,  i  zarazem 
wyróżnikiem  tej  formy. 

28.  Zastosowanie  przekształceń  liniowych  do  układu  f unkeyj  Ilukolwiek 
imiennych,  niezależnych.  Niech  będzie  dany  układ  n  funkcyj  n  zmiennych, 
niezależnych,  kształtu:  ui=*fi(xi,xt}...Jxn)}  (t—l,  2,  ...,*).  Zastosujmy  do  tego 
układu  przekształcenie  liniowe,  określone  wzorami: 

s<«*Jflyi+Jay2+...+J«y»i,  (*— lf  2, ...,  »), 
o  module  1 1*  j— Xr ,  różnym  od  zera,  a  otrzymamy  układ  przekształcony,  w  po- 
staci: tHra-"'.F<(yiłyi| ...,  y»),  (i— 1,  2,  ...,  n),  przyczem,   dla  wszystkich  wartości 
zmiennych  yi}  związanych  ze  zmiennemi  %{  równaniami  przekształceń  jest: 

Fiiyuyi , ...,  y.Wf  (*i ,  ** > •••>  *»)• 
Z  równości  tej,  otrzymujemy,  pierwsze  pochodne  cząstkowe  poszczegól- 
nych funkcyj  układu  przekształconego,  w  postaci: 

d Fi       d/i    dXi       d/i  dx2  dfi  dx~ 


dy* 


,     dxĄ 

a  że :  — i 


dxt'dyn 


dxtdyn    '  '"  '  dxm  dy% 
■lnK,   zatem,  otrzymujemy: 


dFt 
dy. 


dfi 


8=3  h»-^r-  +  h»-^~-  +—+  I 


dfi 


dx 


dx« 


dx,' 


Pierwsze  pochodne  cząstkowe  poszczególnych  funkcyj ,  układu  prze- 
kształconego, są,  więc,  liniowemi  fankcyami  poohodnych  cząstkowych  odno- 
śnych ftmkcyj  układu  pierwotnego. 

Pochodne  cząstkowe  układu  n  funkcyj,  o  n  zmiennych,  kształtu: 

fi (*!,«i»  -i  *») »  (*  7  1)  ai  -i  *») . 
dadzą  się  zestawić  w  wyznacznik  funkcyjny  M-go  rzędu,  w  postaci: 

df\      ¥i  ¥\ 

dx,  '  Ar, '  '"♦    dxu 


dU     dĄ 
dscj '   dxi' 


dU 
dx. 


*fn        tfu  V* 

<te, '  das, '  '"'    dxn 


dx% 


(i,  x  =  1,  2, ...,  n) , 
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który  nazywamy  wyznacznikiem  Jakobi'ego,  albo  krócej,   Jakobia- 
nem   układu   funkcyj,    i  oznaczmy  symbolem: 

«/(/„/,,...,/.),   albo.  -^— ___r. 
Utwórzmy  Jakobian  układu  przekształconego,  a  otrzymamy: 


dtfn 


-li.     Ófi  A-l      Ófi   -U      Ml      & 


J(FVF2,...,F.)=  ^^       ^  = 
a  że: 

zatem,  otrzymujemy: 

dFt    dF\  dF, 

<*,  '  *,  '  '"'  dyn 

dFt    dF,  dFi 


dJF, 


,   (»,  x  —  1,  2, ...,  n) , 


-IŁ 


dx. 


hi  i  hi »  •••»  ?i« 


Liii  kj>  — »  '* 


#ł     Vi.    ...    *?* 


dacj  f  fte2 '  "M  dxn 


dFn      dFn  dFn 

ty\  '  dy*  f  "'  <fr* 

czyli:  J(FU  Fv  ...,  F.)  -L.J(fuf„  ...,  /„). 

To  znaczy :  Jakobian  układu  liniowo  przekształconego,  n  funkcyj,  o  n  imien- 
nych, niezależnych,  jest  równy  Jakobianotoi  układu  pierwotnego ,  pomnożonemu  prze: 
moduł  odnośnego  przekształcenia. 

24.  Uwaga.  Jakobian  układu  form  tn-go  stopnia  o  n  zmiennych,  nie- 
zależnych, jest  funkcyą  »(m— l)-go  stopnia  tychże  n  zmiennych  i  jest,  więc, 
funkoyą  zerowego  stopnia,  czyli,  liczbą  stałą  tylko  dla  układu  form  linio- 
wych, tworząc,  w  tym  razie,  wyznacznik,  utworzony  ze  spółczynników  tychże 
form,  czyli,  t.  z.  wyznacznik  układu  form  liniowych. 


ćwiczenia   XXII. 

Wy  znaczy  6  moduły  następujących  przekształceń  liniowych  i  wyprowadzić  odnośne 
przekształcenia  odwrotne: 


1)    *t  =  2yi  +  7y,  2) 

*i  =  tt  +  6yi- 

4)   *1«4y1  +  9y,  +  2y, 

*i  —  tyi  +  &yi+7ys 

*s  —  3yi  +  yi+6y8. 

6)  zt  —  fyi  +  ft  +y8  +  y4 

*,  =  y1  +  2y,+y,  +  y4 
*8  =  yi  +  yi  +  2y,  +  y4 

*4a=syi  +  yi  +  ys  +  2y4. 

8)    x, 

*1 


x  e=  ax'  +  6y*  8)    *  =*  a?  +  6i) 

y  =  a'x'  +  by.  y  =  b\  +  ai). 

B)    *  =  «*'  + 6y'  +  <*' 

7)  *i=5y1+8y,  +  2y3  +  6y4 
«i  =  6y1  +  4yi  +  2y8-h8y4 
*ł=7y1+5y,  +  8y,  +  ąy4 
*4  =  ^i  +  tyj  +  2yB  +  6y4 . 


yt  sin  *  +  ys  sin  2«  +...+  y*  sin  n* 
yt  sin  8a  +  y%  sin  6a  +...+  y»  sin  8na 


xn>=yi  sin  (2»— 1)  a  +  yjsin 2  (2fc— 1)*  +...+y»  sin  n(2n— 1)  a. 
Wyprowadzić  warunki,  pod  którymi,  niżej   podane  przekształcenia,  będą  przekształ- 
ceniami ortogonalnemi : 

9)   x  «=a  *'  cos  \  +  ył  cos  Xj  10)    aj-ea^  +  ojy* 


y  «  x'  sin  \  +  y'  sin  V 


y  =  &!*'  +  **'. 


ey. 


U)  *=*'cosX1  +  y*  cos  X,  +  *' cos  ^  12)   * —  a^  +  a^y'  +  atzt 

y  =  xvcos  jłj  +  y'  cos {4  +  **  cos  [i,  y  =  fci*'  +  ft,y'  +  ft,** 

2=>j^  cos  vt  +y'  cos  v,  -f  s*  cos  v  z  =  c^*'  +  c,y'  +  «s^- 

1S)  Wykazać,  że  przekształcenie,  określone  wzorami: 

x  =  ar*  cos  a  — s' sina,    y  =  y',    z  =  *'  sin  a  +  **  cos  a 
[przekształceniem  ortogonalnem  i  wyprowadzić  odnośne  przekształcenie  odwrotne. 
14)  Wykazać,    że   wyznacznik     n*    elementów,    od    siebie    niezależnych:    D  =  |a/x| 
nj  przedstawić,  w  postaci : 


n  ÓD  dD  dD 

ÓOi\  a  da,t   '  doin 


dD    ,  dD    ,       ,  dD 

*  a, J-  au  t h-+  «**  -i —  » 

"dai*  dajx  donn 


Jeżeli :  Z)  -■  |  ch* 

15) 


(t  =-1,2,  ...,*), 
(x  =  1,  2,  ...,  ») 
|  ain  | ,  (»,  x  ==  1,  2, ...,  *) ,  wykazać,  że,  przy  t  5  Tc : 

0, 
dłD  d*D       ,       .  dJD 


dD  dD    ,       ,  dD 


aii  -  - h  osi  -r h-+  ani  .       =0. 

daix  da^  da%% 


dD 


■Oxl 


da%\  daxl 
d»D 


-Ox2 


=  a»i  - 
doin  dam  dani 


Ox2 


dan  da*2 
d»D 


+...+  a*» 


17)      D  = 


d»D 


flhi ,  an 


Ox1 ,  Ox2  I  d<wi  da«2 


Ofl,  a»3 

a«2,ax3 


dafe  da»2 
dJD 


+...+  axn 


datt  daim 
d»D 


d(W2dOx3 


+...+ 


dotudajcfi 
(W,  »-i ,  ain 
a%% n—  i,  a*n 


d*D 


da/, »— i  óaxw 


D  =  |  ain  | ,    przyczem :    a,x  =  a»< , 


18)  Wykazać,  że  w   wyznaczniku    symetrycznym: 

ny:  - — =2 o*,   gdy:  iSx,    zaś:  -— -=a,»,   gdzie  «i*  jest  minorem  elementu  at%. 
oom  oau 

19)  Wykazać,  że  kwadrat  jakiegokolwiek  wyznacznika,  jest  zawsze  wyznacznikiem 
symetrycznym . 

29)   Wykazać,  że  kwadrat  wyznacznika  ortogonalnego  jest  zawsze  równy  1. 
Wyznaczyć  przekształcenia  liniowe,    któreby  sprowadziły  następujące  formy  liniowe 
obok  podanych,  postaci: 

21)  «,'=-o*  +  6y,  do  postaoi:  X+F; 

22)  «,'  =  ax  +  by  +  cz ,   do  postaci:  X+  Y+Z\ 
28)   «*4'  =  «i«i  +  ai«j +  «iSBs  +  *4^4»   do  postaci:  Xt +X,  +  X3  + X4 ; 

24)  «m'  =  o1*t  +  o,*,  +...+  ««*»,   do  postaci:  Xt  -fX,  +...+  X*. 

25)  Układ  form  liniowych,  dwójkowych,  kształtu:  /1=2*  +  4y,  /,  =  *-f"Hy>  prze- 
kształcić, za  pomocą  podstawienia:  *  =  6 *' —  7y',  y  =  4*'-t-8y*,  i  obrachować  wyznacznik 
okładu  przekształconego. 

26)  Układ  form  liniowych,  trójkowych: 

/t  =  *  +  4y  +  6*,    /,  =  4*+2y  +  6*,    /,  =  5*  +  Gy  +  8*, 
przekształcić,    za  pomocą   wzorów:    »==»',    y  =  2api+y/,    z=*8x'  +  y'  +*'»    i    obrachować 
wyznacznik  układu  form  tak  przekształconych. 

27)  Układ  form  liniowy  oh,  czwórkowych: 

ft  =  4*!  +  9*s  +  18*3  + 1?**,       /i  =  8a?t  +  18*,  +  23*3  +  38x4, 
/8=*  18*t  +  80*,  +  40*3  +  54*4    /,  =  11*!  +  24*,  +  87*3  +  46*4, 
przekształcić,  za  pomocą  podstawienia: 

*i  =  yi  +  yi  +  vi  +  ft  i      ^ = yi  -  yi  -  ys  +  yi , 
«i— yi-yj+ya  — y4,      ^4-^yi  +yi  — ys  — yi 

i  obrachować  wyznacznik  układu  form  przekształconych. 

28)  Formę  kwadratową,  dwójkową  o,*  =  o*1  +  2fc*y  +  eył  przekształcić,  za  pomocą 
wzorów:  *  =  *C  +  pi),  y  =  yC  +  8ij ,  na  formę:  w,,  =  -4c1  +  25^T)  +  C(^Q,,  i  wykazać,  że: 


6  c 


To 


^1  5 
5  C 


29)    Zastosować   przekształcenie    liniowe:    *  —  04?  +  Pi^j  +  Ti^»    y  =-  «iE  +  M  +  Tl?* 
r  =  o,  5  +  p,i)  +  YfC,  do  formy  kwadratowej  ,  trójkowej : 

*3»  =  0**+  &y2+  c»ł  +  2^  +  2e*s  +  2/xy 
i  znaleść  wyróżnik  formy  przekształconej. 
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90)  Formę  kwadratową,  czwórkową: 

V  —  «ii*ił  +  <hi*ił  +  «*s  V  +  «44*łł  +  2a1,a?1«J+2  o^a?,  +2a,4ala?ł  +  2atlx1xl  + 

+  2a,4*,*4  +  2a84*3a?4, 
przekształcić,  na  podstawie  wzorów: 

*i  —  *nyi  +  hm  +  hm  +  hm,   *i  —  {uft  +  hm  +  hm  +  hm, 
**  =  %i*i  +  *nyi  -I-  Ws  +  fc**,   *4  —  hm  +  hm  +  h*to  +  hm, 

i  obrachowaó"  wyróżnik  formy  przekształconej. 

81)  Dowieść,   że,  przekształciwszy  formę:  tfn^  ^aa»x,arjc,  gdzie  o»»=Ok»,  za  pomocą 

i,* 
i=n  u 

wzorów:   xł  =  JJ6łyl-,  (*  =  1,2, ...,»),   na    formę:    «*a  — 2  &«»**»>   otrzymujemy   wyróżnik 

formy  przekształconej,  w  postaci :    |  6*»  |  =  |  lin | '.  |  ain  |. 

82)  Wyznaczyć  przekształcenia  liniowe,  sprowadzające  formę  kwadratową,  dwój- 
kową :  tij 2=  ax*  4-  26 ary  -f  cył,  do  postaci  kanonicznej :  Un*  =  8xXi  +  *j  F*. 

88)    Dowieść,   że  równanie   drugiego   stopnia,    kształtu:      .      _[_     =0,   ma   zawsze 

rzeczywiste  pierwiastki,  i  zbadać,   kiedy  te  pierwiastki  będą  tego  samego  znaku,   a  kiedy 
przeciwnego. 

84)  Podać  warunki,  pod  którymi  forma  kwadratowa,  dwójkowa:  ui*=ax*+2bxy-{-cy* 
da  się  przekształcić  na  jedną  z  następujących  postaoi  kanonicznych : 

a)  ^+1^,  p)  jn-r*,  T)  —x*+y*%  8)  -jh—  n 

86)  Wykazać,  że  forma  dwójkowa:  ut*  =  lbx*-\-by*  +  16xjf  da  się  założyć  na  sumę 
kwadratów,  kształtu:   (oxĄ-by)*Ą-  (a4x-\-b4y)\ 

86)  Wykazać,  że  forma  dwójkowa:  u^  =  hx'1  +  8yJ-|-  8»y  da  się  rozłożyć  na  różnicę 
kwadratów,  kształtu:  (Jae  +  wy)1  —  (J'»  +  m'y)ł. 

87)  Wyznaczyć  przekształcenia  liniowe,  które  sprowadzają  formę  kwadratową,  trój- 
kową: ll,ł  =  a,l*,  +  <h3 y' +  "ss *' +  2  au&y-f  2 <*i8s*  + 2 ajsy*,  do  postaci  kanonicznej  : 
«,*  =  **'  +  *,  y  +  jjZ*. 

88)  Wykazać,  że  kwadratowa  forma,  trójkowa: 

113  «  =  a|1xł  +  on?*  +  ©as*1  +  2  altxy  +  2atsa»  +  2  a^yz, 
da  się  sprowadzić  do  postaci: 

V  «11  «11    '  Oli  V  «11«M— «tlł      ' 

i  giigng8i  +  2alia!>glł— attOja1  — q>aat3>— ^sgji1  ^, 

Następujące  kwadratowe  formy  trójkowe  sprowadzić  do  postaci  kanonicznych: 

89)  x*+y*  —  Bz*  +  xy  +  2xz  +  Syz;  * 

40)  x*  +  z*  —  2xy  +  2xz  +  2yz; 

41)  5*»  +  18y»  +  2s*4-16»y  +  4**  +  6y*; 

42)  8*»  +  5y*  — 2*,  +  8a?y  +  6:r*  +  8y*; 
48)    Baj^  +  lSy^  +  ^+lG^y+lO^^  +  lGyaf. 

Wykazać  możliwość  następujących  przekształceń  form  trójkowych: 

44)  8»,  +  12y*+27*»  +  4*y  +  6a*-12y**=X'  +  Y*+Z*; 

45)  5aj*-fy»  —  hz*  —  8xy  —  8a»+2y«  =  X*+  F*  —  Z5; 

46)  4**  —  yJ  +  80,  +  2«y-h6ar«  +  2y*  =  X1—  7*-  Z1. 

47)  Sprowadzić  kwadratową  formę  trójkową ,  kształtu :  t*3J  =  ay  +  a»-ł-y«,  do  postaci: 

«sł-]-(*  +  y+^-Y(aJ^y),"A(a?  +  y~2^ 

Sprowadzić  do  postaci  kanonicznych  następujące  formy  czwórkowe: 

48)  «iJ  +  a?ł,  +  «Jł  +  SB4,  +  xlrr,  +  a^a^  —  7x,a54  +  8arja^  —  14 xixi  —  25x3x4  , 

49)  -^-^  +  8^-^  +  4^; 

BO)    a?1,  +  a^,+  aj3J  — af4>  +  2xix%  +4x^  +  2*,^; 

51)  *41  — 0ft«|  —  Xj»j  —  SBj*4. 

Wyznaczyć  hessyany  następujących  form  dwójkowych: 

52)  Wj,  =  ae»1  +  2o1a?y  +  a,ył; 

58)   Mt3  =  o0*3  +  8a1xV  +  8oi»ya+(i3ys: 
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54)  •44=»a0*4+4«1*,y  +  6a»*V  +  4a8ay,+aiy4; 

55)  ti,"  =  oo*»  +  (J)  «,**   ly  +  (J)  ^-,y,ł».ł(,"1)vi^-1  +  ^. 

Znaleść  hessyany  następujących  form  trójkowych: 

56)  «3*  =  o0»ł  +  o1ył  +  o,*1  +  2  a%xy  Ą-  2  aixz  +  2o^yz'f 

57)  «,».=  ob*8  +  «iy8  +  <H*8  +  803*^  4-  8a4«ył  +  80,2'* -f  S^a*5  -f  8 ^y^s  + 
+  &atyz*  +  Ga9xyz. 

Znaleźć*  hessyany  następujących  form  czwórkowych: 

58)  K4ł—  «o*ił  +  «i*ił  +  «h*i l  +  «s*i  J  +  2a4aH*,  +  2alxxxl  -f  205^*4  +  2o7a*r8  + 
+  2  aga*r4+ 209^*4; 

59)  t^^Oo^i+^a^+Oja^+Oja^+Sata^a^+S^ 

+  8fl8x,,*4+8aBa^x41+8o10a^^+8a11a^xs1  +  8o1,a^,X4  +  8o1sa^a?4ł+8^ 
+  Sflis^A'  +  60,6*1*1*5  +  6a17a?1«la?4  +  6oi8g^*|  +  eo^a**,*!- 

60)  Znaleóć  hessyan  formy  *»-go  stopnia  o  n  zmiennych,  kształtu: 

«nm  —  (<*l*i  +  «2^2  +  —  +  OW*)"- 
Jak  się  przedstawiają  hessyany  następujących  funkcyj  dwu  zmiennych,  niezależnych : 
-61)  x'-8*y  +  y»;      62)  y'-x'(2a-*);      68)  «yJ  +  y*a;      64)  (y- *)!(*» -a«); 

65)    1/5MT1;      66)   ?|±jj;      67)   log(*+y);      68)   e*+*;      69)   (*>  +  y«) *-<«'+*•); 

a;  as  sc  1  lx  —  y 

70)   sin  — ;      71)  arc  sin  — ;      72)  arc  tang  — ;      78)  aro  sin  1/    ~-^ 

Wyznaczyć  hessyany  następujących  funkcyj  trzech  zmiennyoh,  niezależnych: 
74)   •V  +  2V  +  «4i      75)  y(*»  +  **)-»s;      76)  »»-8^i-a|«i  +  y>i»j 

77)  **-2y5*-8y»*»-2*>*»  +  **;       78)   *»  +  y*-«y^;      79)  -^- ;      80)   *y-*Uog—  ; 

x  -f-  0  2? 

81)  *ł  cos  y  —  *ł  sin  asy ;       82)  a?1  cos  y  —  «*  sin8y. 
Wyznaczyć  Jakobiany  następujących  układów  funkcyj: 

88)    «— 77— ^^7=^  g=sr7=   *        J      84)  «  =  cosaj,  ©=sin*cosy; 
Vi— »*— y1  VI— *'— ył 

85)   «=»x  +  y,   ©  =  *  —  *?,   »«=«y  +  a» — y*  — **. 

Rozwiązania   XXII.    1)  Moduł  =8.    4)460.    6)1.    7)1.    12)  0^  +  0,*+  Ojł  =  l, 

o3ol  +  6j61+c4c1=0.  25)  la  48.   26)  1.  112.   27)  15.  16.  41)  ++-•  42)  H .  48) . 

*7>  +  +  +  -•  48)  +  + .  49)  +  +  -  -.  60) +  +.  54) .88)  (1_J__y1)r 

84)  sin5* siny.    85)  0. 

Literatura.  Ernesto  Cesar  o.  Elementares  Łehrbuch  der  algebraischen  Analysis 
uud  der  Infinitesimalrechnung  mit  zahlreichen  tłbungsbeispielen,  deutsch  herausgegeben 
von  Dr.  Gerhard  Kowalewski.  Leipzig  1904.  George  Salmon.  Vorlesungen  zur  Ein- 
fahrung  in  die  Algebra  der  linearen  Transformationen,  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm 
Fiedler. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych, 

1.  Teorya  wyznaczników  ortogonalnych. 

2.  Liniowe  przekształcenia  form  kwadratowych. 
8.   Liniowe  przekształcenia  form  dwójkowych. 


Wykład  XXIII. 

Niezmienniki  i  współzmienniki  form  algebraicznych 

ilukolwiek  zmiennych. 

1.  Określenie  niezmienników  danych  form.    Jeżeli   dana  forma    m-go 

stopnia,  n  zmiennych :  xx ,  x2J ...,  xn ,  kształtu :  f{xx ,  rc2, ...,  xn),  mająca  (  )t 

spółczynników :  a,  6,  c,  ...,  wskutek  przekształcenia  liniowego : 

«*— fojfi  +  foyi+...  +  k|f«,  »  —  1,  2,  ...,  », 
o  module :  Z—  |  Zf»| ,  *,  x  =  1,  2,  ...,  »,    przejdzie   na  nową  formę  m-go  stopnia, 
n   zmiennych :    yx ,  y,,  ...,  y„ ,     kształtu  :    JF^  y„ . ., y„) ,    mającą    analogicznie 

j  spółczynników:  -4,5,  C}  ...,  a  przytem,  między  pewnem  wyraże- 
niem: ę(a}  bj c} ...),  utworzonem  ze  spółczynników:  a,  5,  c, ...,  pierwotnej  formy 
a  wyrażeniem:  q>{A^  2?,  C, ...),  utworzonem,  w  taki  sam  sposób,  z  odpowie- 
dnich spółczynników:  -4.,  JB,  C7,  ...,. formy  przekształconej,  zachodzi  związek: 

y(4J3,C,..0-Z*y(a,6,c,...),  (1) 

natenczas,  nazywamy  wyrażenie  q>  niezmiennikiem  (in  wary  antem) 
danej  formy  f,  ze  względu  na  przyjęte  przekształcenie 
o  module  Z,  a  wykładnik  X  nazywa  się  wskaźnikiem  odnośnego  nie- 
zmiennika. 

Jeżeli  4=0,  natenczas,  zachodzi  między  spółczynnikami  nowej,  a  odpo- 
wiednimi spółczynnikami  pierwotnej  formy,  związek,  niezależny  od  przyję- 
tego przekształcenia,  w  postaci: 

<p(A,B,C,  ...)-9(M,«,  .-),  (2) 

a  wyrażenie  c>(a,  6,  c, ...) ,  nazywamy  wtedy :  niezmiennikiem  bez  wzglę- 
dnym   danej    formy. 

Jeżeli  funkcya  qp(a,  i, c, ...),  utworzona  ze  spółczynników  kilku  form, 
czyni  zadość  równaniu  (1),  natenczas  nazywamy  funkcyę  c>(a,  i,  c),  wspól- 
nym niezmiennikiem  danych  form. 

Według  powyższego  określenia,  jest  n.  p.  wyróżnik  Das|oń,!  danej  formy 
kwadratowej:  un2=J2aixXiXx  niezmiennikiem  tej  formy  ze  wskaźnikiem  4=2, 
a  wyznacznik  układu  form  liniowych,  niezmiennikiem  tego  układu  ze  wska- 
źnikiem 4=1. 

2.  Określenie  współzmienników  danych  form.  Jeżeli  funkcya:  c>(a,5, c,...), 
prócz  spółczynników :  a,  ft,  c, ...   danej    formy.   f{xi}x^.^xn)j   zawiera  jeszcze 

, xn  tej  formy,  a  więc,  jest  kształtu :  <p(a,  6,  c, ...,  xi9  X,, ...,  z,), 
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kutek  liniowego  przekształcenia  danej  formy  na  formę:  F(yuy7) ...,  t/n), 
wdstawie  wzorów:  4r«-Zayi+Z<sys+  — +  !<■?•>  o  module  \liK\=*L,  dosta- 
je związek: 

<p (a,  6,  c,..., xuxv  ...,  x%)  =*Z*.  c>(J, £,  C, ...,  yn y2,  ...,y„) ,  (3) 

mczas  funkcyę:  c>(a,  J,  c, ..., «j,  x2, ...,  xn),  nazywamy  współzmienni- 
m  (kowaryantem)  danej  formy:  f(xi9  xt1 ...,  xn)}  a  wykładnik  A  nazy- 
ny   wskaźnikiem   współzmiennika. 

Według  tego  określenia,  będzie  hessyan  danej  formy  w -go  stopnia, 
przypadku,  gdy  m>>2,  współzmiennikiem  tej  formy,  o  wskaźniku  i=2, 
[akobian  układu  form,  ich  wspólnym  współzmiennikiem,  o  wskaźniku  A«l. 

•  8.  Ilość  niezmienników  bezwzględnych  danej  formy.  Zastanówmy  się 
jpierw  nad  tern,  czy  istnieją  formy,  któreby  nie  miały  niezmienników  bez- 
błędnych, a  względnie,  ile  niezmienników  bezwzględnych  posiada  dana 
iw. 

1  Za  pomocą  przekształcenia  liniowego:  x\  =  luyi  +  hiyi+hiyz+-  +  hit/n, 
nącego  n*  spółczynników:  li%  (ś,  x  =  1,  2,  ...,  *),  moglibyśmy  daną  formę 
■o  stopnia,  o  n  zmiennych,  mającą  spółczynniki:  a,  i,  c,  ...,  przekształcić 
i  inną  formę  f»-go  stopnia,  któraby  miała  spółczynniki :  A,  B,  C,  ...,  o  pe- 
m  z  góry  podanej,  wartości,  skoroby  ilość  tych  spółczynników  formy 
mniejszą,   a  najwyżej,  równą  ilości  spółczynników  przekształcenia,  t.  j., 

loby  było :     (  )^n**    Musiałoby,  więc,  wtedy  być: 

(n+tn—  l)(n+m— 2)...(n+l).n 


1  2     .     ...(w-l).fw 

(n+l).(n+2)...(n+fw— 2)  (n+w— 1) 


<w2 


<*.  (4) 


2.3...    (w— 1)      .      m 
Uwzględniając,    że   ilość  zmiennych  n  jest  liczbą  całkowitą,  znajdziemy, 
iloczyn   pierwszych   dwóch  czynników,  po  lewej    stronie    nierówności  (4): 
(»+l)  (n+ 2)        n'+3n+2        6n  +  n»-3n+2  .    1  ,       ,u„     2, 

i  większy  od  n,  a  co  najmniej  równy  tt,  co  nastąpi  dla  n  —  l,  2. 

t*    -                  ^                      -i  •    •   i     n  +  3         n+w— 1  ,  ^   - 

Ponieważ  następne  czynniki,  jak:  — — ,...,   ,   są,    wobec    n>l, 

i  większemi  od  1,  skoro  w>>3,  przeto  widzimy,  że  nierówność  (4)  mo- 
się  utrzymać  tylko  przy  w=2,  a  dowolnem  n,  albo,  przy  w=»3,  dla  n=2. 


oych  przypadkach  jest  stale:  I  )>>tt2;  moglibyśmy,  więc,  pośród 

i  spółczynników  formy,  najwyżej  tylko  n2  spółczynnikom  A,B,C,. 


n 

ij  przekształconej  nadać  pewne,  z  góry  oznaczone,  wartości,  pozostałoby 

i,  jeszcze  I  I  — n2    związków    możliwych ,    niezależnych     od    prze- 

!cenia,  które  mogłyby  się  okazać  niezmiennikami.  A  stąd,  wnioski: 

1)   Formy  kwadratowe  ilukolwiek  zmiennych  i  formy  sześcienne  dwójkowe,  nie 

mriają  niezmienników  bezwzględnych. . 

*   2)     Forma  algebraiczna  m-go  stopnia ,  o  n  zmiennych,  może  posiadać  najwyżej 

I  —  n*  niezależnych  od  siebie  niezmienników  bezwzględnych. 


F 


DswmikL  Wjkł.  matom.  L  Tom  U. 
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4.  Uwaga.  Na  podstawie  powyższych  twierdzeń,  możemy  sobie  wyrobić  przeglą 
ilości  niezależnych  od  siebie  niezmienników  bezwzględnych  w  poszczególnych  form&cł 
Z  form  dwójkowych  formy  liniowe :  «, !  =a  *  +  b  y,  kwadratowe :  u^'%=ax1  Ą-2bxy  -\-  cy 
lub  sześcienne :  «j'=  axl  +  %bx*y  +  8  cxy*Ą-  dy3,  nie  mogą  mieó  wcale  żadnych  niezmienników 
bezwzględnych;  formy  dwukwadratowe : 

«,♦=  ox*  +  46xV  +  6c»V  +  ^  *ry' +  «y4i 
mogą  mieó  tylko  jeden   niezmiennik  bezwzględny,  a  w  ogólności   formy  dwójkowo  tn-g 
stopnia  : 

iHms=<hxm  +  (™J  aixm-i  y  +  (g j  ^ **-2 y J  + ...  +  (m^1)  a»_i  ary"-*  +  amy~  , 

gdzie  m  >  8,  mogą  mieć  najwyżej  m— 8  niezależnych  niezmienników  bezwzględnych. 
Z  form  trójkowych:  liniowe:  «1!  =  aa5  +  6y  +  c«  i  kwadratowe: 
«,»  =  ax*  +  by*+c**  +  2<fcy  +2ezz+  2fyz , 
nie  mają  wcale  niezmienników  bezwględnych,  formy  trójkowe,  sześcienne: 

«s»==a*8+6y«  +  e*«  +  8<*rV  +  8^,+  8/»,*  + 
mogą   mieć  tylko  jeden   niezmiennik   bezwzględny,   a   w  ogólności,    formy  trójkowe  iw-g< 

stopnia,  (n»>2),  mogą  mieć:  (      2     )~~9  niezmienników  bezwzględnych. 

Z  form  czwórkowych  formy  liniowe:   «V *=  o^j  +  ojx,  +  a,x,  +  a4x4  i  kwadratowe 
«ii'=—  «ii«ia  +  «si  ^'H-  «33  *«'  +  «4łaJł,  +  2a,,a:1a:1  +  2a,s  a^  +2o,4  a?,*4  +2o,s  *,*,  + 

+  2o,4  as,*4  +  2034  *8*4l 

nie  mają  wcale  żadnych  niezmienników  bezwzględnych;  formy  czwórkowe,  sześcienne: 

mogą  mieć  cztery   niezmienniki  bezwzględne,  w  ogólności  formy  czwórkowe  w- go  stopnia 
mogą  mieć  (     3    J— 16  niezmienników  bezwzględnych. 

Wogóle,  z  form  o  n  zmiennych,  formy  liniowe:  w«,  =  a1x1  +  ajjcj  -f  .-  +  <**  *«  i  kwa 
dratowe : 

nie    mogą    mieć     woale    niezmienników    bezwzględnych,    formy    sześcienne    mają     icl 
( n  g    J—n1,  formy  dwukwadratowe:  ^    4    /     **»   a  ^ormy  m*8°   stopnia    (w^2),     majj 

najwyżej    (        m       )""nl  niezmienników  bezwzględnych,  od  siebie  niezależnych. 

5.  Formy,  nie  mające  niezmienników  bezwzględnych,  do  których,  jal 
poznaliśmy,  należą  formy  liniowe  i  kwadratowe  ilukolwiek  zmiennych ,  tu 
dzież  formy  sześcienne,  dwójkowe,  mogą  mieó  tylko  jeden  niezmiennik,  z< 
względu  na  przekształcenia  liniowe.  Gdyby  bowiem  forma  taka  u  miała  dwi 
niezmienniki  g>  i  tp  o  tej  własności,  żeby  było: 

c>(a',  &',  c'...)=2/.c>(a,  &,  c,...), 
a  zarazem:  fp{ą^l\  &,...)=]>. #(«,  6,  c,...), 

gdzie  L  jest  modułem  przekształcenia  liniowego,  natenczas,  byłoby: 

ty(a',  i',  *',...)]'•  ty  («'>  »'.  *V..)]-r«[I/.c>(a,  6,  c, ...)]». [2>.* (a,  6,  c,  ...)]"r, 
zatem:    ty(a',  &',  c',  ...)]ptyK  &',  c',...)]--=ty(a,  6,  ^..OF-tyfa  6,  u,.  ..)]-', 
a  więc  dana  forma  miałaby  wtedy  jeden  niezmiennik  bezwzględny,  kształtu 

ty  (a,  6,  c, ...)]".  ty  (a,  6,  cf..)]-r,  j 

co  się  sprzeciwia  założeniu. 

A   więc:  Formy,  które  nie  posiadają    żadnego    niezmiennika    bezwzględnej 
mogą  mieó  tylko  jeden  zwykły  niezmiennik  względny }  a  nie  więcej. 
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6.  Jedyny  niezmiennik  formy  kwadratowej.  Forma  kwadratowa: 

n 

wyróżniku:    jo*!—.*,   sprowadza   się   wskutek    przekształcenia   liniowego: 

*<— li\yi+lay2  +  .~+hnyni  (*— 1,  2,...,  n), 
i  formy  kwadratowej : 

n 

jtórej  wyróżnik ,  jak  wiemy  z  art.  12.  str.  3B6.    przedstawia  się  w  postaci : 

ki-,k;».!«*|.      _  '.     .  .       . 

Wyróżnik  danej  formy  kwadratowej  jest  więc  niezmiennikiem  tej  formy, 
zględu  na  przyjęte  przekształcenie.  Formy  kwadratowe  należą ,  jak 
y  z  art.  3.  do  form,  które  nie  mają  żadnych  niezmienników  bez- 
dnych,  a  jako  takie,  na  mocy  art.  5.,  nie  mogą  mieó  więcej,  jak  jeden 
iennik  względny.  Z  tego  wynika  twierdzenie  : 

Wyróżnik  formy  kwadratowej,  jest  jedynym  jej  niezmiennikiem,  ze  względu  na 
mhztalcenia  liniowe. 

7.  Wspólne  niezmienniki  dwu  form  kwadratowych.  Weźmy  pod  uwagę 
formy  kwadratowe: 

un2~2ai%xixn,     Un2=2Ainxixni 
pstosujmy  do  nich  przekształcenie  liniowe,  określone  wzorami: 

£*=  2  liryr  o  module  \h%\=L^O, 

tenczas,  otrzymamy  formy  przekształcone  w  postaci: 
<1=*2a'ixyiy%}    Vn2=2AtinyiyK. 

Łatwo  poznać ,  że  to  samo  przekształcenie  zamieni  formę : 

2{ain—sAin)XiXn  na  formę:  2(atin—śAtiX)yiyx, 
wszelkiei  wartości   spółczynika   s.   Między   wyróżnikami    tych    form   za- 
lodsić  musi,  jak  wiadomo  z  art.  12.,  str.  355.  i  356.,  związek : 

|a^-*4'*|«L'|a*--^lx!,  (i,  x=l,  2,...,  «).  (6) 

Każdy  z  tych  wyróżników  da  się,  jednak,  przedstawić  w  postaci  wielo- 
nu  *-go  stopnia  ze  względu  na  spółczynnik  s. 
Niech  będzie  tedy: 

\aiu-sAhl\  =  D0-D1s  +  n2s*-Dzs*  +  ...+(-l)*nHs«, 
\a^^8A'J[=D^^D\s4-D^s^D'zs"+.t.  +  (--l)-DtHs% 
Bnczas,  otrzymujemy  wzór  (6),  w  postaci: 
I>0_2)'1s+2)'2s>-...+(-l)"2)^^ 
Skoro  równość  ta  musi  się  utrzymać  dla  wszelkiego  s,  musi  być,  zatem : 

D'r=Z'.2)r,  (r-0,  1,  2,...  n).  (7) 

Spółczynniki :    D0,  Dt1  2)a,...,-Dn,  są    więc    wspólnymi    niezmiennikami 

Ptogo  układu  form  kwadratowych:  un2=2aixXiXx  i  Un2=2AixXiXx. 

|    Z  tych  (n  -f- 1)  spółczynników  pierwszy  D0  i  ostatni  DH  są  wyróżnikami 

eh    form ,    mianowicie :    D0  =  i Oi%  | ,   D%=  \  AiK\,    pozostałe    spółczynniki : 

\9~.9  Dn—\    8%   właściwymi   wspólnymi  niezmiennikami    form:  un2  i  Vn2j 

rzonymi  ze  spółczynników:   a*  i  A<9  tych  form.   Przedstawiają    się   one 
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jako  ramy   wyznaczników   »-go   rządu,   utworzonych   z    wyznacznika:   < 
gdy  w  nim  jedną,  dwie,  ...,  względnie   («—  1)  kolumn   zastąpimy  przez 
powiędnie  kolumny  wyznacznika:  |4»|- 
I  tak : 


A- 


+ 


«ii ,  -4« ,  ais,  » 

<*21  ,  ^22  ,  <hty  » 


1  «ifl 


©ul ,  -4«2  f  (*nti 


+   M-     + 


-4-11 1  ^12,  **13,  —i  «m 
^21,  ^22,  «23i  ...f  «2» 


+  ...+ 


A-l- 


An\t  -^Ul,  Or3|  —i  «ni 


-,  Ann 

«2i  »  «22  ,  * 


.,  Au 


«*1  }  «w3 , 


♦*j    ^Mi 


I" 


Onlł  <*«2,  —i   Ann-ijAnu 

021  >  ^łiłM,ł  •**• 


+  ...+ 


-4il  i  Ai2  i  •••>  Ąm— lj  &** 

8.  Przykłady.  1)  Dwie  formy  kwadratowe,  dwójkowe: 

ax*  +  by*+2cxy  i  Ax*+By*Ą  2C*y% 

mają,  oprócz  swych  wyróżników: 

A  C 
OB 


a  e 
e  b 


■  ab—c*  i 


Oni ,  A+%)  .•.,  ^.» 


•AB—C*, 


jeszcze  wspólny  niezmiennik: 


A  e 
Cb 


a  C 

e  B 


*Ab  +  aB-2Cc. 


2)  Dwie  formy  kwadratowe,  trójkowe: 

ax*+by*  +  cz*Ą-2dyz^2exz+2fxy 
i     A**  +  Bt,*+Cz*+2Dyz  +  2Exz+2Fxy, 
mają,  oprócz  swych  wyróżników: 

afe\ 

f  b  d\  =  abc  +2def  —  ad*  —  be*  —  cf* , 
e  d  c\ 


ABC+  2DEF-AD*—BE*-  CF*, 


+ 


+ 


a  f  E 
f  b  D   = 
e  d  C 
(Ad*  +  Be*  -h  Cf*)  +2(Z>e/+  Edf+Fde)  —  2(Dad  +  Ebe+  Ftf) 


a  F  e 
f  B  d 
e  D  e 


A  F  E 
F  B  D 
E  D  C 

jeszcze  niezmienniki  wspólne : 

Afe 

1)    F  b  d 

E  d  c 

s=*Abc  +  Bac+  Cab 

2) 


-=  aBC  +  bAC+  cAB  —  (aD*  +  bE*+cF*)  +  2(&EE  +  eDF  +  fDE)—2  {d  AD  +  eBE+f{ 

9.  Niezmienniki  ortogonalne  formy  kwadratowej  n  zmiennych.  * 

funkcya  spółczynników  danej  formy,  kształtu :  (p(a}  J,  c,  ...)  nie  zmienia 
postaci,  przy  przekształceniach  ortogonalnych,  a  nie  jest  przytem  ni 
nikiem ,  przy  wszelkich   możliwych    przekształceniach   liniowych  ,  Hf 
nazywamy    taką    funkcyę   spółczynników   danej  formy    niezmiem 


\  a  F  E 

A/E 

A  F  e 

f  B  D 

+ 

F  b  D 

+ 

F  B  d 

e  D  C 

E  d    C 

E  D  c 
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ortogonalnym.    Zastanówmy  się   nad    tern,    ozy    forma    kwadratowa    n 
zmiennych : 

posiada,  oprócz  swego  wyróżnika:  D«ja,»|,  jako  niezmiennika  przy  wszelkich 
przekształceniach  liniowych,  jeszcze  także  pewne  niezmienniki  ortogonalne. 

Niezmiennik   ortogonalny   formy   u,2,   musiałby   widocznie     być    także 
niezmiennikiem  formy:  xi2+x2*+...+xn\ 

Z  wyróżnika  formy  kwadratowej  : 

(auxi2+...+annXn2+2a12xix2+...+2an-inXn^i0Cn)---  s(V+*2*+- -!"*»*)> 
przedstawiającego  się  w  postaoi: 

alt — s,  a12, ...,  Ol* 


D{ś)* 


0*1,    0»I,  -.,    dnn—  S 

gdzie  s  może  mieó  jakąkolwiek  wartość,  otrzymamy,  tedy,  wszystkie  nie- 
zmienniki ortogonalne  formy  u»2,  jako  spółczynniki  w  rozwinięciu  wyróżnika 
D($),  podług  potęg  spółczynnika  s)  w  postaci: 

D(s)<=Do—D1s+D2s*-Dzs*+...  +  (-l)H  Dn**-  (8) 

Jest  tu: Do—\o*\f  2>«— 1,  Dw_i=an  4- <*„  +  ...+<*„„,...,  A=an  +a„  +  ... +  «„„ 
w  ogóle  J)r  jest  sumą  wszystkich  głównych  minorów  (n— r)-go  rzędu,  (patrz 
T.  I.  str.  370.)  wyznacznika :  |  ain  |. 

Mamy,  zatem,  twierdzenie: 

Forma  "kwadratowa  n  zmiennych  posiada,  oprócz  swego  wy  rodnika,  jeszcze  (w  —  1) 
niezmienników  ortogonalnych,  a  mianowicie :  suma  wszelkich  minorów  głównych  jedna- 
kowego rzędu  w  toyróiniku  formy  kwadratowej  jest  niezmiennikiem  ortogonalnym 
tej  formy. 

10.  Przykłady.  1)  Forma  kwadratowa,  dwójkowa:  a^^ -\- a%%yl-\-2ax%xy  ma  nie- 
zmiennik ogólny: 

a  nadto  niezmiennik  ortogonalny:  an  +o„. 
2)  Forma  kwadratowa ,  trójkowa : 

a,1»J  +  aj,y«  +  afl»ł+2ałlay  +  2a11a»  +  2alsy0, 
ma  niezmiennik  ogólny : 

^lt  °ii  ^isI 

«18    «J3    «»3  I 

a  nadto  dwa  niezmienniki  ortogonalne : 

*11  +  «tl  +fl8I   1   *1!  +  «M  +«33  —  all°ll  •+  °1J«33  +«1!»33— «J3ł— ^lS*— ^ll^ł 

11.  Ogólne  własności  niezmienników  danej  formy  m-go  stopnia.  Niech 
będzie  daną  forma  algebraiczna  w-go  stopnia  o  n  zmiennych:  xu  x21  ...,  x%1 
w  postaci: 

*V"  — Sa^  ę,  ...  „  Xi*X2P  ...   Xnp  ,  (9) 

gdzie  a+j8+. ..+*>=!». 

Zastosujmy  do  tej  formy  przekształcenie   liniowe ,   określone   wzorami  : 

o  module  Z—P1,  to  dostaniemy  formę  przekształconą  w  postaci: 


-   874   - 

iC"— 24^,...  p  tTi  y%*-  V,  (10) 

o  spółczy  unikach :  ia,^...*-^^,/?,.^ 

Przypuśćmy,  że  dana  forma  posiada  niezmiennik  w  postaci  funkcyi 
całkowitej,  ze  względu  na  spółczynniki  a^p,...,,  formy  pierwotnej,  które 
oznaczmy  kolejno  przez  Oo,  an  a3,...,  ar,  a  więc  niezmiennik  kształtu: 

y(«)=Cfolł«1,...i.r.Ooa,aiai-  flr^i  (n) 

natenczas,  funkcya  ta  spółczynników  przedstawi  się,  dla  formy  przekształ- 
conej, w  postaci: 

<p(A)=  £«,,«,,...«,..  A"-^  ."^r%  (12) 

a  że:  Ar^JPan  zatem,  będzie  kształtu: 

Jeżeli  tedy  q>(a)  ma  być  niezmiennikiem  formy  umm,  ze  względu  na 
przyjęte  przekształcenie,  to  musi  być: 

<p{A)=IS.<p(a)-V*.q>{a\ 
zatem :  J»(«vf*+™+«r> «.  ^ 

a  więc: 

m(a0+a1+...+ar)«ni,  (14) 

czyli:  a0  +  a1  +  ...+ar— — . 

m 

Suma  wykładników  w  każdym  wyrazie  niezmiennika  q> (a)  musi  być 
zatem  ilością  stałą,  a  więc: 

Niezmiennik  danej  formy  algebraiczną  jest  zawsze  funkcyą  jednorodną  spół- 
czynników tej  formy. 

Stałą  sumę  wykładników:  o0  +  a1  +  ...  +  or=s»  o,  nazywamy  stopniem 
niezmiennika. 

Wzór:  ma=nZ,  przedstawia  więc  związek  między  stopniem  m  danej 
formy,  ilością  n  zmiennych  tej  formy,  stopniem  a  niezmiennika  i  jego 
wskaźnikiem  X. 

12.  Ogólne  własności  współzmiennlków  danej  formy  m-go  stopnia. 
Niech  będzie  daną  forma  algebraiczna  m-go  stopnia  w  postaci: 

UHm  =  2arXiaX1P...Xnv, 

gdzie:  0+/J+...+  y—  m.  Przypuśćmy,  że  forma  ta  posiada  współzmiennik 
w  postaci  funkcyi  całkowitej,  wymiernej,  tak,  ze  względu  na  spółczynniki  a, 
jak  ze  względu  na  zmienne  x  tej  formy,  a  więc,  w  postaci: 

c>(a,  z)—2Ca>.„fP.a0°*ax"t...zi''iX2v*...zn*ny  (IB) 

o  wskaźniku  A,  tak ,  że  dla  każdego  przekształcenia  liniowego,  otrzymujemy : 

q>(A,  y)=L*.<p(a,  z). 
Zastosujmy  do  danej  formy  przekształcenie  liniowe,  określone  wzorami  : 

o  module  L=Z",  natenczas,  spółczynniki  A  formy  przekształconej,  będą 
miały  kształt*  A~*lma. 

Funkcya  q>(A}  y),  sprowadza  się  tedy  do  postaci: 

q>(A,  y)~2Ca,MV  *■<*+*  ł-Oo^Ą* ...  yf*  yf> ...  yj>* , 
a  że:  yr=l-*xr, 

przeto,  otrzymujemy: 
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q> ( A,  y)^2C^ ...  v  *KvK-K->-'»k+vfc"> ...  af* ax  «• ...  ^ •« V> ... 
Jeżeli  atoli  qp(a,  o?)  ma  być  współzmiennikiem  danej  formy,  to  musi  być : 

ę(A}  y)~IS.ę(a%x), 
a  przy  danem  przekształceniu: 

q>(A,  y)-lnX.<p(a,  *), 
przeto,  musi  być: 

zatem,  we  wszystkich  wyrazach  współzmiennika  c>(a,  x),  musi  być: 

m  (a0 + Oj  + ...)—  (*i  +  ^j  + ...)— ni,  (16) 

a  więc,  mamy  twierdzenie: 

Każdy  współzmiennik  c>(a,  s)  daną;  /brmy  algebraicznej  jest  funkcyą  jedno- 
rodną, tak  ze  względu  na  spółczynniki ,  jak  ze  względu  na  zmienne  tej  formy. 

13.  Niezmienniki  form  dwójkowych  m-go  stopnia.  Niech  będzie  daną 
forma  dwójkowa  m-go  stopnia  w  postaci: 

^"^oo**  +(™)aia?*~iy+  \^\a%sfH''2y2+...+amym. 

Oznaczmy  jej  niezmiennik  o  wskaźniku  X  przez  ę(a)  i  połóżmy : 

<p (a)= 2Cn  ao°*  a^* ...  a*"*.  m  (1 7) 

Stosując  do  danej  formy   przekształcenie   liniowe,   określone    wzorami: 
#=£,  y=lfl>  o  module:  L*=l, 
otrzymujemy : 

gdzie:  AT^lTar,  r=»0,  1,  2,...  m. 

Wobec  tego,  przyjęty  niezmiennik  c>(a),  przedstawia  się,  dla  formy  prze- 
kształconej, w  postaci : 

9(A)—2CaP++i-*±-+m'^.0i+ai*...ammm, 
a  że  ma  być : 

<p{A)  =  l*.<p{a\ 
zatem,  otrzymujemy  warunek  : 

O.a0+l.ai+2.a2  +  ...+m.am=A  (18) 

Sumę:  O.a0  +  l.o1 +...+!». am,  nazywamy  w  a  g  ą  wyrazu  :  a0a^aia^  ...  Om"*. 
Wszystkie  wyrazy  niezmiennika  (p(a)  danej  formy  dwójkowej  w-go  stopnia 
mnszą  więc  mieć  jednakową  wagę,   równą  wskaźnikowi  tego   niezmiennika. 

Funkcyę  spółczynników  Or,  mającą  tę  własność,  że  jej  wszystkie  wy- 
razy są  jednakowej  wagi,  nazywamy  funkcyą  izobaryczną  ze  względu 
na  te  spółczyniki.  Mamy  zatem  twierdzenie : 

Wszelki  niezmiennik  formy  dwójkowej  jest  jednorodną  i  izobaryczną  funkcyą 
jej  spółczynników,  a  jej  waga  jest"  równa  wskaźnikowi  tegoż  niezmiennika. 

14.  Równania  różniczkowe  niezmienników  formy  dwójkowej.  Zastosujmy 
do  formy  dwójkowej : 

u%m=a0^+(fQai#»-iy+...+  amym,  (19) 

przekształcenie  liniowe,  określone  wzorami: 


x=£-f  &iy,  y*=i7,  o  module  L=l> 
a  otrzymamy  formę  przekształconą  w  postaci: 

«,*«  4,  g»+  (*)  ^r-1 1+...+4.  fi 

gdzie:  4,0=0,.+ f H^-i  &  +  (2jar_i6*+...-t  a^J*. 

(r=-l,  2,,..,  w). 
Oznaczmy    niezmiennik   danej    formy   dwójkowej  przez  c>(a),   nate 
otrzymamy,  przy   zastosowaniu   przekształcenia,   z  powodu,  że  moduł 
równość :  q>(A) — c>(a), 

a  że,  na  mocy  wzoru  (20): 

muszą  się  zatem,  wobec  dowolnego  6,  spełniać  warunki:  O1«=Cj—...=0 
Spółozynniki  Cn  G,,...  są  zależne  wyłącznie  od  spółczynmków :  a^ 

danej   formy. 

Chcąc  wyznaczyć  spółczynnik  Cu  musimy  w  funkoyi: 

9 (-4)— #4> i  4>->  4»)y 

zastąpić  4-  przez  ar+[   JOr-ift  i  wyznaozyć  w  rozwinięciu  funkcyi : 

#*<»  «i+«o6ł  flj+20,6,...,  am+mam_i&), 
spółczynnik  przy  6\  a  będzie  nim  właśnie  Cx. 
Tym  sposobem  otrzymamy: 

da4  dOj         *  da3  do,,, 

Mamy  zatem  twierdzenie : 
Wszelki  niezmiennik  <p(ą)  formy  dwójkowej  m-go  stopnia,  kształtu: 

Wjm=«o  +  (™)  o1aJw-1y+...+amjr , 
musi  czynić  sado&S  równaniu  różniczkowemu,  cząstkowemu ,  kształtu: 

d^  da2  0^3  dam 

15.  Rozwinięcie  funkcyi: 

9>(«o>  «i+«<A  o2+2«i*i  •••<  Om+ma^ift), 
podług  potęg  6,  na  szereg  Maclaurina,  przedstawia  się  w  postaci: 

UJ,,  ^,...,  x)=y(«)+(^)o .  b  4(^)o.*'+... 

Porównawszy  to  rozwinięcie  z  wzorem  (21),  otrzymujemy: 

Użyjmy  symbolu: 

d       «       d  d 

"d^  do,  dam 

a  więc  połóżmy  :  Ci  =Dc> , 

analogicznie :  Cz = ^-r  2) 3  q>. 
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Jeżeli  ^  =  0,  to  w  następstwie  tego  musi  być  także  C2—  0,  C8=  0,  ... 
a  zatem: 

Niezmiennik  formy  dwójkowej  m-go  stopnia,  czyniąc  zadość  równaniu  różniczko- 
wemu: 

spełnia  tern  samem  równania  różniczkowe:  JD2c>=»0,  D3y=s0,. .  .Z^c^O. 

16.  Tworzenie  niezmienników  danego  stopnia  dla  danyeh  form  dwójkowych.  Na  pod- 
stawie twierdzeń  powyżej  poznanych ,  możemy  przystąpić  do  wyszukiwania  niezmienników 
danej  formy  dwójkowej.  W  tym  celu,  przyjmujemy  najpierw  stopień  a  funkcyi  jednorodnej, 
mającej  wyobrażać  niezmiennik  danej  formy,  i  wyznaczamy  wskaźnik  X  tegoż  niezmien- 
nika, na  podstawie  wzoru  (14)  str.  874.,  który  dla  formy  dwójkowej  m-go  stopnia  daje : 

. ma 

~2~' 
Wskaźnik  ten  będzie  zarazem ,  według  art.  18.  wzór  (18),  wagą  poszczególnych  wy- 
razów szukanego  niezmiennika.  Należy ,  zatem,  łączyć  wskazówki  0,  1,  2, ...,  tn  spółczyn- 
ników  a  danej  formy,  tak,  aby  poszczególne  wyrazy  niezmiennika  były  a -tego  stopnia, 
i  zarazem  miały  wagę  równą  wskaźnikowi  X.  Wyrazom  tym  nadajemy  spółczynniki, 
których  wartości  liczebne  wyznaczamy  następnie  zapomocą  równań  różniczkowych,  jakim 
kaidy  niezmiennik  musi  uczynić  zadość. 

17.  Przykłady.  1.  Wyznaczyć  niezmiennik  dwójkowej  formy  kwadratowej: 

«,  «  =  atxi + 2oi«y  +  Oj  y  \ 

Forma  kwadratowa  ma  tylko  jeden  niezmiennik.  Jest  on  wyróżnikiem  tej  formy, 
a  więc,  se  względu  na  spółczynniki  a^,  ai1  Oj,  funkcyą  jednorodną  drugiego  stopnia.  Przyj* 
mijmy,  zatem:  «=»2,  a  otrzymamy,  wobec:  w  =2,  wskaźnik:  X=  y,  m*=*2.   Kładąc  więc: 

y  (a)  =»S  Ca<h<**  aj«t «!«», 
otrzymujemy,  na  wyznaczenie  wykładników:  «0,  04,  a,,  warunki: 

0.«o+l.fl4  +  2.«,  =  2. 
Pierwszemu  warunkowi  czyni  zadość  następujących  sześć  układów: 

1  2  8  4  B  6 
«o  =  2,  0,  0,  1,  1,  0 
04  =0,    2,     0,     1,     0,     1 

04=0,    0,     2,     0,     1,     1 

«o+«i  +  «»-»2,    2,     2,     2,     2,     2 

Z  tych  czynią  zadość  drugiemu  warunkowi :  0. «o  +  1 .  04  -f-2 .  04  =» 2,  tylko  drugi 
i  piąty  układ  wartości,  t.  j.: 

^  =  0,  04  «2,  «,=0  i  ap  —  l,  04=0,  *i  — 1. 
Szukany  niezmiennik   formy    dwójkowej:  «j,=  a0*,4-2a1ay  4-Ojy1   przedstawia  się, 
zatem,  w  postaci: 

?(a)=Cr1a1»  +  Cifl0a„ 
której  spółczynniki  Ą  i  Ą  mają  pewne  wartości  liczebne. 

Aby  je  wyznaczyć,  weźmy  do  pomocy  równanie  różniczkowe,  któremu  każdy  nie- 
zmiennik musi  uczynić  zadość,  kształtu: 

a  otrzymamy:  d9  _  or  **_,,»- 

zatem ,  równanie  warunkowe :       Og  .  2  (7tO|  +  2^ .  (\a^  =0, 

wyli:  (Ci  +  Ą)^  =0,  a  stąd  warunek:  Cx  +  Ą  =0. 

Jednemu  z  tych  spółozynników  możemy  nadać  dowolną  wartość,  bo  niezmiennik 
można  zawsze  pomnożyć  przez  jakąkolwiek  liczbę  szczególną. 
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Połóżmy:  0^  =  1,  a  otrzymamy:    Q  «■  — 1„  zatem ,  szukany  niezmiennik    dwój 
formy  kwadratowej:  uł,«-»a0*,+2a|Jty-f"fliyai  ^  postaci: 

2.  Wyznaczyć  niezmiennik  dwójkowej  formy  sześciennej : 
Ui1  —  Oq  x%  +  $aix*y  +8«j  «y'+  «ty'. 
Niezmiennik   ten  może  byó  tylko  stopnia  czwartego,  mamy,  zatem:   11=2,  i 
*«=»4,  a  stąd:  X=y,  ma=6.  Mamy  więc  utworzyć  funkcyę  jednorodną  czwartego  st 
której  wszystkie  wyrazy  miałyby  wagę  równą  & 
Połóżmy  więc: 

f(a)—E  Ca.Oo"..^*!  .Oj «•.«!«», 

a  otrzymamy  na  wyznaczenie  wykładników:  «o,  04,  04,  o,,  następujące  warunki: 

«o  +  «i +«»  +  «•=* 
0 .  «0  + 1 .  04  -f-  2 .  04  +  8 .  Oj  —  6. 

Tym  warunkom  czyni  zadość  pięć  układów  wartości,  a  mianowicie: 

i        2       8       4  5 

0^  =  2,       T,       T,       0,  0 

o^O,       0,       1,       2,  8 

«,— 0,       8,       1,       2,  0 

(4  =  2,       0,       1,       0,  lt 
z  czego  wynika,  że  szukany  wyróżnik  będzie  kształtu: 

w  którym  wyznaczyć  mamy  pięć  spółczynników  liczebnych:  Ą,  Ą,  Ą,  C4,  Ct. 
W  tym  celu,  zastosujemy  równanie  różniczkowe: 

z  którego,  ze  względu  na  to,  że:    -j-1-— •Ciataia%  +  2  Ą^o^+S  Ą«i^*si 

-^«8CiOoaS  +  Ą  00*40,  +2  Aa,'*!,  ,    ^  =  2  Cfo»4+  Ą«o«i<H  +  Q«is, 
otrzymujemy  równanie  warunkowe: 

«o  (Q«o«i«3  +  2Cł*i«i,+  8Ą01 •o,)  -f-  20^8^000,  »  +  CWi**  +  2  <W<h)  + 
+  8o1(2Cr1a0JO3  +  Ąao^o,  +  Ąal8)=0, 

czyli: 
^^(Ą+eCO+a^a^ą  +  GĄ  +  SC,^^ 

Wobec  tego   otrzymujemy,  na  wyznaczenie  spółczynników:  Cu  Ą,  <73,  C4,  C5, 
równania : 

6C1  +  (78=:0,  6Ci+8C3  +  2  04=0,  2Ci+3C6  =  0,  4C4  +  8C5  =  0, 
z  których,  kładąc  Ct  =  1,  dostajemy:  (78s=— 6,  Ą=  4,  Ą  =— 8,  Ą  =  4. 
Wyróżnik  dwójkowej  formy  sześciennej : 

w,»  =  o0*3  +  8o1a;,y  +  8a1a!y,4-  o,y8, 
ma  zatem  postać: 

9  («)=»o 2  az  2+4  a0«2 3—  6  Oo^i^i^b— 3ai  2a2  2+4«i  3as- 
8.  Wyznaczyć  niezmienniki  dwójkowej  formy  dwu-kwadratowej : 

«,*  =o0a:*  -[-  40^^  +  6oj  a;  V  +  4o3  xy8  +  a4  y4. 
Mamy  tu:  n  =  2,  m  =  4. 

1)  Przyjmując  «=2,  otrzymamy  :  X— Yj  moc  =  4.  Niezmiennik  drugiego  stopnia  u 
zatem ,  wskaźnik  równy  4.   Wykładniki   wyrazów  funkcyi : 

©  (o)  =  2  Ca  o0«t  ai a*  0***  Bi**  ała« » 
musiałyby  zatem  spełniać  relacye: 

*0  +  *l  +  *l  +  *t+*l=*2i 

O.a,  +  1. 04  +  2.«|  +  3.  03  +4  .  H  =4, 
którym  czynią  zadość  następujące  trzy  układy  wartości : 
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1) 

2) 

8) 

o, 
o, 

0,  0, 

1,  0, 
0,       2, 

0,  i 

1,  o 

o,    o. 

[    Szukany  wyróżnik  drugiego  stopnia,  ze  względu  na  spółczynniki  danej  formy,  przed- 
litby  się  zatem  w  postaci: 

Z  równania  różniczkowego: 

£-**»  Ą-2^*"  £=«°»  £-c"*' 

^mujemy  równanie  warunkowe: 

o0o,(Ą  +  4ą)+olol(4C',  +  8Ą)  =  0, 
ląd  relacye : 

4Cl  +  Ą«0,    8C,  +  4Ą-0, 
ftkych,  przyjmując  Ci=l?  otrzymujemy:  Cj«  —  4,  Cg  =8. 
Niezmiennik  drugiego  stopnia  formy  dwukwadratowej  ma,  zatem,  postać: 

2) Przyjmując  a  =  8,  otrzymujemy:  *— !/,  ma  =  6,  niezmiennik  trzeciego  stopnia  miałby 
i  wskaźnik  równy  6.  Wykładniki  wyrazów  funkcyi : 

7  (a)=»  Z  Ca  flot  0i "i  Oi0*  o,«»  o4«* , 
■dyby  zatem,  spełniać  relacye: 

H+*i  +  «j  +  «s  +  *  =  8, 
0 . «q  + 1  .«i +2 . «,+ 8.  «,+4 .  «4=6, 
tym  czyni  zadośó  pięć  układów  wartości: 


«o> 

«1. 

"I. 

"ii 

«» 

1) 

1, 

o, 

1, 

o, 

1 

a) 

1, 

o, 

0, 

2, 

0 

8) 

o, 

2, 

o, 

o, 

1 

*) 

o, 

1, 

1, 

1, 

0 

6) 

o, 

o, 

8, 

o, 

0. 

Szukany  niezmiennik  trzeciego  stopnia  przedstawiłby  się,  zatem,  dla  formy  dwukwa- 
tewej,  w  postaci: 

Równanie  różniczkowe: 

borem :  dv        n  d© 

-^-=2^^04+040,0,,   -^-  =  Ąo0oł+C4O1o,+8Ąo,ł, 

^-  =  2Ąo0oJ  +  C4OJolł  ^  =  Cio0o,  +  C7lo1>, 

*ndzi  do  tożsamości: 

^.(2(^^04  +  #40,0,)+  2o,.  (Ąfloo*  +  C4o, 03  +8 C4  0,«)+8o,  . pC^o,  +  ^0,0,)  + 

+  4o3.(Clo0oa  +  Cio1«)  =  0, 
11 : 

^•4(2^+2  00  +  0,0,0,(^+6^+4^  +  *^^^ 
ićrej  dostajemy  warunki: 

2Ą+2ą=0,  4Ct+6Ci  +  (74=0,  44  +  20A  —  0,  8<74  +  6C,=0. 

Przyjmując  01  =  1,  otrzymujemy  stąd: 

Ą 1,    tf4=2,     4—1,    C,«-l. 

Szukany  niezmiennik  trzeciego  stopnia,  ma,  zatem,  postać: 

?(a)«cMi,aA-a0at'-a1'at  +  20*0,0,-0, ". 
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Z  otrzymanych   dwu   niezmienników   formy  dwukwadratowej,  z   których  jeden   mi 
X  — 4,  drugi  X«9,  otrzymamy  jedyny  niezmiennik  bezwzględny  tej  formy  w  postaci: 

+  (a)=  («o«i-4«ia3+3«,')s 

(«0«1«4  —  «0«3  '-  *l  f  «4  +  2«1  «1«S  —  <H  V  ' 

18.  Współzmlennikl  danej  formy  dwójkowej  m-go  stopnia.  Niech  będzie 
daną  forma  dwójkowa  w-go  stopnia  dwu  zmiennych  xx  i  a?,,  w  postaci: 


^w=2(™)^*im~r*3r> 


która,  wskutek  przekształcenia  liniowego,  określonego  wzorami: 
o  module  -Ł<0,  przejdzie  na  formę: 


v-2(r)^*"-r"r- 


Oznaczmy  przez  c>(a,  a?)  współzmiennik  tej  formy,  który,  w  myśl  art. 
12.  str.  374.  jest  funkcyą  jednorodną,  tak  ze  względu  na  spółczynniki : 
Oo,  aly...,  am,  jak  ze  względu  na  zmienne:  xt1  xty  tej  formy.  Niech  będzie  > 
wskaźnikiem  tego  współzmiennika ,  to  z  określenia : 

<p{A,  y)~IS.q>(a}  *),  (22) 

znajdziemy,  że  spółczynnik  przy  y^\y%k  w   funkcyi    c>(-4,  y)  musi  byó  równy 
spółczynnikowi  przy  xiixk2  w  funkcyi  c>(a,  x),  pomnożonemu  przez  L*. 

Załóżmy,  że  a  jest  stopniem  przyjętego  współzmiennika  ę (a,  x),  ze 
względu  na  spółczynniki:  o,.,  (f=0,  l,...m),  a  v  jest  stopniem  tegoż  współ- 
zmiennika, ze  względu  na  zmienne  xx  i  x2)  to  zauważymy  najpierw,  że,  za- 
stępując w  danej  formie  xx  przez  lcxv  a  równocześnie  Or  przez  frar,  wywo 
łamy  w  każdym  wyrazie  formy  spoiny  ozynnik  im,  a  natomiast,  w  każdym 
wyrazie:  Orat. .  >xiix2k }  współzmiennika,  czynnik:  4r+*+~+<. 

Suma  r+s+...+i}  t.  j.  suma  wskazówek  r,  5,...  w  poszczególnych  spół 
czynnikach  każdego  wyrazu  współzmiennika  9?  (a,  x\  powiększona  o  wykła 
dnik  i  zmiennej  xi  musi  byó  zatem  stałą. 

Ażeby  wyznaczyć  tę  stałą  sumę,  zastosujmy  do  danej  formy: 

rc=0  V    / 

przekształcenie ,  określone  wzorami : 

*i=y2>  *%=y» 

o  module   Z—  — 1,   wówczas   spółczynniki  ar  (r-O,  l,...m)  przejdą  na  amvr 
a  potęga  xt*  przejdzie  na  xiw~i )  musi  byó  zatem: 

r+s+...+i=(m-r)+(tn-s)  +  ...+(p-ł), 
a  że  stopień  współzmiennika ,  ze  względu  na  spółczynniki  a,  ma  byó  równy  a 
przeto  otrzymamy  stąd  warunek  : 

2  (r+s+...+<)— tna+p, 

1-                                            1     ,       ,  ^     ma  +  p 
czyli:  r+5+. ..+<=» 5 . 

A  zatem: 

Suma  wskazówek  w  spółczynnikach  każdego  wyrazu  współzmiennika,  pa 
większona  o  wykładnik  zmiennej  xi}  jest  stale  równa  \(maĄ-v). 
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Z  wzoru  tego  otrzymujemy: 

r+sĄ....=ł(ma+v)-i ,  (23) 

skąd,  uwzględniając  to,  że  suma:   r+s+...   przedstawia  wagę  spółczynnika 
przy  potędze  z^,  otrzymujemy  twierdzenie: 

Waga  spółczynnika  przy  V  w  każdym  współzmienniku  a-go  stopnia,  ze  względu 
na  społczynniki :  ar,  zaś  v-go  stopnia,  ze  względu  na  zmienne  danej  formy  dwójkowej, 
m-yo  stopnia,  jest  równa  \(ma+v)— i. 

Na  podstawie  tego  twierdzenia,  możemy  z  łatwością  zestawić  wyrazy 
współzmiennika  danej  formy  dwójkowej  m-go  stopnia,  gdy  dany  jest  stopień 
a  tegoż  współzmiennika  ze  względu  na  społczynniki ,  tudzież  jego  stopień  v 
ze  względu  Ha  zmienne  danej  formy,  a  pozostaną  tylko  do  wyznaczenia 
społczynniki  liczebne  w  poszczególnych  wyrazach  przyjętego  współzmiennika. 

19.  Równania  różniczkowe  współzmlenników.  Niech  będzie  : 

współzmiennikiem  formy  dwójkowej : 

— r  /y  r 


fla",-2(^)ar^," 


Przyj ą wszy    v,  jako    stopień    tegoż    współzmiennika,    ze    względu    na 
zmienne  xt}  xly  możemy  położyć: 

gdzie  (70,  {7S,.,.{^,  będą  wyrażeniami  a-go  stopnia  ze  względu  na  społczyn- 
niki Ot  danej  formy,  przyczem  wagę  spółczynnika  Cr  wyznacza  liczba : 

\{ma+v)  —  (v    r)=»|(wa    v)+r. 
Według  określenia  współzmiennika ,  przy  każdem  przekształceniu  linio- 

wemformy:         jgC)**,— 'V.  na  form9:  2^)^^""'^ ' 
ma  zachodzić  tożsamość: 

gdzie  £  jest    modułem    przekształcenia,  a  X  wskaźnikiem  przyjętego  współ- 
zmiennika. Stosując  do  danej  formy  przekształcenie : 

*!-*!+  hit  *a-ya, 
którego  moduł  =1,  otrzymamy  stąd: 

czyli,  tożsamość: 

9>(4>l    4>"    -4»i    ^i— ^^21    *l)  — ?>fal    «ll-i    »m»   *1>    *a)>  (2B) 

przyczem : 

Ą=ao,  -4— «i +&■<>•     A1^ai+2ail+a0Pi    Az^az+Sa2l+SaiP+a0lz,... 
Z  powyższej   tożsamości   wynika,    że,  rozwijając    jej    pierwszą    stronę 
podług  potęg  czynnika  l,  musimy  otrzymać  społczynniki,  przy    różnych  po- 
tęgach czynnika  l,  równe  zeru. 

Spółczynnik  przy  pierwszej  potędze  czynnika  l  w  tern  rozwinięciu  pro- 
wadzi więc  do  równania: 

-*£+*2^2+-+-~£-* 

czyli  do  równania  różniczkowego: 


*£;-+iZi+*£+~+m+>-t&  (26) 

któremu  każdy  współzmiennik  musi  zadość  uczynić. 

Z  tego  równania,  wskutek  przemiany  zmiennych  xi,x2i  nie  wywołującej 
oczywiście  zmiany  w  postaci  współzmiennika ,  a  zmieniającej  tylko  spółczyn- 
niki  Or  na  am_r,  otrzymamy  nowe  równanie  różniczkowe: 

któremu  także  każdy  współzmiennik  musi  uczynić  zadość. 

Przyjmując  współzmiennik  w  postaci  (24),  otrzymujemy: 

zatem : 

x%  ^-^Ą*!— *«|+(^-l)(j)  CiXi-*xS+...+vCv-Xxf. 

Zastosujmy  teraz  do  tego  współzmiennika  działanie: 

wskazane  po  drugiej  stronie  równania  (26),  to  uwzględniając ,  że  spółczynniki 
Co>  Cii—*  O9  s%  funkcyami  spółczynników :  a^,  a^...,  Om,  i  porównywaj ąc, 
na  podstawie  równania  (24),  spółczynniki  przy  równych  potęgach  zmiennych 
^  i  ^,  otrzymujemy  (v+l)  równań  kształtu: 


d  C9    _     d  CL  dC*       ~ 


(28) 


(29) 


Analogicznie  otrzymamy,  na   podstawie  tożsamości  (27),  (v+l)  równań 
warunkowych : 

dCP.       n     dO,       ,         dC,      . 

doo  dat  da,,,.! 

Oznaczając  znakiem  4  działanie,  określone  symbolem: 

««,  ^-+(«_l)«1^-+...+am^--4, 

przedstawimy  powyższe  równania  w  postaci: 

4C,=0,  4C„_i~ C,,  46U2«2Cv_i,...  4C„_r=r  C„_r+i , ... 
^-(^-lJĄ,  4^=^, 
skąd  d  os  tajemy  wzory: 

Ą-i^oi  c% ^-r^,...,  0_!-4-4ft-ii  ft-^CUii  (30) 

V  V  —  J.  Ł 

na  podstawie    któryoh,   znając  C0)    możemy  wyznaczyć  wszystkie  inne  spół- 
czynniki współzmiennika  q>. 
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20.  Tworzenie  wsp&zmieniilkóir  dla  danyeh  form  dwójkowych.  Na  podstawie  twierdzeń, 
powyżej  podanych,  możemy  przystąpić  do  wyszukiwania  współzmienników  formy  dwój- 
kowej m-go  stopnia.  W  tym  celu,  przyjmujemy,  najpierw  stopień  v  współzmiennika  ze  względu 
na  zmienne  i  stopień  «  ze  względu  na  spółczynniki  tej  formy. 

Przedstawiając  szukany  współzmiennik  w  postaci: 

?(o,  *)—  Ąartv  +  (j)  Ąa^-t  X*  +  ...  +  (r)ft«H»"r^ir+-+ft«ilpi 

znajdujemy    wagę    p    poszczególnych    spółczynników:     C0,  C,,...,   &>,    podług    wzoru: 

OMt  -4-  V 

/>r  = J- (v— r).  Wyznaczywszy,  następnie,  postacie  spółczynników :  Cr,(r=0,  l,...,v), 

jako  funkoye  a-go  stopnia  ze  względu  na  spółczynniki  danej  formy,  wyznaczamy  ich  spół- 
czynniki liczebne  przy  pomocy  równań  różniczkowych ,  jakie  każdy  współzmiennik  spełnia. 

21.  Przykłady.  1.  Wyznaczyć  współzmiennik  dwójkowej  formy  sześciennej : 

któryby  był  stopnia  drugiego,  tak  ze  względu  na  spółczynniki,  jak  ze  względu  na  zmienne 
tej  formy. 

Mamy  tu  m  —  S,  *  =  2,  v=*2,  zatem:   %  («•«  +  v)«4. 
Przedstawiając  szukany  współzmiennik  9(0,  x)  w  postaci: 
y  (o,  »)—  C0ar, »  +  2^*,  +  C,** » , 
otrzymujemy,  jako  wagi  spółczynników:  C0,  Cu  Ą,  liczby  2,  3,  4. 
Możemy,  zatem,  położyć: 

4  —  4401 +£a|*,     C,  »C0oa,+ 2)0,0,,     Ci^JSojO,  +Fo,». 

Warunek:  ^g+^g+^g.ą 

przedstawia  się  tu  w  postaci: 

Oo.2-Bot  +  aop^Oo  —  O,  czyli:  2ooOi(4  +  £)  =  0, 
skąd ,  przyjmując  4  —  1,  otrzymujemy :  B  =  —1,  zatem : 

Z  drugiego  równania  układu  (28)  otrzymujemy  warunek: 


A-OM.  +  P^.g-I^,    g-*%.   g-CH, 


który,  ze  względu  na  to,  że 
C,=  Co, 

sprowadza  się  do  postaci : 

aQ.Dai  +  2al.Dal  +  80,.  Cao=OoO,— o,*, 
«yli:  o0o1(2>+8C-l)  +  o1ł(2Z>  +  l)  =  0. 

Warunkowi  temu  stanie  się  zadość,  gdy  będzie: 

D  +  8C-1  =  0,    22>+l=0, 

»  więc,  dla:  D=»-^,     C«=y» 

zatem  będzie :  C,  =»  -^  (oq  o,  —  Oj  o,  ). 

Na  wyznaczenie  C%  otrzymujemy  dalszy  warunek : 

który,  wobec  tego ,  że : 


sprowadza  się  do  postaci : 

o<,  .^o,  +2o1.2Fo1+8o,.^o1-=o0oJ— OiOj, 

csyli :  a^Oi  (E-l)  +  o1o1(4F  +  3E  + 1)  —  0, 

a  zatem,  wymaga,  aby  było: 

JB-1—0,    4^+8^  +  1=0,    a  więc:    tf—1,    F=»-l, 
zatem:  C|  =  o1at  — Oj*. 

Znając  Ą,  możemy  zresztą  korzystać   ze  wzorów  (80),  aby  otrzymać  wprost  dalsze 
spółczynniki.  Mianowicie,  wiedząc,  że  C0=a0ai—ai2  i  używając  znakowania: 
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otrzymujemy : 

Ci  =  2"  A  °°  ^  "2  t8^^-2^  •  2«i  +  «8  •  °bH  -g-C^^i— «t«i)f 
Ą  «i  A  Ą  -o  — (8ot  «,-  20,^0,0,)  =o1as— o,3,  jak  powyżej. 

Współzmiennik  dwójkowej  formy  sześciennej  «j3,  któryby  był  stopnia  drugieg 
ze  względu  na  spółczynniki ,  jak  ze  względu  na  zmienne  tej  formy,  przedstawia  si 
w  postaci:  9=(aQ€Ą—€^*)xi*  +  fafy—€^tt})xiXi  +  (alaM--a\)xi*. 

2)  Wyznaczyć  dla  dwójkowej  formy  sześciennej : 

współzmiennik  stopnia  trzeciego,   ze  względu  na   spółczynniki  i  ze  względu  na  s: 
tej  formy. 

Mamy  tu:  m=9,  a  =  8,  v=8,  zatem:  —  (ma  +  v)  =  6. 

Przyjmując  zatem  współzmiennik  e(a,  x)  w  postaci: 

f  —  Co  «kf  +  8ClV  **  +  64«tV  +  <W, 
zauważymy,  że  spółczynnik  C0,  który  ma  być  funkcyą  jednorodną  8:go  stopnia  ze  w 
na  spółczynniki  danej   formy,  będzie  miał   wyrazy  o  wadze  6—8=8.  Możemy,  zate 
łożyć:  Oc^Aa^ai  +Ba0a1aJ  Ą-Ca^1. 

Zwamnku:  ^g +  ><%  g  +  8->  g_q, 

otrzymujemy : 

a0  {^Oo^+SCaj1} +2a1.£a0a1  +  3aj.  Aa^^O. 
czyli:  OoJa,(-B+8 ^)  +  a0^*(8  C+2Ą— O, 

a  stąd,  warunki:  JS  +  8A— O,    8<7  +  2  J?  =0. 

Przyjmując  -4  =  1,  dostajemy:  B— — 8,  C«=2,  zatem: 
C0=a01al— 8o0oia,  +  2all, 

skąd,  używając  znakowania :     A  =  804 f-2o*  r J-  03 1 —  t 

otrzymujemy : 

C,  =i  A  C0  =  1  [Bot  .(2a0oI-8a1a1)+2a1.(-8a0a1  +6^«)  +  ^-8^«j)l 

a  zatem:  Ct  «=»  ^^03  -f-Oj3 Oj— 2^03 3. 

Dalej  znajdujemy : 

C1=iAC1  =  ^[8a^a1a3-2a1J)  +  2a1(fl0a3  +  2a1oJ)+O3(a1>-4fl0a,)Jł 

zatem  :  Ą  =  2at  3  03  -  at  Oj3  —  Oq  0,03  , 

wreszcie : 

C3 —A  Ą  =8^  (-o,  a3)+ 20,(4^03 -o, J)  +  03  (+2^0,-00 03), 
zatem :  C3  =  Soj  aj  03  —  2  aj3  —  a0  03 3. 

Współzmiennik  szukany  ma,  zatem,  kształt: 

?  =  (00*03  —  3a0€^Oj+2a13)x18+8(<»0a1a3  +  €»11a,--2o0ct,a)fic1>a5,  + 
+  3(2oj * €^  —  aiO,3— Oy  c^a3) a^a^1 +(8o1Oj€^— 2 o,3  — Oo aj1)^3. 


Ćwiczenia    XXIII. 

1)  Wyznaczyć  ilość  niezmienników  bezwzględnych ,  jakie  posiadać  może  fora: 
braiczna  m-go  stopnia  o  n  zmiennych. 

2)  Wykazać ,  że  forma  kwadratowa  o  n   zmiennych ,    nie  ma   żadnego    niezm 
be  z  w  zgl  ędn  ego . 

3)  Wykazać  ,  że  forma  kwadratowa  ilukolwiek  zmiennych  ma  tylko  jeden  niezj 
względny,  a  tym  jest  jej  wyróżnik. 
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4)  Wykazać ,  ze  wyróżnik  formy  kwadratowej ,  otrzymanej  wskutek  liniowego  prze- 
kształcenia danej  formy  kwadratowej,  jest  równy  wyróżnikowi  formy  pierwotnej ,  pomno- 
żonemu przez  kwadrat  modułu  odnośnego  przekształcenia. 

5)  Wykazać,  że  dwie  formy  kwadratowe  n  zmiennych  mają ,  oprócz  swych  wyróżników, 
jeszcze  (* — 1)  wspólnych  niezmienników  względnych. 

6)  Wyznaczyć  wspólne  niezmienniki  dwu  form  kwadratowych ,  dwójkowych : 

*t*=a0z*  +  2aixy+aiy*,     ^»=V  +  2^yłV- 

7)  Wyznaczyć  wspólne  niezmienniki  dwu  form  kwadratowych,  trójkowych: 

«3a  —  Oii*1  +  ««y*+  «33*'  +  2  *\**y  +2a13x*  +2o,3  yz, 
Ui*=Axxx*  +  Aliy*+  Az^+2Anxy  +  2Al3xz  +  2A^yz. 

8)  Wykazać ,  że  forma  kwadratowa  n  zmiennych  posiada ,  oprócz  swego  wyróżnika, 
jako  jedynego  niezmiennika  względnego  ,  jeszcze  (n—  1)  niezmienników  ortogonalnych. 

9)  Wyprowadzić  niezmienniki  ortogonalne  formy  kwadratowej,  dwójkowej: 

ax*-\-by*  +  2cxy, 

10)  Wyprowadzić  niezmienniki  ortogonalne  formy  kwadratowe],  trójkowej: 

«**  +  V  +  &*+  2  dyz  +  2exz  +2fxy. 

11)  Jeżeli  w  formie  kwadratowej  n  zmiennyoh  :  <#»' «  £  afc  *;  2x ,  (at%=  o*),  zastąpimy 
spółczynniki  cn%  przez  ich  minory  a,*  w  wyznaczniku  |atx|,  natenczas  otrzymamy  formę: 
ttł'=2a«x2?flfe,  («f**  =  ««i),  zwaną  formą  dołączoną  do  danej  formy  kwadratowej.  Do- 
wieść, że  wyróżnik  formy  dołączonej  jest  równy  (»— l)-szej  potędze  wyróżnika  danej  formy. 

12)  Podać  formę  dołączoną  (ćw.  11.)  do  formy  kwadratowej,  trójkowej : 

u^^ailxi^+a1^  +  alixni  +  2allxix^+2allxixi  +2a,,«,«j 
i  wyznaczyć  jej  wyróżnik. 

IB)  Wykazać,  że  forma  kwadratowa  n  zmiennych,  da  się  przedstawić,  jako  suma 
kwadratów  n  form  liniowych ,  od  siebie  niezależnych. 

14)  Wykazać,  że  warunkiem  koniecznym  i  wystarczającym,  aby  dana  forma  kwa- 
dratowa n  zmiennyoh,  dała  się  przedstawić,  jako  suma  n  kwadratów,  jest  ten,  aby  jej 
wyróżnik  był  różny  od  zera.  Skoro  wyróżnik  ten  jest  równy  zeru,  ilość  kwadratów  będzie 
mniejszą  od  ilości  zmiennych.   * 

15)  Wykazać,  że  w  przypadku,  gdy  wyróżnik  danej  formy  kwadratowej  jest  zerem, 
formn  dołączona  do  tej  formy  (ćw.  11.)  jest  zupełnym  kwadratem  formy  liniowej. 

16)  Wykazać ,  że  w  przypadku ,  gdy  wyznacznik  układu  n  form  liniowych  o  #i  zmiennych 
jest  równy  zeru ,  a  nie  wszystkie  minory  elementów  tego  wyznacznika  są  zerami ,  naten- 
czas istnieje  między  temi  formami  jeden  i  to  tylko  jeden  związek  liniowy,  tożsamościowy. 

17)  Dowieść,  że  w  przypadku,  gdy  wyznacznik  układu  n  form  liniowych,  o  #i 
zmiennych,  jest  równy  zeru ,  a  nadto  wszystkie  jego  podwyznaczniki ,  aż  do  (»— r — l)-go 
rzędu  włącznie ,  są  zerami ,  podczas  gdy  przynajmniej  jeden  z  jego  pod  wy  znaczników 
;»-r)-go  rzędu,  jest  różny  od  zera,  natenczas  istnieje  między  temi  formami  iiniowemi  r 
oddzielnych  związków  liniowych,  tożsamościowych. 

18)  Wykazać ,  że  wyznacznik  układu  n  form  liniowych  o  n  zmiennych  jest  wspólnym 
niezmiennikiem  tych  form. 

19)  Wykazać,  że  niezmiennik  względny  danej  formy  algebraicznej  jest  zawsze  jedno- 
rodną funkcyą  spółczynników  tej  formy. 

20)  Wykazać,  że  każdy  współzmiennik  danej  formy  algebraicznej  jest  funkcyą 
jednorodną ,  tak  ze  względu  na  spółczynniki ,  jak  ze  względu  na  zmienne  tej  formy. 

21)  Wykazać ,  że  forma  dwójkowa  m-go  stopnia  posiada  najwyżej  m—  8  niezmien- 
ników bezwzględnych. 

22)  Wykazać,  że  formy  dwójkowe  sześcienne  nie  mają  żadnego  niezmiennika  bez- 
błędnego. 

28)  Wykazać ,  że  wszelki  niezmiennik  formy  dwójkowej  m-go  stopnia  jeot  funkcyą 
jednorodną  i  izobaryczną  jej  spółczynników. 

24)  Wykazać,  że  niezmiennik  formy  dwójkowej  m-go  stopnia: 

Mi*  =  a  «w  +  (mj  aj«m  -  i  y  +  (m j  a,a>»-2  y\  ą.  ...  +  (^i)  *»-i  ay1"-1  +  amym, 

zachowuje  tę  samą  postać,  jeżeli    przemienimy    spółczynniki  ar  i  a«— r,  równoodległe  od 
końców  tej  formy. 
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25)  Wykazać,  że  waga  niezmiennika  a-go  stopnia  danej  formy  dwójkowej  m-gc 
stopnia  jest  równa  Vi »•«• 

26)  Wykazać ,  że  forma  dwójkowa  nieparzystego  stopnia ,  może  posiadać  niezmiennik 
tylko  stopnia  parzystego. 

27)  Wykazać,     że    wszelki     niezmiennik    y (o©,  *i,...,  am)   danej    formy    dwójkowej 

«,m  =  ^y  (^J  (h-ary**—*)  czyni  zadość  równaniu  różniczkowemu,  cząstkowemu: 

%  *L  +  9«*  +  8*   .'?  +  ...  +»  «— 1    *-  -0. 
^  daj  ^  do,    '      ^  dos  dom 

28)  Jeżeli  «,«  i  17,»»  są  dwie  formy  dwójkowe  m-go  stopnia,  pierwsza  o  spółczynni- 
kach:  Og,  o,,...,  om,  druga  o  spółczynnikaoh :  AQ,  Au.„,  Am,  a  ? (oo,  o,,...,  aM)  jest  nie- 
zmiennikiem pierwszej  formy,  wykazać,  że  wyrażenie: 

Aa   r— L  •+-  A* -4-  Am      -4"  ...  +  AfH  \   ~  -  y 

^  doo  '      *  daj   '      'do,  d  om 

jest  wspólnym  niezmiennikiem  tych  form. 

29)  Wykazać,  że  forma  dwójkowa:  «,*  =  aQx8-ł-2a1xy  +  a1y,  ma  jedyny  niezmiennik 
drugiego  stopnia:  f  (a)  =  000,— 64'. 

80)  Wykazać,  że  forma  dwójkowa,  sześcienna:  tf,8  =  a0x8-f  8atx'y+8o,  xy1+o3y3,  ma 
jedyny  niezmiennik  czwartego  stopnia:  9(a)=a0,a3a+4ao0i8~^aoaiaJ08+4fli,«8—  Sa,*^1. 

81)  Wykazać,  że  forma  dwójkowa  czwartego  stopnia  : 

«, *  =  a0xA  +  4a,x8y  Ą-  6a,x  V+  4a,xy8  +  akyk t 
ma  1)  niezmiennik  drugiego  stopnia  •1(a)  =  a0a4--4a1a8 -ł-Soj* ,  o  wskaźniku  X  =  4f 
2)  niezmiennik  trzeciego  stopnia:  9j(a)«=«oaia4— a60s1-~aila4  +  2»i«|08— «i8»  o  wskaźniku  X=6. 

82)  Wykazać,  że  forma  czwartego  stopnia: 

fij*=a0x4  +  4a1x8y+6a1x1y14-4*3a?y*+a4y4» 

ma  niezmiennik  bezwzględny  w  postaci: 

9la\mm (oQgt  — 40^+3  aa1)8 

Koi  04  +  2^0,03  —  o,8—  OoOa8  —  Otl<8ł)r 

88)  Wykazać,  że  forma:  x4+y4+6XxV»  ma  dwa  niezmienniki :  ©^l-f-S^i  ©1=>.— X1 

(1+8)*)8 
i  niezmiennik  bezwzględny :  f  =    n_is\i  * 

84)  Wykazać,  że  suma  spólczynników  w  niezmienniku   formy  dwójkowej,  kształtu: 

«,m«^jr?jarx»-ryr,  jest  zawsze  równą  zeru. 

86)  Wykazać ,   że  wszelki  współzmiennik  9  formy   dwójkowej : 


■2  W 


arxlm— r«|r 


sprawdza  równania  różniczkowe : 


„J^-^  +  ga,   /?+ 80*+." +«*.-l   -£~, 
^  dxt       ^  flOj    '      ^  do,    '        *  da,  d  am 

do  d©       ,    n  d»       ,  d» 

1  dx,  da«—i  dam— 2  da^ 

86)  Wykazać ,  że  wszelki  współzmiennik  : 

V=2  C)  °rxiv~rx*r  *<>™y  dwójkowej  :  ^^  (*J  arx1»»-'"x,r  , 

ma  spółczynniki    Cr  (r  =  0,  1, ...,  v)   jednorodne  *- go    stopnia    ze  względu   na    spółczynnik 
formy,  o  wadze  równej  :  J/,  (ma— v)  +  r. 

87)  Wyznaczyć    współzmiennik    drugiego    stopnia,     ze     względu    na     spółczynnik 
i  zmienne  formy  dwójkowej:  «,8=«0x8-t-3a1x*y  +  3a,xył  +  a,y8. 

88)  Wyznaczyć   dla  formy  dwójkowej,  sześciennej,   współzmiennik  trzeciego  stopnii 
w  spółczynnikaoh.  i  zmiennych  tej  formy. 
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99)  Wykazać  ,  że  wspólzmiennik  formy  : 

la  drogiego ,    ze    względu   na   spółczynniki ,  a  czwartego ,    ze   względu  na  zmienne, 
kUwia  się  w  postaci : 

I  («0«J—  "1*)*!'+  2(«,Oi  —  OtO,)*!**!  +  (2«l03  +  «0«4  ~  3  «*')  W  + 

+  2(0^4—  <Hal)xlxt*  +  (0,04—0,  *)*,*. 
40)  Wykazać ,  ie  wspólzmiennik  7  formy  u,6,  kształtu : 

•  - <*V  +  (?)  c.  V*i  +  (2) <V*i*V+  (3)  <*V V+ 

półczynniki  :  * 

C;  =  00**4-800^  *i  +2«i3,     ^  =  V6  (200^03 +  6a11o,-9o0a1>+a0>a4), 
%(«b«i<*—  30^0*  +  2o,'o,),   C,  — ^(o^-^a*1),     <74«  73(^000304 +  8a1a,a»-2a1a,ł), 

Ą=  V6 (-20,0,04-  60, »o,  +9p4oł>-O4»o0),     C6  =  80,0,04-0^4 >-2a,». 
A)  Jeżeli  funkcya  spólczynników  (og,  o^...,  om)  danej  formy  «,m  czyni  zadość  wszyst" 
om    niezmiennika,    a    tylko   nie   spełnia   warunku  jednego    co    do  swej  wagi: 
i ,  natenczas  nazywamy  taką  funkcyę  spólczynników  półzmiennikięm  (sęmi- 
1)  tej  formy.  Wykazać*,  że  spólczynnik  C0  (str.  882),  z  którego  wszystkie  inne 
współzmiennika  <P  danej    formy   %*»   wyprowadzić  możemy,     zwany    także 
em  współzmiennika,  jest  sam,  pół  zmień  ni  kiem  tej  formy, 
fi)  Wykazać ,  że  dwójkowa  forma  sześcienna ,  nie  ma  współzmiennika  liniowego. 
S)  Wykazać ,  że  forma  5-go  stopnia : 

«,*=  a^^Ą-  5oj  «i4«,+  lOoj^  *xf  +  10o3«ł  *ajj8  -f-  ba^a^*  +  akx^ , 
iennik  drugiego  stopnia ,  kształtu: 
(«,04—  4^03  -f  So,1)*^  (0^05—80404  +  20,03)  xlxl  +  (0^  —  4o,a4  +  803')  V- 
ił)  Wykazać  ,  że  każda  forma  dwójkowa,  rzędu  nieparzystego,  posiada  współzmiennik 
drugiego,  tak  ze  względu  na  spółczynniki  t  jak  ze  względu  na  zmienne  tej  formy. 
Wykazać ,     że   forma  dwójkowa ,  kwadratowa :   «, 2  =  o,,  xt  *  -|-  2ot  a^ a^  -J-  o,  ar, 2 ,    nie 
żadnego  współzmiennika. 
Wykazać,  że  hessyan  formy  dwójkowej  sześciennej: 

•**'=  *oV  +  8«i  V^+ 80,^3!,*+ 03*, », 
współ  zmiennikiem. 

17)  Wykazać,  że  dla  dowolnej  funkcyi :  F(a?,  y,  s),  suma:  (— J    +(t)    +  (  — )    nie 
się  wskutek  przekształcenia  ortogonalnego  tej  funkcyi. 
Wykazać,    że   przekształcenie  ortogonalne  funkcyi   F(x,  y,  2),   nie  zmienia  takie 
*F      d*F      d*F 
^  #**  +  dy*  *  oz*' 

Rozwiązania   XXIII.     Wskazówki  zawarte  są  w  wykładzie. 


IMaratotra.  Josef  Carnoy.  Gours  d'algebre  superieure.  Louvain  et  Paris  1900.  Dr. 
if  Kniaź  Puzyna.  Teorya  funkcyj  analitycznych.  Tom  I.  Bozdzial  XI.  Z  teoryi 
Lirów,  1898. 
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Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

Określenie  i  własności  niezmienników,  ich  sposoby  wyznaczania. 

Określenie  i  własności  współzmienników,  ich  sposoby  wyznaczania  i  zastosowania. 

Niezmienniki  i  współzmienniki  form  dwójkowych. 


Wykład  XXIV. 

Przekształcanie  pochodnych  i  różniczek  funkcyj 
jednej  i  dwu  zmiennych. 

1.  Zamiana  zmiennej  niezależnej  w  funkcyi  jednej  zmiennej.  Zamiai 

zmiennej  niezależnej  x  w  funkcyi:  y-^ffr)  na  zmienną  niezależną  t,  na  moc 

przekształcenia:    x=gp(ź),    wywołuje    potrzebę    przekształcenia    pochodny* 

dy     d*y 
funkcyi  y**°f{x)  względem  z,  jako  to:  -==  ,   ~tJ    na    pochodne     tej    funkc; 

względem  t,  t.  j.:  ^j  ,   ^y2»- 

dy  dy 

Związek  miedzy  nową  pierwszą  pochodną :  -=-  a  pierwotną :    ~    okrd 


się  równośoią: 

dy 
dt' 

„dy 
dx' 

ix 
dV 

z  której  otrzymujemy 

wzór: 
dx 

dy 
dt 
dx  ' 

czyli 

••  y«'- 

V 

X' 

i 
dt  I 

wyrażający  pierwotną  pochodną :  -^  —  yj  przez  nową :  ^=y'  i  przez  pochód 

dx 

-jz=x',  a  więc  przez  pierwsze  pochodne  zmiennych  x  i  y  względem   not 

dt 

zmiennej  niezależnej  i. 

Stosując  do  powyższego  wzoru  prawidła  różniczkowania,  otrzymują 
dalej  : 

dy 

dx~  x?  dt  W~  x'        *" 


d*y     ±\jU 
dx*~  dt\  dx 
*  dt 
a  więc  wzór: 

dx     d*y     dy     dJx 


d*y     dt  *  dt1       dt'  dt1  ..      .,    a^y"—^^ 


(*) 


ii: 
k: 
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tiający  drugą  pochodną:   -p£— y"«   przez    pochodne    zmiennych    x   i  y 

i  j        a     i.     -  dx      t  d%x      M    dy      .  d*y 

ledem  *,  t.  j.  przez:   __*«,__*.,  -?=y',  -^-y". 

Podobnie,   otrzymamy,  na  mocy  równości : 

d»y      d  /^y"— »*^l     <*<      1    <* /a^y"— y*a;"\ 
d*3~  Al      .  x'a       i  '  dx=  x'  dt  \       z13       / ' 

d*y     atiW-W^—W—yW).^ 

dx*  ™  a?'6  ' 

m     *\  9"'—  S**".  y*  -r  [3g* ł-  ate"']  y'  ... 

y«  — ^8 1  w 

rf'y    W  *  dt1       dt  W  dt*  +  [ó\  dt*)       dtdĄdt 

dx~* 7dvT>  <4') 

\dt) 

.  dly 

ftftający  trzecią  pochodną:  —^~.ys"'    przez   pochodne    zmiennych    x  i  y 

jedem  zmiennej  t. 

Postępując  w  ten  sposób  dalej,  otrzymamy  analogiczne   wzory   dla  po- 
lnych wyższych  rzędów. 

dv     d  V 
3-  Przykład.  Wyznaczyć  pochodne-—  i  -?-\,  jeżeli  8=  sin*. 

dx  •  dhc 

Mamy  tu :  ^-  =  cos  I ,     ttj =—  sin  I ,  przeto : 

(i^y  dy  d5y        .      dy 

*, i_    ty    *V i       °°*łaTt  +  ™t  j-,_cob<  -&  +  mtTt 

dx         cos  I   "    dt9    dx*        COS*  '  cos1*  0O83/  ' 

lip: 

dy  1         dy     d*y  1         dJy       sini      dy 

di8**  cos*  "  di'   A?*5  cos'*  '  d?  "^cos8*  '  dl" 

8.  Wzory  w  art.  1.  podane,  możemy  otrzymać  takie  na  mocy  prawideł 

piczkowania  ilorazu:  -^,  uważając  obie  różniczki  dy  i  dx,  jako  różniczki 
i  dx 

Kanne.  W  ten  sposób,  otrzymamy  wzory: 

dy  dxd*y  —  dyd*x 

i  *m~di'*m~  dx*  '  (B) 

„,       dx(dxdzy—dyd*x)  —  3d*x(dxd*y—dyd*x)      . 

y*  — -^ » *  *•  <*•> 

których  wynikają  wzory  w  art.  1.  podane,  jeżeli  liczniki  i  mianowniki 
dymanych  wyrażeń  różniczkowych  podzielimy  przez  odpowiednie  potęgi 
buczki  dt  nowej  zmiennej,  niezależnej  t. 

Zazwyczaj    nżywa    się    wzorów,    podanych    w   postaci   (5),   jeżeli   obie 
Denne    z    i  y    podane  są,    jako    funkcye    pewnej    zmiennej    niezależnej  £, 

dtodzi  o  wyznaczenie  pochodnych:  -^,    -y-^,— 
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dy     d*v 

4.  Przykład.  Wyznaczyć  pochodne:  ^i^,,  'skoro :  x  —  a  (*—  sini),   y=a (1—  oo* i 

gdzie  t  jest  nową  zmienną  niezależną. 

Otrzymujemy  tu: 

dx  =  a(l—coBt)dty    dy  —  aeintdt,    cttr  =  a  sin  *.<&',    d*y  =  aco8tdł* , 

,  dy  sin*    ,  d*y  cos* 

zatem:  -/*=  -= — }  -^-Ą «^=— ^ -tt.  . 

(te      I—  cos*     dx*       o(l— cos!) 

5.  Różniczkowanie  funkcyi  określonej  równaniem :  I\x9  y)=0,  za  JM) 
średnietwem  nowej,  zmiennej  t.  Wprowadzenie  nowej  zmiennej  niezależnej 
za  pomocą  podstawienia  x*=(p(t).  sprawia,  że  funkeyay  zmiennej  niezależne 
x}  określona,  bądź  to  w  formie  wyraźnej  w  postaci:  y =/"(*),  bądź  to  w  form  i 
uwikłanej  w  postaci  równania  między  zmiennemi  xi  y  kształtu:  F(x,y)M 
zostaje  przedstawioną  za  pomocą  dwu  równań  między  zmiennemi  z,  y  i  now 
zmienną  t  w  postaci  wyraźnej  : 

lub  w  postaci  uwikłanej : 

&(x,  0«Q,     Sr(y,  #)-0. 

Ten  sposób  przedstawiania  zależności  między  dwiema  zmiennemi  x  i 

za  pośrednictwem  trzeciej  zmiennej  t ,  upraszcza  niekiedy  rachunek,  mając 

dy     d2y  dn  y 

na  celu  wyznaczanie    pochodnych:  -^,    -r-^,  ... ,  j-^ ,  przedstawiając  je  taki 

jako  funkcje  nowej  zmiennej  t. 

Dla  funkcyi   wyraźnej:    y  =/(«),   kładąc  x=<p(f)   i   otrzymując  wskute 
tego  y=^(0»  dostajemy,  w  miejsce  wzorów: 

Łffri   ^-/*M  ^*=f"(x) 
dx    '  Wy  dx2    '  Wl  da;8  lv,•", 

następujące : 

dy^tM)      d*y      9'(to>mV)—Wt)9m(t) 
dx      <p\t)'    dx*~  [<p\t)]z  \ 

#?_  [<PV)?  V"  C)-3y'(*)  ?"(*)  ip"(t)   +  {3[y"(*)]a-y'(fl  y'"(*)}  »*(»■ 

da;3  [9>'(*)]B 

Mając  wyznaczyć  pochodne  funkcyi  y,  określonej  równaniem:  jF(a:,y)=* 
korzystamy,  w  myśl   wskazówek,    podanych   w  wykładzie  XLVIIL  Tom 
str.  370.  i  nast.  z  równań: 

—  dx+  -^dy-0,  d2Ędx*+2  —dxdy+  *'? dy*+d-  d*x+  —  <**y«0, 
dx      ^  dy    y       >  dx2       ^*  dxdy        y^  dy*  y  ^dx       ^ dy     y       ' 

z  których,  na  podstawie  prawideł  różniczkowania,  po  przyjęciu  x  za  zmieni 
niezależną,  wyrazy  d2x,  d*x, ...  wypadają. 

Z  równań  tyoh  otrzymujemy  wzory:  I 

dF  d%F/dF\2      d2F  dFdF    d*F/dF\* 

dy     __dx      d*y  =      dx2\dy)        dxdy  dx  dy+  dy2(dx)  ' 

dx~     dF'    dx2  /dF\z  *  | 

dy  \dy) 

Kładąc    natomiast   x=*  <p(t)y   a    otrzymując,    na    podstawie     równani 

F(x,  y)—0,  odpowiednio  y*=^(ż),  otrzymujemy  pochodne  funkcyi  y  względJ 

X  wyrażone  przez  zmienną    t,  według   takich   samych    wzorów,   jakie    z  i 

stąpienia  funkcyi  wyraźnej  y=f(x)    przez    dwa    równania:    £a9>(0?   y—i 

wypływają. 
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6.  Uważając  w  równaniu  F{x,  y)=0,  zmienne  x  i  y,  jako  fnnkcye 
zmiennej  niezależnej  t%  otrzymujemy,  na  podstawie  prawideł  różniczkowania 
równania:  F(x,  y)=0,  kolejno  następujące  wzory: 

d-ldx+dFdy=0,  d2Ędx>+2  *F-dxdy+d-^-dy*+d-Fd*x+  —  dV=0, 
dx       ^  dy  y       '  dx*       ^     dxdy       9  ^  dy*    y  ^  dx       ^  dy    y      ' 

dl^dx3+B  -^-J—dx%dy+9  ■^-F-,dxdy*+-3Ądya+3  —  dxd*x  + 
^3  "*  ^  dx*dy         y        dxdyi       3  ^  dy3  y         dx*  T 


+3  H(**V+*^+«  ^*"*VH  ^d3*+^=0' 

Z  wzorów  tych  możemy  wyznaczyć  pochodne  funkcyi  y  względem  x 
pod  różnemi  możliwemi  założeniami.  W  przypadku,  gdy  x  jest  zmienną 
niezależną,  należy  przyjąć  d2£=0,  a  wtedy  wszystkie  różniczki  zmiennej 
z  rzędów  wyższych  nad  pierwszy  będą  równe  zeru. 

W  przypadku ,  gdy  zmienna  z,  a  tern  samem  zmienna  y,  zostały  przy- 
jęte, jako  funkcye  innej  zmiennej  t,  należy  powyższe  równania  podzielić 
przez  odpowiednie  potęgi  różniczki  dt,  a  otrzymuje  się  kolejno  pochodne 
zmiennych  x  i  y  względem  zmiennej  niezależnej  /,  ana  tej  podstawie  po- 
chodne zmiennej  y  względem  x. 

7.  Przykłady.  1.  Mając  n.  p.  wyznaczyć  pochodne  funkcyi  y  względem  x  z  równania : 

x  -f  \/2ay— y* — *  •  a*c  cos  — -  =*  0, 

a 

otrzymujemy  za  pomocą  różniczkowania : 

,              y*y           r\           -ty      \/2ay—y2 
dx -^— -  --  =« 0,  a  więc  -£- « - — —  • 

y/ioy-y*  dx  y 

Następne  różniczkowanie  daje  drugą  pochodną  w  postaci : 

d*y  ^y-  % (2qy-yłrV' (2o- 2y) -  l/2qy-y>     dy 
dx*  y%  dx' 

d*y        a(a—y) 
dx*SS=*        y* 

o—~y 
Używając  podstawienia:  — -*=>coBt,  czyli:  y=a(l— cost),  otrzymujemy   z  danego 

równania :  *— a  (*— sin  *),  a  więc : 

dy  __      sin*      \/2  ay  —  y*       dły cos  t a  (a  —  y) 

ds       1  —  cos*  y  *     cfcc*      a(l  — cos*)8  y8 

sb1      y1 
2)  Wyznaczyć  pochodne  funkcyi,  określonej    równaniem:  — j  +  T-,—  1=0,  za  pomocą 

podstawienia  s  =  acos9>,  gdzie  7  jest  nową  zmienną,  niezależną. 

Kładąc  x  =  a  cos  * ,  otrzymujemy  z  równania:  y  =  &sin*, 

a  więc:    da?=  — a  sin?  dy, 

dy           b 
dy=bcoB1Pd<P ,    zatem:   ^  = cotg*, 

*  ł  dx  a       ° 

d»y  6  dy E 

dar'  osin2?    "daj  a*  sin3?   ' 

dsy       86       cos*      dv  8  6       cos? 


czyli: 


dx*        a1  *    sin4*      dx  a3       sin6*' 

Różniczkując  zaś  wprost  dane  równanie,  otrzymujemy: 

a:da:    .  ydy      -  dy  &'» 

— r-  +  -Łr  =°»  zatem:  --  =  = ^- , 

a2  6*         '  d«  a*y 

d*y  6>         6*   a?    dy_        6* 


««!/   + 


(Ja8>  a*y  *    a*  y*  dx  ały 


i«s» 
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zatem: 

dy  b*x  b      A  <Py  **  6  <f»y  8ft<  860 

da;  a*y  a        °        ds*  a^y1  ał&mhp   '    dx*  a4y5  afBi 

8.  Zamiana  zmiennej  niezależnej  na  zależną  1  odwrotnie.  Jeż< 

dy  dł  y 

wzoraoh  art.   1.   położymy   ż  =  y,    to   otrzymamy:  ^=1,  ~j^  =  0,..., 

CL  %  OX 

wzory,  wyrażające  pochodne  zmiennej  y  względem  x,  przez  pochodne  zm 
«  względem  y,  przedstawiają  się  w  postaci: 


dy  _,  i.   dV 

ca? 


dy1       d»y      -(dy*)       dy  dy> 


dx     dx'  dx%         (dx\*'  «te*  /d#\8 

\dy)  .  \dy) 


dx  d^sc  d  oc 

ożyli,  gdy  położymy:  ^-=*',  ^1=*',  ^p853*"'  w  P<«t»°i: 

dy     _1_     d»y 1_     m    d*y     dx'*— afx"' 

dx"  «"   dx*~       x"'X  '  dx3~         x"       ' 
Powyższe  wzory  możemy  otrzymać  także  bezpośrednio  z  wzoru: 

dy  ^     1 
d*™   d* 

stosując  prawidła  różniczkowania ;  otrzymujemy  tedy : 

dła?  d*x  d*x 

d*y  dy1       dy  dy*         1  dy* 


dx*         (dx\i'dx  (tey    &  (*2\*' 

\dy)  \dy)         dy  \dy) 

.       d*x  d2x 

d*y      d\       d?\      dl  dp  \     dy 


d*x  „  d2x  „  3/^?V— —  — 

\dy*)      o>  ay 


da;3     dx  I      /dx\3l      dy  I      (dx\3\  '  dx 


(dx\3)      dy  [     (dx\a)  '  dx  7dx\6 

idyj         teJ  te/ 


Z  wzorów  tych  wypadnie  korzystać ,  gdy  mamy  wyrażenie,  podane 
chodnych  zmiennej  y,  przekształcić  na  wyrażenie  w  pochodnych  zmier 


9.  Przykład.  Przekształcić  wzór:  p-= -^- ,   uważając  y   za  zmieni 

da7* 
zależną. 

Mamy  tu  :  g_±  ,  g=-      *       .  g  ,     1  +  (g)-  J^  [l  +  (g)*],  »t 


/d*y  •  dy»  •     ^  W     /a*y  L  ^  Vdy/  J- 


P~~*  d** 

dyl 

10.  Zamiana   obu  zmiennych  zależnej  i  niezależnej  w   fankcyi 
zmiennej.  Jeżeli  do  funkcyi  y^ffjc),  zastosujemy  podstawienia : 

natenczas  otrzymamy  : 
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dx' 


■S*+5**-2*+2* 


przeto : 


dy 

dz' 


*  du+**  dv 
du      ^dv 

**du+d-*dv 
du      ^  dv 


(7) 


Uważając  u  jako  zmienną  niezależną,  a  v  jako  zmienną  zależną,  otrzy- 
mamy pierwszą  pochodną  ~,  w  postaci: 

dtp  dtp  dv 
dy  du  dv  "  du 
dx 


d(p     dtp      dv ' 
du     dv  "  du 
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skąd  otrzymujemy  dragą  pochodną  na  podstawie  wzorn 
dtp     dp     dv) 

du     d  v  *  du  [     du  __  1  d 

dtp  .  dq>     dv['dx~dtp.dq>dvdu 


d_ 
*du 


dę     dvi  '  dx      dtp     dq>    dv 
du     dv  '  dul  du     dv' du 


dtp     dtp 
du+  dv 


dv] 
du 


dtp      dtp 
~du+dv 


dv 
du 


(8) 


a  podobnież  postępując  i  dalsze  pochodne. 

dv     dhf 
11.  Przykład,  Przekształcić  pochodne  ^  i  ^-f,   za   pomocą  podstawienia:    x- 

y=r8ino,  uważając  v  jako  nową  zmienną,  niezależną: 
Otrzymujemy  tu  : 

dx=  —  r  sin  c  dę  +  cos ? dr,    dy=r  cos  9  d?  +  siny  dr, 


*  r  cos  e. 


sin  9  dr  +  rcos  9  dy 
cos  ©  dr—r  sin  y  dę 


a  stąd: 


d*«" 


_d 
d? 


dr  , 

sin  9  -r-  Ą-  r  cos  V 


dr 


•rsin* 


d© 


sin  7 

d*>^ 

rcos  7 

cos* 

dr 
d<P 

rsin* 

» 

do 

r>+2 

(d~*)~ 

dV 
rd*« 

d*888" 

dr 

\a* 

13.  Zamiana  zmiennych  niezależnych  w  fnnkcyi  dwn  zmiennych.  Niech 

będzie    daną    funkcya    z   dwu    zmiennych    niezależnych    x   i  y,    w    postaci: 

Sssfixi  9)'  Zastąpmy   zmienne   x  i  y  przez   nowe   zmienne   u  i  v  za  pomocą 

podstawień:  x=-qp(u,  <;),  y=^(i#,  t;),  natenczas  należy  także  wyrazić  pochodne 

Al_  <**     d*     d1*       dJ*       d*z    .  A  . 

cząstkowe:^,    -,    — ,,    -^-,    — ,,  1  fc  p.,   przez   zmienne   «  1  v   1  przez 

d**       da* 

~    P 


pochodne  cząstkowe :  —  ,    —  1    t—«  t 
du'   dv1   du21 


d**  .   . 


dud*'    dt>' 

Według  założenia  jest  zmienna  z  funkcyą  dwu  zmiennych  x  i  y,  które 
są  funkcyami  nowych  zmiennych  niezależnych  nit;,  zmienna  z  staje  się 
wobec  tego  funkcyą  złożoną  tyoh  dwu  nowych  zmiennych  nit;. 

Uważając  zmienną  0  jako  funkcyę  dwu  zmiennych  a;  i  y,  otrzymujemy 
różniczkę  jej  zupełną : 


dz* 


a  że  zmienne  x  i  y  są  funkcyami    zmiennych   ti  i  0 ,  przeto  będą  one  miały 
także  swoje  różniczki  zupełne  kształtu: 
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Wobec  tego  przedstawi  się   różniczka   zupełna    zmiennej    *  w  postaci: 
d,J.l  («?  du+* dv)+  f  (*  du+* dv\ 

dx  \du    ^dv   r  <>y  v*    ^dv   r 

czyli : 

*-(sb+*  2Mss+S5h 

Uważając  jednak  zmienną  z  wprost ,  jako  funkcyę  zmiennych  u  i  r, 
dostajemy  odnośną  różniczkę  zupełną  w  postaci : 

dzJ^  du+^fo.  (10) 

du  dv 

Z  porównania  tego  wzoru  z  poprzedzającym  wypływają  przeto  wzory: 
dz^dz  dz     dz  dy     dz     dz  dz     dz  dy 
du~dz  du+dy  du}    dv***  dz  dv*  dy  dv'  l    ' 

określające  prawidła   tworzenia   pochodnych   cząstkowych   funkcyi    złożonej, 
które  możemy  w  ten  sposób  wysłowić : 

Pochodną  cząstkową  funkcyi:  z=f(z,y)}  ze  wzylędu  na  pewną  zmienną,  nie- 
zależną tt,  otrzymujemy,  dodając  iloczyny  pochodnych  cząstkowych  tej  funkcyi  wzglę- 
dem zmiennych  x  i  y,  przez  pochodne  cząstkowe  tychże  zmiennych  względem  zmiennej 
niezależnej  u. 

Na  tej  podstawie  otrzymamy  drugie  poohodne  cząstkowe  zmiennej  z, 
ze  względu  na  zmienne  u  i  v}  w  postaci : 

du2      \dx2  du+ dzdy  du)  du+ dx  du2+ \dxdy  du+ dy2  du)  du  + dydu2' 

d2z       /d2z  dx       d2z  dy\  dx     dz    d2z       /  d2z   dz     d2z  dy\  dy     dz   d2y 

dndvzes  \dx2  dv     dxdy  dv)  du     dx  dudv       \dxdy  dv     dy2  dv)  du     dy  dudv  ' 

d*z__  /d2z  dz      d2z    dy\  dz     dz  d2z       /  d2z   dz     d2z  dy\dy     dz  d2y 

dv2"  \dz2  du+  dzdy  du)  dv+ dz  dv2  +  {dxdy  dv+  df2óv)dv+ dy  ~dv~2i 

czyli : 


d2z     d2z/dx\2         d2z  dzdy     d^z  (dyV,dz  d2z     dz  d2y 
du2     dx2\du)  +    dxdy  du  du+  dy2  (du)  +  dz  du2+  dy  du21 
d2z  ^d2z  dz  dx      d2z   /dz  dy.dz  dy\     d2zdydy     dz  d2x       dz    d2y      12 
dudv~~  dx2  du  dv     dxdy\du  dv     dv  du)      dy2dudv     dxdudv     dy  dudv' 

di;2     dx2  \dv)  +    dzdy  dv  dv+  dy2  \dv)  +  dz  dv2  +  dy  dv2' 

W  podobny  sposób  możemy  obrachowaó  wszystkie  pochodne  cząstkowe 
trzeciego  i  wyższych  rzędów  danej  funkcyi  z,  odniesione  do  nowych  zmien- 
nych u  i  v. 

Za  pośrednictwem  równań  (11),  które  są  stopnia  pierwszego  ze  względu 

*     .       dz  .  dz        .  .,         ,     ,       dz  .  dz  ,     ,        di 

na  pochodne  —  1  —  możemy  wyrazie  pochodne  —  1.  — -    przez    pochodne  — 


dz 


1  -; 


-,  znając    poohodne   cząstkowe   zmiennych    z  i  y,  jako   funkeye   nowych 


dv 
zmiennych  u  i  v. 


-  «96  - 

Wprowadziwszy  następnie  wartości   na   —  i  —-  otrzymane,  w  równania 

Kg),  możemy,  -  za    pośrednictwem   tych   równań ,  wyrazić    drugie    pochodne 

r '  d*M      d*e       d*a  ,     ,        d2e       dH      d*s     de     de 

^tWdT''   £*'   -Przez  pochodne:^,    — ,    -„    -,   -. 

Podobnie  postąpić  wypadnie  przy   pochodnych   cząstkowych   wyższego 

1&.  Pnjkład.  Przekształcić  pochodne  cząstkowe  funkcyi  *=/(*,  y),   za  pomocą  pod- 
tłwienia:  x=rco8  9>,  y=rsiny,  uważając  r  i  yf  jako  zmienne  niezależne. 
Mamy  tu: 

dz dz  dx      dz  dy     dz dz  dx      dz  dy 

dr"~dx  dr^dy  drf   d9~~dxdv*dyd9J 


dx 


dy 


dx 


**. 


— -  «  cos  y ,  t-^  es  sin  y ;    ~  =— r  sin  y ,  , -  - 
dr  '  dr  ł    dy  '  dy 


crcos?, 


tern  otrzymujemy : 


dz  dz  ,     .        dar     d* 

—  *=C08  9>  t-  +  smy  —  ,    r-« 
dr  d»  '  dy1   Ó9> 


dz  ,  d* 

■  r  siny  - — \-r  cos y  —  , 
d*  dy7 


W 


»d ,  ze  względu  na  to ,  że 
cosy,  siny 


I      r    doflta.em    .^?  =  1 
— rsiny,  rcosy  T       '  *      ^ '  dx       r 


dz 

— ,     siny 

dr 

d* 

—  .  rcos  y 

dy1 


d* 


d* 


cos  y , 


tyli: 


d*  dz      siny   dz       dz  dz  ,  cosy   d# 

r-«co8  9 — ,     j- =  sin  y—H —  — . 

dx  dr  r      d<P       dy  dr  r      d<P 

Z  równań  (a)  otrzymujemy  drugie  pochodne  cząstkowe  w  postaci: 


w 


— —  I  Qta  <B —1—   om  eo I     »     I  ona  <D _l_  om  OD  _.  .     I 


lco8,_+8ill,te 


z  \  óx      ( 
dy)  Tr  +  y 


V    *         .         .  OmZ\Q% 


&r*      V  dxi  '   "~~r  dxdy)   dr  '   Vww '  dxdy    l  ~*    "  dy 

i1'       (  d*z  ,     .        dł*\  d*  ,    /  d*z    ,     .       dVv  dy  d*  ,  <>« 

-  -  ==lco8y  :  -,  +  siny^— A-l  j- +lcos  y  .  -     +  smy  — 9)  -*  —  siny  --  +  cosy— 
w&      \  dx*  dxdyt  d9>      \  dx  dy  dyV  dv  dx  dy 

(  d*z    ,  d1*   \  dx  ,   /  dl*    ,  d»*\  dy 

-^rmV^i+r0o.^&.^j-  +  (-rzmr^  +  rcoi»#Tjj^- 

d*    ,  dz 


—  sin  y  :-  4-  cos  y  r - , 
dx  dy 


d*z\  dy 
dv 


Pz      (  d*z  ,  d*z\  dx      /  dł*    ,  d»*\ 

-2=^rsmy-a+rcosydxdyjd-+(-rsiny^dy  +  rcosy-J 

li  wzory : 


dz  dz 

-rcosy    ■  —  rsiny  —  . 
dx  dy1 


d*z  ,       d*«   ,  _    .  dł* 

—  B  cosJ  y   t- -,  +  2  sin  y  cos  y 

dr1  d»a 


.   ,    d*z 
.         ,   sin^y— -, 
dxdy  '  dy17 


d^ 


dr&P 


=  —  rsin 


dJ«  .       /       ,  .    ,     \    d*z     ,  d*i 

ycos  «  -— ,  +  r  I  cos'y  —  sin1  <p  I  t-— -  +  r  siny  cos  9  t— 

^  jdx»  'V  ^  /  dxdy   l  dy 

dz 


dz  ,  dz 

' sin  y  ^  "T  cos  ^  ^  > 


d« 

d5  ^         •    .    ,      d1*      „    •    .  d1*    ,      ,        ,     d*z  dz  .    „dz 

— .  r*  sinay  -— ,  —  2 r1  sin  y  cos  y  r  —  +  r1  cos' y  r— ,  —  r  cos  y r  sin  y  r-  , 

das*  dxdy  l  dy1  dx  dy1 


dy* 


a  zające    pochodne    cząstkowe  funkcyi    z  względem  zmiennych  r  i  y   przez  pochodne 

;lędem  zmiennych  x  i  y. 

Korzystając  z  wzorów  (b),  dostajemy: 

d»*  ,     dł*  ,  _    .  d*z    .     .    ,     dł* 

-—  =  cos ł  y  t— ,+ 2  sin  y  cos  y  t— r-  +  sin^y  — -% , 
dr1  dx*  '  da?dy-  dy,T 
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d«* 


d** 


d»* 


r-rr"- rsin*cos*  r-*4-r(oo8,ł»—  sin1*')  -— r-  + 
dr&9  dx%  '      v  '  dxdy 


r  sin  ycos  * 


ii 


|+  r    dr1 


d*1  d*1  (tedy  '  dy1  dr' 


skąd ,  ze  względu  na  to ,  że : 

cos1*,  2sin*cos* ,  sin1* 

— r  sin  *  cos  * ,  r(cos*  *—  sin*^),  r  sin  *  cos  * 
Hsin1*,         — 2rlsin*cos*,  r^cos1* 

otrzymujemy: 


=  r» 


cos2*,         2 sin* cos  p        1 

— sin*  cos*,  cos1*— sin1*,  0 

sin1*,  —2  sin*  cos*,  1 


dx>s 


d«* 


2  sin*  cos*,         sin1* 


1   dz 

x   . -T-  ,  r  (cos1*— sin1*),  r  sin  *  cos  * 

drd*       r    d*'     x  n 

— ,  +  r  —  ,     — 2r*  sin*  cos  * ,  r* cos1* 
O*1  dr 


d»* 
dxdy 


d*_* 


cos**, 
— r  sin  *  cos  * , 


dr" 
d'z 
drd*" 


i.  *£ 
r  d*ł 


sin1* 

rsin*  cos* 
r*  cos1 * 


cos1*,  2sin*co8*, 

—  r  sin  *cos  * ,  r  (cos1*  —  sin1*), 
r*sin*  *, 


d>* 
dr* 
d>* 


dr&9 


JL*£ 
r  dy 

dz 


d*z 
— 2r*  sin  *  cos  * ,     t-ł  +  r  . 
d*1  ■       dr 


czyli: 


d>* 


^=008'*    ^ 


d'z       2 sin* cos*     dlz    ,  sin,*d,£?  ,  sin'*d*  ,    2 sin* cos*   dz 

r1  d*1 


drd* 


r*    d*1^     r     dr 
dJz 


d*z  d*z    ..  cos1*  —  sm1* 

r— —  «=  8in  *  C08  *    t-=-  ^ —— — 

dxdy  dr*    l  r  ór  d* 


sin  *  cos  *     d*  z 
r*  d*»" 


sin  *  cos  *    dz 

r  dr 


cos1*  — sin1*    dz 
r»  d*' 


dy 


5  =  sin1* 


d*z  ,    2 sin* cos*      d*z     ,  cos1*  d1  z  ,  cos1*  dz 


dr* 


drdv 


d*» 


dr 


2  sin  *  co6  *  dz 
r1  d** 


a  więc  wzory,  które  wyrażają  drugie  pochodne  cząstkowe  funkoyi  *  względem  zmień 
x  i  y  przez  pochodne  tej  funkcyi  względem  r  i  *. 

Do  otrzymanych  wyników,  możemy  dojść  wprost  z  równań  b).  Otrzymujemy  w 


d*_* 


lz  dr  ,  d*z  d*' 


f  d*\  _ 


dTdz 

sm*  — 

dxdr 


z  __             /d*z  dr        d'z  d*\  sin  *  /  d*t 

^  —  COS  *  J^  —  +  ^-^  — ^  —  ^~ 

1  /  d*                dr\      d* 

=  I  r  cos  * sin  *  — -  I  .  —  . 

r*\  dx                dx/      d*' 

d*z                  (d*z  dr        d*z  d*\  sin*  /  d*z    dr      d*z  d*\        .        dv  dz  __ 

9   \dr*  dy  "*"  drd* d^/  r~  \dr d<P  dy^dr*  Ty/      BmT  ćy  dr~~ 


'COS  4 


dz 


1    /  d*  dr\ 

■  — =  I  r  cos  * sin  *  —  I  .  -—  , 

r2  \  dy  dy)      d*' 


dV» 
dy* 


__    .         /dł2?  dr        d%z  d*\       cos*    /  dtz    dr  ,    dł2?    d*\  d*  d* 

—  sin*  ^— 2  — +  —  — ^  +-—  ^dy  ^t^y  dy/+C0SC>d^  d7  + 

.    1   /  d*  dr\  dz 

+  -il  —  rsin*   z cos*— Jr-, 

1    r1  V  dy  dy/  d*7 
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l,ie  względu  na  to,  że:  r—  V**+y\  *=»arctg  ^ ,  a  więc:  ^jj— 5-=coe*>,  ^  — ^» 

dł*         sin  7     dy      008  7 
i*,  —  «= ,    —  ■» ,  otrzymujemy  wzory  powyżej  wyprowadzone ,  wyrażające 

.pochodne  cząstkowe:—,,   — ,    —,,  przez  pochodnej— ,,    — ,   ^i-,  ^ 

14.  Różniczkowanie  funkcyi,    określonej  równaniem:  F(x,  y,  x)~0. 

iczkując   dane   równanie  podług   wszystkich    trzech  zmiennych  x1  y,  *, 
najemy  różniczkę  zupełną: 

S*^**"*-*  <l8) 

Dwie  zmienne  możemy  tu  obrać,  jako  zmienne  niezależne,  a  trzeoią,  jako 
lenną  zależną ,  będącą  ich  funkcyą.  Uważając  *,  jako  funkcyę  zmiennyoh 
i  i  y,  mieć  będziemy : 

Z  równania  (13)  wypływa  atoli : 

dF  dF 

dir  dz 

•tąd  wynikają   pochodne  cząstkowe :    —  ir-,  w  postaci : 

dF  dF 

dz     _<^x     dz     __dJL  n±\ 

dx  =     dF'   dy~      dF'  {    } 

de  d$ 

Bo  tych  wzorów  dochodzimy  z  równania  danego  także  w  ten   sposób, 

ie  różniczkujemy  równanie  oząstkowo   raz   podług  x ,  drugi   raz   podług  y, 
•  otrzymujemy  tedy  dwa  równania  następujące: 

dF^dFdz         dF.dFdz    ft  ,1R. 

z  których  otrzymujemy  pochodne  cząstkowe:  —  i  —    w  formie  (14). 

Bółniczkująo  równania   (15)   cząstkowo   podług  x,  lub  y,   otrzymujemy 
trzy  równania  w  postaci : 

d*F      &F_  d_z      F  d*F     d^Fdz]  dz     ^F  ^-0 
dx*+ dzdz  dx+['dx~dz*   dz2  dx\  dx+  dz  dx2~    ' 

d2F 


d2F  dz     [<PF     d*Fdęl  dz     dF  dU_^Q  g 

dxdy  '  dyd*  dxV  \dxda+  dz2dx\  dy+  da  dxdy~  *  K    ' 

d2F     d2F  dz     \d2F     d2Fdz'\dz  ,dFd2z^Q 
dy2  +  dydz  dy+[dydz+  dz2  dy\  dy  +  dz  dy2==  f 


« których  możemy   wyznaczyć   trzy    pochodne   cząstkowe    drugiego   rzędu : 

t~v  jTt  ,    r-Tj,  zmiennej  z,  uważanej  za  funkcyę   zmiennych   niezależnych 
"*    óxdy    dy 

*  i  ft  określoną  równaniem :  F  (*,  y,  0)  —0. 
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Z  dalszego  różniczkowania  równań  (16)  wypływają  równania  na  wy- 
znaczenie pochodnych  cząstkowych  trzeciego  ,  *  następnie  Wyższych  rzędów. 

15.  Zastępując  w  równaniu:  F(x,  y,  *)—0,  zmienne  niezależne  x  i  y 
przez  nowe  zmienne  w  i  v  za  pomocą  podstawień:  s*=/(w,  t?),  y^q>(u,  v), 
otrzymujemy,  z  danego  równania:  e=>tp(u}  t?),  a  więc  trzy  równania: 

*=*/(«,  t>),    jr-pfc  v),    '*—♦(•»,  v), 
zastępujące  równanie:  JP(ą  y,  *)=0. 

Na  podstawie  tych  równań  otrzymujemy  pochodne  cząstkowe  funkcyi  z 
względem  x  i  y,  jak  następuje. 

.    Przedewszystkiem  otrzymujemy: 


dx= 


df^.dfj      j       iy,    ,  if,       ,      dtp  j    t  drp  j 
^  du+  ^  dv,  dy—  ~  du+  -J-  dv ,  de=~r-du+  ~-dvf 
du      ^  dv      '    *      du  dv      '  du  dv 

,       de j    .  de. 
da—  —  dx+  —  dy, 
dx         dy 


zatem  spełniać  się  musi  równapie  : 


czyli : 


d*du+d^dv-^(Vdu+ydv)+d^(d^du+d^dv\ 
du      r  dv  dx  \du     ^  dv     r  dy\du      ^  dv     P 

(dtp      de  df     d&dyl,        Tdtp      de  df__d*  d9>]/7  —o 
du      dx  du     dydu]  [dv      dx  dv      dy  dv\  } 


z  którego,  wobec  tego,  że  zmienne   u   i  v  są   niezależne,   zatem  du  i  dv  do- 
wolne, wypływają  dwa  równania  w  postaci: 

dtp     df>de  t  dq>  de     dtp 

'dv' 
de  .  de 


df  djt     d<p  de 
du  dx     du  dy* 


dfde     dq>  de 
dM}    dtx  dx      dv  dyn 


(17) 


Z  równań  tych  otrzymujemy  pochodne  cząstkowe    -i-  w  postaci: 


dtp 
dui 

d<p 
du 

dtp 
dv' 

dtp 
dv 

df 
du} 

dtp 
du 

Af 
dv' 

dtp 
dv 

df 

dtp 

■ 

du' 

du 

dtp  dtp     dtpdtp 
du  dv      dv  du 
dfdtp__df  dtp' 
du  dv      dv  du 

dM 

dv' 

df 
du' 

df 
dv' 

dtp 

dtp 
lu 
dtp 
dv 

df  dtp 
du  dv 
df  dj>_ 
du  dv 

df  dtp 
dv  du 
df  dtp' 
dv  du 

d_e 
dx 


Różniczkując  równania  (17)  cząstkowo  podług  wit?  możemy    podobnie 

otrzymać  dalsze  pochodne  funkcyi  e   względem  a;  i  y,  wyrażone  przez  u  i  v. 

16.  Przykład., -Wyznaczyć   pochodne  cząstkowe   funkcyi  z,   określonej    równaniem: 


*_  +  ?  +^, 


■  1. 


Mamy  tu: 


.j^H  J^  +  .Ja-O, 


zatem  pierwsze. pochodne  cząstkowe  zmiennej  z  względem  x  i  y  w  postaci: 

dz c*»     dz  c*y' 

dx  a1*'    dy  b*  z' 

)3tąd  znajdujemy  drugie  pochodne  cząstkowe  w  postaci : 

d*z  c»      I     ,  ^!_\      **  ^_  L   ,  <*V\       <>*z  ćxy    . 


da* 


a*z 


lb2g* 
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Dane  równenie    możemy   w   najrozmaitszy    sposób    zastąpić    trzema    równaniami 
Kładąc  n.  p.  x=o(X)BU,  y  =  &cost>,  otrzymujemy  z  danego  równania: 

**—c\/l  —  COS1!*  —  COS1*   , 

Irięc  trzy  równania : 

as  =«  o  cos  w,    y=&co8r,    z*=*c  \/l  —  cos1  w—  cos1©  , 
tira  zmiennych  niezależnych  u  i  v,  zastępujące  dane  równanie  o  dwu   zmiennych  nieza- 

łych  x  i  y.  Możemy  teraz  wyznaczyć  pochodne  cząstkowe :-  i-  przez  zmienne  u  i  v. 

tym  celu  otrzymujemy  przedewszystkiem : 

—  »  —  a  sin  ti ,     — -  —0,   t^  =»  0.  7^  =—6  sin*.  • 

p«  1     dv  du        1  dv  ' 

d*  c.  cos t* sin*  da  ccostsint? 

*«"""  l/l^coB^-cos^  '   ^^  1/l-cos'u-cos**  ' 
lim: 

ds  e.  costi  dz  e  .cosp  ' 


dx         a\/l— cos **— cos1*  '   *y         6\/l— cos1*— cosV 

Bóżniczkując  otrzymane  pochodne  pierwszego  rzędu  cząstkowo-  podług  u  i  t,   otrzy- 

■jemy: 

d*s  <*x        d»g    dy  c  sint*(l— oos*t?) 

dx*  du'*  dxdy  du**     a  (i  „  cogit,  _  Cos«t>W»     ' 

d*z  dx        d*z    dy  c  cos  w  cos  p  sin  p 


d*ł  dv       dxdu  dv         a(i  _  ^i*  _ cos**)*'*    ' 
d*«    dx      d*zdy c  sinr(l— cosłu) 


óxdydv       dy*dv         6(l-cosłti  — cos*^     ' 
|it&d  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu  zmiennej  2  względem  «  i  y,  wyrażą  się  przez 
^iaine  «if  w  postaci  wzorów  : 

ti*z e  1— cos**  d%z  e  ccostfcosf 

d*5  •*  (1-cos *«—  cos'*)*'* *    d*dy  ^"di  (l_cosłt#- cosł*)B/» ' 

d*z  e  1  —  cos*** 

dy'""     P  (1— cos^-cos^' 

Ł  przez  wprowadzenie  zmiennych  x,  y  i  z   w   miejsce  zmiennych  wit?  przybierają  po- 
powyiej  podane. 

17.  Zamiana  wszystkich   zmiennych  w  fnnkcyi  dwu   zmiennych  nle- 

WijA.  Niech   będzie    daną  funkcya  z  zmiennych  x  i  yf  podana  w  formie 
■J^nej,  lub  określona  równaniem  kształtu:  F(x,  y,  *)— O. 

Połóżmy  x=*f(u,  v,  «?),  y=?>(t*,  t?,  to),  z=tf>(u,  v,  to),  uważając  dwie  zmienne 
S  cł  jako  nowe  zmienne  niezależne ,  a  cztery  pozostałe  zmienne  xy  y,  ę}  te, 
Pw  ich  funkcye ,  natenczas  pierwsze  pochodne  cząstkowe  zmiennej.*,  bc- 
N^j  fimkcyą  zmiennych  x  i  y,  odniesione  do  nowych  zmiennych  niezale- 
■jch  u  i  *f  będą    określone  wzorami : 

dz_dzdx     dzdy     dz^dz^  dx     to  dy  .„. 

du~~  dx  du     dy  du'    dv°~  dx  dv     dy  dv 
Na  podstawie    tych    wzorów,   otrzymamy    drugie   pochodne    cząstkowe 
■Wcyi  z  względem  zmiennych  u  i  v  w  postaci : 

Pz     dH  /dx\2  d2z    dx  dy     d2złdy\%     de  d2x     dz  d2y 

~du~te*  (du)  +     dxdy  du  du+  dy2\du)  +  dx  du2+  dy  du2' 


&z    d2z  dx  dz  ,    d2z    fdx  dy     dx  dy\     d2z  dy  dy     dz    d2x  ,  dz    d2y 
Tdy  [du  dv+dv  du)+  dy2  du  dv+  dx 


17.  SI  + 


toto    dz2  du  dv     dzdy  \du  dv     dv  du)     dy2  du  dt?     da?  dudv     dy  dudv\ 
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dt;*     dx2(dv)  +    dxdy  dv  dv     dy2  \dv)  +  dx  dv2*  dy  dv2'        C    } 

W    równania    te    należy    wstawić    wartości    pochodnych    cząstkowych 
zmiennych  2,  y,  *,  odniesione  do  nowych  zmiennych  u,  v,  jako  to: 

a)  pierwsze  pochodne  cząstkowe: 

dx     df     df  dw     dy     dq>     dq>  dw     de     dtp  dtp  dw 

du~  du     dw  du'    duT*  du     dw  du'    du**  du  dw  du' 

dx     df     df  ów     dy     dq>     dq>  dw     dz__dtp  dtp  dw  (20) 

dv**  dv     ów  dv1    dv***  dv     dw  dv*   dv"  dv  dw  dv1 


h)  drugie  pochodne  cząstkowe 

d2x     d2/ 
du^du 


2*    dudwdu*  dw2  \du)  *  dw  du2' 
d2y__d2q>    Q   d2q>   dw     d2q>  fdw\2     dq>  dHo 
du2"  du2+    dudw  du     dw2  \du)  +  dwdu2' 
d2e      d2tp     Q  d2tp    dw  ,  d2tp(dw\2     dtp  dhc 
Su2"  du2  +    dudw  du^  dw2\du)  +  dw  du21 

dH        d2f        d2f    dw^    d2f    dw  ^d2f  dwdwdf  dho 


:+^.i~  T-+^i-  "HT+ 


dudv     dudv     dvdw  du     dudw  dv      dw2  du  dv     dw  dudv' 
d2y  __  d2q>  _^  d2g>   dw      d2q>    dw     d2q>dwdw     dq>    d2w 


dudv     dudv     dvdw  du     dudw   dv     dw2dudv     dw  dudu1         (21) 
d>f  —  dV        d2tp    dw      dhp    dw     d2tpdwdw     dtp    d2w 
dudv      dudv     dvdw    du     dudw  dv       dw2  dudv     dw  dudv' 

dv%sta  dv2+    dvdw  dv  +  dw2\dv)  +  dw    dv2' 
d2y_d2<p    9  d2q>  dw     d2q>  (dw\2     djp  d2w 
dv2"dv2       dvdw  Jv+  ^w2\dv)  +  dw  dv2' 

dlH.     dhf>    9   d*V    dw     dhp/dw\2     dtp  dho 
dv2Bdv2+    dvdw  dv  *"  dw2\dv)  +  dw  dv2' 

a  otrzymamy  równania,  z  których  możemy  wyznaczyć  pochodne  cząstkowe 

da      da      d2  B       d  B        d  b 
zmiennej  b  względem  zmiennych  x  iy  t,  j.  -,    -,    — ,,    — ,    —^..^zapo- 

mocą  pochodnych  nowej  zmiennej  w  względem  zmiennych  u  i  t>,  t.  j.  za  po- 
mocą: 

dw     dw     d2w      d2w      d2w 
du'    ~dv'   Hu2'    dudv'     d^*" 

W  szczególności,    wstawiając   wartości   (20)  w  równania  (18),  otrzymu- 
jemy następujące  dwa  równania: 

(df    df-  dw\  dB     (dJP_x  &P  du>\  &l__  dV  ,  dtP  dw 
du     dw  du)  dx     \du     dw  du)  dy"  du     dw  du' 

\dv     dw  dv)  dz      \dv     dw  dv)  dy"  ldv     dw  dv  ' 
z  których  dostajemy: 
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fdi>  dfp      dtp  ty\y  (d}P  ty__  ty  ty\  &*,   (ty_  ty  __  ty  d(P\  *? 
di  __  \du  dv  ~~  dr  du)     \dw  dv     dv  dw)  du     \du  dw      dxc   d u)  dv 

**~~  (*fty_df  d<P\  <(*Lty  J>_1  d_V\  *?.   (b_L  bl_  J*J  d^\  *!?  ' 

\du  dv      dv  du)      \dw  dv     dv  dw)  du     \du  dw     dw  du)  dv    (23) 

dM      \du  dv      dv  du)      \dw  dv     dv  dw)   du      \du  dw      dw  du)  dv 
dy  ~~  IdJ  dq>  JbJ  dj>\      tdf  d<p_  df  dj>\  ów  ,   (  df  ty  __df  dy\  dw  ' 
\du  dv     dv  du)      \dw  dv     dv  dw)  du      \du  dw     dw  du)  dv 

,     ,  ,,  dB    .    dB  dw  .  dw 

By,  wyrażające  pochodne  cząstkowe:  —   i   --  przez  nowe:         i  — . 

Podobnie ,  podstawiając  wartości  (21)  w  równania  (19),  dostajemy  trzy 

mania,  z  których  otrzymujemy   wzory,    wyrażające   pochodne    cząstkowe 

,       d*M      d%z      dh  d*w      d*w  d2w 

Wego  rzedli:  -„    _,    -v  przez  nowe :  —t ,    _,    ,     ^ 

1*.  Przykład.   Wyrazić  pochodne  cząstkowe  :-i--  funkcyi :   z  =  f(x,  y)f  na   mocy 
btawienia : 


£  =  rco8?,    y  —  r sin* sin ty,    *  =  r  sinPcos*, 
dr  .  d_r 
dv  ł  dty1 


pomocą  pochodnych  cząstkowych:  —  i  —  ,  uważając  r,  jako  funkcyę  zmiennych  nieza- 

■ych  *  i  ty. 
M&mv  tu: 


ćx  dr  dx  dr 

— -  =  cos  V r  sin  V ,  -»  cos  V  -  • , 

dv  dT  '  d*  d* 


!=(sin*j£+  rcos*)sin*,  ^  =  (sin*^  +  r  cos  *)  sin  ¥>, 

Z'  .       ór   t  \         h     óz       /  dr  .     ,  \    . 

=  IsuHP—  +  r  cos?  Jcos*,    t^  =  JcosV> --  —  rsm*  lsin?. 


ó 

ó  z 
óV 


Na  wyznaczenie  związku  między  pochodnemi  cząstkowemi :    -  i  -  - ,   a  nowemi    po- 

dr     dr 
ai   cząstkowemi :   —  ,    —  ,  otrzymujemy  zatem  ,  na  podstawie  równań  : 

dzdx      dzdy      dz     dz  dx      dz  dy ds 

Jx  dV^~dy  dip^d*1   dx  dty^"  dy  dty~  dty1 

k  równania  następujące: 

ór  .       \      dz  ,    /  .        dr    ,  \    .     ,      dz       /  .        dr  ,  \ 

19- r  sin  9)  .   -  +  I  sm  V  — -  -f  r  cos  V  I  sm  ty  .  —  =  I  sin  V  —  +  rcos  V I  cos ty 

dv  /      dx       \  d¥  i  dy       \  d¥  ) 

ór     dz  ,  /  .     ,  ór  ,  ,\    .         dz      (  dr  \ 

«>■%>  '  di  +  l8illV'^+rC08 ^jsin^^-^^cos^-— rsin^jsiny, 

eh  dostajemy: 

•   ,    ór  , 
sin1?  --  +  r  sin  V  cos  C> 
oz  dv 


dx  .  ,  dr  .  ' 

sm  V  cos  V  cos  V»  -   —  sm  V   - .  —  r  sin '  ?>  cos  ty 
dv  dty 

.ór  .  dr  .        .    « 

—  sin  v  cos  V  sm  ty- cos  ty  —  +  r  sm2?  sm  V' 

dr  dv  dV 

dy  .  .  dr        .         dr  m  * 

sin  V  cos  V  cos  V* sm  V  -  -  —  r  sin1  V  cos  V' 

dy  dty 

.    _  d(rsin»>)  .        d(rcosV)    ,  ,  dr 

siny     x      — ^-  sin^sin^  -^— ^-  +  cosV 

dv  dz  dv  dty 


ex        .               ^ó(rcoBV)         .     .  dr  '  dy""                          d(r  cos  ?)          .  dr" 

sin  V  cos  ty  -^—r- — i-  —  sin*  - -■  J          sin  ycos  ty  -K  -■       }  -  sin  ty  -^ 

dv                       óty  dv  dV 

.  DsńrińakL  Wyki.  matem.  L  Tom  U.  26 
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19.  Przekształcanie  całek  podwójnych.  Jeżeli  w  całce  podwójnej,  kształtu 
Jfffa  y)dxdy,  chcemy  wprowadzić  nowe  zmienne  w,  u,  na  mocy  podst* 
wienia:  x=*q>{u,  t?),    y=^(i#,  «), 

wówczas  nie  możemy  różniczek  dv  i  dy  pierwotnych  zmiennych,  niezależnych 
x  i  y,  zastąpić  wprost  przez  różniczki  nowych  zmiennych,  niezależnych  «,  f, 
na  podstawie  wzorów: 

dw  dv  du  dv 

Skoro  bowiem  zmienne  x  i  y  są  niezależne,  to  wartość  różniczki  jednej 
zmiennej,  n.  p.  dx ,  nie  może  być  zależną  od  wartości  różniczki  drugiej 
zmiennej,  t.  j.  dy}  coby  nastąpiło,  gdyby  się  wprost  korzystało  z  powyż« 
szych  dwu  równań. 

Zmienna  niezależna  x  zmienia  się  także ,  gdy  druga  zmienna  niezależna 
pozostaje  stałą.  Musimy  zatem,  chcąc  dx  wyrazić  przez  rfu,  przyjąć  rfy*=0, 
a  nawzajem  ,  chcąc  wyrazić  dy  przez  dv,  musimy  przyjąć  tte«=0.  Otrzymu- 
jemy zatem,  na  wyznaczenie  dx  dwa  równania  następujące: 

du  dv  du  dt; 

a  stąd  dos tajemy :  ~  dv  =  —  —  du , 

zatem : 


Z   wzoru   tego   wynika,   że,   gdy   dz  =  0,   wówczas   jest  także:   du=0{ 

zatem  dy=  ^-dv. 
dv 

Wobec  tego  iloczyn  dxdy  przedstawia  się  w  postaci: 
zatem  dana  całka  podwójna  otrzymuje  kształt: 

czyli : 

20.  Przykłady.  1)  Przekształcić   oałkę  podwójną ,  kształtu :  Jp*"1  y"  dx  dy,  za  pomoce 
podstawienia  :  *  =  w  (1— *0i  y  =  «*• 

Otrzymujemy  tu : 

<fce  «=  (1— t>)  du—udv  ,    <fy  =  #  du  -f  t«fo , 
zatem  ,  na  wyznaczenie  dx,  równania : 

dx=(l-—v)du—udv,    0=v  duĄ-udv, 
z  których  otrzymujemy: 

dx  =  (1—  v)  du  +  vdu=  du , 

czyli:    dx  =  du,    a  więc:    dy  =  udv,    zatem:    dxdy=ududr, 
Dana  całka  podwójna  sprowadza  się  zatem  do  postaci : 

ffxmynd*dy  =ffum(l-  v)munrn.  udu  dr , 
czyli : 

//Vn  y"  <fe  dy  x-JJV»+*+1  (1- r)w  r*  du  dv. 
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2)  Jaką  postać  otrzymuje  całka  podwójna:  ff/fo  y)dsedy,  gdy  w  niej  podstawimy: 
=  rcos9,  y  =  rsin¥>,  uważając  r  i  <P,  jako  nowe  zmionne  niezależne. 

Mamy  tu :  dx  =  cos  <P  dr—r  sin  <?  d<P,  dy  =  sin  vdr  -\-  r  cos  V  d<P,  zatem ,  gdy  zmienne  xi  y 
•stępują  wdanej  całce  podwójnej,  jako  zmienne  niezależne,  otrzymujemy,  na  wyznaczenie 
,  równania : 

dx—  cos  V  dr  —  r sin  V dv ,    0  =  sin  V  dr  -j-  r  cos  V  dv , 

stad :  cw>  = dr, 

rcos  <p 

sin*V  1 

wiec:  dx  =  cos?  dr -f    tfr= dr ,  dy=r  cos  ?Pdqp, 

cos?  cos?      ł    * 

item :  dxdy  —  rdrd<P, 

obec  czego :  JJf  (z,  y)  dx  dy  =s  JJf  (r  cos  V ,  #•  sin  V)  r  dr  d*>. 


Ćwiczenia    XXIV. 

1)  Jeżeli    związek    między   zmiennemi    x   i  y,   określony  jest  za  pomocą    równań 
=  -(').  y  =  +(')»  gdzie  t  jest  zmienną  niezależną,  wykazać,  że  wówczas: 

dx      v'(t)'   dx*  [*'(*)]'  ' 

<*3y  _  W-r  (Q-3^(o .  ?"  (pł-  (Q+  3[?''(Q]W(Q?no]ł'(0 

d*»  [9-(0J« 

Wykazać ,  ie : 

2)  gdy  «  =  |,  natenwas:  rg  +  2  |-««g. 

3)  „    *  =  *,  „         ..g  +  ^g^g  +  ^-ijg^a  dowolne). 

«  ,  f^y  *       dyl       1—  **        1       dły 

6)  ,    *-%•(*-«-«),  natenczas:  C'1**^  £'  + *  2^*' 

7)  „    a  +  *«*,  natenczas:  (a +  a0»^ 


8)  .     aHVl+*-*~t«^ 

9)  „    *=asin<,  natenczas:  (a*— **)  ^J(--*  ^^     * 

ax*  eto       »* 

Przekształcić  następujące  równania  różniczkowe: 

d'  i/  di/ 

10)  »'  ^-^  +  Ax  - 9-  +  By  =0 ,  za  pomocą  podstawienia*    x  =  e*. 

d'y  dv 

11)  (1— **)-  -^  —  05  ^4-j»ły==0,  za  pomocą  podstawienia  a*  =  cos*. 

•D-g  +  tog  +  ^-O,   z.p.  p.*-I. 
l8)»*S+8**g  +  (a  +  l)xg-y-0,z.  p.  p.  *-«'. 
H)«g-By-0;    —  *     16)  2*f-*  +  g  =  0,  *=  %  *». 


')• 


<fe      -, , -•      .-,-,^,-r^. 


«»SłTlł»-0^-«* 
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[i +(*)*]'■ 

18)  Wyknaać,  że  wzór:  p  = ^ ,  wskutek  podstawienia  *  =  *{f)  sp 

di* 
się  do  postaci:  ^-g^-j^g  . 

19)  Wykazaó,  że  równanie  różniczkowe:  *j-4  +  (jj[)  ~ ^™*^'  wskutek  pz 
zmiennej  zależnej  y  na  zmienna,  niezależną,  sprowadza  sie  do  postaci: 

d*x  ,  (dx\*     ,      A 

Wyprowadzić  postacie ,  jakie,  wskutek  zmiany  zmiennej  zależnej  y  na  zmia 
zależną,  otrzymują  następujące  równania  różniczkowe: 


22)  Przekształci*'  równanie  różniczkowe  s 

(*  +  y_6)g+(«  +  y  +  6)=0,  kładąc  «  =  «+<,  y-«-«. 

Jaką  postać  otrzymuje  wzór:  p- 


•B-F 


p-g^.*^-,. 


x  — roosf,    jr—  rsine. 
<Py 
24)  Wykazać,  że  wzór:  *=-f /d  r  n,,    >  wskutek  wprowadzenia  zmienni 


leżnej  *,  określonej  wzorem:  ^,=3V1  +  (^)  '  sprowadza  się  do  postaci: 

26)   Wyznaczyć:   -3-^,,  skoro:  a;  =  8in*,  y=e— '. 

26)  Wyznaczyć:  £i^,  gdy  #*=cotg<,  y  =  sin,t1. 

27)  Wykazać  ,  że ,  gdy  x  =  a  (to— sin  to),  y  =  a  (1— cos  &>) : 

<*y  w       tf*y  1 

^~cotgT,    —  =-__—-. 

4  a  sin1  -^ 
a»leio:gig,gdy: 

28)  S  +  g-1,  a  podstawimy:  .-^.    29)g-g  =  l,  —  ^. 

80)  -,  +  |j  =  1,  *  =  a cosy.    31)    -,- ji-1.  *-«8eo^. 

32)  (-^),/"+(f-)/ls!=1>  *=«cos3¥>.  33)  aj=a(cos*  +  <sinOi  y«a  (sin  *  —  *coj 
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34)  Wykazać,  że  wzór:  «« - ,  wskutek  podstawienia  as^rcos?,  y=r  sin? 

^radza  się  do  postaci:  w  =  r ~. 
85)  Wykazać ,  ze  przy  podstawieniu:  a?  =  r  cos  © ,  y  =  r  sin  9 ,  zachodzi  tożsamość : 

['+CBT1     fr-+6PT 

L  86)  Wykazać,  ze,  kładąc:  »»«»,  y  —  fl— «)r,  otrzymujemy: 

L  Si)  Wykazać ,  że  pierwsze  pochodne  cząstkowe    funkcyi  z  dwu   zmiennych  xiy, 
■tek  podstawienia  aj  =  9  (r,  a),  y  ■=  <|>  (r,  a),  przedstawiają  się  w  postaci : 
t  d*  dy      dz  dy  dz  dx      dz  dx 

dz dr  da      da  dr#    dz      dr  da      da  dr 

dz      dx  dy      dx  dy'   dy      dx  dif      dy  dx" 
ór  da      da  dr  dr  da      dr  da 

±   36)  Jaki  kształt  otrzymują  pochodne  cząstkowe  funkcyi  z  dwu  zmiennych  x  i  y,  gdy 
'awimy:  r  =  ? (*,  y),  a  =  ł(«,  y). 

Wykazać,  że,  kładąc:  x  =  rco8a,    y  ar  sin  a  i   uważając  r  i  a  za   nowe   zmienne, 

jemy  następujące  tożsamości: 
_     dz  dz      dz     OJN     dz  ,       dz  dz 

jfl,  iif_    ,     **•         <*'*    ,1       d»*    .    1      d* 


d*«  ^    dy»        dr*   T  r*     da'  T  r     dr* 

41)  Jaką  postać  otrzymuje   wyrażenie :  -r-^  +  y4" »    Sdy    P°*ożymy :    *ł  +  **  —  rł 

'  będziemy  r  za  zmienną  niezależną. 
Wyznaczyć  pierwszą  i  drugą  różniczkę  zupełną,  tudzież  pierwsze  i  drugie  pochodne 
nowe    funkcyj   z   dwu    zmiennych    niezależnych   x   i   y,    określonych  następuj  ącemi 


fl),i-Mr+i»-a    48)  -.  +  £-,+  - -1—  0.   44)«M-ys+«s-i— 0. 

a1      o*      e9 
46)| £-  —  *=0.    46)  a  —  ytanga*=0.    47)  zs— &xyz+  Salog^+y^O. 

d  z       d  z       dz 
40)  Wykazać  ,  że  wyrażenie  różniczkowe :  (J— x)  —%  —  1— *  —  ^  1     wskutek    zamiany 

ar,  y,  z,  na  zmienne  ti,  t\  10,  na  mocy  podstawienia: 

u=\ST+x+yty,    t^tfl^-^y,   w  =  z)/T=i, 

d*w  w 

muje  kształt :  *=  _- — - — 

*  d*  dr       ti  («  +  v) 

49)  Jeżeli  *=/(*,  y\  »=**(x,  y),  a  uważamy  w  i  t>,  jako  zmienne  niezależne,  zaś  *  i  y, 

ich  funkcye,  wykazać,  że: 

d*  _d/ 

dx dy dx dy 

dw~"  df  d*       df  d<P    '    d*~"7/d*_d/**  ' 

di  dy      dy  dx  dx  dy      dy  dx 

dy      dx_  d_y  dx 

di"  d/ó*_  0J_  **  '    dt^df  dv  _óf  dj>' 
dxdy      dy  dx  dx  dy      dydx 
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60)  W  równaniu:  *=/(»,  y),  chcemy  uważać  w,  jako  funkcyę  zmiennych  niezależnyc 
y  i  s,  wykazać,  że,  kładąc: 

dz  __         ()*_        d,jzr  _  d**    _      d,*__ 

d~x~~V>    dy~q>    dx*~~r'    tety"~"*'dp  —  *' 
otrzymujemy  pochodne  cząstkowe,  w  postaci: 

dx q      dx 1       d*x 2  pąs —  pH  —  q*r       d*x        qr—p8     d%x  r 

dy  ~p*   d~z~~~^'   óy**"  ~~p*  '    ~dydz  p*  ~ '   d7*  pr 

61)  Dowieść,  że  całka  podwójna:  ffzdwdy,  gdzie  s=s/(a?,  y),   wskutek   podstawieni! 

x  =  <p(u,  r),  y=-  «P  (u  ,  t>),  sprowadza  się  do  postaci :  \  \  z  (—    1 ?  J?  }  rf*  tfp. 

J J      \dtidf      df  d«/ 

62)  Przekształcić  całkę  podwójną:  ffxm  yndxdy}  za  pomocą  podstawienia :  x=u(l-t 
y=ur,  gdzie  u  i  p,  są  nowe  zmienne  niezależne. 

68)  Przekształcić  całkę  podwójną:  ^""^■^ctetfy,  za  pomocą  podstawienia: 

irtssrcos?,    y—r  siny. 
64)   Wykazać,   że  całka   podwójna:  ffzdxdy,   wskutek   podstawienia:    *  =  rcos1 
y==*rsin9»,  gdzie  r  i  T  są  nowe  zmienne  niezależne,  sprowadza  się  do  postaci:  ffzrdrdi 

t 

Rozwiązania   XXIV.     1)— 9)    wskazówki    zawarte   w    wykładzie.    10)-.-*   - 

dt2 

J—jr-a    16)  g_ft  16)  i*C  +g  +  y-0.  17)  £?-  +  .<a*  +  l),-Q.  20)  **  +  ,- 

—a  2i)  i  +  (|),-(y-«)9=o.  «)  .J?+.8-a  28) ,-    [rł  +  (Uy~ 

26)    *       (8sin*cos*-sinJ<--2).  26)  y'  =  -8sin*<cos*,  y"  =  8sin»*(4-5sinJ0.  28) £^-= 

cos  i  a(l— fz 

-  Aootg»*.  32)  -  -*  tang*,  =A  sec  *¥>  cosec  *.   33)  tang*,       /    ,    .  88)  {-  ^~  ¥ +  P*1 
a1  '       a        °   '  8a*  /        ©   >     ażcos**         y  dx      dr  óx  '  daoj 

dz      dzdr      dz  da  d2z       1    dz  ev  xev  che 

Literatura.  Dr.  F.  Gregor  y.  Examples  of  the  processes  of  the  differential  and  i  a 
tegral  calculus.  Cambridge.  1841.  Dr.  Oskar  Schltimilch.  tTbungsbuch  zum  Studiuil 
der  haheren  Analysis.  Erster  Theil.  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung,  V-to  Auflag* 
Łeipzig  1888.  William  Benjamin  Smith.  Infinitesimal  Analysis.  London  1898. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Wpływ  zmiany  zmiennej  niezależnej  na  różniczki  rzędów  wyższych. 

2.  Różniczki  i  pochodne  funkcyj,  określonych  równaniami. 

8.  Przekształcanie  całek  podwójnych  za  pomooą  zmiany  obu  zmiennych,  niezależnych 


Wykład  XXV. 

Przekształcanie  pochodnych  i  różniczek  funkcyj 
ilukolwiek  zmiennych  i  wyznaczniki  funkcyjne. 

1.  Różniczki  zupełne  i  pochodne  cząstkowe  funkcyl  uwikłanej  n  zmien- 
nych. Funkcya  n  zmiennych  niezależnych:  xif  £a,...,  xn  może  być  podaną 
w  formie  wyraźnej : 

W(*l>   «2>->    X»),  (1) 

lub  w  formie  uwikłanej,  t.  j.  określoną  równaniem  nierozwiązanem,  kształtu : 

F{*%  xu  x2,  ...,  *„)=().  (2) 

W  pierwszym  przypadku,  otrzymujemy  różniczkę  zupełną  funkcyi  z 
w  postaci: 

d0s=s  fa^i+d^  dxt+.:  + d~dxn,  (3) 

która  podaje  zarazem  n  pochodnych  cząstkowych:  —  f  -— , ...,  ^—  tej  funkcyi. 

t/Xj   ox2        dxn 

Mianowicie  jest  : 

^=K      d!L=Pt  PLadL 

dX\~  toi'   dx2     dx2 ' '"'  dxn~*  dxn* 

W  drugim  przypadku,  związek  między  różniczką  zupełną  ds  funkcyi 
*,  a  różniczkami:  dxu  <fc2,...,  dxn  zmiennych,  niezależnych:  xu  x21 ...,  xn,  na 
podstawie  równania  2),  jest  określony  równaniem  : 

dF  ,    ,    dF  ,     mdF.  ,    dF  ,  ... 

z  którego  otrzymujemy  różniczkę  zupełną  cte  w  postaci  : 

dF  d*  dF 

,  dx*  j        dx2  ,  dxn  ,  /CN 

*  ~  ai  *i  -rf  **2  "•""  dF  **■'  (B) 

skąd,  z  porównania  z  wzorem  (3),   wypływają  pochodne   cząstkowe   funkcyi 
*  w  postaci : 

dF  dF  dF 

dx, ~      dF '   dx2 "       dF ' '" '  dr«~      dF'  w 

d*  d*  d$ 
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Pochodne  te  wynikają  także  z  równania  (2)  wprost,  jeżeli  to  równanie 
zróżniczkujemy  kolejno  podług  jednej  tylko  zmiennej  niezależnej,  uważając 
inne,  jako  stałe.  Otrzymujemy  tedy  n  równań,  kształtu: 

dFdz_     dF  dF  d^dF  ^,^,^    a  (7s 

'dz  dxi'j~dxi  ~V'    dz  dxl^dx2i'"}  dz  dxj  dx*>  m  l#J 

z  których  wypływają  wzory,  pod  (6)  podane. 

Pomnóżmy  równania  (7)  kolejno  przez  dxi}  cŁc2,...,  dxn  i  dodajmy  wy- 
niki ,  a  otrzymamy : 

dFtdz.     ,   dz  .      ,       ,«i.     \,aF,      tdF.     ,        ,  dF  ,        n 

Wyrażenie,  objęte  nawiasem,  wyobraża  zupełną  różniczkę  dz  funkcyi 
z.  Otrzymujemy  zatem  stąd  naodwrót  równanie  (4),  z  którego  wyznaczamy 
różniczkę  zupełną  dz ,  jak  w  (5). 

Z  wzoru  (4),  względnie  (5),  wyznaczającego  pierwszą  różniczkę  zupełną 
dz  funkcyi ^,  określonej  równaniem:  F(z,  xu  a?2,...,  xn)=*0}  za  pomocą  różniczko- 
wania podług  wszystkich  zmiennych,  pod  założeniem,  że  różniczki:  dxi% 
<fcs,...,  dxn}  są  stałe,  a  więc  d2a?t  =-0, ...,  d2xH=Oy  otrzymamy  drugą  różniczkę 
zupełną  d2z,  a  następnie  z  niej  różniczki  zupełne  wyższych  rzędów  drz% 
przyczem  musimy  mieó  na  uwadze ,  że  każda  pochodna  cząstkowa  funkcyi  : 
F(z,xif  x21  ...,&«),  jest  wogóle  nową  funkoyą  (n+1)  zmiennych:  z,  xuXi,...,xn, 
ma  więc  swoją  różniczkę  zupełną,  jako  sumę  (n  +  1)  różniczek  cząstkowych, 
a  więc,  że: 

,dF     d2F.    ,    d2F  j     t   d*F    .     ,       ,     d2F    . 
d  —  — -    ,  dz+  r-r—  dx*  +-  -- -  dx2  +  ...+  -.-  v—  dxn , 
dz       dz2  dzdxx      x     dzdx2      2  dzdxn 

.dF      d2F  ,    ,     d2F  ,     ,    d2F    ,     ,        ,     d2F    , 
d  —=»-— -  dz+  — -— dxi+—-     dx2  +  ...  +  T-T— "tfu, 
dXi     dxtdz  dXidxt     1     dXidx%      Ł  dx{dxn 

(»-l,  2,..  n). 

Podobnie  otrzymamy  z  wzorów  (6),  względnie  (7),  wyznaczających 
pierwsze  pochodne  cząstkowe  zmiennej  z ,  na  podstawie  różniczkowania 
cząstkowego,  drugie  pochodne  cząstkowe,  a  stąd  pochodne  cząstkowe  wyż- 
szych rzędów,  mając  na  uwadze,  że  wszelka  pochodna  cząstkowa  funkcyi: 
F(z,  Sj,  #2,...,  a?»),  jest  funkcyą  nietylko  n  zmiennych  niezależnych:  xu  a?2, 
...,  £„,  ale  także  funkoyą  zmiennej  z,  zależnej    od    zmiennych:   xiy  #j, ...,  xn. 

3.  Zamiana  zmiennych  niezależnych  w  funkcyi  n  zmiennych.  Przyj- 
mijmy, że  dla  funkcyi  zon  zmiennych  niezależnych  xu  x%,...}  xn,  wyzna- 
czone zostały  jej  różniczki  zupełne  i  pochodne  cząstkowe. 

Zastąpmy  teraz  zmienne  xv  a?2,...,  xn  przez  inne:  yu  y2ł...,  y«,  na  mocy 
podstawienia : 

a?i=/ri(yii  y2>-)  y.)i 

^— Atol  ^j-m  y«)i 

(8) 

natenczas  dana  funkcya  *,  przekształci  się  na  funkcyę  nowych  zmiennych: 
Vn  #2>  •••>  y«>  ^ft^ży  teraz  różniczki  zupełne  tej  funkcyi  i  jej  pochodne 
cząstkowe  względem  zmiennych:  xu  x2,...,  xni  wyrazić  przez  nowe  zmienne 
Vii  t/21  •"i  t/n  i  przez  jej  pochodne  cząstkowe,  odniesione  do  tych  zmiennych. 
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W    tym   celu    otrzymujemy    pierwsze     różniczki    zupełne    pierwotnych 
zmiennych  w  postaci : 

•  »••••■ 

ogólnie  r-te  różniczki  zupełne  tych  zmiennych  w  postaci  symbolicznej  : 

*H4*i+li*i+^+l;*r/1,  (9) 

(t-1,  2,...  n). 

Wartości  te  należy  wstawić  we  wzory  na  różniczki  zupełne  funkcyi  z\ 
przyczem  należy  mieć  na  uwadze,  że  pierwsza  różniczka  zupełna: 

,        dz   ,         dz   ,      ,        ,    ds 

ma  jednakowy  kształt,  bez  względu  na  to,  czy  zmienne:  xif  x29.. ,  #„,  są 
niezależne,  czy  też  są  funkcyami  innych  zmiennych  niezależnych:  ylf  y^.^ffn 
a  natomiast  różniczki  zupełne  wyższych  rzędów  zmieniają  swe  kształty, 
gdyż  różniczki  zmiennych:  xu  #2,...,  xn,  rzędu  wyższego  nad  pierwszy: 
&xu  (Ta^j,...,  drxnj  t*2>2,  jako  zależne  od  nowych  zmiennych:  yu  ya,...,  y«, 
nie  są  zerami. 

Mianowicie  otrzymujemy  w  tym   przypadku  wzór   na  drugą  różniczkę 
znpełną ,  w  postaci  symbolicznej  : 

M£  *■ +£  **+ -+  ś*)" +£  ***• +£  **+-+£  *■*■•  <io> 

z  której,  na  podstawie  różniczkowania,  ze  względu  na  wszystkie  zmienne, 
wypływają  analogiczne  wzory  dla  różniczek  wyższych  rzędów. 

Z  zupełnych  różniczek ,  możemy  już  otrzymać  pochodne  cząstkowe. 

Mając   wprost   wyrazić   pochodne    cząstkowe   funkcyi   z}    odniesione  do 
nowych  zmiennych  a?lf  a^, ...,  xn ,  przez  pochodne  cząstkowe  tej  funkcyi,  od- 
niesione   do   nowych    zmiennych   yu  y2?  •••)  ?«i    na   podstawie    wzorów   prze- 
kształcenia: Xi=fi(yu  y„...,  y»),  (t—l,  2,...,  n), 
możemy  korzystać  z  równań: 

d*  _  dz   dxx       dz_dx%  dz_  dXn  nn 

djjr  ~dxi  Ityi^dait  dfi       ""        dxn  dyt* 
(•-1,  2,...,  n), 

z  których,  jako  liniowych,  ze  względu  na  pochodne   cząstkowe: 

ds        d#  dz 

dXi'    dx2  '  "^   d#«  ' 
wyznaczymy    te    pochodne,    jeżeli    Jakobian  układu    funkcyj :  xu  x2J ...,  xn, 
względem  zmiennych :  yt,  y2,  •.,  y*>  przedstawiający  się  w  postaci  wyznacznika  : 
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«/(#!,  #2I"*J  X*)* 


dxx      dx2  dxn 

dH\'   dft'"'  dyx 


dxA 


,(*,*=  1,2,  ...,*), 


dxi      dx2  dxn 

dyn     dyn'"'    dyn 
będzie  różny  od  zera. 

3.  Zasadnicze  własności  Jabobiann  n  funkcyj.  Niech  będzie  dany  układ 
n  funkcyj:  yny2,  ...,  yn}  on  zmiennych  niezależnych:  xu  x2J ...,  xn}  w  postaci: 


Vn=(Pn(xu  a;,,...,  xn). 


(12) 


Załóżmy,  że   między   temi   n   funkcyami :  yu  y2, ...,  y„,  istnieje  pewien 
związek  w  postaci: 

F(yu  *,...,  jr.)— 0,  (13) 

wówczas,  różniczkując  to  równanie ,  cząstkowo  ze  względu  na  każdą  zmienną 
niezależną  xi7  otrzymujemy  n  równań : 

d_Fdy,     dFdy2  dF  dy^ 

ty\  dxx     dy2  Óxi     *"     dyn  dxi'~ 


dFdfr  +  dFdy2 
dyt  dx2     dy%  dx2 


dyn  dz2 


d_Fdy1+dFdy2  dF  dyn^ 

dyx  dxu     dy2  dxn    ""      dyn  dx,T 


(13') 


Ponieważ  pochodne :  —  ,    A—  »  •  -  -  f  i "  i    n*e    moKS     byó     równocześnie 
oyt     ay2  oyn 

wszystkie  zerami,  gdyż  w  tym  razie  założone  równanie:  F(yt,  ylf...,  yn)***®, 

byłoby  tożsamością ,  przeto  równaniom  powyższym ,  może  się  tylko  wówczas 

staó  zadośó,  gdy  wyznacznik  utworzony  ze  spółozynników  przy    tychże  po- 

dF     dF         dF 


chodnych : 


dy^   dy\''"'  dy\ 


,  będzie  zerem.  Wyznacznikiem  tym  jest  Jako- 


bian  układu  funkcyj  yv  y2t ...,  yn,  oznaczany  symbolami: 


T(*    fi        «  \—B{Xu  y2>  •••)  Vn)__  d(y„  y2,...,  yn 

(yi'  *"-  y%)    n{x-^V~^r  'a (*,*■..■.< 


dyi 
dxk 


(i,  &— 1,  2,...,  n). 


Mamy  zatem  twierdzenie : 

Jeżeli  między  n  funkcyami :  yi,y2}  —>y«ł  n  zmiennych  niezależnych:  xvx2,...,xn) 
istnieje  jakikolwiek  związek,  nie  zawierający  zmiennych  niezależnych,  kształtu: 
Filtn  y**  ••)  #!•)=■  0 1  wówczas  Jakóbian  układu  tych  funkcyj  względem  zmiennych 
niezależnych  jest  tożsamościowo  równy  zeru- 

Gdyby  Jakóbian  danego  układu  funkcyj  :  i^  (t,  ft«l,  2,...,  n),  nie  był 

tożsamościowo  równy  zeru,   a  mimo  to  istniał  warunek:   F(yi1  y2,...,  y*)=0, 
wówczas,  ze  względu  na  to.  że  na  podstawie  danego  układu  równań: 

yi=<Pi(xv  x2<  ...,  xn\  (t— 1,  2,...,  n), 
otrzymujemy  n  różniczek  zupełnych,  kształtu: 
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niemoglibyśmy   otrzymać   między   różniczkami  zupełnemi:  dy,(ś  =  l,  2,...,  n), 
żadnego  związku,  kształtu : 

K  ty\  +  hAVi  +  •••  +<*»  ^—  °ł 
jak  tego  wymaga  równanie:  F(yx,y2,  ..,  y*)=0,  chyba,  gdyby  było  równocześnie : 
^=■4) —...*»£»«(),  co  byłoby  niemożebnem ,  gdyby  Jakobian:  J^,  y2,  -i  y»)i 
był  różnym  od  zera. 

Otrzymany  warunek  jest   zatem  nie   tylko  konieczny,  ale  zarazem  wy- 
starczający. 

4.  Przypuśćmy  teraz,  że  Jakobian  danego  układu  funkcyj : 

*— »i(*n  *ii-i  *•)•  »-l|  2,...,  w, 
jest  tożsamościowo  równy  zeru ,  że  zatem : 

dy±     dy*  dyn 

dxt  '  dxt ' m"9   dxx 


J(ttuit%f->ynh 


dxn     dxn  dxH 


=o. 


(14) 


Wyobraźmy  sobie ,  żeśmy,  na  podstawie  pierwszych  (n  —  1)  równań 
układu  (12),  wyrazili  wartości  zmiennych:  xu  ar2, ...,  xn-\,  jako  funkcye 
zmiennych:  yu  yv ...,  y*-i,  i  zmiennej  xn}  i  podstawili  te  wyrażenia  w  n-te 
równanie : 

Jfc  —  ^frlt    «|f|    *n), 

wówczas  otrzymalibyśmy  zmienną  y„,  jako  funkcyę  zmiennych:  yn  y2, ...,  y„_i 
i  zmiennej  #„,  w  postaci: 

Możemy    obecnie    wykazać,    że    pod    założeniem:     J(yu  y2. 


funkcya  ta  nie  może  zawierać  zmiennej  xn ,  czyli,  że:         =0. 

oxn 

Przedewszystkiem  mamy,  na  podstawie  danego  układu  (12): 


dyv 


~dx* 


d<p{ 


**+£•*>+...+!?*,,, 


dq>i 


dx. 


dxn 


ar-)— o. 


(15) 


(•— 1,  2, ...,  »). 
Weźmy  pod  uwagę  wyznacznik: 

tyj    d^i        ^t    ^ 

0£t        d^2  Wn— 1 


dq>2      dqp2 


dc>. 


2>  — Id*,'    dx2}'"'    dxn.-i 


2-,  dy2 


\dq>H     dtpn  dq>H       , 


(16) 


zastąpmy  w  tym  wyznaczniku  różniczki:  &yu  dy2,...,  dyn  przez  wyrażenia, 
określone  wzorami  (16),  i  rozwińmy  go  podług  różniczek:  dxu  dx2, ...,  drn, 
natenczas  zauważymy,  że  spółczynniki  przy  tych  różniczkach  będą  wszystkie 
zerami,  spółczynniki  przy  pierwszych  (n— 1)  różniczkach:  dxt,  dx2) ...,  da?«_i, 
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będą  bowiem  wyznacznikami,  które  mają  po  dwie  kolumny  jednakowe, 
spółczynnik  przy  dxn  będzie  zaś  Jakobianem  układu  funkcyj ,  mającym 
według  założenia  wartość  zera.  Wyznacznik  D  ma  więc  wartość  zera. 

Rozwinąwszy  go   podług   elementów  ostatniej   kolumny,  otrzymujemy  : 
D-Pxdyi  +P2dy1  +  ...+Pndyn-0.  (16') 


Załóżmy,  że  spółczynnik:  Pn 


a£  '  ^  lsaBl'  a,"",  n~"1^  ^ako  minor 


•l/n 

elementu:  ^  w  Jakobianie  J(q>u  qp2»  •..,  c>«),  t.  j.  w  wyznaczniku  funkcyjnym 

OXn 

-^  9  (h  *-l)  2, ...,  n),  równym  zeru ,  jest  różny  od  zera,  wówczas  otrzymamy : 

dyn^A^dy^  +  Atdy2  + ... + jJL-t  dy„_i. 
W  wyrażeniu  tern  ,  uporządkowanem  na  podstawie  równań  (15),  podług  różni- 
czek: dxu  dx2J ...,  dxni    przedstawia   spółczynnik    przy   dxn,  pochodną  cząst- 
kową: ^-=  — ,  ale  spółczynnik  ten,  wobec  założenia,  że  Jakobian  układu 
ox%     óx% 

funkcyj.  jest  zerem,    będzie   według    (16')   także  zerem,  jest  więc:   - — =0, 
a  więc  funkcya  y„«  0  (y1 ,  yv  ...,  y„_i ,  xn),  nie  zawiera  w  sobie  zmiennej  xn ,  czyli : 

y*-*(yi,  y*-,  *— 0.  (17) 

Mamy  więc  nowe  twierdzenie : 


Jeżeli  Jakobian:  J{yu  y2,...,  y»)a 


d<pi 
3s* 


,  (ś,  *— 1,  2, ...,  n),  u&facfa  n  funkcyj 


Vii  y%i  •••»  y»i  zmiennych:  xiy  a?2,...,  #„  jesz  terem,  wówczas   nachodzi   między  temi 
funkcyami  związek  niezależny  od  zmiennych  xl}  x29. .,  #„. 

5.  Związek:  F(y1?  y2,...,  y«)«=0,  otrzymamy  na  podstawie  układu  równań ; 
y«-»«(«ti  *i>-t  **)>  (i-1,  2,...,  w), 
którego  Jakobian  jest  zerem,  za  pomocą  rugowania  zmiennych  xu  «j, ...,  £», 
a  w  takim  razie  wyrugowanie  (n— 1)  z  tych  ze  zmiennych,  wywołuje  już 
także  wyrugowanie n- tej  zmiennej,  prowadząc  dorelacyi:  yn=$(3ł\yy2)  —iy«-i) 
względnie  do  równania:  F(yu  y2,... ,  y„)«»0. 

Związek  taki  jest  tylko  jeden,  gdyby  bowiem  obok  związku: 

yn=$(j/u  yj>»»  y— Ol 

istniał  także  drugi,  od   niego   różny,  kształtu:  y«— >P(yu  y2, ...,  y*-i),  mieli- 
byśmy nową  relacyę  już  między  (n— 1)  funkcyami:  yu  y2, ...,  y«-i,  w  postaci: 

-Fi(yi,  Jfii-i  y»-i)«o. 
Wówczas  musiałby  także  Jakobian  układu   dowolnie  wybranych  (w — 1) 
funkcyj,     z    pośród   danych   n  funkcyj,    sprowadzać  się   tożsamościowe   do 
zera ,  czyli  innemi  słowy,  wszystkie  minory  pierwszego  rzędu  w  wyznaczniku 

JH  (i,  A— 1,2, ...,  n),  musiałyby  być  zerami,  co  się  sprzeciwia  założeniu. 

OXk\ 

6.  Przypuśćmy  teraz,  że  nietylko  Jakobian  danego  układu  n  funkcyj: 
J(y\i  y^~">  y«)i  Jest  tożsamośoiowo  równy  zeru,  ale  także  wszystkie  jego 
minory  pierwszego  rzędu  ,  które  są  kształtu :  # 

•/(*,*,...,  *-i)-'sr!,  (•'.  *-!•  2,..,  n-1), 
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są  fcożsamościowo  równe  zera  i    załóżmy,   że   co   najmniej  jeden  minor  dru- 
giego rzędu  ,  n.  p.  : 

^(jfi.y«i».,y-i)-U|.  M-i,a,...,  +-%), 

jest  różny  od  zera. 

W  tym  przypadku  możemy,  na  podstawie  pierwszych  (n—  2)  równań : 
V\  ==sVx(xi}  *a>  •••)  *»)i  •••>  y«-i— cwifo,  xi>  -i  **),  wyrazić  (n— 2)  zmienne : xv  xt,..., 
**-i,  jako  funkcye  zmiennych:  yn  yj,...,  y»-2;  dwa  ostatnie  równania  da- 
nego układu,  prowadzą  tedy  do  równań: 

y.-i— 0,(jrlv  y2,»,  y*-a,  *«-i,  *»),  y«-0i(yi,  y*,. ,  y»-2,  av-i,  *•). 

Biorąc  najpierw  pod  uwagę  wyznacznik:  • 


A 


dx. 


dxt ' 


&*._*' 


dc»«— i     dq>„-i 


dxt         dx2 

i  zastępując  w  nim:  dyiy . .,  rfyw_i,  przez  {Łrlf...,  cŁc«_i ,  zauważymy,  jak  po- 
w7*ejj  Przy  wyznaczniku  2),  że  on  jest  także  tożsamościowe*  równy  zeru, 
rozwijając  go  zatem  podług  elementów  ostatniej  kolumny,  dochodzimy  do 
relaoyi,  kształtu: 

dy—  i=-P,tfyi  +P1dy2  +  .,+Pn-%  rfjb-iy 


z  której  wynika,  że  zarówno 


d04  d@Ą 

- — i-=0,  jakoteż  -^  «*0.  Podobnie  wykażemy, 


ie  także:  ^-- 0    i 


dxx 


n-i 


dXH' 


=0. 


Istnieją  zatem ,  przy  powyższych  założeniach ,  dwa  różne  od  siebie 
związki  między  n  funkoyami:  yt,  y3, ...,  y«,  w  postaci: 

jr— i— •tCjfii  y2# .-»  y—a),  y««=*i(yi,  y2i-  •>  y—2),  (18) 

a  oprócz  nich ,  nie  ma  innych  od  nich  niezależnych  ,  gdyż  w  takim  przy- 
padku, musiałby  już  Jakobian  (fi— 2)  funkcyj  byó  tożsamościowo  równy 
zeru,  co  się  sprzeciwia  założeniu. 

Podobnie  rozumując,  dochodzimy  do  twierdzenia: 

Jeżeli  Jakobian  n  funkcyj  yx,yt1  ...,y«,  o  n  zmiennych  niezależnych  xux2,...}xn 
jest  tożsamościowa  zerem,  a  zarazem  wszystkie  minory  jego ,  ai  do  minorów  (r— l)-go 
rzędu,  U  j.  do  podwy znaczników  (n— r+1)  rzędu,  włącznie,  są  tożsamościowo  ze- 
rami, a  przynajmniej  jeden  z  minorów  r-go  rzędu,  czyli  z  podwyznaczników 
{n—ryy0  rzędu,  jest  różny  od  zera ,  wówczas  istnieje  r  oddzielnych  związków  między 
temi  n  funkeyami,  a  więc  r  z  tych  funkeyj  da  się  wyrazie  za  pomocą  (n—r)  pozo- 
stałych funkcyj,  które  są  od  siebie  niezależne. 

7.  Przykład.  Wykazać  i  wyznaczyć  zależność  funkcyj:  w,  *,  u>,  określonych  równa- 
niami: u=x+y  +  z1    v  =  x*  +  y*  +  zi,    w  =  aey  +  yz  +  xz. 

Mamy  tu : 


d*— 1     d* i      *? 1      —       2as      — 

O*"1'   d^        '    dz~~    '    dxrS=       '    óy 


:2y,    —  =  2*,     —  : 

91    dz  dx 


Jakobian  układa  tych  trzech  funkcyj,  przedstawia  siew  postaci: 


D{xy  y,  z) 


1,        1,        1 
2x,      2y,      2z , 

y  +  s,  z  +  x,x  +  y 


1 1,  0,  0 

=|  2*,        2(y-a0,  2(s-y) 
\y+z,  s-y,       y-s 


=  2 


*— y»  y— * 


=  o. 
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jest  więc  tożsamośeiowo  równy  zeru.  Dane  trzy  funkcye:  w,  t>,  w1  są  zatem  od  siebie 
zależne,  a  że  minory  elementów  ich  Jakobianu  nie  są  zerami,  przeto  zależność  ta  jest  je- 
dyną. Celem  jej  wyznaczenia ,  mamy  :  w1  =  x*+  y'+  z*  +  2ary  +2xz  +  2ys,  zatem  otrzymujemy 
szukaną  relacyę  w  postaci:  u*  *=*  v -\- 2u> ,  czyli:  w1— t—  2t0  =  O. 

8.  Jakobiau  układa  n  fankeyj,  złożony  eh  z  fankcyj  n  zmiennych 
niezależnych.  Niech  będzie  dany  układ  n  funkcyi:  zu  £2,...,  *»>  zmiennych 
.Vd  y%y —>  y»,  a  te  zmienne  niech  będą  same  fankcyami  n  zmiennych  nieza- 
leżnych: g19  £„...,  «*,  tak,  że: 

*i— ACjfu  y*)-,  #.),  *»— /a(yn  y2»-»  **)>•••>  *.=/«(&>  y*,-,  y»), 

a  zarazem: 

yi=9>i(#n  *r  •••»  *«)>  ft  —  Patoi  *2i  — i  *«)>•••>  y«m"V«(*n  «ił-ł  *«)i 
wówczas  otrzymamy  Jakobian  układu  n  funkcyj:  *]y  *2,  ...,  *„,  jako  funkcyj 
zmiennych:  yn  y2,...,  y«,  w  postaci: 


JA 


D(MU  *2,...,  Zm)        dli 


Wi 


(i,  4-1,  2,  n), 


D(yuy»->yn)    ,^y*     I  ty*1 

a  natomiast  Jakobian  układu   n  funkcyj:  y1?  y2, ...,  y„,  jako    funkcyj   zmien- 
nych: xu  a?2, ...,  o?„ ,  w  postaci: 

r     -D(jfi.  yit-i  y«)     ty.  I    |ty><|  , -  ,.    *  9      ^ 

Iloczyn  obu  tych  Jakobianów,  przedstawia  się  w  postaci : 

dej      dZi  d*\        \dy±      dy±  tyj 

ty,  '  tyi'""'   dyn       \dxx*   dV  '''   dxn 


JXJ2^ 


ÓZn       dZH  ÓZn 

W\}  ty*'"'  *y* 


ty»     dyn  dyn 

dxx  '   dx% }  ""'    dxn 


Stosując  do  tego  iloczynu  prawidła  mnożenia  wyznaczników,  otrzymu- 
jemy nowy  wyznacznik  w  postaci: 


e7ie72  = 

a  że: 
ogólnie : 


dzA  dyx      dĄ  ty.  d^  dyn  <te,  dyy     dz^  óy^  dz±  ty»i 

dyt  dxx      dy2  dxx     "^  dyn  dxt  ' '"'    ty,  oxn     dy2  dxn      %     dyn  dxn 


djn  dy±  +  dzn  tyj  dZn  dyn 

tyi  <te\      dy2  dxA     '"     dyn  dxx  f ' 


dZn  tyL        dZn   tyj  ÓZn    ty, 

óyx  dXn     ty2  dxn      '      dyn  dxH 


**i  tyl      dfi  ty2  dz^  dyn^dzA 

tyi  <*&i      dy2  dxA     "'     dyn  ćxi      dx\  1 


dZi  dyn 
dyn  dxk 


--.  -^i    ,  —  -*i  .       ,  oZiOyn      0Zi       . 


d*  c^     d*  tyj 
tyj  dx*     dy2  dxk 

przeto  otrzymujemy: 

;  djs±     dz±  dzx 

dxx  f   <te2  ;  "*'  dx, 

d0n     de*         de, 

Ar,  '   dx%  ' '"'   dx„  \ 


dBi 
tek 


de, 
|Ar» 


,  (i,  *-l,  2,...,  n), 
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zatem : 


dzx      dzx 


dz]  I 


da?,  '   dx2 '  "^    Ar„ 


dzx      dZ)  d  &i 

dy,1  ¥,''■*'  ^ 


^    ty        ty 

dxx  '    d#2 '  '"'  d^„ 


!  dy«     dy« 


dyn 


I  Ar1      Ar2 


da* 


czyli : 


(19) 


Ąft'  ty,#",  tyn 
D(zu  *2,...,  zn)^ D(ziy  z2,...,  zH)  D(yu  y2,-,  y») 
D(xx,x2,..„  XnT  B(yu  y2,...,  yn)  '  D(xu  x2,...,xH) 
To  znaczy:  Jakobian  układu  n  funkcyj  funkcyj  n  zmiennych  niezależnych, 
obliczony  ze  względu  na  te  zmienne  niezależne,  jest  równy  Jakobianowi  układu  n 
funkcyj  nowych  n  funkcyj,  obliczonemu  ze  względu  na  te  funkcye,  pomnożonemu 
\*rztz  Jakobian  tychże  nowych  funkcyj,  obliczony  ze  względu  na  zmienne  niezależne. 
Twierdzenie  to  jest  uogólnieniem  twierdzenia  o  pochodnej  funkcyi 
funkcyi  jednej  zmiennej  niezależnej,  przedstawiającego  się  w  postaci  wzoru: 


dz 
dx~ 


dz     dy 


,  czyli: 


df[<p(x)]     df[<p(x))      d<p(x) 


(19') 


dy  '  dx'      J"'        dx  dq>(x)      "      dx 

9.  Jakobian  układa  funkcyj  odwrotnych.  Danemu  układowi  n  funkcyj 
?ii  y*>  •••»  y«j  o  n  zmiennych:  xx,  x2, ...,  xn,  kształtu: 

yi^<pi(xi,  x2,...,  xH),  (»— 1,  2,...,  n),  (20) 

którego  Jakobian:  J(q>u  c>2, ...,  y»)*=n  y"  ™ "*'       ,  nie  jest   tożsamościowo 

*'(Xll    X2l  "  I    X*) 

równy  zeru,  odpowiada  układ  n  funkcyi:  xif  x2,  ...,  xH7  jako  funkcyj  n 
zmiennych:  ylf  y2,...,  y»,  w  postaci:  s,=V<(yi,  y2,  ...,  y„),  (t-1,  2,...,  »). 

Funkcye  Vi>^jj«"?  ^m  nazywamy  funkeyami  odwrotnemi  wzglę- 
dem funkcyj  :  <px,  c>2,...,  <pn,  a  ich  istotne  wyznaczanie  nazywamy  odwraca- 
niem, czyli  inwersyą  funkcyj. 

Ażeby  wyznaczyć  pochodne  cząstkowe  funkcyj  odwrotnych,  otrzymu- 
jemy z  równań  (20)  n  relacyj  : 

z  których  dostajemy  różniczki  zupełne  funkcyj  odwrotnych ,  w  postaci  : 

dft  d<px      ^       dę^  dfj 

dx* 


dt{= 


i?L    dy  y  -*?L,„.f 


■i    tyn 


dq>n 
dXj+\ ' 


d<pn 

dxn 


(21) 


a  stąd  pochodne  cząstkowe: 


(-!)'+* 


tyk        J(<PU  9>2J"7    <P*) 


,  (»"—!,  2,...,  n), 


d<pA 


dx{-xy    dxi+i}  '"'  dxn 


dxx  ' '"'  &r,_i'  d^+i' '"'     dx„ 

dq>k+\        dtpk+i     <tyk±i  d<Pt+\ 

dxA  ' '"'  da^-i*    ^x<+j,'",     (te* 


,  (i,  ł-1,  2,...,  n) 


(22) 
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Jakobian  funkcyj  odwrotnych ,  przedstawi   się  wobec  tego  (patrz  T.  I. 
str.  348.  art.  17.)  w  postaci : 


«7"(*n  Vj,-«»  #«)= 


\dfff( 
\dyk 


\dxk 


>-i 


Jest  zatem: 


[J(<Pi,  92,-1  ?«)]"  \d<P<\ 

\dxk\ 


czyli : 


D(t/>u  y>ł>...,  y>«) 1  j. .  I  te  | 

■D(jrlf  y„  ».,  y.)    D(<Pi,  9tt->  y»)ł  ^y*l 


(23) 


JJ  (Xi,  X2j  ... ,    xw) 

To  znaczy :  Jakobian  układu  funkcyj  odwrotnych  jest  równy  odwrotności  Ja- 
kobianu  funkcyj  pierwotnych. 

Twierdzenie  to  jest  uogólnieniem  twierdzenia  o  pochodnej  funkcyi 
odwrotnej  x<=t/>(y)>  względem  funkcyi  y=-y(«),  określonego  wzorem: 


*-i     czyli-     **M i 

dy      dy1      J  dy        d<p(x) 


(23') 


dx  dz 

10.  Hessyan  funkcyi  n  zmiennych  niezależnych.  Funkcya  z  n  zmiennych  niezależnych : 

*i»  ^ł  ...|  *"i  mft  n  pochodnych  cząstkowych  pierwszego  rzędu:  —  ,   (1=1,2,...,  »),    które 

dxi 

tworzą  układ  n  funkcyj  n  zmiennych   niezależnych:.^,  *j, ...,  *».   Utworzywszy  Jakobian 

tego  układu  funkcyj  : 

/  dz       dz  dz\ 

(ÓZ         ÓZ  d*\  VdV     dź>'"'ten)         Id     /d*\| 

zauważymy,  że  przedstawia  on  wyznacznik  symetryczny,  *-go  rzędu,  którego  elementa  są 
pochodnemi  cząstkowemi  drugiego  rzędu  danej  funkcyi  n  zmiennych.  Wyznacznik  taki, 
(por.  art.  21.,  str.  862.),  nazywamy  Hessyanem  tej  funkcyi  i  oznaczamy  wzorem: 

d*z  d%z  d*z 


*M- 


d*z 


dxi  dx» 


,  (i,  *  =  1,  2,...,  n)3 


dxx  *  '       dx^dx^  ' '" ł  d^dzn 


d*z 


d*z 


d*z 


(24) 


()xxdXn  '    dX}dXn  '  "^     dJPn1 

Hessyan  danej  funkcyi  n  zmiennych  niezależnych,  możemy  zatem  uważać,  jako 
Jakobian  układu  n  pierwszych  pochodnych  cząstkowych  tej  funkcyi.  Własności  Jakobianu 
układu  n  funkcyj,  dają  się  zatem  przenieść  na  Hessyan  funkcyi  n  zmiennych  niezależnych 

Jakobian  układu  n  funkcyj  n  zmiennych  niezależnych  posiada  własności ,  które 
tworzą  niejako  uogólnienie  własności,  jakie  posiada  pochodna  pierwszego  rzędu  funkcyi 
jednej  zmiennej  niezależnej. 

Hessyan  odgrywa  znowu  w  funkcyi  n  zmiennych  niezależnych  podobną  rolę ,  jaką 
ma  w  funkcyi  jednej  zmiennej  niezależne]  pochodna  rzędu  drugiego. 

11.  Różniczkowanie  wyznaczników  funkcyjnych.  Wyznaczniki,  których 
elementa  są  funkcyami  jednej,  lub  kilku  zmiennych,  nazywamy  w  ogólności 
wyznacznikami  funkcyjnemi. 
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Weźmy  pod  uwagę  wyznacznik: 

f\\  i  f\%  j  —t  J\% 
f%\  i  /»>—,  fu 


/uli  /»2i  •••»   fm 

rego  elementa  fa  są  wogóle  zmienne. 

Rozwijając  go  podług  elementów  i-go  wiersza,  dostajemy: 

«— /a  ?Vi  +/a  9>,i + ...  +/*  9>*+  -  +fin  (pin ,  (26) 

i*  ?a  jest  minorem  elementa  :  /,*  tegoż  wyznacznika 

Ponieważ  element  fik  znajduje  się  tylko  w  jednym  wyrazie  tego  rozwi- 
jHa,  t.  j.  w  wyrazie  /«?>*,  przeto  pochodna  cząstkowa  funkcyi  u,  wzglę- 
k  jednego  z  elementów  wyznacznika,  jest  równą  minorowi  tego  elementu, 
fctem: 

du 

I  57-9»,  (»,  *— li  2,..,  *).  (26) 

O  fik 

Jeżeli  elementa  wyznacznika  są  funkcyami  n  zmiennych  niezależnych: 
[«!,..♦,  x99  natenozas  wyznacznik  przedstawia  pewną  funkcyę  u  tychże 
Branych.  Pochodne  cząstkowe  tej  funkcyi,  względem  pewnej  zmiennej  nie- 
MmJ  xry  przedstawiają  się  tedy,  na  podstawie  rozwinięcia  (25),  w  postaci : 

torU  dir   +  "  +f<n    Wr  +*»  6Xr  +  "  +  **  ĆXr   » 

rej,  ze  względu  na  równania  (26),  możemy  nadać  kształt: 


dfu 
dxr 


9     f\l  ,     -.,   /l 


In 


1     ^         /.  / 


/U, 


#12 


•>  fu 


+ 


/li  ł  /l2  ,  . 


d/i* 

dXr 


\fn\  y  /«2»  •••) 


(27) 


tórego  wynika  prawidło: 

Pochodna  cząstkowa  danej  funkcyi,  określanej  wyznacznikiem,  którego  elementa 

mmkcyami  n  zmiennych  niezależnych,  odniesiona  do  pewnej  zmiennej  niezależnej, 

¥  równa  sumie  n  wyznaczników,   powstałych  z  danego  wyznacznika  w  ten  sposób, 

fouczególne  jego  kolumny  zastąpimy  Jcolejno  przez  pochodne  cząstkowe  elementów 

hlwnny,  odniesione  do  tejże  zmiennej  niezależnej. 

Jeżeli  poszczególne  elementa  danego  wyznacznika  są  funkcyami  jednej 
Branej  niezależnej  z,  natenczas  odnośne  pochodne  cząstkowe  sprowadzają 

do  zwyczajnych  pochodnych,  a  używając  znakowania:-^-—/*',    otrzymu- 
j  odnośny  wzór  w  postaci : 

/ii',  /12, -.,  fu  fu  ,  fri, ...,  fin  /ii ,  /i2,  . .,  fin 

«•- + +...+ 

*n\  j  /n2).«.)    tnn  /«1  j   /w2   >  •••?  '**  Tn\  ,   fnl  )•••>/«» 


du 
dx" 


(28) 


/  ul  j    /  w2   ł  ...j  /«n 

12.  Wynuttznlki  funkcyjne  Wrońskiego.  Szczególny  rodzaj  wyznaczników  funkcyjnych 
wyznacznik  *-go  rzędu ,  w  którym  elementami  pierwszej  kolumny  są  dane  funkcye, 
itami  następnych  kolumn  są  kolejne  pochodne  tych  funkcyj  rzędów  drugiego, 
aż  do  (*•— l)-go  rzędu  włącznie.  Wyznacznik  taki  nazywamy  wyznaczni- 
Wrońskiego,  albo  krótko  Wron  sk  i  a  nem  danego  układu  n  funkcyj:  yt,  ys, ...,  y* 
lamy  go  wzorem: 


te.  Mwifeki.  WjkL 


I.  Tom  n. 
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w(yi,  yi,-i  y»)a 


+-** 


**•-* 
*-** 


*■»  Ar  »   dx*  ''"'      **•-! 


ykt  yi',yi%.-,  yi("-1) 


y»,  jr»'»jfr"r-,jta(»-1> 


(29) 


Na  podstawie  wzoru  (28),  możemy  z  łatwością  obliczyć  pierwszą  pochodną  Wroń- 
skianu.  Otrzymujemy  tu  (w— 1)  wyznaczników  równych  zeru,  bo  mają  po  dwie  jednakowe 
kolumny,  przeto : 

yn  V%ś  -i  *<"-*•  f|W 


y,f  y,' ...,  yw(*-*>,  y»W 


(30) 


a  zatem: 


Pochodrut  Wrońskianu  jest  nowym  wyznacznikiem  n-go  rzędu,  który  powstaje  z  wyznacznika 
pierwotnego,  jeżeli  w  nim  zastąpimy  (n—l)-*ze  pochodne  poszczególnych  funkcyj  przez  n-te  po- 
chodne tych  funkcyj. 

18.  Zasadnicze  własności  Wrońskianu.  Zastąpmy  w  danym  Wrońskianie:  JP(yi,yi,.~,y«) 
funkcye:  y,,  y,,...,  yN|  przez  iloczyny  fyu  tyj,...,  Jy»,  gdzie  t  jest  nową  funkoyą,  wówczas 
otrzymamy  nowy  Wrońskian,  w  postaci  wyznacznika : 


JFtot,  łto  .«,**.)■ 


Rozkładając  ten  wyznacznik  na  dodajniki,  zauważymy,  ze  wyrazy,  zawierające  po- 
chodne *',  lub  pochodne  wyższego  rzędu  funkcyi  t,  możemy  opuścić ,  gdyż  będą  one  propor- 
cyonalne  do  elementów  pierwszej  kolumny,  lub  następnyoh.  Otrzymujemy  zatem : 

Hu  yV-i  yi(,_1) 


•IFttAifci-ifrO-*1 


y«,  y*',...,  y*(«-U 


czyli  wzór :  W(tyu  *y„ .-,  fy»)«  *•  fTfa,  y„  ...,  y),    '  (81) 

który  stanowi  analogię  do  własności  charakterystycznej  funkcyj  jednorodnych  (str.  828.) 
14.  Przyjmijmy,  ze  funkcye:  yn  ys,—v  y»,  pozostają  między  sobą  w  zależności  liniowej: 

<hyt+«iyi  +  ."  +  «»y«=o,  (82) 

w  której  spółozynniki  Oj,  Oj, ...,  o»  są  liczbami   stałemi,  wówczas  otrzymujemy,   na   pod- 
stawie powyższego  równania  tożsamościowego ,  także  następujące  tożsamości : 

«t*t'+ 4K' +•••  +  «"  y^  —  o 
.  .  «iyi"+<hyi"  +  ...  +  ««y«"=o 


(3&v 


o,  yj  («-l)  +  tfjy,^-!)  + ...  +  o*  yw(*-i>  —  0, 
Itfóre   mogą  się  z  tożsamością  (82)  tylko  wówczas  ostać ,  gdy  wyznacznik ,  utworzony  ze 
spółczynników  przy  niewiadomych    stałych:  Of,  04,...,  a«,  będzie  równy  zeru,  a  że  wyzna- 
cznik ten  jest  Wrońskianem  funkcyj  :  y1}  ys, ...,  y»,  zatem  pod  tym  warunkiem,  będzie: 

^(yti  yi,-i  y^^o.  (84) 

Mamy  zatem  twierdzenie: 

JezeU  miedzy  n  funkcyami  jednej  zmiennej  niezależnej  zachodzi  związek  liniowy,  to  Wroń- 
skian. tych  funkcyj  jest  tozsamościowo  równy  zeru. 

15.  Naodwrót  możemy  wykazać,  że  skoro  Wrońskian  danych  n  funkcyj  :  ylf  yj,~.,  y>, 
iest- tozsamościowo  równy  zeru,  funkcye  te  są  od  siebie  liniowo  zależne,  według  relacyi: 

<h  fi  +  «iyi  +  -  +  «»y»  —0. 

•     Twierdzenie  to  jest  wprost  widoczne  dla  n  «  1.  Mamy  bowiem  wówczas  z  warunku: 
JF(y)=0,  daną  funkcye  w  postaoi:  y  =  0,  zatem  spełnia  się  relaoya:  o,y=0. 
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Frsypuś&ny,  ie  to  twierdzenie  prawdziwe  jest  dla  (»— 1)  funkcyj,  że  zatem  w  przy- 
*:  W(yu  Jb,..-,  jr»-i)=»0,  zachodzi  relacya:  alyi  +  a%y%  +  ...  +  a»-iyii-i  =-0. 
t  Załóżmy  teras,   ie   Wrońskian    n  funkcyj:    W($u  y,,...,  y»)  —  0,    a  przy  tern   dane 
ro*:  yi>  *!»••->  y»,  a  przynajmniej  jedna   z  nich  n.  p.  yt,  nie  są  tożsamościowo  równe 
|  wówczas  możemy  tożsamość:  Wtyi,  yi,...,  y«)=0,  na  podstawie  wzoru  (81)  przedstawić 


otrzymujemy : 

Wrońskian  (i» — 1)  funkcyj  :  ( —  j  , .. ,   r —  J  ,  będzie   więc    tedy  także   tożsamościowo 
'zeru,  zatem  miedzy  temi  funkcyami  zaohodzi,  według  założenia,  relacya  kształtu: 

k^,  #|,  _,  a«  są  pewnemi  liozbami  stałemi. 
r  ł  relacyi  tej  wypływa  związek  : 

yt        yi  yi 

I C jest  stałą  dowolną.   Oznaczmy  ją   przez  —a,,   to  otrzymujemy   stąd  szukaną  re- 
» kształtu:  aiyi  +«iyi+... +  any«=sCL 

więc  założone  twierdzenie  prawdziwe  jest  dla  Wronskianu  (n—l)  funkcyj,  to 
;  być  prawdziwe  dla  Wronskianu  n  funkcyj,  a  że  okazało  się  prawdziwe  dla  Wron* 
i  jednej  fonkcyi,  zatem  jest  ogólnie  prawdziwe.  A  zatem: 
ftzltyi,  których  Wrońskian  jest  tożsamościowo  równy  zeru,  są  od  siebie  liniowo  zależne. 

U.  Fnnkeye,  określone  układem  równań.  Niech  będzie  dany  układ  m 
o  m+n  zmiennych,  w  postaci: 


(36) 


,  (i,  ł— 1,  2,.„,  m), 


J^»(*i)  *2»— >  ^»  xnxn  — >s»)  = 
Załóżmy,  że  Jakobian  tego  układu  m  równań : 

iy  od  zera,  że  więc  równania  nie  są  od  siebie  zależne.  Pod  tern 
iem  możemy,  na  podstawie  tych  równań,  m  zmiennych:  zu  £2,...,  nm 
jako  funkcye  pozostałych  n  zmiennych:  xx,  *2,..,  #»,  przyjętych  za 
niezależne.  Układ  m  równań,  od  siebie  niezależnych  o  (m+n) 
aych,  określa  w  ogólności  m  funkcyj  od  siebie  niezależnych  o  n 
iiych.  Jeżeli  n«=»l,  to  funkcye  te  są  wszystkie  funkcyami  jednej 
niezależnej  (w  przypadku  w=0,  mamy  do  czynienia  tylko  z  po- 
emi  wartościami  m  niewiadomych);  jeżeli  m=l ,  wówczas  mamy 
tylko  funkcye  uwikłaną  n  zmiennych  niezależnych 
tając  wyznaczyó  pierwsze  pochodne  cząstkowe  m  funkcyj,  określonych 
emi  równaniami,  różniczkujemy  te  równania  cząstkowo  kolejno  ze 
iu  na  każdą  zmienną,  przyjętą  za  zmienną  niezależną. 
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Różniczkując  te  równania  cząstkowo   podług  x{)  dostajemy  m  równań: 
dF,      dFi  dzx     dFi  de„  dFx  dzm 

z h  --   - h -r 1-  ..."t"  T T — —  V 

Ó£{        08 x     O  X{       oz%    O  Xi  OZm  O  Xi 

dFm+dF!ndZ1  ,dFmdZj  +<*Fn>tem=Q 

dxi       dei  dxt     dz2   dxt     ""      dzm  dx\       ' 

które  są  liniowe ,   ze   względu  na  m  pochodnych  cząstkowych  : 

dz±     (fy  dz^ 

dXi}   ^a?£,"-,   dxi 

Kładąc:    J{FU  F2}...}  Fm)  =  S£y  Fy  "'  f»W,  otrzymujemy: 

dA\  =  _   1  D(Fi,F»-,Fm)     dz, 1_  D(F„  F2,  F%ą...,  Fm) 

dxi  J    D(xi}  z2}  ..., '  zm)'    dXi  J  D(zt,  Xt,  z9}...,  *m)     '"' 

^?«  _  A  J(*n  F*'">  **-*>  F^  .  (36; 

dxr  J    -Dfo,    Z21    ...,    Zm-i,    Xi)        ' 

wzory,   podające    pierwsze    pochodne    cząstkowe   wszystkich   w   funkcyj,    ze 
względu  na  zmienną  niezależną:  #,-.(ś=l,  2,,..,  w). 

17.  Pochodne  cząstkowe  jakiegokolwiek  rzędu,  możemy  dla  funkcyj, 
określonych  równaniami,  wyznaczyć  także  na  podstawie  różniczek  zupełnych 
odnośnego  rzędu. 

W  tym  celu  otrzymujemy  za  pomocą  różniczkowania  danego  układn 
równań,  podług  wszystkich  zmiennych,  na  wyznaczenie  tn  różniczek  zupełnych 
pierwszego  rzędu:  dzi}dz2,...,  dzm,  m  równań:* 

ÓFi  J        >dFil        ,  ,   dF\  J        ,    dFi   J         ,  ,    dFi  *  A 

jr^dzx+-±dz2  +  ...+  -  *  dzm+^J  dxi  +  ...+  J-±dxm=0, 
ozi  oz2  ozm  oxi  oxn 

.  .  .  (37) 

OZi  0*2  OZm  ĆXi  OXn 

Na  wyznaczenie  różniczek  zupełnych  drugiego  rzędu:  d2*t,  d%*2% ...,  dhm, 
otrzymujemy  stąd  równania  symboliczne: 

•  •  •  •  •  •  •      .         •  •  •  •  •  •       ^OOj 

a  następnie   odpowiednio   tn  równań   na    wyznaczenie   różniczek   zupełnych 
w-go  rzędu. 

Zauważymy  przytem,  że  w  równaniach,  wyznaczających  różniczki  zu- 
pełne: rf" £n...,  dnzm,  wyznacznikiem   spółczynników    przy   tych   różniczkach 

będzie  zawsze  Jakobian:     n    *' — -'-- — ^  ,  który  według  założenia  jest  różny 
od  zera. 

18.  Zmiana  wszystkich  zmiennych  w  fankcyi  n  zmiennych  niezależnych. 

Na  podstawie   powyżej    wyprowadzonych    sposobów   wyznaczania  różniczek 
i    pochodnych    łunkcyi ,    określonych    równaniami,    możemy    postępowanie, 
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wskazane    w    art.   17.   str.  399.    dla   funkcyi- dwu    zmiennych    niezależnych, 
rozszerzyć  do  funkcyj  ilukolwiek  zmiennych. 

Jeżeli  mianowicie  daną  jest  funkcya  e  zmiennych:   xiy  xti ,..,  zn,   okre- 
ślona równaniem: 

F{e,xu  ay,...,  a^J-O,  (39) 

a  zmieniamy  wszystkie  zmienne  pierwotne  £,  g]f  a2,...,  xn,  na  nowe  zmienne 
w)  u,,  Uj, ...,  fin,  na  podstawie  (n+1)  równań: 

*=/o(",    *i,    «!»-.,   *»),  Ą(*>   «||   *2,  •••>    *">    »i   «1»    tta,...,    tt„)-0, 

*i=A(",  *,,  «j,-,  *0>  względnie  Ft(*,  xu  *2, ...,  *,,  w,  t^,  t*2,...,  «*)=0,  (40) 


**=/»(",   *1>   «1>">    **),  ^fo   *1>   *I|.-i   ^j   «*>   «i,    ^2,.;.,    «»)=0, 

uważając  zmienne  uly  u2, ...,  u, ,  jako  niezależne,  a  zmienną  w  jako  ich  funkcyę, 
wówczas,  otrzymujemy  niejako  w.  miejsce  danego  równania  między  zmien- 
nemi:  *,  xit...}  xni  nowe   równanie   między    zmiennemi:   w,  Hj....,  un.  Należy 

tedy   pochodne   cząstkowe    pierwotnej    funkcyi :   — , ... ,  —  ,    - 2 ...,   wyrazie 

przez  nowe   zmienne  w,  ui}  uly ...,  un   i   przez  nowe  pochodne  cząstkowe: 

dw         dw      d2w 

W  tym  celu  otrzymamy  z  równania  (39)  pochodne  cząstkowe  funkcyi 
*,  odniesione  do  pierwotnych  zmiennych:  glr..,  #«,  a  na  podstawie  równań 
(40)  wyznaczymy  pochodne  cząstkowe  pierwotnych  zmiennych:  *,  a?tł...,  xn} 
w  odniesieniu  do  nowych  zmiennych:  w,  «*,,  ...,  «»,  a  że  na  podstawie  da- 
nych (*  +  l)  równań,  możemy  zarówno  zmienną  w,  jak  zmienną  *,  uważać 
jako  funkcyę  nowych  zmiennych  niezależnych:  uu  t^,...,  u*,  należy  przeto 
otrzymane  powyżej  wyrażenia  wstawió  we  wzory,  określające  pochodne 
cząstkowe  funkcyi  z  względem  nowych  zmiennych:  u1?  w2, ...,  w*,  a  otrzy- 
mamy równania,  podające  związki  między  pierwotnemi  pochodnemi  oząst- 
kowemi  zmiennej  z  względem  zmiennych  xif  a?2, ...,  #*,  a  pochodnemi  cząst- 
kowemi  zmiennej  w  względem  zmiennych:  t*t,  w2,...,  un. 

19.  Przekształcanie  ealek  wielokrotnych.  Mając  w  calce  wielokrotnej: 
«f— //••J*^i  «&»•■•  *fci  gdzie  z=f(xi}  «,,...,  «,),  (41) 

w  miejsce  zmiennych  niezależnych:  xu  o^,...,  #„,  wprowadzió  nowe  zmienne 
niezależne:  uu  •*,, ...,  «„ ,  na  podstawie  wzorów  przekształcenia: 

*i— /i(«il  •Si-i  *)i  *i— /i(^»  *2>->  *«)>•••>  *»=/"("i>  «a,...,  «Oi     (42) 
musimy  uwzględnió ,  że  rozpoczynając  wyznaczanie  danej  całki  wielokrotnej 
od  całkowania   podług   zmiennej    £n>    uważamy   wszystkie    inne    zmienne: 
*i,  x3...,  a?n_i ,  jako   stałe,   a   więc   ich    różniczki   równe   zeru.    Wobec,  tego 
otrzymujemy,  na  podstawie  wzorów  (42),  równania: 

......  c43) 

0=^-'  dut  +^"-'  d«,  + ... +^"-1  dun , 


dxn=~  du.  +--  du.  +  ...+~ 
z  których, .  kładąc : 
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J  -0^(A>   ftt—tfn)      j  _  md(/ll"'»   f—i) 

"5=^(t^1,«„...,»l),),     ""*"«(«,,...,  «,_i)' 
otrzymujemy  związek  między  różniczkami  dxn  i  dum,  określony  równaniem 
Jn-\dxn—Judun,  skąd  dostajemy: 

**.—£-*..  (44) 

e/ii— 1  ! 

Podstawiwszy  tę  wartość  w  daną  całkę  wielokrotną,  otrzymujemy: 

jr 

J-H4*dXidx2...dXn>=ff...fz  -j^-dĄ.*..  da^tdun. 

Całkując    dalej    według    zmiennej    £„_i,    a    więo   uważając    pozostałe 
zmienne:  xu~n  xn-%,  u» ,  jako  stale,  otrzymujemy  z  równań: 

°-Ą  *•>+%  *•+•-+ i£*~ 


związek  między  różniczką  <Zx«-i,  a  różniczką  dtt*_i,  w  postaci  równania: 

skąd  wypływa :  dr,.!  —  -—  efo,_i, 

zatem : 

JtssSSSg  T^dxi.-.dxu-idum—ff..f*.^=±  .  ^-5-etej.. ..  fe-j^-A. 

Postępując  w  ten  sposób  dalej  i  doszedłszy  do  całkowania  podłóg 
zmiennej  x21  otrzymujemy,  zastępując  tę  zmienną  przez  «,,  daną  całkę 
wielokrotną  w  postaci: 

wj         e/j        </w-j         e/n_i 

W  końcu,  całkując  podług  xu  musimy  przyjąć  ^,=-0, ..,,  rfu*-=0, ...,  zatem 
otrzymamy : 

dXi='^dUif  Czyli  ^l^^i^n 
a  więo ,  po  dokonaniu  skróceń,  daną  całkę  wielokrotną ,  ostatecznie  w  postaci : 

J^ff-ft.JndUidut...  du„7 

gdzie:  *-f(*u  *„...,  *«W(/i,  /i,  •••»  /■) -?(«!•  «ii -t  «•)• 

Mamy  zatem,  na  przekształcenie  całki  wielokrotnej,  wzór: 

//..//(*,....  **)dxtdx%....  dzn-ff..f<p(u„...,  Un)d^^idHldu1...dumi  (46) 

0{UU  ...,  tfu) 

czyli  twierdzenie: 

Jfa^c  cattf  wielokrotną  o  n  zmiennych:  zu  rr2,...,  a;,  przekształcić  na  umq 
całkę  wielokrotną  o  n  zmiennych:  uu  u,,.  .,uM  połączonych  z  pierwołnemi  zmiennem 
za  pomocą  danych  n  równań ,  należy  funkcyę ,  stojącą  pod  znakiem  całkowania  jkh 
mnośyć  przez  Jakobian  pierwotnych  zmiennych  ze  względu  na  nowe  zmienne. 
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Twierdzenie   to  wypowiada   uogólnienie    sposobu  przekształcania  całek 
edyńczych ,  wywołanego  pewnem  podstawieniem ,   a  określonego  wzorem : 

Iłng  którego   przekształcamy   całkę  pojedynczą,  mnożąc  funkcyę,  stojącą 

L znakiem  całkowania   przez    pochodną   pierwotnej   zmiennej   ze  względu 
ową  zmienną. 


ćwiczenia  XXV. 


L Wyznaczyć  różniczki  zupełne  i  pochodne  cząstkowe  funkcyi  uwikłanej,  określonej 
ił  z  następujących  równań: 

1)  aV  +  &*y*  +  eV— al6,=0,  (z  funkcyą  *,  y). 

2)  «f— X1 — y1— **=*0,  (u  funkcyą  a?,  y,  z). 

3)  arctang  u_z  +  1  - arocotg  y  +  g_1«g  («  funkcyą  »,  y,  z). 

4)  Wykazać,  że  pochodne  cząstkowe  czwartego  rzędu  funkcyi  «,  określonej   równa- 
m:  «*— jc1— y *—**=*  0,  spełniają  tożsamościowo  relacyę: 

d»«   .  d»«  .  d*«  ,  rt    d*«         rt    d*«      ,  rt    d*i# 


a»»  +  v+  <**  +  2  ^x,V 


i  +  2 


'0, 


dy1^1  ete^*1" 

6)  Wykazać,  że  na  podstawie  równania:  f(x,  y)=0,  otrzymujemy: 

d/    dj 
'  d*'   dy 

d/    d*/    j>y 
d»'    d**'    diTdy 
df     j)\£      d*f 
dy'    dyda:'   dy* 

6)  Wykazać ,  że  na  podstawie  równania :  /(»,  y,  z)=  0,  dostajemy : 

df    df 


1 

fdAt 


**   d*'  d* 
a/   d«/    _ay 

d«*   d**'   d*d* 
d/    _dy     0*/ 

dz'   d»<te'    d*ł 


JO* 

dx 


O' 


°'  dy'  dz 
df  d»/  d»/ 
dy'  dy»ł  dy^ 
d/  ^/  d>/ 
d*'    dydz'    d*» 


*  GO" 


0  tf     ól 

U'  dx>   dz 

dj  d*f      jdy 

dy '  dydx'    dydz 

df  d*£      d*f 

dz1  dxdz*    dz* 


7)  Wykazać ,  że  poohodne  cząstkowe  drugiego  rzędu  funkcyi  2,  określonej  równaniem  : 

d*z  1 

,*!,  a,,...,  x«)  =  O,  przedstawiają  się  w  postaci :  ^^  =  /d  -  3 .  Dik ,  gdzie  />/*  jest  mino- 

t elementu:  — — ^ —  w  wyznaczniku: 
dxi&xh 


0, 

d/        0/ 

te,  '       te,  '  •" 

te„       ' 

»/ 

d*f       ó*f 

Hf 

»y 

diBj 

<)*,>'   tejte,''"' 

te,te»' 

da^dz 

tej  te*'   tejte*' 

*y 

"'    A*»' 

»y 

dxndz 

»/ 

t*f          Sf 

d»/ 

*y 

te' 

tejte  '   tej  te .' " 

"'    tente' 

te* 

-424  — 


8)  Wykazać,  że  różniozki  zupełne:  dz,  &Hy  d*z,  funkoyi:  z—ffa,  «,,...,  xn),  pod  zało- 
żeniem, że  zmienne:  xu  ar2,...,  x«,  są  funkeyami  innych  zmiennych  niezależnych,  określają 
się  następuj ącemi  wzorami  symbolicznemi  : 


+  .  +  3 


*»/ 


y. 


dz» 


^<to»«H»,  +  ^- <*>*,+. 


•+£*- 


9)  Jeżeli  funkcye:  yt,  yj,...,  y»,  zmiennych  niezależnych:  s1;  a?,,...,  *«,  są  związane 
równaniem:  F(yt,  y„ ...,  y*)=0,  wykazać,  że  wówczas  Jakobian  tych  funkcyj,  który  ozna- 
czamy symbolami: 


•J(yi>  Wfi  y»)  = 


*(tti  hi*..,  y») 

d(xlf  «,,...,  a*) 


,  (i,  *  =  1,  2,...,  ii), 


:^(yi»  yn-»  y») 

jest  tożsamościowo  równy  zeru. 

10)  Dowieść,  nawzajem,  że  między  funkeyami  yi  zmiennych  xi  (t=l,  2, ...,  n)  zachodzi 
związek :  F(yn  ys, ...,  y«)=0,  jeżeli  Jakobian :  J(ylt  ys, .-,  y»),  jest  tożsamościowo  równy  zeru. 

11)  Jeżeli  funkcye  yi  zmiennych  niezależnych:  a*(t=l,  2,...,  n)  są  funkoyami  ułam- 

uł 
kowemi  o  wspólnym  mianowniku:  «,  tak,  że:  y<=  — ,  wykazać,  że  wówozas  ich  Jakobian 

da  się  sprowadzić  do  postaci: 


<Kyn  yi,-,  yn) 


d(xu  a?,,...,  x%)        ii»+l 


du 


du 

ÓXn 

du, 
ÓXn 


Un% 


ÓUn 


_  ÓUn 

dxi'"'}    ÓXn 

12)  Jeżeli  funkcye:  y1?  yj,...,  y»i  zmiennych:  ajj,  ara, ...,  ««,   są  określone  za  pomocą  n 
równań:  /ifri,...,  y«,  «i,...,  a*)""*),..., /*(?!,...,  y*i  *n-i  a^J^O,  wykazać,  że  wówczas: 


*>(fu  /n  -,/») 


■(-1> 


fl(/i,/i,-,  A)     ^>  (yi i  yi,  -.  y«) 


£(*i,  a*,..,  *„)       v      *y    D(y„  y„...,  y„)  '  /}(«,,  *,,...,  a*) * 

13)  Jeżeli  zmienne:  st,  z*, ...,  z*,  są  funkeyami  zmiennych:  y1(  yj,...,  y«,  a  zmienne: 
yn  yjj-M  y»»  są  nadto  funkoyami  zmiennych:  *,,  «,,..,,  a?*,  wykazać,  że  wówczas: 

Zfei,  *i.-,  z«)^-P(Z|t  za,...,  z»)     D{yu  yt,..M  yn) 
Dfo ,  *,, . .,  a?.)      Dfo ,  y*, ...,  y»)  '  Dfo,  *,, ...,  a*)* 

14)  Jeżeli  zmienne:  yt,  yfc,  ••«,  y»,  są  funkeyami  zmiennych:  xux^, ...,  x»,  a  uważamy 
naodwrót  zmienne:  art,  «,,...,  x« ,  jako  funkcye  zmiennych:  yt,  yj, ...,  yn,  wykazać,  że 
wówczas : 

%jJ^i»J      *>(«!»  afr,...t  a?»)  ^  x 
J>(*n  »,,...,  a*)  "  D(yu  y„  ...,  y») 

15)  Jeżeli  yi  są  funkoyami  zmiennych  aw ,  a  nadamy  zmiennym  a?,  *  różnych  przy- 
rostów: A**,-,  wywołujących  odpowiednie  przyrosty  funkcyj:  A*y;,  wykazać,  ze  Jakobian 
funkcyj  yi,  względem  zmiennych  aw,  tworzy  granicę  stosunku  między  wyznacznikiem :  |  A*yi ', 
a  wyznacznikiem  :  |  A*  x, •  | ,  czyli ,  że : 

16)  Jeżeli :  y  —  o^  +  a,y,  + ...  +  a«  y» 

x=aixi  +  01^  +...+  a«»» 
wykazać,  że  wówczas: 

(rfy  V_,  ^(ynyi»-iy<) 


©•-i 
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17)  Wyznaczyć  pochodne  zmiennych  yi  *,  jako  funkcyj  jednej  zmiennej  niezależnej  x  , 
zfłonydb  następującemi  dwoma  równaniami : 

9%  +  JPf  +  *,  =  r*,    axĄ~by  Ą-cz=d. 
Podobnie  dla  następujących  układów  dwu  równań: 

18)    *«  +  y»-8s  +  a-0,  19)    *»+y»+**-8sys=0, 

#*  —  V—  *  +  *=0l  *  +  y  +  «  — a. 

20)    e»  +  «r  +  «*"BS<*i  21)    cosaj+cosy +  cos*=a, 

sina*  +  log  y  -farctgs=&.  053  +  y3  +  «,  =  6. 

22)  sin(*  +  y)  +  s=a,  28)  «e<  +  &y»  +  c*»  =  d, 

sin(«  — y)+*=**,  aa^  +  PyM  +  T^^8- 

L24)  Wyznaczyć  pochodną    ^-  z  trzech  równań  między  czterema  zmiennemi :  x,  y,  s,  «, 
to: 

*l  +  y»+s*  +  i#ł— ał,  log(»y)+^-=.&',  log—  +*»— c\ 

x  x 

25)  Podobnie  z  układu  równań: 

.  *-j-y-J-*-f.t#=a,    x*+y*  +  *!+«*=&,     *,  +  y,  +  *,+*,=s«. 

I     26)  Wyznaczyć  pochodne  cząstkowe  funkcyj  sin,  względem  zmiennych  niezależnych 
1 1,  na  podstawie  układu  dwu  równań  między  czterema  zmiennemi  »,  y,  z,  «,  kształtu : 

■  o*  +  &y +  <*+<&#=**,    a^H^ył^^+^^-w. 

Podobnie ,  na  podstawie  układów : 

27)     *+y+*+«—  a,  £8)  xy  +  zu  =  ay 

log  (i»yswi)  —  fc  * +y =*(*  +«)• 

29)  Jeżeli:  «*-£,'  f*"B£.,''M  ""-1 ""  ~^T  ' 

jnytem:  asj1 +  *!1 +  ...  +  **— i1 +  *«,  =  1, 

jfkizać,  że: 

flfo,  tlą,...,  Un-i)   ^        1 

90)  Jeżeli :  *i,  *)>  "i,  są  trzema  funkcyami  zmiennych  a?  i  y,  a  dla  każdej  pary  funkcyj 
Imrzymy  Jakobiany : 


l*ł 


/)(«,,  tQ  ff  _/>(¥,,  ią)            _i>(«i,  «0 

*  "D(*,  y)      '  f*~X>(*ty)      '  *      D(x,  y) 
znowu  trzy  Jakobiany: 

"'      2>(*,y)     '  ^      />(*,  y)      '  ^""D^f) 


Louaó 


,  ze :  —  *=*  —  =  — . 

"i       "i       «8 


Wykazać  i  wyznaczyć  zależność   dwu  funkcyj    u  i  v  dwu  zmiennych  x  i  y,  określo- 
bk  następuj  ącemi  dwoma  równaniami : 

I     31)  «  =.*  —  y  82)  u  —  *V/l— ył  +  yV/l-** 

fp=»*ł  +  yJ— 2a>y— 2a?  +  2y— 1.  t? «  arc  sin  x  +  arc  sin  y. 

83)  „  =  ?L±-y  84)  fi  =  arctg(»+y)  +  arctg(a?— y) 

1 — xy 


yl-gl  +  1 

2* 


-*y 
f  =  arc  tg  *  +  arc  tg  y 

35)  **—  2*»  +  y*«0  86)  w  »  V/l  +  *'+  Vi  +  y* 

i^iog^+l/i*^?).  ^„l/T+^-l/T+p, 

Wykazać  i  wyznaczyć  zależność  trzech  funkoyj :  u,  v,  to,  określonych  następująoemi 
równaniami ; 
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87)  4*=*+2y+*  88)«=5»H-2y5— 4** 

*=*— 2y+8s  *«*«  +  y»  — *» 

i*:=^2*y— a»  +  4y*— 2**.  10  «  7  **  +  y1  —  bs\ 

ot%\  V        z  ex  xv 

y*  xx        '  gy 

41)  Jeżeli  cztery  funkoye:  «i,  «i,  «s,  w4  związane  są  ze  zmiennemi  niezaleźnemi:  xl1 
*%%  ;rj,  *4,  za  pomocą  następujących  czterech  równań: 

fri^"***  +«!*!  +  «4*4>      *l=«l*l+«3*»+*<4*4l 
**  —  «l*l+«l*l+«4*4f      *4—«l*l+«l*l +«!*»» 

dowieść,  że  miedzy  temi  fonkoyami  zachodzi  związek: 

*1  1         **1  1  "s         i  ^4  < 

1+4^    "+"    1+H,     *     1  +  H,    +    l+t*4     =1* 

42)  Jeżeli  0B«=rcos<p,  y  =  rsinł,  s  =  r  sin  »  cos  <J* ,  gdzie  r,  9,  <|>   8%  zmienne  nieza- 
leżne ,  wykazać ,  że : 

dx     dy  %óz 

df     a<J»  dr 

JON  T  ,  ,.  cos  u  sin  *  cos  v  sin  w  sin  0 

48)  Jeżeli : 


a  cos  9        6  sin  9  cos^         esino  sin+  * 
wykazać,  że: 

D(u%  v) abcBiuy 

D(?,  «f)   "~~   sint#(a,oos,©4-^,8in,?co8,ł+c,8iasf  sin^f/i 

44)  Wykazać,  że  hessyan  funkcyi:  u=xty*+y*z*  +  *V,  da  się  przedstawić  w  postaci : 

J5r(«)=24  [9  * V*1  -  (»ł  +y'+  *')  4 

45)  Wykazać,  że  stosując  do  funkoyi:  /(a?,  y)  podstawienia:    aj=rcos«,    y«=rsin«, 
gdzie   r  i  o  są  nowemi  zmiennem  niezaleźnemi  otrzymujemy  hessyan: 


*(/)•= 


ay     ay 


dx»'    tedy 

ay      ay 

dardy1    V 


\r  aJ 


a1/  j^ 

a7^»  ar 

dr\r  da/1   dr"1"  Hda1 


46)  Wykazać,  że  t.  z.  parametr  różniczko  wy  pierwszego   rzędu  funk- 
cyi:  /(o?,,  ar,, ...,  x»),  kształtu : 


nie  zmienia  swej  postaci  wskutek  przekształcenia  ortogonalnego,  określonego  wzorami: 

*»  — fciy,  -hfc«yi4--  +  fc*y«.(*as3lj  2,...,  »), 
gdzie  yi,ys>...,  y«,  są  nowemi  zmiennemi  niezaleźnemi. 

47)  Wykazać,  że  t.  z.  parametr  różniczkowy  drugiego  rzędu  funkcyi:  f(zu  xiy ..., o.) 

nie  zmienia  swego  kształtu  wskutek  przekształcenia  ortogonalnego. 

48)  Wykazać,  że,  gdy  we  funkcyi  f(r)  jednej  zmiennej  niezależnej  r  podstawimy: 
r=V/a?1,+a!J,+—  +  aJ*,j  pochodne  cząstkowe  tej  funkoyi  względem  zmiennych  niezale- 
żnych: *,,.,.,  xn,  przedstawiają  się  w  postaci:  ~-  ■=—  ~  ,  i  wyznaczyć  parametr,  różni- 
ozkowy  pierwszego  rzędu  A  funkcyi  /  (patrz  ćw.  46.)* 

49)  Wykazać,  że  w  warunkach  zag.  (48)  będzie: 

dau**"  r    dr  +  r    dr  \r    dr)y 
a  zatem  parametr  różniczkowy  drugiego  rzędu  funkcyi  /(r)=/(V/ xx*  +  ...+*»*)     (patrz 
str.  47.),  przedstawia  się  w  postaci : 

Ay_-§r+    *(ija 

'       r  dr  l      dr  \r   dr/ 
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BO)  Jefeli  «=/(*|,  *j,...,  «d«),  a  praytem:  ^*+<^,+—+*»*c=r'»  wykasać,  że  wów- 


te  Ar 

51)  Wykazać,  że: 


64)  Dowieść,  że  funkoye  u  i  v  jednej  zmiennej  niezależnej,  któryoh  Wrońskian 


du      do 

<fcf         dtl 

d 

fe'    dx 

<fe'    Sb 

dx 

dhi     dh 

ss 

<***     <P* 

dr"   <Z*» 

dxi»   <fo< 

IT(«,  t>)- 


"'"  -o, 


są  od  siebie  liniowo  zależne. 

Znaleźć  Wrońskiany  następujących  funkoyj: 
56)  n=»l  —  cos2x,  57)  ff  =  tg'*, 

1  1—  cos2x 

*™tgł»+l*  *"~"l-ł-oos2* 

58)  *  =  6*,    t>=sina;,    10=008 ».      59)  «=logs,  tf=arcsins,  w- 
60)  Wyznaczyć  pochodną  wyzniioznika  funkcyjnego: 

yn       yt»      •••>  y* 


=  aro  cos  ». 


^(yi*  Mf-i  *0— 


*'■      y'i» 


-i  y* 


y1(-l)>yf(-l)J...,  y(— 1) 
którego  elementa  są  funkcyami  jednej  zmiennej   niezależnej  »,  przyczem  y*(r)  przedstawia 
r-tą  pochodną  funkoyi  yi  ze  względu  na  zmienną  niezależną  x. 
61)  Znaleźć  pochodną  wyznacznika  funkcyjnego: 

yi(r+D,...,    y»(r+l) 

IF(yt(H-i),.^y«(r+i))— 

yt  (*+•), ...,   y«^+*) 

w    którym    element   yt(M-*),  (fc=»l,  2,...,  *),    przedstawia    (r  +  i)-tą    pochodną    iunkoyi: 
y»(*=l,  2,—,  n)  jednej  zmiennej  niezależnej  x. 

Bo.wiazania  XXV.    l)£-'.~- tf*,..     8)  f-JL  H^J    B)  Wypływa 
d/*»  +  ^-0.    gi,'  +  25;^+.^ł!-{^-0.     6)    Wypływa 


z  równań 
z  równań: 


dx         '  dy""*      ~'    d*1        ^"*d»dy       w*  ^  dy,w*    '  óy 

"   d*"1"**  da       *•"'  to*"1"     *bó*  ds"*"  d#»  W/  """d*  dx* 
8(i-2««g) 


# 


az--cx 


1Ą  *«?£=»!£).    i9)  g!M'.=g.  gg  g,  »'ain*-«'Bin*  Ąr 

<fct        4y  (0—8)  '  Ab      y— jb       'da        *'  sin  y  —  y1  sin  2         '  flfcr 

rfy_       I  arpt-i  *»-*  —  \ancxXr-l  g»-l  ^f^ii  1"-^^-^- 


(*— g)(y— g)    ofiN  d*      a(gg-cfr) 
(s-«)(y-«)  *      ;  dx      e(du  - e*)  • 


du      a(cz—ax) 
dxes* d(du — ez)' 


'  dx        cy—bz 
tang  x  tang  y.   28) 

82)  «= 


*  (aa  —  1) 
81)  *_«»«.  2«-l 


ssinr. 


33)  «=tgt>.  84)  t>=cotg«.  86)  t>=log*.  86)  t>~— .  87)  4i*-u*  +  **«-0.    88)  t*«=2«- 8*. 
89)  n*+i,«  +  ir*-.2(iłV+pW+w^«)-«»^,^,-=,0.  40)  («+e  +  *0,-«t>"=O.  48)  A/«(|£)\ 

Literatura.  Edouard  Goursat.  Cours  d'  analyse  mathematiąue.  Tome  I.  Paris 
1902.  Ernesto  Pasoal.  Die  Determinanten.  Deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Hermann  Leitz- 
mann.  Łeipzig  1900.  S.  Diokstein.  Własnońoi  i  niektóre  zastosowania  Wrońskianów. 
Prace  matematyczno-fizyczne.  Warszawa  1888. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Różniczkowanie  wyznaczników  funkcyjnych. 

2.  Teorya  i  zastosowanie  Jakobianów. 
8.  Teorya  i  własności  Wrońskianów. 


. 


Wykład  XXVI. 


Rozwijanie  funkcyj  uwikłanych    ilukolwiek 
zmiennych  na  szeregi  potęgowe, 

1.  Rozwijanie  funkcyl  uwikłanej,  określonej  jednem  równaniem.  N 

będzie    daną    funkcja    z    zmiennych    niezależnych:    xn  #2,->,  *•,   określ 
równaniem : 

&\P\  *ii  *ai  wi   &*)==Q} 
zie:  JP(jst  a?jj  5P2,  . .  .,aO  jest  funkcją  (fi  +  1)  zmiennych :  m%  xif ..,,  £„,  o  kti 
■zypuszczamy,  że  da  się  rozwinąć  w  szereg   potęgowy   tjchże   zinieimyi 
Na  podstawie  wzoru  Maclaurina  (str.  337.),  otrzjm ujemy  tedy: 

gdzie  Wą  przedstawia  wartość  fnnkcyi :  F(zf  zu  xv  ,..,  xn)  w  miejscu: 

*=0,  *t-0,  Sj-O,,.,,  s*-0,  a  DF^  D2F0f.„,  D"FQ1 
są  jednorodnemi  funkcyami  i-go,  2-go,  ,„,  r-go  stopnia,  ze  względu  na  zmień 
ą  xn  x2tł>,  **,  w  postaci: 

ogólnie  Dr.F0  przedstawia  się  w  postaci  symbolicznej ; 

Uporządkowawszy    powyższe   wyrażenia    podług    potęg   zmiennej   z\ 
żnej  $,  otrzymamy ; 

ogólnie  : 

gdzie  q>r{,)(xi)  są  jednorodnemi  funkcyami  r-go  stopnia,  ze  względu  na  zmi< 
niezależne:  xi(i=\1  2,...,  n). 
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s      Równanie  (1)   określa    zmienną   *,  jako  funkcyę  jednowartośćiową ,  lub 
ko  funkcyę  wielowartościową  zmiennych  niezależnych:  xi}  x2, ...,  xn.  Niech 
Izie:  js=f(x1}  zlf ...,  xn),  jedną    z    tych  funkcyj,  która,  rozwinięta  według 
Bgu  Maclaurina,  przedstawia  się  w  postaci: 


*-/(*„  x%, ...,  xn)~0o  +(d*\  +2"j  (d'*)o  +•••+  jri  (d^o  +. 


(4) 


ie  e0  przedstawia   wartość   tej    funkcyi  w  miejscu  a?t=0,  a:2=0, ...,  a?w==0, 
(<fcf),  (d25)0, ...,  (drxr)0  są  jednorodnemi  funkcyami  I-go,  2-go, ...,  r-go  stopnia 
względu  na  zmienne  niezależne:  xi}  x21 ...,  x„,  kształtu: 

«-<).+*  £).+-+*(s).' 

**-*•  ($)<+...+,.(0)j+2,„  (^)o+...+^-(^) , 

ólnie  (rfr  z)0   przedstawia  się  w  postaci  symbolicznej : 


d  Vr> 


<**-{*  i^^-^k) 


(B) 


Funkcya  przyjęta:  z=f{xu  £,,..., ,  #„),  określona  szeregiem  potęgowym 
musi  oczywiście  posiadać  tę  własność  ,  że  podstawiona  w  równanie  (2) 
owadza  je  tożsamościowo  do  zera. 

Uporządkowawszy  wyrażenie:  F[f(zu  ...,  xn\  *lf...,  £*],  podług  potęg 
ennych:  xu  x2, ...,  «, ,  musimy  zatem  otrzymać  spółczynniki  przy  wszyst- 
potęgach :  *1r,...f  x„r,  równe  zeru,  skąd  otrzymamy  relacye  na  wyzna- 
enie  funkcyj  całkowitych  I-go,  2-go,...,  r-go  stopnia  ze  względu  na 
denne  zu  ...,  xnj  oznaczonych  symbolami  de,  d*£f,...,  dr*,  a  tern  samem  żą- 
rozwinięcie. 

8.  Przyjąwszy    z    góry    rozwinięcie    funkcyi  *,    określonej    równaniem: 
*(*i  ^ii—ł  tf«)=0,  bądźto   w   postaci   szeregu    Taylora   w   otoczeniu   miejsca 
o*,...,  tfu),  kształtu: 

-/*„...,  *.)=/(«, ^+(«l_^,(y)+fe_^)(^+...+(*_aio(|r;)(|+ 

+  ...  +-i  [ («,  -o,)  ~-+...  +  (*.-fl^]W/(«,, ...,  o,)  +  ...  (6) 

|di  to  w  postaci  szeregu  Maclaurin'a ,    w    otoczeniu   miejsca  (0,  0,  . . . ,  0), 
iltu: 


+ 


i  r     d 


+  X>dx+"+X- 


aiJ/(0'0'-' 


0)+... 


(7) 


r 


nsimy  przede wszystkieni ,  na  podstawie  równania  (1)  wyznaczyć  jakąkol- 
ek  wartość  funkcyi  z  w  przyjętem  miejscu:  (a1?  ft2, ...,  a„),  względnie: 
0,...,  0),  t.  j.  /(a,,  «j,...,  o„),  względnie  /(O,  0,...,  0). 
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Wyznaozywszy  następnie,  na  podstawie  wykładu  XXV.  art.  1.,  str. 
407—408,  pochodne  cząstkowe  tej  funkcyi:  r—,...,    j—9   ^— ^ ...,  należy  obra- 

ohowaó  wartości  tyoh  poohodnyoh  w  przyjętem  miejscu:  (a19  o,,...,  o,), 
względnie  (0,  0,..,  0),  z  uwzględnieniem  wyznaczonej  wartości:  f(at ,aj,.. .a«) 
względnie  /(0,  0,  ...,  0),  danej  funkcyi. 

Otrzymujemy  tedy  dla  danej  funkcyi,  określonej  równaniem: 

F{$,  xu  *„...,  zn)=0, 
formalnie   tyle  szeregów   potęgowych ,  ile  wartości,    na   podstawie   danego 
równania,   przynależy  funkcyi  *  w  przyjętem  miejscu:  (alyol9...y  a»),  wzglę- 
dnie :  (0,  0, ...,  0). 

3.  Haxima  t  minima  fankeyl  uwikłanej,  określonej  równaniem: 
F(z,  xi9  &39— ,  a?„)=0.  Metody  wyznaczania  maximów  i  minimów  funkcyj 
wyraźnych  ilukolwiek  zmiennych,  wyprowadzone  z  szeregów  Taylora,  str. 
888 — 848,  stosują  się  analogicznie  do  funkcyj  uwikłanych,  prowadząc  do 
następującej  reguły : 

Aby  wyznaczyó  maxima  i  minima  funkcyi  *,  określonej  równaniem: 
F(z,  £19  a^f...,  xn)—0f  należy  wyznaczyó  wartości:  xu  «,,...,  x*  z  równań: 

d*    ,0        ^=0 


da?!  dx^ 


które  sprowadzają  się  tu  do  postaci 

dF  dF 

dF 
d$  dM 

dF 


°'     dF 


dxn 


dF 
''"'    dF      ' 


(8) 


de 


a  wieo  w  przypadka: 


dx 


0,  do  równań: 


dxt    "' 


■U, ..., 


dF 


■0. 


(9) 


dx^  "' '"'   dxn 

Równania  te  wyznaozają   te  okłady  wartośoi,   które    wywołać   mogą 
mazima  lub  minima,  funkcyi  i,  określonej    danem  równaniem: 

F(»*  *i»  «,,-»  *.)=■<>. 
Wszelka  wartość  *,  przynależna,  na  podstawie  danego  równania,  ukła- 
dowi  wartośoi  xit  «,, ...,  «.,    wyznaozona    z   równań    (9),    staje  się  w  tern 
miejscu  minimum,   skoro  wszystkie  wyznaczniki,   utworzone  z  pochodnych 
cząstkowych  drugiego  rzędu,  kształtu: 


A- 


tej*' 

dxidxli 

""'  dz^dzt 

d*e 

*?_ 

d»* 

y  gdzie  ś—l,  2,,..,  n, 


dxidxi }  dXidx^  }  ""'  dx<s 
mają  w  tern  miejscu  wartości  dodatnie,  staje  się  zaś  maximum,  gdy  te 
wyznaczniki  są ,  przy  parzystem  t ,  dodatnie,  a  przy  nieparzystem  »,  ujemne, 
a  nie  jest  wreszcie,  ani  wartością  maximalną ,  ani  minimalną ,  gdy  powyższe 

warunki  nie  spełniają  się,  a  przy  tern  wy  znacznik :  Z)»  — 

od  zera. 


d%idXk 


jest    różny 
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Ł  Pnyttad.  Wyznaczyć*  mazima  i  minima  funkcyi uwikłanej  *  dwu  zmiennych  nie- 
iayeh  «  i  y ,  określoną}  równaniem: 

*  •* -f  *y*  —  ay*  —  **  =■  0. 
Kładąc  -Fss^+aryf—  *y*—  »*,  mamy  tu  równania: 

~»y*-yl_8*'«0,     --sz-^ay^O, 

fttrjch,  w  połączeniu  z  danem  równaniem,  otrzymujemy  trzy  układy  wartości  zmien- 
ił niezależnych : 

1)    *«0         2)    *=-6_  8)    *  =  —  6 

y^O'  y  =  6V'8  •  y=-6V/8f 

ifcgąee  trzy  wartości  funkcyi: 

l)z—0f        2)  z—  12V/8,        8)  z—  -12Y/8, 
l  nogą  być"  mazima  lub  minima. 
Celem   rozstrzygnięnia   tej   sprawy,  wyznaczmy   drugie   pochodne  cząstkowe  danej 
i.  W  tym  celu  otrzymamy  z  wzoru  na  pierwsze  pochodne  cząstkowe: 
dF  dF 

dz dx  yz — y1 — 8**     dz  dy  xz  —  2sry 

dx  W^        2z+«y     '   dy^""^™       2*  + asy  ' 

dz  dz 

fnriedoie  wzory  na  pochodne  cząstkowe  drugiego  rzędu ,  kształtu : 
dF\*  d*F     „  dF  dF    d*F    ,  (dF\*  d*F 


(dFy  d*F         di^  dF    d»F        /dF\    

d*z  \dz/     dag*  dag   dz    da?d*  "^Ida?/    dzł 


» 


ft>*V  d*F  dF  (dF    d*F      dF  dłF\      dF  dFd*F 

***  __  ^dz/    dardy  dz    Ida;    dyd'z  +  dy  dxdz)^r  dx   dy   dz1 

d*dy~~  /dF\* 

łflz \dz)  dy9           dy   dz   dydz+\dy/    dz1 

dy»~"  (*2-Y                               ' 

w  warunkach:  t-^0,   —  =0,  sprowadzają  się  do  postaci: 

d*F  d*F                        d*F 
(d*z\ 


*z\ d*^    ff^M ^Ł    (d*9\     —  *£ 

*V~~       dF'    \dxdy)~~~        dF   '    Idy*/  **" 

dz  dz  .  dz 


mamy  tu: 


/d*«\  __       feg  /d'z\       _    z— 2y       /d*z\  _      2a» 

\d»V""2z  +  »y  '    \d»dy/  2z  +  xy*   Vdy V  ^  2z+s 


^  =  2*  +  *y,    sł  — «■•    S*— %•    *i— *• 

otrzymamy,  dla  miejsc  powyżej  wyznaczonych: 

2a*_ 
•xy 

Wartość  z=0,  odpowiadająca  wartościom  aj=0,  y  —  0,  nie  jest  widocznie  ani  ma- 
na, ani  minimum  funkcyi. 
Dla  układu  drugiego :  x  *»  —6,  y  =  6V/8 ,  z=»  12  y/8 ,  otrzymujemy : 

d"^""^8,    d*dy~°'     dy*      y/s"' 

d*g      „  d»zd»z      (d*z\*  n 

"*«!Sł>0'   azarazem:^^~W^  =  1>0' 
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i  • 


Wyznaczywszy  następnie,  na   podstawie   wykładu 
407—408,  pochodne  cząstkowe  tej  funkoyi:  — ,...,    — , 

ohowaó  wartości  tyoh  pochodnyoh  w  przyjętem  miejb 
względnie  (0,  0, ...,  0),  z  uwzględnieniem  wyznaczonej  war 
względnie  /(0,  0, ...,  0),  danej  funkcyi. 

Otrzymujemy  tedy  dla  danej  funkoyi,  określonej  róv 

F(*,  xu  *„...,  xn)=0, 
formalnie   tyle   szeregów  potęgowych,  ile  wartości,    na   ] 
równania,   przynależy  funkcyi  e  w  przyj  ę  tern  miej  sou:  (a1} 
dnie :  (0,  0, ...,  0). 

3.  Hasima  t   minima  funkcyi    uwikłanej,    określo 
F(z,  xXJ  05j,  — ,  a5»)=0.   Metody  wyznaczania  maximów  i   r 
wyraźnych  ilukolwiek  zmiennych,  wyprowadzone   z  szeregi 
388 — 348,  stosują   się   analogioznie   do   funkoyj   uwikłanych 
następującej  reguły: 

Aby  wyznaczyć  maxima   i   minima  funkcyi  *,  określoi, 
Ffa  xu  &!>•••>  ^n)— 0,  należy  wyznaczyć  wartości:  xu  «,,...,  u 

o       * 


OZ* 


»o, 


które  sprowadzają  się  ta  do  postaci: 

dF  dF 


dF    U'     dF 


a  więo  w  przypadka: 


de 
dF 
dx 


0,... 

dl 

0,  do  równań 
dF 


dF 
dz 


Równania  te  wyznaczają   te  układy  wartości,   które    wy 
maxima  lub  minima,  funkoyi  *,  określonej    danem  równaniem: 

F(*}     XXy     *2,...,     ^nJ—O. 

Wszelka  wartość*,  przynależna,  na  podstawie  danego  rówii 
dowi    wartości  g19  x,, ...,  g»,    wyznaczona    z    równań    (9),    staje 
miejscu  minimum,   skoro  wszystkie  wyznaczniki,   utworzone   z   } 
cząstkowych  drugiego  rzędu,  kształtu: 

d2*  d2»  d2B 

dxt2}     dxidx^}"n  dxxdXi 


Br- 


d2»         d2» 


d2e 


gdzie  »»1,  2,,..,  *, 


dxidxi '  dXidx2  f ""'  dZi2 
mają  w  tern  miejscu  wartości  dodatnie,  staje  się  zaś  maximum 
wyznaczniki  są,  przy  parzystem  t ,  dodatnie,  a  przy  nieparzystem  », 
a  nie  jest  wreszcie,  ani  wartością  maximalną ,  ani  minimalną ,  gdy  } 

d2M 
warunki  nie  spełniają  się,  a  przy  tern  wyznacznik :  2)«*» 

od  zera. 


dXidXk 


jest 
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Załóżmy,    że   rozwinięcie    funkcyi  y  w  miejsca   (fl7...,  im),  przedstawia 
w  postaci: 

+  9ai%{xtS1)(x1-$1)  +  ...+2au-Uu(xm-i  -fc-i)  (*.— §-)+- 
rozwinięcie  to    musiałoby    sprawdzać    tożsamościowo   równanie  (12).  Upo- 
lowawszy   to    równanie    podług    potęg   różnic:   #,  —  £t  ...,  #n— -£,  i  kładąc 
^czynniki    przy    poszczególnych  potęgach  różnic:    zt —  £,,    równemi  zeru, 
Rymujemy    równania  warunkowe  na  wyznaczenie  spółczynników :  a]9  a^, ... 

I,,  Ojj, ...,  Onm, ...»  przyjętego  rozwinięcia,  dochodzimy  przytem  do  następu- 

yeh  wyników: 

dF  . 
Jeżeli  pochodna  cząstkowa:-—  jest  w  miejscu:    (17,  §lf...,  £*)   różną  od 

dy 

»,  wówczas  istnieje  tylko  jeden  szereg  potęgowy,  uporządkowany  według 
;  różnic  x4 — £*,   który,  wstawiony  w  równanie   (12),   spełnia  je  toźsamo- 
0.  Szereg  ten  zaczyna  się  od  potęgi:  (#,- — §<)*',  jeżeli  pi   jest   najmniej- 
si wykładnikiem,  w  którym  różnica  :  (a?,— £*)  występuje  w  równaniu  (12). 
Jeżeli  miejsce:  (17,  ft,...,  £»),  jest   miejscem  p-krotnem ,   wówczas    rów- 
nie (12)  sprowadza  się  do  postaci: 

~}d?F{n,  £„...,  ao+^L^ #+**•(,,  I,,...,  £,)+.„- 0,  (13) 

jdwczas  istnieje  p  takich  szeregów  potęgowych,  kształtu: 

y-Tj=ai(zi-ii)+...  +  an(zn-Cn)  +  au(zi—  §,)*+  ■• 
,  wstawione,  w  równanie  (13)  sprowadzają  to    równanie  do   tożsamości, 
gółowe  wyznaczanie  tych  szeregów  stanowi  przedmiot  osobnego  działu 
izy  wyższej,  mianowicie  teoryi  funkcyj  algebraicznych. 
Zajmiemy    się    tu    tylko    jeszcze    niektóremi    ciekawemi    rozwinięciami 
ikcyj  ze  względu  na  jedną  z  jej  zmiennych  niezależnych. 
6.  Szeregi  Lagrange'*.  Niech  będzie  zmienna  z  funkcyą  zmiennych  y  i  z, 
iloną  równaniem : 

*  —  y+xq>{*\ 

kie  <p js)  jest  jakąkolwiek  funkcyą  zmiennej  z.  Załóżmy,  że  nowa  zmienna 
jest  pewną  funkcyą  zmiennej  0,  kształtu: 

"  =  /», 
wtawmy  sobie  za  zadanie  rozwinąć  funkcyę  g>(z)  podług  potęg  zmiennej  z. 
Na  podstawie  szeregu  Maclaurina,  otrzymujemy  tu: 

,     (du\    ,   s*  (d2u\    ,       ,  z*(dnu\    ,  /1>IN 

e:    ISe)    J    id'2)  '  '"'     ^)  '  Fze(i8tawiW    wartości,    jakie    otrzymują 

ihodne  zmiennej  u    względem    zmiennej    z,    gdy   w    nich    położymy   z=0. 

Celem  wyznaczenia  tych  pochodnych,  otrzymujemy  przedewszystkiem : 

du     du  dz     du     du  d  z  Qg\ 

dz     dz  dx}    dy     dz  dy 
Z  równania:  *«y+s9>(*)>  dostajemy  jednak: 

28 
Db.  Dśwtfoki.  WjkŁ  matem.  L  Tom  H. 
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,  #  d»_       g>  (*)  de_  1 

a8ą    :  dx~  L—x<p'(e)  '    <>y-  1— *c>'(«)  ' 

d*  .  .  dir 

awjcc:  S"fW^" 

wobec  tego  otrzymujemy  z  (16) : 

a  więc  pierwszą  pochodną :  —  ,  w  postaci : 

ox 

s-*w*-  (16) 

Na    tej    podstawie ,    otrzymujemy    dalsze    pochodne ;    w   szczególności 
otrzymujemy: 

s*-s(srsl*w*}  (17) 

ft  że:  ^l  *w  *r*«5  *  S+*'>  ai*~*l 9{6)  *]' 

/ki  /&£ 

a  wobec  «=/"(*),  jest:  t~  =  /''(*)  j-  >  przeto  równanie    (17)  sprowadza  się  do 
postaci : 

skąd ,  ze  względu  na  to ,   że  :  —  =  f*  (b)  —  ,    otrzymujemy   drugą    pochodną : 

oy  dy 


S-*[«»w-*l-  <18» 


Załóżmy,  że  (n — l)-sza  pochodna  przedstawia  się  w  postaci  wzoru: 
d—1  u      d— 2 


;;-£■[«*■»-•£]. 


to  otrzymujemy  stąd  n-tą  pochodną  w  postaci: 
ai.;£[{^))-|]-(.-I){!p(«))-^wggg+{,(.))-^r, 

.  .i,.:      i [(?(.»-'£]-£ [(frtj-  ,g]-|[(«'»"-*<]. 
przeto  otrzymujemy: 

czyli  wzór: 

£-■£.[<»<} 

zgodny  z  przyjętym  ,  a  więc,  wobec  prawdziwości  wzoru  (18),  ogólnie  praw- 
dziwy dla  wszelkiego  całkowitego  n. 
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de 
Dla  x=0,  mamy  *™y,  JT^'  a  że:  U==^W»  zatem,:  «0-ss/,(y);  ponieważ: 

=  f'(«).- ,  więc:  [r-j  — /'(y)    Wobec  tego  otrzymujemy  z  wzoru  (19): 
Szereg  (14)  sprowadza  się  zatem  do  szeregu: 

(iWM+scWW+f-j  ^[{^)}v'Cy)]+-+5  ^.[{^)}V'(y)]+...  (20) 

jóry  nazywamy  ogólnym  szeregiem  Lagrange'a. 

Jeżeli  fankcya  /(*)  sprowadza  się  do*,  wówczas  mamy:  /(y)=y,  /v(y)=l. 
i  podstawie  powyższego  wzoru,  otrzymujemy,  na  rozwinięcie  samej  funkcyi 
(Określonej  równaniem:  s=*y+zq>(e)y  szczególny  szereg  Lagrange'a  w  postaci : 

*=y+*y(y)+2j  — ^—  +  3-,  -dyT-  +...+-,  — ^j— +...      (21) 

7.  Przykład.  Bozwinąć  funkcyę  ar,  określoną  równaniem:  s— y  +  ~ó~(*,"~  *)>  tudzież 
IPO^&C  ^  podług  potęg  zmiennej  ». 

Mamy  tu :  ?  (*)  =  */,  (s*— 1).  Na  podstawie  wzoru  (21)  otrzymujemy  tedy  rozwinięcie : 

Funkcyę  2  moiemy  w  tym  przypadku  przedstawić  w  postaci  wyraźnej.  Otrzymamy 
wiem,  na  podstawie  danego  równania: 

X  l     X  X 

Dla  x  =  0,  otrzymujemy  na  z  jedną  wartość  nieskończenie  wielką,  odpowiadającą 
akowi  +  pierwiastka,  drugą  równą  y,  odpowiadającą  znakowi  —  pierwiastka. 

Powyższe  rozwinięcie  odpowiada  przeto  funkcyi  wyraźnej  :  z  = — y     ' 

prowadzi  do  szeregu: 

l-V/l-2y*  +  *»  x  »'       <*(y'-l)ł.      «'       dł(y»-l)»  ,         , 

x*     <fr-*(y'-l)«  . 
+  #"  +  » !  2»        dy»-i         "^  "" 
Zróżniczkowawszy  ten  szereg  podług  y,  otrzymujemy  szereg: 

i,=(  *  +    ^        -1+2-— 5r"  +  2T2>-— Sy"  +  3TT3-        rfy*        +  "' + 

*»  <*"(y'-l)» 

"t"*""1"  »!  2»  '        tfy*        "r"" 

to  ciekawe  rozwinięcie  funkcyi  (1 — 2yx  -\~  X1)— V»  podług  potęg  zmiennej  x.  Spółczynniki 
$o  rozwinięcia  v  przedstawiające  się  w  postaci: 

1  tf»fy»—  In 

n=S  n!  2"  tfy*  ' 

orzą  fonkcye  zmiennej  y,  zwane  funkcyami  Legendre' a. 

Mając    rozwinąć  r-uą   potęgę    funkcyi   z,  określonej    równaniem :  z  =  y  -f-  —  (s*  —  1), 

jdlug  potęg  x,  zastosujemy  ogólny  szereg  Lagrange'a  wz.  (20).  W  tym  celu  podsta- 
itmy;  /(*)=*  z* ,  zatem:  /(y)  a=yri /'(y)  =  ryr—i,  żądany  szereg  przedstawi  się  więc 
postaci: 
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y  -r  2  w     A;-ry     -r2l  2,  dy  ^8!2*  <*y*  -r-  + 

"r","r»!2«  e*y«-l  "1~*" 

2)  Kozwinąd  funkcyę  *  zmiennycli  x  i  y,  określoną  równaniem:  *  =  y  +  ajsinz,  tu- 
dzież funkcyę  sin  z ,  podług  potęg  zmiennej  x. 

Dla  a5=0t  mamy  tu  *  =  y,  a  że:  ©(*)=sins,  więc  f(y)  =  siny. 
Szereg  (21)  Lagrange'a  prowadzi  więc  do  rozwinięcia: 

,    x    .        .  X1      £[sin'y1     ,    xl  d,fsin3y]     ,         ,  «"    d«— Hsin»yl    , 

a  natomiast  szereg  (20)  do  rozwinięcia: 

,    x    .  .    a>*   rf(sin,ycosy)     .    ass    cZ2  (sin*  y  cos  y)     , 

as«  d»-i  (sin*  y  cosy) 
n  !  dyn -  * 

8.  Zastosowanie  szeregów  Lagrange'a  do  rozwiązywania  równań.  Sze- 
regów Lagrangeła  możemy  użyć  z  korzyścią  do  rozwijania  pierwiastków 
danych  równań  według  potęg  zależnych  od  ich  spółczynników. 

a)  Niech  będzie  dane  równanie  drugiego  stopnia  kształtu: 

ax2  —  bx  +  c«=  0, 
to,  pisząc  je  w  postaci: 

c    .  ax% 

•-T  +  T- 

dochodzimy  do  równania  typu:  **-y+£9>(*),  w  którem  wyrazy  *,  y,  x  zastą- 
pione  zostały  przez  wyrazy  *,-=-,  a ,  a  wobec  tego ,  na  podstawie  szeregu 
(21)  Lagrange'a,  do  rozwinięcia  według  potęg  spółczynnika  a,  w  postaci: 

cc2       ,4c'      .     B.6c»   3l 
*-V+»r-+2!»ifl+SrP#+- 
której    użyć  możemy     do    wyznaczenia    przybliżonej    wartości    pierwiastka: 

x=  -~~  ~—  pod  warunkiem :  4  |  ac  |  <  |  i  | 2. 

2a 

Stosując  n.  p.  to  rozwinięcie  do  równania:  x% — 4z+2  —  0,  mamy:  a=l, 
6=4,  c=2,  zatem: 

=  JL       1        1         5.6 
*       2        24       2G      3!210 
jako  szereg  wyobrażający  wartość:  x=2 — \/2  =*0'6858... 

/?)  Weźmy  pod  uwagę  równanie  trój  wyrazowe  m-go  stopnia  kształtu: 

xm+  ax  —  6  «=0. 
Przedstawiwszy  je  w  postaci: 

b         1     m 
a        a 

możemy  doń  zastosować  szereg  (21)  Lagrange'a.  Podstawiając  we  wzorze  (21) 

6        1  .     ,  A  .  ..... 

wyrazy:   x,  — ,    — ,  zamiast:  g,  y,  x,  otrzymujemy  tu  rozwinięcie  zmiennej 

x  podług  potęg  wyrazu  — ,  w  postaci: 

x  -  „  _  1  -+ 11  *»"3_  1  1  *<&+  4  f_r,.  1 1  *l1ir?+ 

*_y       ay+2!a2      dy        3!  a*       dył     +'"+l      ;   n!  o-     dy"-»    + 
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Wykonawszy   wskazane    działania   i    zastępując   y   przez  — ,  otrzymu- 
jemy powyższe  rozwinięcie  w  postaci: 

Xs~  a        aro+1+  2!a2m+1  3!  aam+i  +  — 

zbieżne ,  dopóki  tnm  j  b  I*-"1  <(w — l)w~1 1  a  |m. 

Korzystając  z  szeregu   (20)  Lagrange'a,    otrzymujemy   rozwinięcie   ja- 
kiejkolwiek funkcyi  tego  pierwiastka. 

Tak  n.  p.  otrzymamy : 


czyli: 


1    m  ,      1    1  d[y**-*]        1    1   d2(y3n-J) 
log*«logJ,--y-+^  JŁ_i_-_  -L-;+... 

6       ftm-i      2w  —  1  i2"-2     (3m-l)(3w— 2)  J3"1"3 
log*=log  — -— -  + 


a        am  2!        a2m  3! 


a 


3m 


y)  Weźmy  pod  uwagę  ogólne  równanie  ft-go  stopnia,  kształtu: 
a,3P+a,_1s"-1  +  ...  +  a2z2+a12;— o0=0, 
tedy,  kładąc: 

o,  +«,*+...+«,  *"ł~^-, 
przedstawimy  to  równanie  w  postaci : 

c>(s)        ° 
czyli :  x  —  o0  c>(<b). 

Stosując  do  niej  szereg  Lagrange'a,  możemy  #  rozwinąć  według  potęg 
spółczynnika  o0.  Otrzymamy  tedy  rozwinięcie  w  postaci: 

*-"•«*>  +  2"!  [~ di- Jo+  "8!  [~ d&~  l  +-+in  l~~ d*^1     J„ +- 
gdzie  spółczynnik  przy  -^ ,  przedstawiony  w  postaci :  I  —    ^      I    wyobraża 

1 


wartość  (n — l)-szej  pochodnej  funkcyi:  <p(x)=*   ^  ^^  ^^ — ^^  ^w_1      w    miej- 


scu: 3=0. 

ó)  Weźmy  ogólne  równanie  przestępne ,  kształtu : 
a0=aix+a2x%+...+aucifl  +... 
w  którem  szereg:  a1x+a2x*+...  jest  szeregiem  zbieżnym  w  kole  o  promieniu 
p,  przyczem  spółczynnik  a{  jest  różny  od  zera. 

Możemy  tedy  pierwiastek  a;,  który  wraz  z  a0  dąży  równocześnie  do 
zera,  t.  j.  najmniejszy  pierwiastek  tego  równania,  na  podstawie  szeregu 
Lagrange^ ,  rozwinąć  według  potęg  liczby  o0. 

W  tym  celu  połóżmy: 

ai+aiX+azx2  +  ...+anxn-i  +  ...=ip(x), 
a  otrzymamy  dane  równanie  w  postaci : 

a0=x.tf>(x),   czyli    x=a0.— —  , 
skąd,  na  podstawie  szeregu  Lagrange'a,  otrzymamy  rozwinięcie: 
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gdzie  znak  O  ma  wskazywać ,  że  wyznaczywszy  wskazane  pochodne  funkcyi 
[  j  względem  x}  mamy  podstawić  0  za  x. 

9.  Odwracanie  szeregów  potęgowych.  Roz  wij  anie  zmiennej  z  według  potęg 
zmiennej  y,  określonej  szeregiem  potęgowym: 

y=aix+a2x*+.  ..+«*  xn+... 
zbieżnym  w  zakresie  \x\<Zc,  na  szereg  potęgowy : 

x=bxy  +  b2y*+...+bny»+... 
nazywamy  odwracaniem,  albo  in wersy ą  danego  szeregu* 

Na  podstawie  szeregu  Lagrange'a ,   otrzymujemy,  według  poprzedzają- 
cego ustępu,  spółozynniki  &„,  żądanego  rozwinięcia  w  postaci: 

gdzie :  *  tp{x)^ax  +a2x+azx2+...  +  On  X*-x  +  ... 

zatem : 

-» ■  «w+ fi  [s  ( #W )1 +-+&  [£•  (m)"l.+-  ** 

Żądane  odwrócenie  możemy    wyznaczyć  stopniowo  także  w  ten  sposób 
że,  przyjmując  szukane  rozwinięcie  w  postaci: 

z=i>iy+bty2+bzy*+...+bny*+...) 

zastąpimy  w  danym  szeregu: 

y=aix+a%x%+azx*+...+anxn+...} 
zmienną  x  przez  przyjęty  szereg  potęgowy.    Otrzymujemy   tedy  tożsamość: 

+  ...+On**  +  .-)*+y  +  bn  (OlX+0%Z*+ ...  +  «.  #  +  *.)*+- 

z  których  wypływają  kolejne  wartości  spółozynników  bn  w  postaci: 
i-i-     b  —  a*     b  _2a»-aia3 


10.  Metoda  wskazana ,   znana   pod  nazwą  metody  porównania  współczynników,  po- 
zwala wyznaczyć  takie  odwrócenie  szeregu  potęgowego,  kształtu: 

y  =  On  X*  +  ffn-f  1  Xn+1  + ... 

Rozchodzi  się  jedynie  o  postać  szeregu  potęgowego ,   przedstawiającego  tę  wartość 
zmiennej  x,  która  wraz  z  y  maleje  do  zera. 
W  tym  celu ,  piszemy : 

y*«.x»(l+a"+1  *  +  *"+***  +  ...) 
\  O*  On  ' 

i  wyciągamy  obustronnie  pierwiastek  n-go  stopnia. 
Stosując  wzór: 

a+tf-i  +  i  h^+- 

otrzymamy,  w  danym  wypadku,  wzór : 


v* 


On 


r   -  -(--i)  i 

lii*    (**+*  I     *n+2        II  *\     I        *    VW  '    /«»+l  ,     »«+*      5    ,  V    ,  I 

,ll+T(_±.a,+  _  ..+  ..J+____ (_*  +  __*»+...)  +...J 
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Rozwijając  według  potęg  *,  otrzymamy : 

_l_ 

y    =Atx+  A%x*  +  Atx* -f  ... 
przyczem:  «■+!*•/ 

i  sprowadzamy  rzecz  do  odwrócenia  szeregu: 

i_ 

y    =  AiX  +  Atx*  4-  ^«*ł  +  ... 
rżanego 

y  " ,  otrzymujemy  więc : 


w  poprzednim  art.  wskazanego,  z  tą  tylko  różnicą,  ie  miejsce  zmiennej  y,  zajęła  zmienna 
1 


Odwrócenie  szeregu: 
ma  zatem  postać: 


-1  JL  JL 

y  =  o*  x"  +  0*4. 1  *»+*  -f ... 


Współczynniki  bu  dJ?  d3,...  wyznaczamy,  podstawiając  rozwinięcie: 

_Ł  JL  JL 

we  wzór: 

y  =  a»a5»  -J-  tfn+1  x*+l  -J-  ... 

otrzymujemy  tedy: 

_L  JL  i  _1  JL  A 

y  =  on(biy*  +  **y-+^y"+..>  +  *M-i&lf,l+**ir"  +  &,y  "  +  ...)"*1  +... 
skąd  wynikają  równania: 

an  V  =  1,  nan  V"1  bt  +  tf«+i  fya+1  =0 , ... 
,  .  ,  1  ,  bt*On+l 

Von  na* 

Rozwinięcie  powyższe  możemy  przedstawić  w  postaci  szeregu  Łagrange'a,  rozwiniętego 
jednak  według  potęg  zmiennej  y1/*.  Pisząc,  bowiem : 

y =;r»(a*  +  a»+i  x  +  On+2  s1  + ...) 

awięc:  y  »  =as(an+ ajł+i*  +  Oii-f2aj,4- ...)  « 

i  podstawiając:  ty(x)=an  +  an+l*  +  On+»*'+  ... 

j_ 

_L  _L  JL  (    1    \  * 

otrzymamy:  y  «=  ar. [+(*)]  »  ,   czyli:  *  =  y»   V<K»)/     1 

11.   Rozwijanie  układu  funkeyj    uwikłanych,   na    szeregi   potęgowe. 

Niech  będzie  danych  m  funkeyj:  ylf  y2ł...,  ym,  o  n  zmiennych  niezależnych: 
xu  £j,...,  #„,  zapomocą  m  równań  o  w+n  zmiennych:  y1?  ya, .. ,  ym,  x1}x%^...} 
...,«»,  w  postaci: 

■*#(*!!  ft>  -1  y«i  *n  «,»  ■••>  *0-Of  •-!!  2)  -.,  w-  (24) 

Rozwińmy  prawą  stronę  każdego  z  tych  w  równań,  uważaną,  jako  funkcyę 
m+n  zmiennych,  na  podstawie  szeregu  Maclaurin'a,  na  szereg  potęgowy, 
a  otrzymamy  rozwinięcia  kształtu  : 
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-*•.&,. -,  y«,  «,,«!,...,  a:,)-l!'<(0)+^ł(0)+^j^2?<(0)+...+ 

+...+  i, d»  F((0)  +  ...  (»=1,  2,  ...,  m),  (25) 

fi ! 

gdzie  Fi(ó)  jest  wartością  funkcyi:  -F<(yt, ...,  ym,  xl,..ixn)  w  miejscu: 
&— 0,  -,  ym=0,  *,-(),...,  05n=O,  a  <*#(<>),  d2Fi(o)}..n  drFi{o),  są  jednorodnemi 
funkcyami  zmiennych:  yt,...,  ym,  «i,  ^2»—»  *«?  pierwszego,  drugiego,...,  r-go 
stopnia ,  kształtu : 

-■'»»-(f)/.--C')/-(g)/-+-ja- 

ogólnie:     ^Ft(o)~^9i+...+±jm+ ^sl  +  ...  +  ±wnfFt(o,...,o1  o,.., o). 

Przyjmując  rozwinięcia  m  funkcyj :    ylf  y2, ...,  ym,  według  potęg  zmien- 
nych niezależnych:  xi9  tf2,...,  £„,  w  postaci: 

9r~M*U    *v-   ^=/r(0)  +  d/r(0)+^dVr(0)  +  ..+  ^^/r^0)+..     (r-1,    2,...,    f»), 

gdzie  /*r(o)  jest  wartością  funkcyi  uwikłanej  yr  zmiennych  niezależnych: 
xi}  £a,...,  a?„,  w  miejscu:  o?1=0, ...,  #„— 0,  to  rozwinięcia  tak  przyjęte,  wsta- 
wione w  równanie  (24)   muszą  je  sprawdzać  tożsamościowo ,  tak  że  będzie: 

Wt>  /ii-i  /»t  *i>  **,.•.,  a?.)-=0i  (<— li  2,...,  m). 
Uporządkowawszy  tę  tożsamość,  na  mocy  równań  (25),  według  potęg 
zmiennych  niezależnych:  xi}  x21  ...,  xn)  musimy  otrzymać  spółczynniki,  przy 
wszelkich  potęgach  xt  i  ich  iloczynach  równe  zeru.  Tym  sposobem  otrzymu- 
jemy kolejne  warunki  na  wyznaczenie  spółczynników,  przyjętych  m  rozwinięć 
funkcyj:  yu  y„...,  ym. 


Ćwiczenia    XXVI. 

1)  Jeżeli:  (C,ij),  oznaczają  układ  wartości,  sprawdzających  równanie:  F(x,  y)  «*0,  dla 

dF 
którego  pochodna  cząstkowa    —  nie  staje  się  równą  zeru ,  wykazać ,  że  istnieje  wówczas 

jeden   szereg  potęgowy  y,  rozwinięty   według  potęg  ap —  C   z   wolnym  wyrazem   i),  który, 
wstawiony  w  równanie:  F(x,  y)  =  0,  sprawdza  je  tożsamościowo. 

2)  Jeżeli:  (C,  r\)  oznaczają  parę  wartości,  sprawdzających  równanie:  F(«,  y)=0,  dla 

...  dF      d*F  d»-iF      .      .      dF  d«F    .       x  .       .  .  .        .   . 

którego :  —  =  —^  = ...  =      n_i  =  0,  ale :  -  -  - ,   oraz  — -  me  stają  się  zerami ,  wykazać,  2e 

istnieje  wówczas  n  szeregów  potęgowych,  rozwiniętych   według  całkowitych,    dodatnych 
potęg  wyrazu  (*— C)1/*,  przyjmujących  przy  a?=C,  wartość  r\. 

8)  Dowieść,  że  jeżeli  jedno  z  n  rozwinięć  (w  Ćw.  2.)  ma  postać: 

y0=i +4(*-S)1/"  +  M—  tf*  +  •« 

to  pozostałe  (n— 1)  rozwinięć,  możemy  znaleźć  w  postaci : 

-  2*   ,    .    .    2r 

przyczem   s  =  l^n  =cos [-  %  sin  — . 

—  ii  ii 

4)  Dowieść  następującego  twierdzenia:  Jeżeli  F(y,  a^,  «,,...,  a?»)  jest  całkowitą 
funkcyą  zmiennych  y,  *i,...,  xn  bez  wyrazu  wolnego  od  zmiennych,  w  której  spółczynnik 
przy  y  równy  jest  —1,  wówczas  istnieje  jeden  tylko  szereg  potęgowy  na  y,  uporządkowany 
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tog  potęg    zmiennych:  *j,  *j,...,  x%y  bez  wyrazu  wolnego  od  zmiennych,  posiadający 
rłasność,  że  wstawiony  w  równanie:  F(y,  *,,...,  ajm)=0,   sprawdza  je  tożsamościowe 
5)  Znaleźć  maxixna  i  minima  funkcyi  z ,  określonej  równaniem : 
o**  +  cy*—z*  +  26xy  -  cŁr  —  «y=0 
,    6)  Wykazać ,  że  funkeya  z ,  określona  równaniem : 
v  aV>*x*y*  —  a*x*y— h*xy*—  z*  =  0 , 


masimum  równe: 


8V/8* 

7)  Wykazać  ,  że  funkeya  z ,  określona  równaniem : 

*V  —  (»-a)(y-*)*  =  0, 
minimum  równe :  (*7/i  ofc)*. 

8)  Wyznaczyć  maxima  i  minima  funkcyi  z ,  określonej  równaniem : 

x*yz-\-  y*xz  +  zhy  —  o  (oj*  +ys-f2r3)  =  0. 

9)  Znaleźć  na  płaszczyźnie  punkt,  który   miałby   tę  własność,    że   suma  jego  odle- 
l  od  dwu  danych  prostych  i  od  danego  punktu  byłaby  minimum. 

10)  Wykazać ,  że  ze  wszystkich  n-kątów,  jakie  możemy  utworzyć  z  danych  n  boków, 
ten  największą  powierzchnię,  który  da  się  wpisać  w  koło. 

11)  Znaleźć  osie  krzywej  drugiego   rzędu:   a11xa  +  o1,y,  + 2anary  -J-  °si  =0»   uważając 
wierzchołki,  jako  punkta,   których  odległość  od  środka  krzywej  jest  maximum,   albo 

nim. 

Wyznaczyć  szeregi  potęgowe ,   określające   zmienną  y,  na  podstawie  jednego   z   na- 
ijących  równali: 

12)  er  —  x — 1  =  0.     19)  cos  y — x  sin  y  =  0.    14)  sin  y— as  =  0. 

15)  Dowieść,  że  opierając  się  na  wzorze: 

pnimy  wzór : 

1     d*[(x\ogX>]  ,     ,     _   .  ,      &,,  x,    ,  ,     Sn„  N 

-j        ^^    ;J  —  1  +  Si  log*+  g3  (log*)»  +  ...  +  ^(log*)n, 
Ą  jest  sumą  iloczynów  po  r  liczb  z  zakresu  liczb  od  1  do  *. 

16)  Wyprowadzić  następujące  rozwinięcie ,  zwane  szeregiem  Bordy: 
log(aJ  +  2)  =  21og(*  +  l)-21og(a:~l)  +  log(a?-2)  + 

+  2  l^~fo+8~(a^8i)   +  T\x^Sx)+~  J 

17)  Wyprowadzić  następujące  rozwinięcie,  zwane  szeregiem  Stirlinga: 

18)  Wyprowadzić  szereg  Berno uille'go,  kształtu: 

/(*)  =/(»)  +  */'(*)  -  C  f"  (*)  +  -  +  (-i)«+»  JJ /W  (*)  +  - 

19)  Rozwinąć  potęgę  (o+x)«   za   pomocą   szeregu  Beraouillego  (ćw.  18.)  i  porównać 
rozwinięcie  z  rozwinięciem  Newtona. 

20)  Na  podstawie  szeregu  Bernouille'go  (ćw.  18.),  wyprowadzić  szereg: 

(#+x)^_I[i__^_  +  g)_?!__(j)_J_l+...]. 

Przy  pomocy  szeregu  (Ćw.  20.)  wykazać,  że: 

»>  V®  -  '  ('  +  Oo  +  TxŚr  +  WTOcii  +  -  ) 


^*«-('-*Ł+-^£-rfa'-£+-) 
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28)  Jeżeli  *-.y  +  *?(*),  wyprowadzić  wzór: 

24)  Jeżeli  s  =  .F[y  +  *•(*)],  wykazać,  że: 

/W- **■«]  +  x . f[łXr)].  ^|^-  +  fi  •  I  '[{*(**))}'. -^™]  +  - 

Na  podstawie  równania:  yx'— 6x  +  a  =  0,  wyprowadzić  następujące  rozwinięcia: 
0_N  aa*       .   4a*     ,  ,    5.6  .  a4    ,  , 

'  2       26«^6*!'^   2   6«y  ^2.8  b*V  + 

27)  log.-log  T+p  y+  a^+aTsi*'*'*" 

28)  Na  podstawie  równania  :  x**+i-\-ax — y=s=0,  wyprowadzić  rozwinięcie: 

^l-^^^t2     y*»+*         (8m  +  2)(3m  +  3)       y3m+l 

29)  Wykazać,    że  najmniejszy    pierwiastek    równania    piątego    stopnia,   kształtu 
x5-ł-4*+2=0,  ^a  8ic  przedstawić  w  postaci: 

1    ,  26      2»    .  ,  2"  QR 

80)  Wykazać,  że  najmniejszy  pierwiastek  równania  drugiego  stopnia:  **— 005+6=0, 
da  się  przedstawić  w  postaci : 


6  /i  _i_  *  _i_     4         6,_i_    B'6       *S_i_     i 

*— 7r\1+^  +  T2'  ■  ^  +  172.8  "  ••  +  ~i 

81)  Wykazać,  że  najmniejszy  pierwiastek  równania  trzeciego  stopnia:  xz—ax-\-b=0] 
da  się  przedstawić  w  postaci: 

82)  Wyprowadzić  rozwinięcie   najmniejszego    pierwiastka   równania    n-go    stopnii 
kształtu:  aa?*  —  a;  +  6  «=  0 ,  według  potęg  spółczynnika  a,  w  postaci: 

*«6{l  +  &»-i.a  +  2*&*— 2.  £-  +  8w(8»  — l)&3»-3  .  || +  •••}. 

88)  Wykazać,  że  oba  pierwiastki  równania  drugiego  stopnia,  kształtu: ax* -6x+c=C 
wyrażają  się  szeregiem : 

—  A  o.  l/ZZ  l~i  _ -L  _**_ _  1'1,8     _ _?* 1.1.3.8.5      6^    _     I 

X      2a+  V       al-1      2!   2*ac  41       *  2*a*c*  6!  2«~«»c»       m"  V 

odpowiednio  do  dwu  wartości  pierwiastka  y — ,  jednej  dodatniej,  a  drugiej  ujemnej. 

84)  Wykazać,  że  wszystkie  trzy  pierwiastki  równania  trzeciego  stopnia,  kształtu 
x*—ox  -|-6  =  0,  podaje  szereg : 

^^-J^  1  a  2.1  «* 2^1  o« 

X    "V         \i+ "8   "  (V^~6)2        8*2!    '   (V^^6)4       33.3!  *   (y?^)6  "h 

2JL4     _  o«__    _      * 

+  B*.4!    *    (V^-6)8        '  '' 

odpowiednio  do  trzech  wartości  pierwiastka:  V^—  6,  które  przedstawiają  się  w  postaci: 

85)  Wykazać,  że  wszystkie  n  pierwiastki  równania  n-go  stopnia  kształtu: 

axn  _  ix  ą.  e  _  o , 

dadzą  się  przedstawić  w  postaci  szeregu:  | 


X 

n 


—  448  — 

fi       1   >«,M  &»«»       (4-n)(4-2»)  fe»«»  1 


te :  a  =  yl ma.  n  wartości  kształtu : 

a-1*^  /        2*16,..     2Jbr\  -    ft         '       ,x 

!£  —  a  icos  —  +  i  sin  — -),  (*  =  0,  2, ...,  n- 1). 

86)  Z  równania  przestępnego:  alogx  +  6  —  a?=0,  wyprowadzić  szereg: 
.        a        2       a*       3   as        4    a* 

37)  Na  podstawie  równania:  y'— 2y  +  l=0,  wyprowadzić  szereg: 

i  ,       1,1.       3      t     4.6    . 

logy  =  log  -g-  +  2i  +  gjgr  +  8  fg*  +  - 

38)  Wykazać ,  że  równanie  różniczkowe  Legendre'a ,  w  postaci : 
l{(l-**)d£+»(n  +  l)F=0, 

■■tek  podstawienia:  x=cos8,  sprowadza  się  do  postaci: 
I  ^(sine^)+»(«i+l)8ine.F  =  0. 

I     Wyprowadzić  następujące  szeregi: 

I   40; 


^  1-^±fl  =  a,x-«,!r'  +  a,*»-flł*«  +  -,  g^ie:  o,  =  l  +  'i-  +  1  +  ...  +  i. 


41)(l+»)--l  +  .»-i.«»  +  -|..»-A^+. 

42)  Wykazać,  że  maxima  i  minima  funkcyi : 

a?*       y'       <&' 


x*       y'       3' 
rł=x2+y5+«',  gdy  —^  +  ^  +  -j— 1=0,    a  zarazem:  a* -f- py+ Y2=0, 


Bacz  a  równanie: 

a»«>  6>Bl  cV 


=  0. 


43)  Jeżeli  równanie  m-go    stopnia  o  dwu  zmiennych  x  i  y  przedstawimy  w  postaci: 
;  F(x,  y)  =  *»/  (-^)  +  *—»/,  (|)  +  sm-2/,  (|-)  +  ...=0 

k%-y:  i— +J+3+3+- 

fuzió,  że  na  wyznaczenie  spółczynników :  o,  Oi,  O], ...,  otrzymujemy  następujące  równanie: 

/(•)-0,  i5{+AW-o,  ^g+C-Jg+^g+yiw-o,  i  t.  4. 

45)  Jeżeli  trzy  zmienne  x,  y,  s,  związane  są  dwoma  równaniami ,  kształtu : 

*-(«.*•>— "/(£•  T)+-"-1/'«(i'  t) +*—'•(£•  £)+••• -°. 
♦(«,»,.)-*-.(■!-,  i)+«— ^(a,  ^)+?»-i?.(^.  |)+-=o, 

włożymy : 

J!L— a4-fi4.??4.5  4.  i—  &4.  *t,    *i,&3    ,       _0 

^  =  a  +  x  +  xt  +  xi  +  ~*     -J— ■*  +  -J+^i  +  Ji  +  --°. 

kazać,  że  na  wyznaczenie  spółczynników  a,  at,  a,, ...  i  6,  ^,6,, ...  otrzymujemy  równania: 
/(a,  *)-0,  *(a,  6)=0,  «,J{+  6,  ^+/,(a,  6)  =  0,  a,^  +  6,  J|  J.  ?t(a,  6)  =  0r... 
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46)  Jak  przekształci  się  równanie  różniczkowe : 

jeżeli  zmienne  niezależne:  x,  y,  ar,   zastąpimy  przez   nowe   zmienne:  C,  r),  £,   na    podstawie 
wzorów  przekształcenia:  »=*£,  ye=Rf  ar=Cij. 

47)  Przekształcić  całkę  podwójną  kształtu:  J=  \  \  V 1  +  (— )  +  (— )    dxdy,    gdzie: 

*= arc  sin  [  74(0*  +  c-*)(ev  -f"  e~v)]i  skoro  wprowadzimy  nowe  zmienne  c,  i],   na  podstawie 
wzorów :  C=  V,  (e*  4-  g-»),  rj  «=  */,  («y  -f  g-y). 

Jeżeli  i# =/(«),  a  z=y  +  xy  (ar),  dowieść,  że: 

-»  B  ['<*>  g-C  ['»  23-   «»  a^  [{♦<«))•  gK,  [«.«■*•  Sil- 

50)  Wyprowadzić   rozwinięcie  funkcyi  F(x)  podług  potęg  funkcyi  ?(s),  gdzie  f(o)=0, 
w  postaci  szeregu ,  zwanego  szeregiem  Btlrraanna : 

F' 


'(a)"    1!  tl  dx  J«      2! 

"M  dx*  /«      8! 


*•(•)«*•(•)  +   f( 


51)  Wykazać,  że: 


i» 


Eozwiązania  XXVI.    1)— 28)   Wskazówki   zawarte   w   wykładzie.    29)  *=0,4928 
88)  Położyć  o?'  =  y  i  wyprowadzić  rozwinięcie  \/y   według  potęg  ilorazu — .    84)    Położyć 


s3=y   i  rozwinąć   Y^y   podług  potęg  spółczynnika  a.   89)  Położyć  z*  =  y   i  rozwinąć  Y/y 
według  potęg  ilorazu  — . 41)  1+  ^  +      3,       +— ^ '-+  - —41      ~ +  " 

*>*■:>"•  :>•:>»•  MfcSfe 

Literatura.  J.  Bertrand.  Traitó  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral.  Parii 
1864.  M.  Ed.  Brahy.  Exercices  móthodiąues  de  calcul  differentiól.  Paris  1898.  Dr.  Józei 
Kniaź  Puzyna.  Teorya  funkcyj  analitycznych.  Tom  II.  Lwów,  1900.  Dr.  Otto  Stolz 
Grundztlge  der  Differential  und  Integralrechnung.  Leipzig  1898. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Szeregi  Lagrange'a  i  ich  zastosowania. 

2.  Własności  funkcyj  Legendre'a ,  określonych  wzorem : 

Y 1         d»  (*»-!>» 

*       »!  2»~  dx* 

8.  Rozwiązywanie  równań  algebraicznych  i  przestępnych  za  pomocą  szeregów. 


Wykład  XXVII. 

Zasady  teoryi  iloczynów  nieskończonych 
i  rozwijanie  funkcyj  na  iloczyny. 

1.  Zasadnicze  pojęcia*  Iloczyn,  złożony  ze  skończonej  ilości  liczb,  jest 
zawsze  pewną  liczbą  skończoną,  różną  od  zera,  jeżeli  żaden  z  jego  czynni- 
ków nie  jest  liczbą  nieskończenie  wielką,  lub  zerem. 

Weźmy  teraz  pod  uwagę  iloczyn,  złożony  z  nieskończenie  wielu  liczb, 
zwany  iloczynem  nieskończonym.  Chcąc  zbadać  wartość  danego  ilo- 
czynu nieskończonego,  przyjmijmy,  że  jego  czynniki  postępują  po  sobie 
podług  pewnego  prawa.  Utworzywszy  tedy  iloczyn  z  n  czynników  począt- 
kowych tego  iloczynu,  t.  j.: 

Pn=*aA.at.az a*, 

możemy  dochodzić  granicy,  do  jakiej  P„  dąży,  gdy  n  rośnie  do  nieskończoności. 

Jeżeli  dla  n=»oo  ,  lim P»=P  jest  liczbą  skończoną,  oznaczoną  i  różną  od 

zera,  tedy  nazywamy  iloczyn  nieskończony  at.at.az. ...  zbieżnym,  a  granicę 
Pnazywamy   jego    wartością.    Jeżeli  zaś    lim  P*— oo ,  lub  lim  P»=0,  tedy 

nazywamy  iloczyn  rozbieżnym,  w  pierwszym  przypadku  rozbieżnym  do 
nieskończoności,  w  drugim  rozbieżnym  do  zera;  jeżeli  iloczyn  P„  nie  dąży  do 
żadnej  granicy  oznaczonej,  lecz  w  miarę,  jak  n  wzrasta,  przeskakuje  między 
liczbami  od  siebie  odmiennemi ,  iloczyn  nieskończony  nazywamy  w  tym 
razie  nieoznaczonym,  albo  oscylującym. 

2.  Warunki  zbieżności  iloczynów  nieskończonych.  Teoryę  iloczynów 
nieskończonych  możemy  sprowadzić  do  teoryi  szeregów  nieskończonych, 
W  tym  celu,  połóżmy  ogólnie:  0,,=  l+tt»,  iloczyn  nieskończony  wówczas 
przedstawi  się  w  postaci: 

P=(l+«1)(l+«a)(l+«3)...(l  +  «ll).-. 
Stosując  prawidło  tworzenia  iloczynu  do  skończonej  liczby  takich  czyn- 
ników, otrzymamy: 

Z=n  n  n 

p„=(i+«1)(i+«j)-(i+«.)-i+2t*'i+  2  «i«fc+  2  «*•**+■••  w 

4=1  A,p=l  X, /*,*»= 1 

a  stąd,  dla  n==oo,  szereg: 

P-l+2ux+  5«n  «*„+...  (2) 

Otrzymany  szereg  ma  tylko  wtedy  pewną  skończoną  wartość ,  jeżeli  wszystkie 
szeregi,  znajdujące  się  po  prawej   stronie   równości  będą  miały  pewne  war- 
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tości  skończone  i  skoro  szereg  tych  wartości  będzie  szeregiem  bezwarunkowe 
zbieżnym. 

3*  Warunek  Ogólny.  Nieskończenie  wiele  warunków,  którym  by  należał* 
zadość  uczynić ,  aby  dany  iloczyn  nieskończony  był  zbieżny,  sprowadza  si< 
do  jednego  warunku,  na   podstawie  następującego  twierdzenia:    „Iloczyn  nie 

o*  co 

skończony  U  ( 1 + Ux)  tna  pewną  oznaczoną  wartość,  jeżeli  szereg :  2  ux = ut  +  u-  + 1^  + ... 
x=i  x=i 

jest  bezwarunkowo  zbie&ny*. 

Ażeby  to  udowodnić,   oznaczmy   bezwzględną   wartość  liczby  Ux  przea 

Qx>  tedy  będzie  każdy  wyraz  szeregu:   l  +  2ux  +  2uxUp  +  ...  mniejszy,  aniżel 

X  X,f* 

odpowiedni  wyraz  szeregu:  1  +  2  cx+  2  QxQp  +  ... 

X  X,p 

Niech  będzie  teraz:  2cx=Q,  tedy  będzie  widocznie: 

X,p  XfAV 

X<f*  X<fi<» 

przeto   będzie  każdy   wyraz   danego    szeregu    mniejszy,    aniżeli    odpowiedni 
wyraz  postępu  geometrycznego:  14  C+C1+Cz  +  ch+^ 

Jeżeli  przypuścimy,  że:  2cxs=Q<il,  tedy  otrzymamy,  jako  sumę  po- 
stępu geometrycznego  wartość  skończoną :  ^ — — ,  przeto  ma  w  tym  razie  dany 

szereg,  a  więc  także  dany  iloczyn  nieskończony  wartość  skończoną. 

Jeżeli  zaś  warunek:  2\ux\  —  2qx<Z,1 ,  nie  spełnia  się,  możemy  przecież, 
skoro ,  według  założenia  szereg  2ux  jest  bezwarunkowo  zbieżny,  oddzielić 
zawsze  skończoną  liczbę  jego  wyrazów  tak ,  aby  suma  bezwzględnych  war- 
tości wyrazów  pozostałych  była  mniejszą  od  1,  t.  j.,  żeby  było: 

oo  X=p  /l =oo  X-=*> 

2**— 2**+  2  "*+*>  sdzie  2  !"*+*!  <1- 

X=zi  X=l  X=l  X=l 

W  tym  razie,  zgodnie  z  poprzednią  uwagą,  iloczyn: 

00 

n  (i + ux+p) = i +2  u*+p  +2  ujL+*>  ut*+p+ - 

X=l  X  X,  /* 

ma  pewną  wartość  skończoną,  przeto  musi  mieć  także  iloczyn: 

CO  4  =  00 

ii  (i+nji)-(i+fil)(i+fil)...(i+n,)  n  (i+vn), 

x=i  x=\ 

wartość  skończoną. 

Tym  sposobem  udowodnionem  zostało  ogólne  znamię  zbieżności  iloczynów 
nieskończonych,  złożonych  z  liczb  rzeczywistych,  lub  zespolonych. 

4.  Bezwarunkowa  zbieżność  iloczynu  nieskończonego.  Iloczyn  nieskoń- 
czony, pod  powyższym  warunkiem  zbieżny,  musi  być  także  bezwarun 
kowo  zbieżnym,  to  znaczy,  że  wartość  jego  jest  niezależną  od  porządku 
czynników.  Ułożywszy  Jbowiem  czynniki  takiego  iloczynu  nieskończonego 
(1+Wi)(l +  *))... (1+Un)...  w  jakikolwiek  sposób  w  pewne  grupy,  otrzymam} 
po  wykonaniu  iloczynów,  wskazanych  w  poszczególnych  grupach,  w  miejsce 
danego  iloczynu,  następujący: 
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Prawa  strona  tej  równości  zawiera  wszystkie  wyrazy  szeregu 

lewnem  następstwie,  powstałem  ze  sposobu,  w  jaki  wyrazy  Ł^,  U2,... 
jrrazów  ut1  n^,...  są  utworzone,  a  że  wszystkie  szeregi :  2ux,  2uxUfĄ,...  są 
warunkowo  zbieżne,  przeto  wartość  ich  nie  zależy  od  porządku  dodaj- 
6w,  a  tern  samem  jest : 

{l+Ut)(l+Ul)(l  +  Vt)...-l  +  2ux+2uxufl+...,  czyli: 

{l+Ui)(l  +  U1Hl+Ul)...-f[(l+ux),  to  znaczy: 

*=i 

Wartość  iloczynu  nieskończonego    II  (1  +  ifc),  którego  szereg  2  u*  jest  bezwa- 

^=i  '    x=\ 

tbnco  zbieżny,  nie  zmienia  się  za  zmianą  porządku  czynników. 
».  Przykład.  Iloczyn  nieskończony: 

S,(>+2M'+3)(«+S)-(»+2)- 

fc  bezwarunkowo  zbieżny,  skoro  szereg: 

2  !d&^  +  ^  +  ...  +  ^  +  ... 

■  x=l  Xa       1«  T  2« T       ^ »«  T 

*  bezwarunkowo  zbieżny. 

Przypuśćmy,  że  współczynniki  aj ,  O),  ..,o*,...,  nie  przekraczają,  bezwzględnie  biorąc 
jtog  skończonej  wartości  p,  tedy  będzie: 


2 


x=\    x«         p  tel  >>«  ' 


kymany  szereg  będzie  więc  bezwarunkowo  zbieżny  dla  a>l. 

Dany    iloczyn  będzie  więc    bezwarunkowo   zbieżny,    skoro  « >  1 ,    a   współczynniki 
•i...-,  Ok,...  nie  przekraczają  pewnej  skończonej  granicy  p. 

Bezwarunkowo  zbieżnymi  są  tedy  n.  p.  iloczyny  nieskończone: 

f  wszelkiej  skończonej,  wartości  liczby  a. 

6.  Iloczyny  nieskończone,  warunkowo  zbieżne.  Jeżeli  w  iloczynie: 

^n(i+fi^)=(i+n1)(i+«a)...(i+fill)... 

ao 

ireg:    2  Ux=ui+u2+uz  +  ...   nie  jest    bezwarunkowo   zbieżnym,    nie    może 
x=\ 

li  także  iloczyn  nieskończony:    II   (l+fij),  z  powodu  równości: 

fi  (l+ux)=l  +  2ux+2uxui,+... 

nrarnnkowo  zbieżnym.  Iloczyn  taki,  jeżeli  nie  jest  rozbieżnym,  lub  oscy- 
Jjnym ,  może  być  warunkowo  zbieżnym ,  o  wartości  zależnej  od  porządku 
pmików,  albo  zerem.  Ażeby  pod  tym  względem  mieć  pewną  wskazówkę, 
ryjmijmy,  że  szereg  tt1+tf2+N3  +  —  Jest  bezwzględnie  biorąc,  malejącym, 
:,  że  limtiw^O  i  że  wyrazy  uu  Wj,  w3,...  od  samego  początku  są  już,  bez- 

iględnie  biorąc,  mniejsze  od  jedności. 
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Biorąo  z  danego  iloczynu  II  logarytm  naturalny,  otrzymamy 

logn=  log(l+w1)+log(l+«a)+log(l+fi3)+...  (3) 

Zastępując  tedy  logarytmy  naturalne  przez  odpowiadające  im  potęgowe 
szeregi,  dostaniemy: 

/         u\     u\     u\        \     (  u\  ,  u\      w4.        \  , 

iogn=  ^-  y + -y-  -^+... )+  (u,  -  -5*+  ^  -  -f +..)+.  - 

-  ("i  +  «>  +..)-<.  (j  -  "g   Wl  +  ^  W2l  -  ...)-W2a  (y  -  -g"  «1  +    4"  «*2  —  .-J. 

Zważywszy,  że : 

otrzymamy,  skoro  założymy  |«>t|<-cr,  co  zawsze  przyjąć  można,  przynajmniej 
od  pewnego  miejsoa  począwszy: 

T-T^  +  T"'*— •<2fcM/<1' 

kładąc  teraz -^ ą  u*+  ~tua2 —  "•■«xi  otrzymamy: 

logll-fa  +«j  +...) -  (a^  +a,«»24¥23  +  -)  (4) 

gdzie  współczynniki  a^e^,  a3...  bezwzględnie  biorąc,  są  mniejsze  od  1,  zmie- 
rzając do  liczby  -J-,  jako  do  granicy.  Wartość  logii  zawisła  tedy  od  war- 
tości  dwóch    szeregów,  mianowicie  szeregu:  t*1+«2+tt3  +  ...,  jakoteż  szeregu: 

«ii»,i+aiiS,  +  ... 

Ostatni  szereg  jest  jednakże  jednocześnie  z  szeregiem  u\+u\+u2z+... 
zbieżnym,  lub  rozbieżnym,  przeto  zależy  wartość  logii,  a  więc  także  war- 
tość iloczynu  H=eL°sU,  od  wartości  szeregów: 

u1+tt2+«3  +  ...   i  u\+u\+u\  +  ... 

7.  Zestawienie  prawideł  zbieżności  iloczynów.  Na  podstawie  powyższych 
wywodów,  dochodzimy  w  zakresie  rzeczywistych  wartości  u19  u%, ...,  do  na- 
stępujących wniosków : 

1.  Jeżeli  szereg  «t+u2  +  ...  jest  bezwarunkowo  zbieżny,  tedy  musi  być 
także  szereg  u\+u\+u\  +  ...  bezwarunkowo  zbieżny,  w  tym  razie  ma  logii, 
a  więc  także  iloczyn  11(1 +1*4),  pewną  wartość  skończoną. 

2.  Jeżeli  szereg  ux  +tt2  +  —  jest  zbieżny,  ale  warunkowo  zbieżny,  a  szereg 
u\+u\  +  ...  jest  bezwarunkowo  zbieżny,  wówczas  będzie  logii,  a  więc,  także 
iloczyn  H(l  +  Uj,)  warunkowo  zbieżnym,  dostarczając  przy  odmiennem  upo- 
rządkowaniu odmiennych  wartości. 

3.  Jeżeli  szereg  «1+w2  +  ...  jest  warunkowo  zbieżny,  szereg  u\+u\+.„ 
zaś  rozbieżny,  wówczas  będzie:  log  11=  —  00,  przeto  iloczyn  n(l+«^)  będzie 
miał  wartość  równą  zeru,  czyli  będzie  rozbieżnym  do  zera. 

4.  Jeżeli  szereg:  1^+1^  +  ...  jest  rozbieżnym,  szereg:  u\+u\  +  „.  zaś 
zbieżnym ,  wówczas  będzie  iloczyn  nieskończony  rozbieżnym  do  nieskoń- 
czoności. 

6.  Jeżeli  wreszcie  oba  szeregi:  ^+^2+...  i  u\+u\  +  ...  są  rozbieżne,' 
wówczas  przedstawi  się  log  II  pod  postacią  00  —  00 ,  iloczyn  nieskończony : 
11(1 -hwj)  może  być  tedy  warunkowo  zbieżnym,  albo  będzie  na  pewno  roz-l 
bieżnym,  skoro  liczby  uu  tt^,...  są  dodatnie.  | 
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14.  Deesyny  nfesfconczon*,   których   czynniki   są   fankeyamt  jedne/ 
1CJ    niezależnej.    Niech   będzie   dany    iloczyn    nieskończony    funkcyj: 
ft(x),...,  /,(*),...,  kształtu: 


II /-(*) -/i (*)-/i(*)  •••/-(*) - 


(8) 


,  pomijając    czynnik    stały,    możemy    ten    iloczyn    sprowadzić    zawsze  do 


Bi: 


n(ii-^(^))=(i+^(^))(i+92(^))...(i+^(^))... 


«=i 


ej  przypuszczamy,  że  fankeye :  <7, (a:),  g2(x)i'"i  JuWj-i  przedstawiają  się 
staci  szeregów  potęgowych  bez  wyrazu  wolnego ,  kształtu  : 

y»(«)sasOni«+all2a;2+...  +  Onr^r+...  (w=l,  2,...), 
aych  w  pewnym  wspólnym  zakresie  :  |  x   <  c. 
Połóżmy:    #'=£,  \anr  -=»-4„r, 

ay,  że  szereg  nieskończony : 

dla  £<Lc    także  zbieżny,    wówczas  będzie  iloczyn  nieskończony: 

ff(l +*»(*)). 

n-l 

[wszelkich  wartości  x,  których   bezwzględna   wartość  jest  mniejszą  od  c, 
zbieżny  i  to  bezwarunkowo   zbieżny. 
Ponieważ    bowiem    dla   wszelkiego   n  jest:     g*{x)  <#„(£),  więc,  wobec 

aości  szeregu:  ^  (?„(£),  dla  £<Cc,  będzie  także  zbieżnym  szereg: 

!y1(*)|  +  i^(x)|  +  |^(x)!  +  ...  +  |SFll(x)  .+... 

Wobec  tego  szereg: 

9ifr)+ff2(z)+93(x)  +  -+9n(x)+... 
samem  także  iloczyn : 

(l+M*))  (1+02  (*))•"  (1+0.  (*))••• 

ie  w  zakresie  \x   <Cc  bezwarunkowo  zbieżnym. 

Iloczyn   II     {\ -y  gn(x))     przedstawia    tedy    w    zakresie      x    <lQ    pewną 
fh  t \x)i  która  da  się  także  rozwinąć  podług  potęg  x. 
Jakoż  możemy  położyć: 

/l=OQ  1...0C  1...0C 

[  (i + ffm(x))  =  i  +  2  9 1  (*) + 2  ^ (x)  fi* (x)  +  2 0x  {x)  f/f* {x)  9v  (x)+"  ( 10) 

przedstawić  iloczyn  w  postaci  szeregu  potęgowego ,  każda  bowiem 
pźszych  sum  zawiera  czynniki ,  złożone  z  szeregów  bezwarunkowo 
ych  w  zakresie  \x\<Zq,  a  więc  da  się  przedstawić  w  postaci  szeregu 
owego,  bezwarunkowo  zbieżnego  w  tym  zakresie. 

Powyższy  szereg   nieskończony,    równoważny   z    danym    iloczynem  nie- 
Kmym,  da  się  więc  sprowadzić  do  szeregu  potęgowego,  bezwarunkowo 
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danego  szeregu,  jak  :   a,=s,,  ui+u1-'S21  ut  +u2+u3=s3,  ...,ux  -fttj  +  ...+«,=s. 
Mamy  bowiem  tożsamość: 

która  utrzymuje  się  dla  dowolnie  wielkiej  liczby  *. 

11.  Przykład.  Niech  będzie  dany  szereg: 

a>  _  a^l1  -  a»)  _  «»(!»— a»)(2'— «»)  __      _  -'(l*—  tt«X2»-a1)...(j|U-«i)  __ 
1*  1V22  ~        1».2S.3~'  •"  1*.2*...»J.(»+1)> 

Mamy  tu : 

«,  =  1,  w,  +  «,  =    -1%—  ,    Wj  +  wt  -f  u,  ==  — Jj— 2i~ ' 

wi-r«i  -r...-t-Mii  12. 2ł... (»— 1)*  ' 

zatem.  1==1,        ^      _  _  __  =  l_fj,    _____  =  __a . .  =  l  -  ^ , ..., 

«i  +  «i  +  .-  +_««_+ *  _  *'  -  «2=_1  _  « 8 
wi  +  **  +  —  +  w"  *8  *l 

Otrzymamy  więc  dany  szereg  w  postaci  iloczynu : 

1*  2»  3*      *»     V       IV  \        2VV        8V"'V1       n*J" 

l>.  Przekształcanie  iloczynów  nieskończonych  na  szeregi.   Tożsamość 

*i+*- +«-+•••— i  •  — ^-  •  — u7+^~-  M 

możemy  także  użyć  do  przekształcenia  iloczynu  nieskończonego:  a1a2a3...a,. 
na  szereg:  ui+u2  +  ...  +  un +... 
Kładąc  bowiem  : 

tt,  +  u2  Hi  +  u2  +  fl3  ux  +u2  + ...  +  w* 


~~G1>  „         — a2»  ,,      ,    ..       L-^a3>  ••*> 


otrzymujemy  poszczególne  wyrazy  szeregu  w  postaci: 

ut=au  1*2-^(02-- 1),  tt3«a1al(a3--l), ...,  u^^^Oj...  €!„-,(<•,— 1),..., 
dany  iloczyn  sprowadza  się  więc  do  szeregu  w  postaci : 

«i«2a3 o,...«-a1+a1(cil—  lJ  +  fljOjCag  —  l)  +  ...+«,a2.  .a,_i  (a,--l)  +  ...     i6j 

13.  Przykład.  Przekształcić  iloczvn  nieskońozony : 

na  szereg. 


v                                             8                5                9 
czyli:                                   °1==2'    "' =  ~4  '     ^""Ś"'" 

2»  +  l 

zatem  dostajemy : 

8                 3  /5        \       3       1                8 

"•-a'  "2==2  V4"V=2  •  4 :•  ^  2 

6      /9         \       8       6        1 

'   4    '  \8         /       2~  '    4    -    8  ' 

ogólnie  : 

3       5       2»-i  +  l   /2«+l        \       3       o 
Un~  2    '   4  "'      2"-i       \     2*            /        2   '   4  "' 

2"-*  +  l       1       8.5...(2--t+r> 
2*-i       '  2»,=  2.4 2« 

0+i)  0+ i)  -0+ i)-  -  5 +łti+łrfel+-+f 


1.8  .   1.8.5  ,        .1.8   5  ... (2"-i  +  1 } 


2.4.8 2» 
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17*  Powyższe  rozwinięcia  funkcyj  sin  x  i  cos  x  na  iloczyny  nieskończone 
gfmimy  pośrednio  z  wzorów  na  rozkładanie  funkcyj  sin  no?  i  cos  no;  na 
miki,  wyprowadzonych  w  art.  11.  i  12.  Wykładu  X.  str.  160-166., 
&i: 


Utaci 


r=m— 1   /  r  n  \ 

8in2m*=-22m-1  sin  2  cos  x     II    (sin20-   — sin2a?|, 

r—m    /  ffl  \ 

sin(2«i+l)a;  =  22'"8ina5     II    (sin20- %  —  sin2a5|, 

r=i   V        An+l  / 

cos2f»a?-22— *  ^S"1  (cos^-cos2^^*), 

cos (2m+l)x=22w cos x    II    { cos2#— cos2    *     ,  L   )> 
tych  na  wzorach  : 
*mnx=  ("jcos^ajsina;-  ...  +  (— l)r(    *     )  cos"-*'*1  ssin*-1^...      (13) 


tnx=cosn  x 


—  [9j cos"-2 x sin2 x  +...  +  (—  l)r  [9   jcos""a,,*8inlr*  +  . 


(14) 


t  Zastępując  mianowicie  we  wzorze  (13)  cos2  2  przez  1— sin2  a:,  a  we  wzorze 
i2*  przez  1 — cos2  a;,  wyrazimy  sinus,  przy  nieparzystem  n  jako  funkcyę 
I,  wymierną  n-go  stopnia,  ze  względu  na  sin  x ,  a  przy  parzy stem  n, 
^funkcyę  całkowitą,  wymierną  (n  —  l)-go  stopnia,   ze    względu   na  sino;, 
i%  przez  co8X,  podczas  gdy    funkcya    cos  a;,   wyrazi    się  dla  wszel- 
całkowitego,  dodatniego  n,  jako   funkcya  całkowita,  wymierna   n-go 
k,  ze  względu  na  cos  a?. 
iPrzyjąwszy  liczbę  n,   jako  nieparzystą,   możemy  funkcyę  sin  na; ,  która 
tym  przypadku   funkcya    n-go   stopnia,    ze  względu  na  sina;,  przed- 
pod  postacią  iloczynu  wprost  w  następujący  sposób.  Funkcya  sinn#, 
■ię  zerem  dla  n  oddzielnych  wartości  zmiennej  x,  jato  to: 
n         n  2n  n — 1  n 

odpowiada  tyleż  wartości  na  sino;,  w  postaci: 

n — 1  n 


0,  zbsin       ,  ±sin--r 
n  n 


.,  ±sin 


[Możemy  zatem  położyć: 
sinfia?=6\sin#  |l  — 


l_  J^L\  Ji_  JlH^l ...  |i «E*     | 


(IB) 


C  jest  liczbą  od  x  niezależną. 

Dla  nieskończenie  małego  z,  możemy  pierwszą  stronę  równania  za* 
przez  «x,  drugą  przez  Gr,  dostajemy  zatem  C«n,  wzór  powyższy 
uje  więc  postać : 


sin  nx= 


|1      sin2  a;  \  t, 
1 1- 


sin' 


2n) 


n 


1- 


sin' 


sin*  a;     \ 
,n— In  Y 


(15') 


astępując   w  niej  nz  przez  a:,  a  więc  x  przez       ,  otrzymujemy  wzór : 
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zbieżnego  w  zakresie  \z\<ZQj  który  będzie. w  tym  zakresie  przedstawiał 
pewną  funkcyę  f(x). 

Mamy  zatem  twierdzenie: 

Iloczyn  nieskończony :  U  (1  +gn  (x))  jest  dla  wszelkich  wartości  x,  których  bez- 

względna  wartość  |£|  =  £  jest  mniejszą  od  c}  bezwarunkowo  zbieżnym  i  przedstawia 
pewną  funkcyę  f(x),  dającą  się  rozwinąć  na  szereg  potęgowy,  skoro  tylko  szereg  nie- 
skończony:  gi(x)+g2(x)  +  ...+gn(x)  +  „.  jest  dla  \x]<.Qt  bezwarunkowo  zbieżnym. 

15.  Uwag*.  Iloczyn  nieskończony,  bezwarunkowo  zbieżny: 

"n/p (*)= nn  (i  +*.(»»=/(*), 

w  pewnym  zakresie  j  x  |<  p ,  nazywamy  jednostajnie  zbieżnym  w  tym  zakresie, 
jeżeli  dla  każdej  dowolnie  małej  liczby  t ,  da  się  wyznaczyć  taka  liczba  v,  żeby  dla  wszel- 
kich wartości  n  >  v  było  : 

;/-+i  w  •  /■+*  (*)  -/«+r  (*)  - 1 :  <  • ,  (r  - 1,  a, ...),  i 

niezależnie  od  szczególnych  wartości  zmiennej  x,  w  zakresie  |  *  |  <  p. 

Do  jednostajnej  zbieżności  iloczynu  nieskończonego:  II (1  +  gn (*))  w  pewny m  zakresie 
jest  koniecznem  i  wystarcza ,  aby  szereg  nieskończony  Zgn  (x)  był  w  tym  zakresie  jedno- 
stajnie zbieżnym. 

16.  Przedstawianie  funkcyj  sino?  i  cos  a?  w  postaci  iloczynów  nieskofij 
CZOiiych.  Iloczyny  nieskończone  nadają  się  szczególnie  do  przedstawiania 
jednowartościowych  funkcyj  o  nieskończenie  wielu  miejscach  zerowych  ,  d< 
których  należą  naprzykład  funkcyę  goniometryczne :  sino?,  cosz,  i  t.  d. 

Funkcya  sino;  staje  się  zerem  w  miejscach: 

x=0,  ±  n ,  ±2rc,  db3rc,  ...,zbwtf, . . ., 
możemy  zatem  funkcyę   sino;,    przedstawić   w   postaci   iloczynu,    który  ma 
obok  czynnika  x)  czynniki,  kształtu: 

(>-ś).  H) (>-4).  (^)> 

a  więc  w  postaci  iloczynu  nieskończonego: 


sin  #= 


(id: 


<»-3K4)(^)-K-&)- 

czyli:  sin*-*^  (l--J_2), 

bezwarunkowo  zbieżnego  dla  wszelkiego  x. 
Funkcya  cos  a;  staje  się  zerem,  dla: 

n  Sn  bn  (2n— l)n 

ma  zatem  czynniki ,  kształtu  : 

.K).  K) Kra)'  (1+<^) ! 

możemy  ją  zatem  przedstawić  w  postaci  iloczynu  nieskończonego:  ' 

cos *=(l- *£)  (l-  £|)  (l-  ££} ...  (l-  (2>J^„,)  - 

czyli : 

również  bezwarunkowo  zbieżnego  dla  każdego  #.  i 
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cosa?  = 


8111* 


1- 


m 


sin' 


n 
2ro 


sin 


2. 


m 


1- 


sin* — 
m 


sin 


2m 


tórego,  dla  nieskończenie  wielkiego  w,  dostajemy  wzór  ,  przedstawiający 
wyę  cos  ar,  w  postaci  iloczynu  nieskończonego,  kształtu: 


cos  z 


-0-3)  ('-EM-SMi-s^.)-  <»> 


COS  Z' 


»=o  \        (2n +  !)»*»/ 


(18') 


COSJC  =  - 


18.  Wzór  na  cos  x,  możemy  otrzymać   wprost   z    wzoru:    sinrc.    Na  pod- 
relacyi : 

sin  2x 
2smx 
ymnjemy   bowiem  : 

•ąd,  po  opuszczeniu  wspólnych  czynników,  dostajemy  wzór: 

cos*=(i-^)  (i-J*;) ...  (i-  (2rf*^) ... 

19.  Wzór  Wallisa.  Jeżeli  we  wzorze : 

-~  i(»-.t)-('-£)(-^)('-i)-('-.^)- 

odstawiającym  funkcyą  sinrr,  w  postaci    iloczynu    nieskończonego,    poło- 
fcy:  £==-0  »  otrzymamy  równanie: 

:  -i  '!>»)-  jo-.1.)  k.!j  ('-..y-Ki,.)- 

i    Zastępując    w  każdym    czynniku    różnicę    kwadratów    dwu    liczb    przez 

fcyn  sumy  i  różnicy  tych  liczb,  a  więc,  kładąc  : 

i  .  1        /.       1  \  /,  .    1  \      2»— 1      2w  +  l 


i-.i.-(1-£-)(1+K)-: 


2n 


(ymamy  powyższą  równość  w  postaci: 

2n— 1     2n+l) 
2n      '     2w 


ne 


L\       rc        1        3        3 
'I       2       2        2        4 


2n     ' 

B      2«-l      2w+l 

4  "'     2n~   *      2n 


n 


ląd  wzór,  przedstawiający    wartość:  w    postaci    iloczynu    nieskończo- 

na kształtu : 

n       2       2       4       4         2n  2w 

2'— T  '   3 '   '  TT  '    B  ""2n— 1  "  2«  +  l  *" 
fcy  pod  nazwą  wzoru  Wallisa. 


(19) 
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20.  Przedstawianie  funkcyj  gOBiometryeznyeh  ilukolwlek  zmiennych  w  postaci  ■ 
czonyeh  iloczynów.  Za  pośrednictwem  wzorów,  przedstawiających  funkcye:  sin* 
w  postaci  nieskończonych  iloczynów,  możemy  rozmaite  funkcye  goniometryczne  ilnl 
zmiennych ,  dające  się  sprowadzić  do  iloczynów,  lub  ilorazów  funkcyj  sinus  i  cosini 
razić  pod  postacią  nieskończonych  iloczynów. 

Weźmy  n.  p.  funkcye: 

cos  x  —  cos  y 
1  —  cos  y 

,■-+ 

daną  funkcye  przedstawić  w  postaci: 


x  -|-  u  y  —  x  y 

Ponieważ  tu :  cos*— cos y  =2  sin  — ~-  sin  ,  1  —  cos y  =  2 sin1  -^-,    mozem; 


.    xA~y     .     y— x 
^8in__.sin_ 

sin»| 
Wobec  tego  otrzymujemy  jej  rozwinięcie  na  iloczyn  nieskończony  kształtu: 

x±l   y~x   (*    (x+f)*\  (,    (y-*V\    d    (g  +  y)1\/l_,(y-*)1\ 

2       '  ~2~  '  V1  4*»     )'V         I^/'"        4fłV/\A        4nVr 

4       \        4*V   V        4.4wV    V1      9.4isV         \        *uW 
gdzie  zachowany  jest  naturalny  porządek  czynników. 
Pierwsze  dwa  czynniki  dają  iloczyn : 

x  +  y     y—x 

2*2  y*-*J       ,        *' 

a  == 5 =  - — j —  =1 ^ , 

y*  y*  y' 

"4 
następne  zaś  możemy  co  dwa  sprowadzić  do  postaci: 


an 


\         nl.4r.'/  V1        »M*>/ 


4**7:*— a>»— yJ— 2*y     4»sn'— y2— **  +  2ry 


czyli : 


a  że: 


fl_       **      Wi_       'J^\  4»»n»-y«  4n^-y» 

\         4»ł*2— yv\         4»V.ł  —  yv 


s*  +  2*y **  +  2xy  /  ar      \   /.    ■         *      \ 

4n^i_y2  (2nic— y)(2iws^-y)       \        2nr.-yJ  \   "*"  2n*+tjJ ' 

1  _    **— 2gy     _     __  j;2-2a;y 


)       V     *  2nr.-J  \        2»r4v/' 


(2nn-y)(2#ii:+y)       V      *  2»r:-y/   \         2»n+y^ 
przeto  otrzymujemy  : 

°"  =  (l  ~  2wT-y)  I1  +  2nn+~)  V  +  2»n  -  y)  l1  ~  2»/+  y)  =  l1  ~  (2»rf-y)»)  0  _ (52 

zatem,  ostatecznie,  szukane  rozwinięcie  w  postaci  iloczynu  nieskończonego: 

cos  a?-  cosy_/1       »*V  /.  *2      W. *?      \       /.  *2       W- **_ 

l_cosy  V  yV  \        (2i:-y)vV         (2»:+y)V,"\        (2ni:-y)V\1      (2n*  + 

21.   Rozwijanie    funkeyj    hiperbolicznych   na   iloczyny    nieskońi 

Iloczyny  nieskończone,  przedstawiające  funkcye  goniometryczne  sin x  i 
są  bezwarunkowo  zbieżne  dla  wszelkiego  skończonego  x,  prowadzą 
przy  urojonych  wartościach  zmiennej  niezależnej  x,  do  iloczynów  ni< 
czonyeh,   przedstawiających  funkcye  hiperboliczne  tej  zmiennej. 


4BB  - 


cosar  = 


sm* 


1- 


m 


sin' 


n 
2ro 


I        sin3  - 


3111 4 


3n 
2ro 


f " 


1- 


sin* — 
m 


sin 


2m 


5  którego,  dla  nieskończenie  wielkiego  m,  dostajemy  wzór ,  przedstawiający 
hnkcyę  cos  a;,  w  postaci  iloczynu  nieskończonego,  kształtu: 

szyli  : 


C0S2* 


nn  fi-      4g2     ) 

n=0    l  (2»+l)»»V- 


(18') 


18.  Wzór  na  cos  x,  możemy  otrzymać   wprost   z   wzoru:    sinqj.    Na  pod- 
stawie relacyi : 

sin2# 


cós#= 


2  sin  z' 


otrzymujemy  bowiem  : 

-(-?')  (>-S)(i-E)-KS> 


cosa=- 


istąd,  po  opuszczeniu  wspólnych  czynników,  dostajemy  wzór: 

COS*=(l-^)  (l-J*|)  ...  (l-  (2-^p)  - 

19.  Wzór  Wallisa.  Jeżeli  we  wzorze: 

przedstawiającym  funkcyą  sina;,  w  postaci    iloczynu   nieskończonego,    poło- 
żymy: s=— ?  otrzymamy  równanie: 

•-i  iwh-nw  Ky-K-u--- 

Zastępując    w  każdym    czynniku   różnicę    kwadratów   dwu    liczb   przez 
iloczyn  sumy  i  różnicy  tych  liczb,  a  więc,  kładąc : 

otrzymamy  powyższą  równość  w  postaci: 

ł— 1     2«+l^_  n       1^      3       3       B 
~      2    '    4    '  4 


■-JIC 


2n 


2» 


"J~  2    '   2    • 


2w— 1     2»+l 
2W-  '     2» 


» stąd  wzór,  przedstawiający   wartość:    Q    w    postaci   iloczynu   nieskończo- 
nego, kształtu: 

n       2       2       4       4         2n  2w 

2"™  1    "   3    "  T  "   B  •"2»— i  '  2n  +  l"' 
°»ny  pod  nazwą  wzoru  Wallisa. 


(19) 
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20.  Przedstawianie  funkcyj  goniometryeznyeh  ilnkolwiek  zmiennych  w  postaci  nieskoi- 
ezonyeh  iloczynów.  Za  pośrednictwem  wzorów,  przedstawiających  funkcye:  sinx  i  cos* 
w  postaci  nieskończonych  iloczynów,  możemy  rozmaite  funkcye  goniometryczne  ilukolwiek 
zmiennych ,  dające  się  sprowadzić  do  iloczynów,  lub  ilorazów  funkcyj  sinus  i  cosinus,  wy- 
razić  pod  postacią  nieskończonych  iloozynów. 

Weźmy  n.  p.  funkcye: 

cos* —  cosy 

1  —  cos  y 

x  -ł-  y  y  —  x  y 

Ponieważ  tu :  cos *— cos y  =2  sin  — €y-  -  sin  ,  1  —  cos  y  =  2 sin1  ^    możemy  więc 

daną  funkcye  przedstawić  w  postaci: 

.    x4-y  y — x 

_aa-r-MnT 

Wobec  tego  otrzymujemy  jej  rozwinięcie  na  iloczyn  nieskończony  kształtu: 

*  +  y    y-*    (.    (*+y?\  /,     (y-*A    /, _ (* ±y?\  (,  __ (y-*)*\ 

2      •      2      *\  4k»     J'V         4rc»    /  "l         4»V.»   )V       4nVr 


z- 


4       \        4«V   V1      4,4*V    V1      9.4*V         \        n*A**J 


gdzie  zachowany  jest  naturalny  porządek  czynników. 
Pierwsze  dwa  czynniki  dają  iloczyn: 

x  +  y     y—x 
2      '     2  y1-*'       ,        xl 

4 
następne  zaś  możemy  co  dwa  sprowadzić  do  postaci: 

(<(*+y)*\  (ib-*)^ 


czyli : 


a  że: 


= 4»'ttł— x'—y*—  2xtj     4»2r.*— y5— x8+2xy 

V  »Un»  /  V1         »i.4jc»  / 


*»  +  2»y  *'  +  2*y       _/ *_\  /  x     \ 

4»*rc»-y»  (2*rc-y)(2#i*-hy)~\        2»*-y/  V"1"  &•*+*/' 

_    s»— 2gy     _     _  gł-2gy /,    .        *     \  («  *_  \ 

4nir.»-y»  *"  (2/i7:-y)(2»R+y)      V    "r2iu:-y/  V        2#•l:-^y/, 

przeto  otrzymujemy : 

°"  =  V  ""  2#i^/  V1  +  2»tHV  V1  +  2»k  -  y/  V1 ""  2*k  +V  ~  V  "~  (2~#iK~y)V  V1 ~"  (fc^+y)1/ 

zatem,  ostatecznie,  szukane  rozwinięcie  w  postaci  iloczynu  nieskończonego: 

cos* -cosy      A       »*\  (.         _x\_     W *'      \      /  *>       W  *'      \ 

1  -cos  y  V         y V  V        (2s  -  y) V  \        (2rc  +  y)  V  •"  V        (2*t:  - y) V  V1      (2»rc  +  y)V' ' ' 

21.   Rozwijanie   funkcyj    hiperbolicznych   na   iloczyny    nieskończone. 

Iloczyny  nieskończone,  przedstawiające  funkcye  goniometryczne  sin x  i  cos *, 
są  bezwarunkowo  zbieżne  dla  wszelkiego  skończonego  £,  prowadzą  więc 
przy  urojonych  wartościach  zmiennej  niezależnej  xy  do  iloczynów  nieskoń- 
czonych, przedstawiających  funkcye  hiperboliczne  tej  zmiennej. 


-  469  — 

-»<i-^F)(i-^)-(-£)- 

*)(.+.;  ^-Mn-ł-a-Kii*"-*-1)- 

29)    (1  -+-  sin  1)   (l  -  sin  *-)  (l  +  sin  -J  ) ...  (l  +  (-l)»+i  sin  *  ). 
W»)(l-oo.l)(l+.Joo.J-)(l-  J   cos  i)  ...(l  +  (-!,«    i  cos  ^). 
31)  (1+  tang  1)  (l-tang   *)...  (l  +(-l)"+«  tang  *)  ... 

je)(i  +  i)(i-J)(i  +  s)(i-J)...(H-»)(i-i)... 

33)(i+i)(i— i-)(i+i)(i-^)...(i+i)  (!-„;,).•• 

Wyprowadzić  następujące  przekształcenia  iloczynów  nieskończonych,  na  szeregi: 

M)  (i  +*y)(i  +*'y)V  +*3y)...  =  i  +  x  *  x  y  +  (1_zf(1_x,)  *f  + 

«("  +  !) 

+  (i-x)(i-aj')(i~«8)" y3 + ••■ + (i  -  x)  (i  -  xł)  :~(r-x»y  r + '" 

36)  (1  +  xy)  (1  +  «V)(1  +  *•  y) ...  -  1  +  x  ~xl  y  +  (1  _x*'(1  _  x4)  yJ  + 

X9  x«* 

+   (l-x*)(l-x*)(l-x«)    ' */3+  •"  +    (1— *»)(1— »*)...(1— **•)   r  +  '" 

36)  (1  +  *)(1+*'X1+*I)(1  +  *')(1+*  6)(l+*31)  ...  =  l  +  *+*,+*8  +  ». 

3»»-»  3n»  +  * 

37)  (1— ap)(l— xł)(l-x,)...«- l-x-x!+x54-x'  +  ... +(-l)«x    2     +  (-l)"x     2     +  ... 

»=« 

38)  Wykazać,  że  iloczyn  nieskończony     U    [  1  +  0» (j?)]i  w  którym: 
^  (x)  =  an  x  -f  <i,2  x2  +  .. .  +  a/m  x"'  +  ... 

lut  dla  wszystkich  wartości  x,  o   bezwzględnej    wartości    x   <p   bezwarunkowo   zbieżny, 
Weli  szereg:    ^,(x)    +  ^(*)|  +  ...  +  \gn  {x)   +  ...  jest  dla    x    <;  p  zbieżny. 

[  H-=cc 

I  39)  Wykazać,  że  gdy  szereg:     I   |0»(«)    jest  w  zakresie  \x  -<p  jednostajnie  zbieżny, 


f  »r=oo 

■atenczas  takie  iloczyn    FI   (1  + '#"(*)')  Jest   w  tym    zakresie  jednostajnie   zbieżny,   t.  z., 
le  wówczas  da  się  zawsze  liczbę  n  tak  wyznaczyć ,  że  będzie : 

I  **+i  (*)  •  ^n+2  (x)  ...  Fn  +  r{x)     —  1  <  £  , 

jdrie  Fn  ( x)  =  1  -f-  ,  gn  (x)  ,  a  e  przedstawia  dowolnie  małą  liczbę  niezależną  od  x. 

40)  Dowieść,   że  gdy  dla  wszelkich  wartości  x  w  zakresie    x    <p,  jest  '^n(*)i<.4» 
i  szereg  nieskończony  Ax  -f-  At  +  ...  +  ^n  + ...  jest  zbieżny,  natenczas  iloczyn  nieskończony 

isrtc 

D  (1  Ą-gn  (*))  jest  w  tym  zakresie  jednostajnie  zbieżny. 
(=1 
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8)  Dowieść ,  że  iloczyn  nieskończony : 

[TO*  =  *!  Oj...  <*,...  =*(1  +  «,)(1  +  «,)  ...  (l-f  Um)  ..., 

posiada  skończoną  wartość  graniczną,  czyli  jest  zbieżny,  gdy  dla  każdej  dowolnie  malej 
wartości  t)  da  się  wyznaczyć  takie  »,  że  dla  każdego  p  będzie: 

»  P«+„  - 1  |<i| ,  gdzie   Pn+p  =  U*+p , 

w  przeciwnym  przypadku  iloczyn  nieskończony  tia* ,  albo  dąży  do  zera,  albo  do  nieskoń- 
czoności, czyli  jest  rozbieżnym  do  zera,  lub  do  nieskończoności,  albo  nie  posiada  żadnej 
granicy  oznaczonej,  czyli  jest  iloczynem  oscylacyjnym. 

9)  Dowieść,  że  koniecznym  i  dostatecznym  warunkiem  zbieżności  iloczynu: 

(1  +Ml)(l  +«,);..  (l  +  Un). ..  jest  lim  *!+««„  =  a  a>0 

10)  Dowieść,  że  iloczyn:  (l-|-«i)(l+«2)-  (1  +  «»).  •  jest  dla  wszelkich  liczb  rzeczy- 
wistych: «!,«),...,  lin,...  rozbieżny  do  zera,  gdy  szereg:  «i+«3  +  ...  +  *»  +  ...  jest 
zbieżny,  zaś  szereg  «is-[-Wjs-f"  —  +  «»»*  + ...  rozbieżny  (co  oczywiście  tylko  możliwe,  gdy 
liczby:  «,,  wj,...,  uĄ  nie  mają  tych  samych  znaków). 

11)  Dowieść,  że  iloczyn  nieskończony:  (1  -f-iij)^  Ą-  t*j) ...  (1  +  um) ...  jest  rozbieżny  do 
zera ,  jeżeli  szereg :  ut  -f  <#,  + ...  +  un  +  ...  =— oo  ,  lub  gdy  szereg :  Wj  +  «j  + ...  +  um  + ....  jest 
oscylacyjny,  a  przy  tern  szereg:  Mi2+*i2+  ...  +  u*1  + ...  jest  rozbieżny.  * 

12)  Dowieść,  że  iloczyn  nieskończony:  (1  +*i)(l+  «j)...  (l  +  «») ...  jest  rozbieżny, 
do  nieskończoności,  gdy  szereg:  u,  +  w, +  ...+«*+ ...  =  +oo ,  a  przy  tern  szereg:  tf124**s'~ł~ 
...  +  u% a+...  jest  zbieżny. 

18)  Dowieść,  że  iloczyn  nieskończony:  (l  +  i#i)(l  +  «j)...(l +  «■)...  jest  oscylaoyjnym, 
gdy  szereg:  t*i  +  Mj  +  ...  +  un  +...  jest  oscylacyjnym,  a  przy  tern  szereg :  tf^+Wj*-^— +*«'+••• 
jest  szeregiem  zbieżnym. 

14)  Dowieść,  że  iloczyn:  (1  +  ut)(l  +  «j)...(l  -j-w*)...  w  którym  w*  =a»+£*t  dąży  do 
granicy  skończonej,  gdy  szereg :  |  ux  |  +  |  «j(  +  ...  +  ,  Un  |  +  ...  jest  zbieżny. 

16)  Dowieść,  że  iloczyn  nieskończony:  11(1— u«)=(l— tij)(l— «j)...(l— i*»)...,  w  którym 
liczby  Uh  (przynajmniej  od  pewnego  n  począwszy)  są  wszystkie  dodatnie,  przyczem 
lim  f*w=0,  ma  w  przypadku,  gdy  szereg  malejący:  f#j  4"  w*  +  ...  +  !#» -f ...  jest  rozbieżnym, 

wartość  graniczną,  równą  zeru,  czyli  jest  iloczynem  rozbieżnym  do  zera,  podczas 
gdy  iloczyn  :  II  (1  +  Un)  =  (1  +  ux )  (1 Ą-  «j) ...  (1  +  «*) ...  ma  w  tych  warunkach  wartość  gra- 
niczną ,  równą  nieskończoności ,  czyli  jest  iloczynem  rozbieżnym  do  nieskoń- 
czoności. 

16)  Jeżeli  szereg  \ut  j  +  |  w,  |  +  ...  +  j  un\  +  •  ••  jest  zbieżny,  dowieść,  że  wówczas 
także  iloczyny:  i>=  (1  +  ,  u,|).(l  +  \ut  |)...(1+  i  «.|)~,  C=(l-|  t«i|).(l  -  l«,i)...(l- !«•  )..., 
zbliżają  się  do  pewnej  dodatniej  granicy,  pierwszy  rosnąc,  drugi  malejąc. 

17)  Jeżeli  szereg:  \ux  '  + 1  u^  j  +•••  +  i  «**  I  +  •••  jest. rozbieżny,  wykazać ,  że  wówcz&s 
iloczyny  Pi  Q  (ćw.  16.)  są  rozbieżne,  przyczem:  lim  P*  =  oo,  lim  C»=0. 


«=« 


18)  Jeżeli  iloczyn:  PC^I+WjKI— «,)...  (1 +t#»)(l— ««)...  jest  zbieżny,  pomimo  tego 
że  iloczyny  P\Q  (ćw.  16.)  są  rozbieżne,  wykazać,  że  wówczas  zbieżność  iloczynu  PQ  jest  tylko 
warunkowa,  a  wartość  iloczynu  zależy  od. porządku  czynników.  Iloczyn  (1— «0(1—  •ła- 
będzie już  bezwarunkowo  zbieżnym. 

Zbadać  pod  względem  zbieżności  i  rozbieżności  następujące   iloczyny  nieskończone: 

»>  (•+*)  ('-iMi+a  (>-ett)-  ■»  o-i)  (-i)-0- a- 
-)(-i)(»+i)-('-Bir)0+-*!Fi)- 

«(-ef)('+£M'-vfc)<1+?^pr>- 
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11=100  /  x\    --■ 

56)  Wykazać,  że  iloczyn  nieskońozony    n    M—    -)en    jest   bezwarunkowo    zbieżny 

i  wszelkiej  skończonej  wartości  zmiennej  x. 
Dowieść,  ze: 
-~  1— Qt     1— o4       1— <?** 

66)  d—)a-i.ja-«^).~a-«-*).— i-j-—  -+(r_g)9(1-_9,)^- 

(1  _,),!_,.)(!  _,•)        +- 

^  i-» i=^s  ~ 1 -q»x"  ™1  +  r=i*+'^-^(T^rt'*'+ 

+  <i-«)<i-*,)(i-t»)     +"' 

Am  1~aa!     '—«»>*     1— «gł*     1— ag" *  i— a       ,  (b—a)(b—aq) 

"">  i_te  •  \-bqx'  \-bq*x~  l-bq»x"'==  l"r  \-qX  +  {\-q)(\-qt)*  + 

f    (1  _,)(!_,!)  (!_,•)     *+- 
Wyprowad;i«S  nastfpiyące  rozwinięcia: 


-o.     sin*    _  a:        i:1  —  **        4 1:1  —  *'  ft1  r:1  —  ** 

siny    ~~   y        rc*  —  y*    *    4  k*  —  y*  '"     n^+as*" '" 

nrroo 

es)  co8y+cotg»8i„y=(i+!)  n  O— JgriS-). 


«=1 


Rozwiązania  XXVII.  1)— 8)  II(a»)  — «  gflm.  19)  Iloczyn  zbieżny  doi.  20)  roz- 
eżny  do  zera.  21)  zbieżny.  22)  zbieżny.  23)  0.  24)  0.  25)  zbieżny  dla  wszelkich  a  i  b,  pod 
trunkiem ,  ie  iloraz  ajb  nie  jest  liczbą  całkowitą.  26)  0.  27)  zbieżny.  28)  zbieżny.  29)  0. 
I)  zbieżny.  81)  rozbieżny.  82)  0.  88)  rozbieżny. 


Literatura.  Dr.  Otto  Biermann.  Elemente  der  httheren  Mathematik.  Vorlesungen 
ir  Yorbereitung  des  Studiums  der  Differentialrecbnung ,  Algebra  und  Functionentheorie 
ńpzig  1895.  Johann  Łieblein.  Sammlug  von  Aufgaben  aus  der  algebraischen  Ana- 
ag.  Prag.  1867.  Dr.  Otto  Sto  Iz  und  Dr.  J.  Anton  Gmeiner.  Einleitung  in  die 
imctionentheorie.  In  2  Abtheilungen.  Lepzig  1905. 


Tematy  do  rozprawek  naukoirych : 

1.  O  zbieżności  i  rozbieżności  iloczynów  nieskończonych. 

2.  O  iloczynach  nieskończonych,  których  czynniki  zależą  od  jednej  zmiennej. 

3.  O  rozkładaniu  funkcyj  przestępnych  ułamkowych  n.i  ułamki  częściowe. 
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41)  Wyprowadzić  wzór  Wallisa : 

n224466         2*i  2» 


2  ~~*  f  '   8   #   8 ■   "   6   '   6   *   7  "2H-1  *  2»+l" 

42)  Wykazać,  że  wzór  Wallisa,  przedstawiony  w  postaci: 
_2.       11      8'     BJ     (2n-l)*.2n  +  l 
7c=as2ł  *  48  '  6*"#  (2»)» 

da  się  sprowadzić  do  szeregu : 

_?__i         1       V'S  1  \  8».  5ł  ..»(2»-8)» .  (2n-l) 

*  2»"~2*.4*      '"  2».4».6»...2»8 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia  danych  funkcyj  na  iloczyny  nieskończone: 

«»d..«-»(i-f)(i-g)..(i-^. 

^-T'-('-5)('-w)-('-(5^- 

CO8g-C08«    __  /  **\    /  »'  \    /,  _  *'  \    A  _  **      _\ 

'       l-cos«      ""V      aV  \  (2s-«)*/  \         (2*  +  a)»M         (4i=-a)V* 

"V1       (4*  +  «)»/' 


47) 


•i+ ?;».«. a g_Ui_   »ł  w^    *'    Wi-    *'  -V. 

]  4-eos.         V      (*-  o)»  /  V1       (*  +  «)«/  \A       (8k-  a)»  /  V       (3k  +  «)»  / 

«>^?-'  -('+r)  ('+.-i-J  (>-£-J  (•-«=)  (l+*VJ~ 

51)  Dowieść,  że  iloczyn  (1  +  «,)(1  4-«*i)—(l +*»)••.  jest  bezwarunkowo  zbieżnym,  gdy 
istnieje  dodatna,  choćby  bardzo  mała,  lecz  skończona  liozba  a,  że: 

w  razie    lim    w*=^0,    będzie  zarazem:    lim  **+«  «»=-(), 


lim*. «*»=(),        n  „  ]im*.(\gny+".un  =  0, 


«=00 

„      „        lim».lgiMf»— O  „  w  lim*.lg».(lglgn)H-a.ajt  =  0, 

„      „        lim»lg».lglg».w,i  —  O,     „  Hm»Jgnlglg»(lglglg*)i+«.ii«==0 

a=«o  n=ao 

52)  Dowieść,  że  iloczyn  (1  +t*i)(l  +  *i)  —  (1  +  •»)  •••  J68*  bezwarunkowo  zbieżnym,  gdy 
lim      M"    i  >1,    a  w  razie   lim    ~Un     =  1,  gdy 

n=oo   |  ffe-fl  I  *=«o  |  tfo+l  | 

lim  »/' J*L  —l\>l,  a  w  razie  lima/ I-*"--  I— 1\  — 1 1  gdy: 
—  — li>l,  a  razie  lim  wigu  { 


lim»lg»/    -  ?!_  —  li>lf  a  razie  limnlgn  f  I   **    I— li  ==  1,  gdy: 

*=«  l    tfM4.l  /  II  m«+i  i        | 

lim*  Ig  n  Ig  lgnij-*"     -l)>l,  i  t.  d. 

91=00  l    I  tfo-fl    >  ' 

58)  Wykazać,  że  szereg :  2  log  O  (1  +«»)  *»  S  w^—  \  £  t*^  +  •••  jest  zbieżny  lub  rozbieżny 
wraz  z  iloczynem:  11(1  + u*). 

1    2      (n   'l^n* 
54)   Dowieść ,   że  iloczyn         '     "* — ; — - — ^ ,  jest   bezwarunkowo  zbieżny  dla  ws«el« 

X\X-^-  1)\X  -\-  fi  —  1) 

kich  wartości  zmiennej  x  z  wyjątkiem  wartości  oa&Q witych,  ujemnych. 
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11=00 /  X\    "• 

55)  Wykazać* ,  że  iloczyn  nieskończony     n    (l  —      )en    jest   bezwarunkowo    zbieżny 

wszelkiej  skończonej  wartości  zmiennej  x. 
Dowieść,  ze: 
•«x  1  — o*     1— a4       1— <i*« 

^ t=7  •  r4'"r=is=i"=1+3+«3+«e+',0+«,5+" 

67) ;-« .  iz?i.|z£ls.„l=ll...=i_,J+V,V+2}..... 

«' xt  . 

59)  i  A  i  •  i^  -  t=W  - 1  +  nb  *  +  TT-  ,)'n-«>)  *' + 

f   (i-a)(i-g»)a-«»)      +"' 

601  1~*a*     I~ggg     1-ggł*     1— ag»*     _ ,   ,  h—o  (b-a)(b-aq) 

i   \—bx'  \-bqx"  \—bq*x'l-bq*x"'  "t*i_$      "r(l_g)(l_?l)X    "•" 

■     (b-a)(b-aq)(b-aq*)    .,  , 
"•"    (l_7)(l_g»)(l-7»)  +~ 

Wyprowady  ić  następujące  rozwinięcia  : 
61)  e*-l=*«V,/n(1+ _£..). 

^.     sin*    *       rł  — a?2        4 1:1  —  x*         n1*1  —  »* 

siny    ~~  y    '    r1  —  y*    '    4  j:*  —  y*  n*jr,+  afl 

63)  co8y+cot«»8iny=(l  +  ^)  fi  (l-  ~l%±$   )■ 

«=1 


Rozwiązania  XXVII.  l)-8)  nCaO  —  e210***.  19)  Iloczyn  zbieżny  doi.  20)  roz- 
siny  do  zera.  21)  zbieżny.  22)  zbieżny.  23)  0.  24)  0.  25)  zbieżny  dla  wszelkich  a  i  6,  pod 
guńkiem  ,  że  iloraz  ajb  nie  jest  liczbą  całkowitą.  26)  0.  27)  zbieżny.  28)  zbieżny.  29)  0. 
I  zbieżny.  81)  rozbieżny.  82)  0.  88)  rozbieżny. 


Literatura.  Dr.  Otto  Biermann.  Elemente  der  h&heren  Mathematik.  Vorlesungen 
r  Yorbereitung  des  Studiums  der  Differentialrecbnung ,  Algebra  und  Functionentheorie 
ipzig  1895.  Johann  Łieblein.  Sammlug  von  Aufgaben  aus  der  algebraischen  Ana- 
oa.  Prag.  1867.  Dr.  Otto  Sto  Iz  und  Dr.  J.  Anton  Gmeiner.  Einleitung  in  die 
nctionentheorie.  In  2  Abtheilungen.  Lepzig  1905. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych : 

1.  O  zbieżności  i  rozbieżności  iloczynów  nieskończonych. 

2.  O  iloczynach  nieskończonych,  których  czynniki  zależą  od  jednej  zmiennej. 

3.  O  rozkładaniu  funkcyj  przestępnych  ułamkowych  n:i  ułamki  częściowe. 


Wykład  XXVIII. 

Funkcye   peryodyczne   i  rozwijanie   ich  na  szeregi 
i  iloczyny  nieskończone. 

1.  Funkcye  jednoperyodyezne.  Funkcya  jednej  zmiennej  niezależnej, 
posiadająca  tę  własność,  że  nie  zmienia  swej  wartości,  gdy  do  wartości 
zmiennej  niezależnej  dodamy  pewną  stałą  liczbę  a  nazywa  się  funkcyą 
peryodyczną. 

Liczbę  stałą  a,  nazywamy  peryodem  tej  funkcyi.  Jeżeli  liczba  a 
jest  peryodem  pewnej  funkcyi ,  to  jest  nią  także  liczba  h  .  a,  gdzie  k  jest 
dowolną  liczbą  całkowitą,  dodatnią,  lub  ujemną. 

Skoro  bowiem :  F(x+a)—F\x)9  wówczas:  F(x+2a)=*F(x  +  a),  a  więc 
także:  F(x+2a)^F(x)1  ogólnie: 

F(x  +  lc.  a)~F(x),  *-drl,  ±2,... 

Jeżeli  więc  liczba  a  jest  peryodem  pewnej  funkcyi,  to  jest  nim  także 
wszelka  całkowita  wielokrotność  tej  liczby. 

Między  liczbami ,  które  dodane  do  wartości  zmiennej  niezależnej  nie 
zmieniają  wartości  funkcyi,  jest  więc  jedna  bezwzględnie  biorąc  najmniejsza 
i  tę  uważamy  zwykle  za  właściwy  p  ery  od  funkcyi,  a  funkcye,  której 
odpowiada  jedna  taka  bezwzględnie  najmniejsza  liozba  ci,  nazywamy 
funkcyą  jedno  peryodyozną. 

Niech  będzie  F(x)  funkcyą  jednoperyodyczną  o  peryodzie  a,  natenczas 
F(z+ka)-F(z),  (*-±l,  ±2, .-) 

Przypuśćmy,  że  ta  funkcya  F(x),  staje  się  zerem  dla  %=x0,  że  więc 
F(xQ)=Q,  natenczas  stanie  się  ona  zerem  także  dla  a?«=a?0+io,  (A=*±l,  d.2...). 

Funkcye  jednoperyodyezne,  mające  jedno  miejsce  zerowe  x0,  mają  ich 
więc  nieskończenie  wiele,  w  postaci:  xQ+k^ai  (fc— ±  1,  ±2,...)« 

Peryod  a  może  byó  liczbą  rzeczy  wista ,  urojoną,  lub  zespoloną.  Miejsca 
zerowe  funkcyi  jednoperyodycznej,  wyobrażają  na  płaszczyźnie  liczbowej 
zmiennej  urojonej  szereg  punktów,  położonych  w  równych  odstępach,  na 
jednej  linii  prostej. 

2.  Elementarna  funkcya  jednoperyodyczną,  bez  miejsc  zerowych.  Ty- 
pową funkcye  jednoperyodyczną  bez  miejsc  zerowych,  przedstawia  funkcya 
wykładnicza  e*,  określona  szeregiem  potęgowym,  bezwarunkowo  i  bez- 
ustannie zbieżnym,  w  postaci: 

X        X2       X2  xn 

^=1  +  1,+  2-;+^+   -.  +  -,  +  ...  O) 

której  peryodem  jest  liczba  urojona  2m.  (T.  I.  str.  696.  art.  7.). 
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Funkcya  wykładnicza  e*  nie  staje  się  serem  dla  żadnej  skończonej 
wartości  zmiennej  g,  jest  dla  wszelkich  wartości  rzeczywistych  x  dodatnią 
i  rzeczywistą,  a  tylko  dla  x— 0  ma  wartość  =1,  czyli  **  przybiera  wszelkie 
wartości  dodatnie  od  0  (dla  #=— oo)  do  +oo  (dla  a?=+oo).  Dla  urojonych 
wartości  a+fii  zmiennej  niezależnej  rr,  funkcya  ef*  ma  wartość  bezwzględną: 

(<5«+^i  =  \e*\.\e?i\  a  że  '  ^|  =  |cos/J+tsin  /?|— 1,  więc  '|  «•+*)  —  |e"|=e*, 
zależną  jedynie  od  części  rzeczywistej  a.  W  nieskończoności  posiada  funkcya 
e1  miejsce  istotnie  osobliwe ,  w  k torem  otrzymuje  wszelkie  możliwe  wartpści. 
Oznaczając  to  miejsce  przez  a+/J*,  z  warunkiem:  |a+/?*|=oo,  i  mając  na 
uwadze,  że  e+*  =  +oo,  e-^—0,  |e^'|==l,  przy  skończonem  lub  nieskończonem 
a  rzeozywistem   j9,  otrzymujemy  w  tern   miejscu  następujące  wartości : 

1.  Jeżeli  a=  +oo  ,  /?  dowolnie  skończone,  natenczas  jest  6fl?=c00+<?'==eco.rfl'=  oo 
a  więc  e*«=oo . 

2.  Jeżeli  a=— oo,  j9  dowolnie  skończone  lub  nieskończone ,  natenczas 
jest:  C=»r-oo+^—ci-*.^'=»0,  a  więc  e*=0. 

3.  Jeżeli  a  dowolnie  skończone  ,  /3«=±  oo ,  natenczas  jest : 

£*=  ca+fl0-*«  eP.e±*4-*eP  .  (cosoozhtsinoo). 
Ponieważ  jednak  cos  oo  i  sin  oo  są  nieoznaczone ,  bo  oo  może  być  uwa- 
żaną jako  nieskończenie  wielka  wielokrotność  liczby  2rc,  powiększona  o  zu- 
pełnie nieoznaczoną  liczbę,  obraną  w  granicaoh  od  0  do  2tf,  przeto  er  otrzy- 
muje wszelką  wartość  zespoloną  o  bezwzględnej  wartości  e",  leżącej  między 
zerem  (dla  a«— oo),  a  nieskończonością  (dla  tt=+oo). 

4.  Jeżeli  a=+oo,  /J«J:00,  natenczas: 

e*=e  —     » e    .e       =  oo.e-     =oo, 
a  więc  ev  otrzymuje  wartość  nieskończenie  wielką. 
6*  Jeżeli  a— — oo  ,  /J«±oo  ,  natenczas: 

a  więc  e*  otrzymuje  wartość  równą  zeru. 

Przy  pomocy    funkcyi   wykładniczej    e*,   mającej  peryod  2ni ,  możemy 

z  łatwością  utworzyć  funkcyę  jednoperyodyczną  F{x)}  mającą  dany  peryod 

.,,     ,  _,  ,     2ni  ',,  2ni  .  2ni 

(o.  Funkcya  e"x   ma   peryod  ,  połóżmy    więc :  =  a> ,    a   więc  a  =        , 

a  otrzymamy   najprostszą    szukaną    funkcyę  jednoperyodyczną   o   peryodzie 
w,  w  postaci : 

2m*x 

_,  x      -j-  2nx     .   .    2nx 

F(x)=e      =co8        -4-*sm         , 

O)  (O 

jest  nią  więc  zarówno  funkcya  cos     -  ,  jak  funkcya  sin . 

Związek  funkcyi  wykładniczej  e*  z  funkcyami  goniometrycznemi,  okre- 
ślony wzorem:  exi=* cos x+i sina;  i  analogiczny  związek  z  funkcyami  hiper- 
bolicznemi ,  określony  wzorem:  ejr=coships+sinhipx,  dozwala,  na  podstawie 
peryodyczności  funkcyi  wykładniczej  e*,  wyprowadzić  peryodyozność,  za- 
równo funkcyj  goniometrycznych ,  jak  funkcyj  hiperbolicznych  oraz  wszelkich 
funkcyj,  wymiernie  z  nich  utworzonych  a  zarazem  wyznaczyć  ich  miejsca 
zerowe  na  płaszczyźnie  zmiennej  urojonej. 
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-     3.  Peryody  1  miejsca  zerowe  funkcyj  gonlontetryeznych  i  hiperboli 
czoych.  Funkcye  goniometryozne  sina?  i  cosx  mają,  na  podstawie  określeń: 

smx  = — _ — }    coss-     -2       , 

peryod  2rc,   a  funkcye  hiperboliozne  sinhipa   i   ooshipg,   mają  znowu,  na 
podstawie  określeń: 

ę* ę— *  ^*Xg-« 

sinhips  = = ,  coshipg» — ^ , 

peryod  2m. 

Według  powyższych  określeń,  miejsca  zerowe  funkcyi  sina:  wyznaczają 
się  równaniem  e*'— «■"**— 0,  czyli  62"'—l,  a  więc  przedstawiają  się  w  postaci: 
x=kn ,  fc=-0,  ±1,  ±2,...  tworząc  szereg  punktów:  0,  ±**,  db2# , ...  w  od- 
stępie n  na  osi  liczb  rzeczywistych;  miejsca  zerowe  funkcyi  cos#  określają 
się  równaniem  e*'+e-**=0,   czyli   e***= — 1,    a  więc  przedstawiają  się  w  po- 

staci:  a?«-^— - — -n%  *— 0,  ±1,  ±2,...,   tworząc  na  osi  liczb  rzeczywistych 

szereg  punktów:  =fc  ^,  ±  -~  , ...  w  odstępie  n. 

Miejsca  zerowe  funkcyi  sinhipz  określone  są  równaniem  <?  —  e~x=Q. 
czyli  e**=l,  a  więc  przedstawiają  się  w  postaci:  z*=km9  *=0,  ±1,  ±2,..., 
tworząc  na  osi  liczb  urojonych  szereg  punktów:  0,  ±m,  Jb2ró,... 
w  odstępie  n\  miejsca  zerowe  funkcyi  coshipg,  określone  są  natomiast 
równaniem :    e*  +  er*  —  0 ,    czyli    a2*—  —  1    i   przedstawiają   się    w  postaci : 

#=»- — ^ — -ni,  A=»0,  ±1,  ±2,...,  tworząc  takie  na  osi  liczb  urojonych  szereg 

n  3 

punktów:  ±-o-«,  ±-o*wt, ...  również  w  odstępie  n. 

Na  podstawie  wyznaczonych  miejsc  zerowych,  odpowiadających  tym 
fankcyom,  możemy  oprzeó  rozwinięcia  tych  funkcyi  na  iloczyny  nieskoń- 
czone ,  wyprowadzone  w  poprzednim  wykładzie,  a  z  odpowiednich  iloczynów 
nieskończonych    wyprowadzió   naodwrót   peryodycznośó   odnośnych  funkcyj. 

4.  Peryodyezność  iloczynu  nieskończonego,  przedstawiającego  funkeyc 
sina?.  Dla  funkcyi  sino;,  otrzymaliśmy  iloczyn  nieskończony: 

sin*-*n{l-^J.  (2) 

Weźmy  pod  uwagę  funkcyę: 

JK«)-.n(i-;3^1)ł  (3) 

mającą  tę  własność,  że: 

lim  Fn(x)— lim*    II  [1 5-^ Usini 

«=•  WM      r=i\        ra^V 

Funkcya  ta  przedstawia  się  w  postaci: 

*■»-•(«- p)  (»-£•)-■  (1 -£.) 

czyli : 
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Kładąo:  x*—rin1-'(x+m)(x — m),  otrzymujemy: 
rięc  takie 


Fn{x)=-^frq^ix.(x+7t)(x—n)  (x+2n)(x— 2n). .  .(x+nn)(x—nn), 


(-D' 
(»!)ł*: 

Zastąpmy  tu  x  przez  x+n,  &  otrzymamy: 


Fn(x)  =  ■■  ,  .  'x.(x— n)(x—2a)...(x—nn).(x+nn). .  .(x+2n)(x+n). 


(—1)*  *+(«+l)ff 

M»  +  *)— ^jr^s  «(»-»)  •-.(«— («-l)»)(ag— »»)(«+«Mt)...(JC+»).      a;_wt 

Irięc: 

Fn(x+n)=Fn(x).     x_nn    .  (4) 

Przechodząc  do  granicy  n=oo,  otrzymujemy  stąd  wzór: 


L 


sin  (x+ji)  =  sin  *  Jim  ■■- 

.=.      x-nn 

Mm  *+_<?.+!>* — i, 

«=»•        x—nn 


na  otrzymujemy  :  sin  (x  +  ri)  =  —sin  rr , 

ląd:  sin  (a; +2^)  =  —  sin(rr  +  rc), 

ii:  sin  (a;  +  2;r)=  sin  x} 

wskazuje,    że    iloczyn  nieskończony,    przedstawiający    funkcyę   sinrr   ma 

ryod  2n. 

5.  Punkt  istotnie  osobliwy  funkcyj  peryodycznych.  Jeżeli  funkcya  pe- 
djczna  przyjmuje  w  pewnem  miejscu  x  w  skończoności  pewną  wartość, 
Musi  ona  ee  względu  na  warunek  F(x+no))  =  F(x)  tę  samą  wartość 
kymać  takie  w  miejscu  nieskończenie  dalekiem.  Z  tego  wynika  >  że  war- 
I  funkcyi  peryodycznej  w  punkcie  nieskończenie  dalekim  płaszczyzny 
tbowej  jest  nieoznaczoną,  funkcya  peryodyczna  otrzymuje  więc  w  punkcie 

^kończenie  dalekim  rozmaite  wartości ,  czyli  innemi  słowy  : 

Wszelka  funkcya  peryodyczna  ma  w  punkcie  nieskończenie  dalekim  płaszczyzny 

wknccj  punkt  istotnie  osobliwy. 

Jeżeli   funkcya    peryodyczna  ma ,  oprócz    koniecznego    punktu    istotnie 

bbliwego  w  nieskończoności ,  jeszcze  inny  punkt  istotnie  osobliwy  w  pewnem 

lejscu    x  =*  a,    to  z  powodu    peryodyczności    ma    tych    miejsc   nieskończenie 

»le. 

6.  Ogólny  sposób  tworzenia  fankcyj  jednoperyodycznych.  Niech  będzie 
r)  dowolną  funkcya  jednowartościową  ,  całkowitą  lub  ułamkową,  wymierną, 
b  przestępną. 

Połóżmy  x=*= — . logy,  a  zatem:  y=*=c  w  ,  natenczas  otrzymam}'  z  danej 
ikcyi  jednowartościowej   zmiennej  y: 

f(p)=f(eu)=F(x),  (6) 
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jednowartościową  funkcyę  zmiennej  x,  kształtu:  F(x)=>f\e     /,  która,  wob 


lnix 


tego,  że  cw  jest  peryodyczną  funkcyą  zmiennej  x  o  peryodzie  równymi 
będzie  również  peryodyczną  funkcyą  zmiennej  x  o  tymże  peryodzie! 
z  czego  wynika,  że  z  jakiejkolwiek  funkcyi  jednowartościowej  zmieni 
niezależnej    x,    otrzymujemy    funkcyę    peryodyczną    o    peryodzie    a) ,  j« 

w  danej    funkcyi   jednowartościowej,  zastąpimy  zmienną  x  przez  e  w  . 

7.  Niektóre  uwagi  o  funkcjach  całkowitych  przestępnych.  Szeregi  bu 
ustannie  i  bezwarunkowo  zbieżne  określają ,  jak  wiemy,  (patrz  T.  I.  i 
666.)  funkcye,  zwane  funkcyami  całkowitemi  przestępnemi. 

Funkcye  takie  mają  tylko  jeden  punkt  istotnie  osobliwy  i 
leżący  w  nieskończoności,  jak  funkcye:  e*,  sin^,  cosx3,  i  t.  d. 

Funkcye  peryodyczne  z  jednym  punktem  istotnie  osobliwym  ,  leżąc; 
w  nieskończoności,  należą  zatem  do  funkcyj  całkowitych  przestępnych, 

Niech    będzie    f(x)=  a0  +  a<x  +  a2  x2  +  ...    funkcyą    całkowitą    przestęi 
Wobec    bezwaruukowej    i    bezustannej   zbieżności  przedstawiającego  ją 
regu    potęgowego,     możemy    ją    przedstawić    w     postaci    iynych    sze: 
bezwarunkowo    i    bezustannie    zbieżnych ,    uporządkowanych     według 
(x—a),  jak:    f(x)  =  a0+at(x—  a  +c^{x  —  a)2  +  ...,   gdzie,  przy    skończonem 
aH   jest  liczbą  skończoną. 

Funkcyą  taka  może,  jak  funkcyą  e* ,  nie  mieć  wcale  miejsc    zerpw; 

Gdyby  a  było  miejscem    zerowem    tej  funkcyi,  wówczas  byłoby  a^ 

f(x)  1 

a  funkcyą  ,  byłaby  znowu  funkcyą  całkowitą  przestępną.  ł 

x~~~  o  M 

Między  wartościami  zmiennej  niezależnej  x,  bezwzględnie  mniejsza 
od  pewnej  skończonej  liczby  £,  będzie  zawsze  tylko  skończona  ilość  takii 
miejsc,  w  których  funkcyą  całkowita  przestępna  f(x)  staje  się  zerem. 

Miejsca  takie  nazywamy  miejscami  zerowemi  funkcyi.  '■ 

Dadzą  się    one    zestawić    w    pewnym    porządku:    a,,  a2,  a,,...    tak,  ii 
O/i  +  i   >   a*  <  przyczem  :  lim  an  =  oo. 

n:=cc 

Niech  będzie  x^ax  punktem  zerowym  funkcyi  całkowitej  przestęp* 
/'(#),  to  otrzymujemy   wówczas  : 

/(*)«(*-- a,  )/,(*), 
gdzie  f\(x)  jest  znowu    funkcyą    całkowitą    przestępną.    Gdybj'    funkcyą  fĄ 
miała  skończoną  ilość  miejsc    zerowych:    au  «>>•••>  a* ,  wówczas  moglibyfa| 
w  analogiczny  sposób  przedstawić  ją  w   postaci: 

f(x,  =-  {x-a{)(x-  a2) ...  {x— an)fn{x), 
gdzie  funkcyą  f„(x)  wyobraża    znowu    pewną    funkcyę  całkowitą   przestęp* 

8.  Fonkcye  całkowite  przestępne  o  nieskończonej  ilości  miejsc  zerowjl 
Niech  będzie  danych  nieskończenie  wiele  miejsc:  a,,  a2,  ...,  a„ ,  w  którjf 
szukana  funkcyą  całkowita  przestępna  miałaby  swe  miejsca  zerow 
Oznaczmy  przez  (pn(x)  (w  =  l,  2,...)  pewne  funkcye  całkowite  przestępne,  ti 
mające  wcale  punktów  zero  wy  en  w  skończoności,  jak  np.  #*W,  gdzie  g(x)  j« 
dowolną  funkcyą  całkowitą,  wymierną  lub  przestępną  i  utwórzmy  ilocij 
nieskończony   kształtu:  ' 
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każemy,  że   przy   odpowiednim    wyborze  funkcyj    g>i(x) ,  9>2(a;), ...,  g>n(x), ... 

lemy  zawsze  uczynić  ten  iloczyn  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżnym. 

Iloczyn   ten  będzie  bezwarunkowo    i  bezustannie  zbieżny,   jeżeli    szereg 

względnych   wartości  wyrazów  —  jest    zbieżny,    gdy    położymy    g>„(x)  =  lj 

wczas  otrzymamy  żądaną  funkcyę,  w  postaci: 


™-(-s)(>- ;)■-(»-£)- 


Przypuśćmy  jednak,    że  szereg: 1 }-.•• H h—  nie  jest  bezwarun- 

wo  zbieżny,  a  natomiast  istnieje  pewna  liczba  w,  taka ,  że  szereg : 

ii  bezwarunkowo  zbieżny. 

Połóżmy  tedy: 

,  *      x       1    z2  1       *— ' 

i:  9P«(^)=^l,(4r)ł  wówczas  zauważymy,  że  iloczyn  nieskończony: 
(l-^)^(x)(l-y^)...(l-|-)c>,(^... 

jbec  rozwinięcia: 

,      /,       *\      *  ,    1    z2  ,      1       *— 1    ,    1    *m   , 

_  log^---j=--+  y  --1+...  +  _i  _,+  m  — +  ... 

tern  samem  wobec  wzoru: 

(x  1      x'"-]  1     Tm  \  /x  1       a-"1"1    \ 

yli: 

-  A.  ^!'_  _    1    ^Żl-  _  1  *m  na* 

\       a,/  ^   v  w  a„m 

flizie  miał  «-ty  czynnik  kształtu : 


(-:>■ 


(x)=l —  (l+<5), 


bie   d    przedstawia    liczbę    skończoną ,    która    z    rosnącem    n ,    bezwględnie 
Beta.  dąży   do  zera.    Iloczyn    nieskończony    takich  czynników,  jest,  wobec 

ożenią,   że   szereg:  I   -  I   +  i       J   +...  jest  zbieżnym,  widocznie  bezwarun- 

ro  zbieżnym. 

(1  \m      (  1  \m  {  1  \w 

)   +  (  a  )   "*'"■'  +  (a   /  +'  "  "    J68t  dla 
>Ikiego  skończonego  m  rozbieżnym. 
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Połóżmy  tedy  : 

/    x         *      ,      1       X2     ,  ,  1         Xn"1  ,    x  9n(*) 

a  iloczyn  nieskończony : 

(i-^)f,w(i-^)fc(.)...(i-y*.w-. 

będzie  miał  tedy  w-ty  czynnik ,  w  postaci : 


(•-^••"-('-ź) 


1   **  .  1    *1 


e 


««+   2  a  '+",+  «-l 


*-l 


a„n-l 


1  l!L  _  _JL  **+1 

n  ann       n-f-1  ann-f  1 


której  możemy  także  nadać  kształt: 

-(>-i)-('-r- 

a  więc  otrzymujemy : 

(i-3*w-i_i£(i+4 

gdzie  <$«  przy  rosnącem  n  zdąża    do  zera. 

Ponieważ  szereg: h       2+     3  +  ...H +  ...  jest  dla  każdej  skończonej 

wartości  x  bezwarunkowo  zbieżnym,  zatem  iloczyn  takich  czynników  będzie 
też  bezwarunkowo  zbieżny,  a  stąd  wynika  twierdzenie : 

Jeżeli  liczby  o^,  a2, ...,  a„,  tworzą  taki  szereg,  że:  \au+i  |>|a*!,  a  przytem 
liman-=oo,  wówczas  da  się  zawsze  utworzyć  iloczyn  nieskończony,  kształtu: 


Hl^h^w-fi)^ 


(6) 


gdzie  <pn(x)  są  pewne  funkcye ,  nie  mające  miejsc  zerowych,  który  będzie 
bezwarunkowo  zbieżnym  dla  wszelkich  skończonych  wartości  zmiennej  x, 
różnych  od  liczb:  a1?  a2,  ...,  a„, ...  Iloczyny  takie  przedstawiają  tedy  funkcye 
całkowite  przestępne  o  danych  nieskończenie  wielu  miejscach  zerowych. 

Na  podstawie  powyższych  wywodów,  jesteśmy  zawsze  w  stanie  wy- 
znaczyć funkcye  całkowite  przestępne ,  któreby  miały  nieskończenie  wiele 
miejsc  zerowych  :  ax ,  a2) ...,  a».,  ...,  jeżeli  tylko;  |  an+i  |>  ,  a„\ ,  a  przytem: 
lim  an=oo  . 

n=roe 

Ilość  takich  funkjyj  jest  widocznie  nieskończenie  wielka.  Jeżeli  bowiem 
G(x)  jest  taką  funkcyą ,  tedy  jest  nią  także  funkcya:  e*W .  G(x),  gdzie  g(x) 
przedstawia  jakąkolwiek  funkcye  całkowitą,  wymierną  lub  przestępną. 

9.  Szeregi  nieskończone,  oparte  na  iloczynach  nieskończonych  danych 
funkcyj.  Z  iloczynów  nieskończonych ,  przedstawiających  rozwinięcia  danych 
funkcyj,  możemy  otrzymać  szeregi  dla  różnych  innych  funkcyi. 
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Weźmy  pod  uwagę  iloczyn  nieskończony : 

Logarytm  jego  prowadzi  do  wzoru : 
logsinx=logx+log(l-^)  +  log(l-22X^)+...+log(l-M-^.i)+...     (7) 

Wyznaczywszy    obustronnie    pierwsze    pochodne ,    otrzymujemy    rozwi- 
ńcie: 

sina?     C°  gX~  x      n2  -x2      22n2—x*      '"  ~n2n2-x7l~'"  l  ' 

óre,  ze  względu  na  to,  że: 

_       2x      _  _i 1 

n2n2 — x2     nn  +  x     tm  —  x' 
owadzi  do  szeregu: 

cotgs=  — +  — L_+...+  — L 1 —  .  (9) 

x      n  +  x      n — x  nn  +  x      nn  —  x 

Zastępując    w  niem  x  przez  nx  i  mnożąc   obustronnie    przez   n,   otrzy- 
njemy  szereg  : 

1    ,       1             1       ,         ,       1  1      . 

71  cotgrc  X  =  — + +  ...  H- 


x      l  +  x      l—x  n+x      n—x 

yli: 

»cotg»x=--+-^-+  -1  •-  +  ...+     *     +    -1    +..  (10) 

x      x+l      x— 1  x+«     x—n 

Zmieniając  porządek  wyrazów  tego  szeregu,  otrzymujemy  szereg: 

"^S"     l     -  -i-  *        -1  4-     X  i 

^>    x  +  »      "+a;-»+  •".  +  x-l  +  x +  x+l  +  '"+x+n+"' 

n=  -  oo       ^  1  n;=oo  - 

x+n      x      ^  x+n' 
Jadający    się    z   dwu   szeregów    nieskończonych,    po   obu  stronach  wyrazu 
(Mikowego    —  . 

Temi  rodzajami  szeregów,  zajmijmy  się  obecnie. 

10.  Szeregi  nieskończone  po  obn  stronach  wyrazu  środkowego.  Niech 
Mzie  Uq  wyrazem  środkowym  szeregu  ,  który  rozciąga  się  po  obu  stronach 
bo  wyrazu  w  nieskończoność ,  w  postaci  : 

2  uH=...  +  U-n  +  ...  +  U-2  +  U-\+u0+u\+u2+-~  +  u*  +  -"  (11) 

Ażeby  szereg  taki  by  I  zbieżnym,  musiałyby  być  widocznie  oba  szeregi 
ijfciowe,  a  więc  zarówno  szereg: 

wc—oo 
n=-l 

oteż  szereg  : 
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szeregami  zbieżnymi. 

Jeżeli  sumą  jednego  szeregu   jest  #',  drugiego    S,    natenczas  sum 
nego  szeregu  jest: 

a  suma  ta  niezaleźy   od  porządku  wyrazów,   jeżeli  oba  szeregi  częśckr 
bezwarunkowo  zbieżne. 

Zastanówmy    się   teraz   nad    przypadkiem,    gdy    oba   szeregi    częś 
są  rozbieżne. 

11.  W  tym  celu  weźmy,  jako  przykład,  pod  uwagę  szereg: 

w  którym  wykładnik  a  jest  liczbą  dodatnią. 

Szereg  ten,  rozdzielony    na   dwa   szeregi  częściowe,    ułożone    obol 

razu    środkowego   t*0«=    --- -,  możemy  przedstawić  w  postaci: 

x 

Sa=  n^  {x+n)«+  xa  +  j^ji  (^+70"'  ( 

71=00  1  .  »=30  1 

czyli :  5«=2  (^Z^  +  *«  +  2  (Tf^r 

Oba  szeregi  częściowe: 


»=30 


1  1.1.1 


<2j  (j— «)«      (a:— 1)«+  (x— 2)"  +  ***  +  (.r— »/a  + 


Sf 1       _       1  1  1 


n  =  l 


(x  +  «)a      (x4-l)a      (x  +  2)a   (X  +  Hja 

będą  widocznie   zbieżne;  skoro  szereg: 

2n«        i«  +  2«   +  "*  +    n"  +"' 
«=  i 

będzie  szeregiem    zbieżnym  ,    co    w    myśl    wywodów,    podanych    w  Tor 

art.   13    str.  535.  nastąpi  zawsze,  gdy  a^>\. 

+00       1 
Szereg    2 —  jest  więc  pod   warunkiem  a>  1,  zawsze  zbieżnj 

dla  wszelkich  wartości  niecałkowitych  x  sumę  skończoną  Sa(x). 
Jeżeli  wykładnik  a=l,  wówczas  są  oba  szeregi: 

;g?    i         i       j.  _i_ 

^(x  — n)  ~~x-l  +  x-2  +  '"+  x-w  +  **' 

^     1 l  i  l 
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bieżne,  przyczem  pierwszy  dąży  do  granicy — oo  ,  drugi  do  granicy  +  oo. 
aa  S*  przedstawia  się  tedy  w  postaci  nieoznaczonej.  Ażeby  zbadać,  czy 
od  jakimi  warunkami  mogłaby  być  ta  suma  oznaczoną,  weźmy  w  obu 
regach  jednakową  ilość  p  wyrazów,  utwórzmy  więc  sumę : 

*<*>-2izi+i+2Vh'  (14) 

Łącząc    co   dwa    wyrazy,    odpowiadające    tej    samej    bezwzględnej   war- 
fei  wskazówki  n  w  jeden  dodajnik,  otrzymamy: 


1.1  2 


+ 


r 


a_*.2> 


x— n      zĄ-n      xl—n 

rięc   powyższą  sumę,  w  postaci: 

n=p      i  i         n-P      i  i         n-P         9r 

z-n      z      <*Jx  +  n      z      ^J  z2  —  n1' 

»=i  *=i  »=i 

Tak  otrzymana  suma  dąży,  przy  nieograniczenie  rosnącem  p,  do  pewnej 
fcnicy,   dokładnie  oznaczonej. 

Połóżmy : 

możemy   łatwo  dowieść,  że: 

Fx{z+1)-Fx(z). 
Weźmy    bowiem  pod  uwagę  sumę: 

junważymy,    że    zastępując    a;    przez  x+l,    zamienimy    każdy    wyraz  tej 
^y   S(x)    na    wyraz   następujący,    a    otrzymana    nowa    suma    Sp(x  +  1)    po- 

tanie  więc  z  sumy  Sp(x),  przez  dodanie  wyrazu   -  ^   a  odjęcie    wy- 

Ku .    W    granicy,    gdy    p   staje    się    nieskończenie    wielkiem ,    wyrazy : 

i  .staną  się  zerami,  będzie  więc: 

f  -f  1      z  —p 

F,(z+l)  =  Fx(x). 

f  «=+»     i 

t    To  znaczy:  Funkcya  FA{z\  okreSlona  iczorem:  -F,(»  =    2    —^^jestperyo- 

mq  i  ma  peryod  równy  1. 

Tę    samą    własność   mają    widocznie    funkcye:  F2(x),  F3(x)  ...,  określone 
lorami : 

X 

12.  Zastępując  we  wzorze  Fx(x)  zmienną  x  przez       ,  otrzymamy: 
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1  \  n)  ^J    zĄ-nn  ' 

n= — « 

a  wtedy  powstaje  funkcya: 

n     i\n)        <^J    x  +  nn 


której  peryodem  jest  liczba  n,  a  która  w  miejscach  x=nn  (n=0,  ±1,  ±2, . ... 
otrzymuje  wartości  nieskończenie  wielkie.  Funkcya  ta  jest  funkcya  gonio- 
metryczną  co  tg  a:. 

Z  iloczynu  nieskończonego : 

«n.-.(l-^)  (l-4^)-(i-^)- 
wypływa  bowiem  szereg: 

log  sina- +logz  +  log(l-  B*)  +  logV     4n*)  +'"+  log  (1_ i^)+'' 
który,  zróżniczkowany,  prowadzi  do  wzoru: 

1  2x  klx 

cotgs=— +  -o 2+  ~i — r~%+  •• 

°        x      a2-- re2     a?2— 4rc2 

Jest  więc: 

■=+00 


±FJ-)=    ^_L=cotg*.  (17i 


13.  Szereg  JacobiegO.  Ze  szeregów,  rozciągających  się  w  nieskończoność, 
po  obu  stronach  wyrazu  środkowego  zasługuje  na  szczególniejszą  uwagę, 
t.  z.  szereg  J  a  co  b  i' ego,  określony  wzorem: 

»= — ao 

w  którym  spółczynniki  a  i  b,  przedstawiają  dowolne  liczby  stałe. 

Środkowym  wyrazem  tego  szeregu,  podwójnie  nieskończonego,  odpo- 
wiadającym wskazówce  w=0,  jest  1,  oba  szeregi  otaczające,  mają  wyraz 
ogólny  un>=enn%+bnx ,  którego  n-ty  pierwiastek:  ^w„—  e*"+6*,  bezwzględnie 
wzięty,  zdąża,  przy  nieograniczenie  rosnącem  n,  do  zera,  gdy  spółczynnik  u 
jest  liczbą  ujemną,  są  więc,  gdy  a<0,  bezwarunkowo  zbieżne.  Szereg 
Jakobiego : 

«  =  — 00 

jest  więc,  przy  ujemnym  spółczynniku  a,  dla  wszelkiego  x  bezwarunkowo 
zbieżny.  (Jeżeli  współczynnik  a  jest  liczbą  zespoloną  kształtu:  a+/K,  wów- 
czas musi  być  a<0). 

Funkcyami,  określonemi  tym  szeregiem  zajmiemy  się  w  następnym 
wykładzie. 
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ćwiczenia    XXVIII. 

1)  Wykazać ,  że  wszystkie  funkcye  jedno  wartościowe  zmiennej  x,  które  mają  jeden 
D  ponkt  istotnie  osobliwy  w  nieskończoności ,  czyli  t.  z.  funkcye  całkowite  przestępne 
tą  się  przedstawić  w  postaci  szeregów  potęgowych  zmiennej  .t,  bezwarunkowo  i  bez- 
mme  zbieżnych. 

2)  Wykazać ,  że  skoro  funkcya  całkowita  przestępna  G  (x)  (ćw.  1.)  ma  jeden  punkt 
Wy  w  miejscu  a5  =  «,  wówczas  iloraz  jest  również  funkcyą  całkowitą  przestępną. 

I  3)  Wykazać,  że  wszystkie  jednowartościowe  funkcye  zmiennej  x1  mające  jeden 
m  punkt    osobliwy    i    to  istotnie  osobliwy    w    miejscu  x  —  a ,  przedstawiają   się  w  po- 

ti  (?(—    — ),  gdzie  0(x)  przedstawia  szereg  bezwarunkowo  i  bezustannie  zbieżny. 

4)  Wykazać ,    że  jeżeli   funkcya   /(x),    da    się  przedstawić    szeregiem    bezustannie 

■nym  :  /(x)=^  a0  -f-  axxĄ-  atx*  +  ...,  wówczas  da  się  iloraz:  ^>-r,  pod  założeniem,  że 
l>0,  rozwinąć  na  szereg  potęgowy,  którego  zakres  zbieżności  sięga  do  tego  punktu  ze- 
ko  funkcyi  f(x),  który  leży  najbliżej  punktu  x  =  0. 

5)  Wykazać ,    że    wszelka  funkcya  jednowartościowa  f{x)    ma  te  same   miejsca   isto- 

p  osobliwe  ,  co  funkcya  ułamkowa       .     . 

6)  Wykazać ,    że    funkcya    /(*),    przedstawiona    ilorazem  dwu  szeregów  potęgowych, 

tneJ    x*  /(*)  =  T°  T.  1*    i.?1  iT      da  8ię  rozwinąć  na  szereg  potęgowy  c0+c,x+cja72+... 
wyraz  stały  b0  w  mianowniku  jest  różny  od  zera. 

7)  Wykazać ,  że  zakres  zbieżności  szeregu  :  etl  +  cxx  -fc***  -)-...,  (określonego  w  ćw.  G.) 
■ido  najbliższego  miejsca  zerowego  funkcyi  określonej  mianownikiem:  60+&to5-f-&l**+... 
I     9)  Wykazać,    że  wszelka    funkcya  jednowartościowa    zmiennej    x,   nie    posiadająca 

a  istotnie  osobliwego  w  skońc  zoności ,  może  mieć  w  skończonym  zakresie  zmiennej  x 
skończoną  ilość  takich  miejsc ,  w  których  jej  wartość  staje  się   zerem    lub   nieskoń- 
IMrią. 

9)  Dowieść  istnienia  funkcyj    całkowitych  przestępnych,    które  nie  mają  w  skończo- 
ani  jednego  miejsca  zerowego  i  podać  ich  szczególne  kształty. 

10)  Wykazać,  że  wszelkie  funkcye  jednowartościowe,  które  mają  tylko  jeden   punkt 
linie  osobliwy  i  to  w  nieskończoności,  a  nadto  dowolną  ilość  miejsc  nieistotnie  osobli- 

,  czyli  nieskończonosciowych ,  przedstawiają  się  w  postaci  ilorazu  dwu  funkcyj  z  któ- 
przyn aj  mniej  jedna  będzie  całkowitą  przestępną. 

11)  Dowieść,   że   wszelka    funkcya    peryodyczna    o    własności:    f(x  +  w) =/(*),    ma 
(ttkończoności  punkt  istotnie  osobliwy. 

12)  Na  podstawie  szeregu  e*  =  1  +       +  l>?  +  ...  wykazać  ,  że : 
a)  V'| -1,    b)  |«*+"  '-«',     c)  •■+** W. 

13)  Wykazać,  że  funkcya:  e  a  — -  sin  +tcos  -'       jest     funkcyą      Deryodyczną, 

pry  odzie  a. 

x3       xb 

14)  Na  podstawcie   szeregu  :    sin  x  =  x  —        -\-   -}  —  ..    wykazać ,  że  sin  (a;  Ą-2ń)  =  sin  x. 

15)  Na  podstawie  iloczynu  nieskończonego : 

1  =  00 

ii  (■-::)• 


n  =  oo 

!  sin  r.x=Tzx 

n=l 
fa^    £e .  sin  r.  (x  +  1)  ^=  —  sin  r.  x . 

a    sin  jc  (x  +  2)  =  sin  k  x. 
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IG)  Na  podstawie  szeregu  : 

1     ,   n=-     2* 
x       n=1  xł—  n* 

wykazać  ,  że:  r,  cotg  r,  ( x  +  1 )  ==  n  co  tg  n  ar. 

17)  Wykazać,  że: 

(>-S)  ('-£)(■-£)■ 


tang  a:  =  x 


(-£)(■- £)(-#- 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia: 

18)  sinmso  2»»-i  sin  *     1 1  sin  l  --  —  *J  .  sin  y—  +  rj. 

19)  co9fnx=^2m-i   j I  sin  (     T    *— »J.  sin  ( -^ — ?=+  * )• 

n=l 

11=00 

20)  tang mx=  tang  x   J|  tang  (^  —  x)  .  *ang(^  +  *). 

21)  cosec  mx  =■      _1  .  cosec  x    ||  cosec  ( —  —  x\  .  cosec  ( H  x  J. 

<™  "fif         /2»  — ro  +  1  \  /  2n— m +■  1       ,     \ 

22)  sec  mx  =  U  seo  [ ^      *-*J  .  sec  ^ ^ *+*J.» 

11=1 

23)  cotg  mx  =-  cotg*  U  cotg  ( x  )  cotg  (--  +  *  J  . 


«=1 

24)  Dowieść  twierdzenia  Weierstrassa  ,  że  miejsca  zerowe:  04,  «*,...,  *»  ,—,  wszelkiej 
funkcyi  całkowitej  przestępnej,  dają  się  zawsze  tak  zestawić,  że:  |«»+i  1^  ■*  '»  że  &J  ^°^ 
tych  miejsc  jest  nieskończenie  wielka,  wówczas  lim  a*  =00. 

n=oo 

25)  Jeżeli  y(x)  jest  pewną  funkcyą  całkowitą  przestępną,  która  nie  ma  miejsc  zero- 
wych w  skończoności ,  wykazać ,  że  funkcya : 

f(x)  =(*-«,)(*-«,) ...  (*-*«)  ?  (*), 
jest  funkcyą    całkowitą  przestępną,    mającą    tylko   n   miejsc    zerowych    na    płaszczyźnie 
liczbowej. 

26)  Jeżeli  daną  jest  nieskończona  ilość  miejsc:  04,  04,...,  a*,  tak,  że:  '««+t|>la»  • 
a  przytem  lim   |  ««  |  =  ao  ,  a  ?i(*),  ?i(»), ...,  ?«(«), ...  są  pewnemi  funkeyami  całkowitemi  prze- 

łl=QO 

stępnemi ,  nie  mającemi  miejsc  zerowych  w  skończoności ,  dowieść ,  że  da  się  zawsze  utwo- 
rzyć iloczyn  nieskończony  w  postaci : 

(i_  *)*(*)•  (i-~)  *(*)••••   (1- ■£)*«.... 

który  będzie   bezwarunkowo   zbieżny    dla   wszelkich    wartości  x  różnych  od  04,  *j....,  *«•••< 

27)  Jeżeli  daną  jest  nieskończoną  ilość  miejsc  o,,  04,  ..,  a«,...,  tak,  że:  |a»+i!>««. 
a  przytem:    lim    |  aw  |  =  ao ,    dowieść,   że   da   się    zawsze   utworzyć    iloczyn   nieskończony: 

W=ao 

(l J  (l J  ...  ( l I  ...,  który  będzie  bezwarunkowo  zbieżny  dla  wszelkich  wartości 


x,  różnych  od  04,  04,...,  «»«,...,  skoro  szereg   —  +  1— 

I  "i  I       I \*% 


+  ».+ 


+  ...  jest  zbieżny. 
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Sfc)  Dowieść ,  że  iloczyny  nieskończone ,  określone  w  ów.  26.  i  2Y.,  dadzą  się  prze- 
de na  szeregi  potęgowe  zbieżne  dla  wszelkiego  x,  przedstawiają  wiec  pewne  funkeye 
ite  przestępne. 

29)  Wykazaó,  że  skoro  funkeya   G(x)  ma  nieskończenie    wiele   miejsc    zerowych,  to 

re  /(*)  kształtu:  /r(x)  =  G(x).e  ,  gdzie  gr(x)  jest  jakąkolwiek  funkcyą  całkowitą 
jpną  ?  mają  te  same  miejsca  zerowe  i  są  także  funkeya  mi  całkowitemi,  przestępnemi. 

30)  Z  iloczynu  nieskończonego  ,  przedstawiającego  sin  nx ,  wyprowadzić  szereg : 

31 1  Z  iloczynu  nieskończonego,  przedstawiającego  cos*,  wyprowadzić  szereg: 

1 1_      _1 1 1 1 

ang*-=  ^  ^  +gj=  ^  +Bi  Bk,       +  "" 

T—     T+*     ?—     T+*      "2—      2+x 

Wyprowadzić  następujące  szeregi : 

1  2x  2x  2x 

Qt.  A  t  2xł  2xł  2xJ  2*' 

ODI    XCOt|T  X  =  1 r _  —     --5 =   —   — - _  —   ... r-r =   —    ... 

6  **— X1      4**— xł       Ite1— xł  w1**— x* 

_.  .    1    x*  ,4!       *5  ,         ,        (2n)!  x2«+i    , 


VCT{x+  2  x*  +   8'-g")«   x>+  ...+    ^(n!)»  1 

vi     x   jx  -f  3  x  -r        6  t         x  ^  -  ^  (2n  +  1) !  ^     / 


^  X1       x*  x*«+l 

37,  arctang*=x-- .  + -^ -...+(_!). _^  + ...  -     (:  x  |<  1) 

—  2        »+Ti»"'B'ł  *»+'""    2*  +  l  '  >+i  +  -    <|a?l>1' 

^  *  1    *»  4!  x*  (2n)!  x2«+i 

B)  arccosx=  ^~x— g-  y  -  __  .  -ft-  -  ...  -     -^^     .  __  -  ... 

2        V1     M    r  8        ^      B!  ^      ^   (2n+l)!  ^     I 

naw  m         .  .2  x*  ,   2.4  x«  .   2.4.6  x«  ,  ,     ,^t 

39,  (arc  sin .)»«  .«+  -  -  +  -   &  -  +  37bT7  .f  +  ...       |  x  |  <  1. 

40j  arc  tang  x=1Txl(l  +  --1--  +_  (_-)  +  3    ^  (_-)    +...}. 

-  X1        x5  x2"-M 

U)  arccotangx-=-|-  x  +  -- -  y +  ...  -  (_i)._  +  x  +  ...     (i«|<l) 

-1      1   *    -4-  X     X  .    (-1)'       l       .  r'*-^n 

"~x        8^+6^  "~~'"  +  2»+i  x^+T"h-     ^'*->^ 

12;  Wykazać,  że  funkeya  /(x)  przedstawiona  szeregiem  rozciągającym  się  po  obu 
ih  wyrazu  środkowego ,  w  postaci : 

/(x)  =  a,  +  ajx  +  a,  x2  + ...  -f  a«  jp»  +  ...  +  *>i  —  +  ••  +  bn    m  +  . . 

x  x* 

zarówno  szereg:  <*Q  +  axx+ ...-\-anxn  Ą- ...<  jak  i  szereg:  b0  Ą-b^Ą- ...  +  6»x«  +...  są 
mi  bezustannie  zbieżnemi ,  ma  dwa  miejsca  istotnie  osobliwe,  jeden  w  miejscu 
[rugi   w  miejscu  x=oo. 
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43)  Wykazać,  że  skoro  funkcya  /"(«),  określona  szeregiem: 

».+  o-iir-"  +...+  a~-2  «— 2+  a-i*—1  +  a0  +  a1:r  +  <ija?*+...+  a«x»+... 
ma  tylko  dwa  punkta  istotnie  osobliwe,  jeden  w  miejscu   x=^0,  drugi    w  miejscu.  x  =  a 

a  staje  się  zerem  dla  x  =  a,  wówczas  także  funkcya ,  określona  ilorazem :  ,     lub    ile 

1-- 
a 

razem  :  -^ —  posiada  te  same  dwa  miejsca  istotnie  osobliwe. 

x 

44)  Wykazać,    że  wszystkie  funkcye  jednowartościowe ,    mające  tylko    dwa     miejsc 

istotnie  osobliwe  a  i  6,  dadzą  się   przedstawić  się  w  postaci:  Gy )""I~*M a)'  ^z* 

G(x)iGi(x)  są  szeregami  bezustannie  zbieżnemi. 

45)  Wykazać,  że  funkcya  całkowita,  przestępna /(ar),  stająca  się  zerem  w  miejscac 
1,  a,  a2,  a3,  a4,...  w  razie:     a  >  1,  da  się  przedstawić  w  postaci: 

/<*>-""('-.>  (»-:-)  ('-s)  o-a- 

'  przyczem  g{x)  jest  dowolną  funkcya  całkowitą ,  algebraiczną ,  lub  przestępną. 

46)  Wykazać,  że  funkcya  całkowita  przestępna  /(»),  stająca  się  zerem  w  miejscach 

cos -  -M  sin   -  -  J,  przyczem  n  =  1,  2,  8, ...  co ,  m  =0,  1,  2, ...,  #•— 1,  a  zarazem :   j  a  j  >3 

da  się  przedstawić  w  postaci : 

/m-H»-t)(>-5)(»-5)(-5)- 

przyczem  ^(.r)  jest  dowolną  funkcya  całkowitą  wymierną  lub  przestępną. 

47)  Wykazać ,  że  funkcya  całkowita  przestępna  /(-c),  stająca  się  zerem  w  miejscu  c 
jednokrotnie,  w  miejscu  a1  dwukrotnie,  w  miejscu  a3  trzykrotnie  i  t.  d.,  w  miejscu  ar 
n-krotnie,  w  razie :  j  a  j  ^  1,  da  się  przedstawić  w  postaci : 

48)  Wykazać,  że  funkcya  całkowita  przestępna  /(*),  stająca  się  zerem  w  iniejscacli 
1,  o,  a\  a\  o*,...  w  razie:  |  a  |  <  1,  da  się  przedstawić  w  postaci: 

^-.■^(.-i)(.-i)(.-3(.-^- 

Rozwiązania    XXVIII.    Wskazówki  podane  w    tym  wykładzie  i  poprzedzającym. 
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Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  funkcyj  całkowitych  przestępnych. 

2.  Funkcye  całkowite  przestępne  o  nieskończenie  wielu  miejscach  zerowych. 

3.  Badanie  szeregów  potęgowych,  postępujących  podług  dodatnich  i  ujemnych  potęg 
zmiennej  niezależnej. 


Wykład  XXIX. 

Thetafunkoye  Jacobiego  i  na  nich  oparte 
funkcye  dwuperyodyczne. 

tt=OD 

1.  Fonkeya   G(x),   określona  szeregiem:   e(«)=2r,+6".    Zastąpmy 
f  tym  szeregu  z   przez  x+   j   ,  a  otrzymamy: 

»=—  00  »=-0D 

i  że:  ci";t,'  =  l21l^=cos2n^4-isin2n^=l,  zatem: 

»=— oo 

Punkcya  0(x),  określona   szeregiem   Jacobiego,  jest  więc  peryodyczna 

-     .  2m 

i  ma  peryod  równy  -y-. 

Fankcyę  ©(#)»  możemy  także  przedstawić  w  następującej  postaci: 

ew-2  .^''-r^.2^. 


= — ao  w=  —  oo 

«=3+00  /         6x\2 


t  której,  kładąc:  2  e  —  *>(*)»  (2) 

»  =  -» 

otrzymujemy:  -  6'x» 

«*)-<    4"     .#*).  (3) 

Ftinkcya  q>(x)=*  ^  c  jest  widocznie  funkcyą  peryodyczna,  której 

W== —  00 

p*ryodem   jest       .  Zastępując  bowiem  w  niej  x  przez   x+      ,  otrzymujemy: 

*=-  »  »-f1=— oo 

Funkcya  e      a      stanowiąca    drugi    czynnik    funkcyi     ®{x) ,    otrzymuje 

2a 
skutek  zamiany  zmiennej  na  «+y  wartość: 


b*  /       2a\  J  6»    .  /» 


6*/       2a\J  6»    ,     Ł 


c    '" x     w/=e    *~  ==c-^~a.c    4o 
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Wobec  tego  funkcya  S(x)  otrzymuje,  wskutek  zamiany  zmiennej  x  na 

s+T"!  wartość: 
o 

6* 

Ftmkcya  6(x),  określona  szeregiem  Jaeóbi'ego: 

nie  umienia  więc  swej  wartości ,  gdy  x  zmienimy  o    j- ,  a  staje  się  pomnożoną  przez 

2a 

czynnik  e-6*-*,  gdy  x  zmienimy  o   j-. 

2ni          2a                                 2ni          ititf 
Połóżmy:  -^-=oi,  -j-*=(ó\  a  więc:  0  = — ,  a= ,    natenczas    otrzy 

mamy  powyższą  funkcyę,  w  postaci  szeregu:  i 


który  jest  dla  wszelkiego  x  bezwarunkowo  zbieżnym,  gdy  spółozynnik  przy 
n2  będzie  liczbą  ujemną,  a  więc,  gdy  stosunek  —  będzie  liczbą  urojoną. 

Pod  tern  założeniem  będzie  e  w  liczbą  dodatnią,  mniejszą  od  1.  Połóżmy 
e  w  =g,  a  otrzymamy  funkcyę  0(sr).  w  postaci  szeregu: 

»=+«  inni 

**)-  Ś^8"5"-  (6) 

Łącząc    w   tym   szeregu   wyrazy,    zawierające  te  same  potęgi    liczby  q 

Inni  2wm 

i  uwzględniając,  że  :  e  w    +  e      "    =2cos ,  otrzymujemy:  i 

#(&)«=  1  +  2  acos h2flfAcos         +2tf9cos \-.„  +  2qn  cos -h... 

czyli : 

2nftg 

(0 


e(s)  =  l  +  22?*'cos  — .  (6') 


8.  Funkcyę  JacoM'ego,  zwane  Thetafunkcyami.  Funkcya  8(x),  określona 
wzorem : 

R=-ł-oc  2nm'x 


®(*)-  2?n'e  " » lub  ®w=i+22«n,cos 


2nnx 


(7) 


n—i 


.  ni<a' 

gdzie    stosunek  jest  liczbą  urojoną,  a  więc  g^e"  <1,  posiada,  jak   po^ 

znaliśmy,    następujące    własności:    1)  że    wskutek   zamiany   x   na  x  +  o>,    ni* 
zmienia  swej  wartości ;  2)  że  wskutek  zamiany  x  na  x  +  o>',  otrzymuje  wartość 

i 
I 
I 
i 
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2niz 


2nix 

6) 


t.  j.  tę  samą  wartość,  pomnożoną  przez  czynnik  q  *e 

Z  fankoyi  tej  dadzą  się  wyprowadzić  inne  funkcye,  kształtu:  e?*.&{x  +  a), 
które  posiadają  podobne  własności. 

Aby  wyznaczyć    te    iunkcye ,    a    więc    spółczynniki    a  i  /?,    zauważamy 
najpierw,  że  zmiana  x  na  x+<o}  zmienia  funkcyę:  e?x  0  (x  +  a)  na  funkcyę: 
eft*+<*\8(x+(o+  a)-<*w^*.  6(x+d), 

X*JCt 

mnsi  być  zatem:  e*1  — =fcl,  a  więc:  (ła>=x'm7  czyli  0  = ,    gdzie    x'    jest 

dowolną  liczbą  całkowitą. 

Zmiana  x  na  aj  +  co',  zamienia  znowu  funkcyę:  cP*0(x  +  a)   na    funkcyę: 
e^^^e(x+a)t  +  a)^e^'e^S(x  +  (ol  +  a\ 

2jxi(x+a) 

a  że:  ©(s  +  a  +  o)')-^-1.*        w      .  *(x+a), 

z&tem  otrzymujemy  : 

/Jw 

musi  być  zatem:  g         w  =+1, 

a  więc:   fiat* =xni9  gdzie  znowu  x  jest  dowolną  liczbą  całkowitą,  a  że: 

p=  -      ,  zatem  otrzymujemy  stąd : 

xł n i. to'     2nia  A    .  a>    ,      .  <o' 

=xjn,  a  stąd:    a*=*x-=r-  +  x ' -=-. 

(o  o)  2  2 

Funkcye,  posiadające  powyżej  przytoczone  własności,  mają  więc  kształt: 

x'nix 


%  ,.(x)  =  e  "   .  8  (x+  x  -|-+ x'  I'  j  ,  (8) 


gdzie  xix1  mogą  być  dowolnemi  liczbami  całkowitemi. 

4.  Nadając   liczbom   x  i  x'  wartość  0   i  1,   otrzymamy  cztery   oddzielne 
funkcye ,  a  to  : 

1)  Dla  x— 0,  x'=0,  mamy:  /?=0,  a=0,  dostajemy  więc  funkcyę: 

2nnx 

(O 


6o,o(x)  =  9(x)=    2  «"«  "    =1+22 9wS cos  ^^.  (9) 


n=1 


2)  Dla  x  — 1,  x'=0,  mamy:  «=— ,  /?=0,  dostajemy  więc: 

«=  +  »  2*  xix  »=«o 

»,.,(*)-e(*+-|-)-2(-1)"*",<!~"   =  l  +  22(-l)V7»'cos-W^.    (10) 

3)  Dla  > 
czynnika  q*U: 


3)  Dla  x=0,  x'  =  l,  mamy  /?=—-,  a=0,  dostajemy  więc,  po  dołączeniu 

(o  Ł 


n-=s+m  (2n-fl)«n/ar 


a,  ,(x)-  <,''.c»  e(x+ "'  )=  2  <7("+''')'  e      "      =22  <?(*,+,'')'cos(2w+1)  **.(11) 


—  480  - 
4)  Dla  x—l,  x'— 1,  mamy  /?  =  —  ,  a^-^Ą-  -q  ,  dostajemy  po  dołączeniu 

(t)  aa 

czynnika   -v-  ql(* : 


==2  2  (-1)"  J0"^'  8in  P*4"^**  .  (12) 

Przyjmując  za  x  i  x'  inne  układy  wartości,  otrzymujemy  te  same 
cztery  funkcye,  pomnożone  tylko  przez  pewne  stałe  czynniki.  Otrzymane 
cztery  funkcye  Jakobi'ego ,  nazywają  się  zwykle  Thetaf  un  kcy  am  i. 

5.    Miejsca   zerowe  funkcyi    Theta.   Zastępując   we   wzorach    9)  — 12), 

o)  W 

określających  powyższe  cztery  Thetafunkcye,  x  kolejno  przez:  x+   „-  ,   x+     -  , 

x+o),  x+<o'  otrzymujemy  związki  między  temi  funkcyami,  określone  wzo- 
rami: 

eoo(*+J-)- ©!.(*),     eł0(*+|-J-e„(a)  (13) 

©oi  (*+ 1) — ©»(*),  ©ii  (*+-J)-e#1(*) 
©o.(*+5')-ie«i(*)- '  ©ic(*+Y)-welf(*)  (14) 

©ci  (*+  |')"<*©oo(*).  ©u(*  +  y)-"ei0(*) 

©oo(*+w)  =  e00(«),    e10(*+»)-ełt(*)  ,1B) 

60t(x+ft>): ©01(x),   eu[x+<a)~Bit(x) 

0oo(a:+<"')=i»©oo(^),    ©„,(*+0 Ał610(*)  (16; 

e01(z+o=fte01(s),  eM(x+a»')' — i»©„(*) 

__   l  nim  1  2*»* 

w  których  Jl=q  4  c  w  ,  A*«g  2e  w  przedstawiają  czynniki  skończone  i  dla 
wszelkiego  x,  różne  od  zera. 

Z  wzorów  tych  wypływają  następujące  własności  dotyczące  poszczegól- 
nych funkcyj  i  ich  miejsc  zerowych: 

Jeżeli  funkcya  ©n(#)  staje  się  zerem  dla  pewnej  wartości  xQ  zmiennej 
x,  to  staje  się  zerem  dla  wartości:  j0  +  w,  x0+a)\  a  więc,  w  ogólności,  dla 
wszelkich  wartości,  kształtu:  fl^0+?nct)  +  tIC^>,,  gdzie  spółczynniki  liczebne  m 
i  n  są  dowolnemi  liczbami  całkowitemi  dodatniemi,  lub  ujemnemi.  Funkcya 

801(a?)  staje  się  tedy  zerem  w  miejscu:  x0  +       ,    a   więc   ogólnie    w   miejscu: 

a 

x0+  2  4-ww  +  noj',  funkcya  Qi0(x)  w  miejscu  :  x0  +      ,  a  więc  ogólnie  w  miej 

scu:    ą  +  y+ww  +  ww'i    funkcya  600(s)    w    miejscu:   sc0+-^+  9  ,    a     więc 

ogólnie  w  miejscu:  x0+  +  +WG>  +  fi£t>1,  gdzie  w  i  n  są  dowolnemi  licz- 
bami całkowitemi. 
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Ftmkcya  0n(#)  staje  się  widocznie  zerem  dla  x0*=*O,  wobec   tego  mają 
Bezególne  Thetafunkcye  następujące  miejsca  zerowe : 
Funkcya  Blt(x)~0,  dla  g— fNo>+*a>',    (fig.  6.    punkty  P2;?). 

Funkcya  eol(s)-0,  dla  s-  (m+-g-L +  *<»',   (fig.   7.    punkty  P^). 
Funkcya  810(a;)=O,  dla '0-ma>  +  (*4- g-W,  (fig.  6.  punkty  Pfi;«). 

|    Funkcya  G00(x)=O,  dla  *-(m+y)o>  +  (*  +  *  )  fti1,  (fig.  8.  punkty  Pft?). 

>  m  i  n    przedstawiają   dowolne  liczby   całkowite  dodatnie,  lub  ujemne. 

Uwzględniając  to,  że   stosunek:   —  jest  liczbą  urojoną,  dochodzimy  do 

foku,  że  każda  z  czterech  2%ifo-funkcyj  ma  w  zakresie  liczb  zespolonych, 
lina  płaszczyźnie  liczbowej,  podwójnie  nieskończoną  ilość  miejsc  zerowych. 

Miej 8 ca  te  przedstawiają  się  na  płaszczyźnie  liczbowej  jako  wierz- 
Uri  prostokątów,  których  boki  są  równoległe  do  osi  układu    i    mają    dłu- 

,  określone  bezwzględnemi  wartościami  liczb  co  i  6>',  jak  to  przedsta- 
yą  załączone  figury. 


JDif       JM  : 


t — '  t — r "^r 


■w  nm  ; 

0— W  r 


T-> 


di 


LJJLL 


[+ 


Li- 


Fig.  6. 


Fig.  6.  Fig  7.  Fig.  8. 

6.    Rozwijanie    Theta-funkcyJ    na    iloczyny    nieskończone.    Funkcya: 
>(r)«6(x),  określona  wzorem: 


n=+« 


2nj*ur 


e,0(*)=  2  «"'  e~°  . 

ii  podwójnym  szeregiem  nieskończonym : 

,jak  poznaliśmy  w  poprzedzającym  artykule,    podwójną  nieskończoność 
jsc  zerowych ,  w  postaci : 

Uwzględniając,  źe  g*=e    ",  mamy  funkcye  wykładnicze: 


»*.+!«•««        •         .«--e' 


2*fa 


(J«+1  )*to' 


[(2n+i)a>'+2*] 
2/fia;         jri 


»««+i| 


[(2»+l)<a'-2*] 


=  e 


bórych   pierwsza  otrzymuje  wartość  równą  —  1,  skoro 

ł  DaHriAskL  WykŁ  mątwa.  Ł  Tom  n. 
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-  -[(2n+l)ft>'+2as]=(2m+l)7«, 


a  więc  dla  wszystkich  wartości  x,  określonych  wzorem: 

druga  zaś  otrzymuje  wartość  równą  —1,  skoro: 

—  [(2fi  +  l)a>'— 2»]-(2»+l)», 
a  więc  dla  wszelkich  wartości  x,  określonych  wzorem  : 

gdzie  w  jest  dowolną  liczbą  całkowitą  dodatnią,  lub  ujemną. 

7t  tego  wynika ,  że  funkcya  l.-f  g,w+1  0  w    staje  się   zerem    w   miej 
określonych  wzorem  : 


=  (*  +  !)  "-("+!)< 


1nix 

6) 


funkcya  zaś  l4-g2"+1€      w,  staje  się  zerem  w  miejscach: 

gdzie  m  jest  dowolną  liczbą  całkowitą  dodatnią,  lub  ujemną. 
Wobec  tego  iloczyn  nieskończony: 


2nix  fcrtc 


n=0 

przedstawia    funkcyę,    która    staje    się    zerem    dla    wszelkich    warte 
kształtu : 


-(»  +  -g-)o,+  (i.+i.)< 


gdzie  min  wyobrażają  dowolne    liczby    całkowite,    a    więc  staje  się 
w  tych  samych  miejscach,  w  których  funkcya  0OO(*)  staje  się   zerem. 
Możemy  zatem  położyć: 

__  2nix  2ntx 

600(x)  =  P.   n" (1  +  <72"+1  e~"  )  (1  +  g*-+i  e    ~"  ), 

n=0 

gdzie  P  jest  czynnikiem,  który  należy  bliżej   wyznaczyć. 
7.  W   tym  celu  połóżmy: 

""fi"  U+  q*»+x  c^)  U+  j2"+i  e~  ~"~)  =  c>  le  •  j-  <p(*), 


n=0 
2/ria: 


kładąc  £=e  w  ,    a    zauważymy,    że    funkcya    gp(ć),    przedstawi    się  w  p 
sumy : 

<p(e)=A-mM—  +  ...  +  A_l0-l+Ao+Aiz+...+Amz'», 
w  której,  ze  względu  na  to,    że  na    podstawie    wzoru    (18)  jest:   (p(z)=> 
jest:  A-m  =  Am  , ...,  A-\  =  A],  zatem: 

(p(z)=A,+Ai(t!+z-')+A2(z2+js-*)  +  ...+Am(zm+e-"l 
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Celem   wyznaczenia  spółczynników  A^,  .4,,...,  A*,    utwórzmy  funkcyę, 
h),  a  otrzymamy  z  relacyi: 

cK*)-^"  (1  -j-  qi*+i  *)  (1 +2*»+1  *-»), 
rtflrającą: 

c>f2»*)=  ""fi"  (1 +2*-+»  *)  (1 +gł— *  «H), 


9>(gl*)=  ?>(*) 


(1  +  gJm+l  g)  (1  +  gr-1  *-«)         C)(*)  1  +  g*»+l  * 


i  związek: 

(q*+q*)  •  9>(2ł*)-(l + g*"-1-1  *)•?>(*). 
Podstawmy  w  tym  wzorze  rozwinięcie  (19): 
_  <p(e)=.Ai+Ai(3+e-i)+...+Am(8-+e—'), 

<p(q*e)=Ą+Ai(q1e+q-*z-i)  +  ...+Am(q*mem+crime-m), 
ównajmy  spółczynniki  przy  potęgach  en,  a  otrzymamy  równanie: 

l&rego  wypływa : 

4,-1 —■*•  ?»— >  (1-  g*»-*+i) ' 
Bytem: 

4.—  gl+»+.-+(^<»-l)«g«• . 

Wobec  tego  będzie: 

, (1-g*.)  (l-.g--»). .  .(l-g^-H) 

^     ^    .    (l-S»)(l-«4)...(l-4*-fc)    "'  . (20) 

r,  określający  spółczynniki  funkcyi  <p(z)}  przedstawionej  w  postaci  (19). 
Ł  Gdy    m    rośnie    do    nieskończoności ,    otrzymamy   przedewszystkiem 
inowniku  spółczynnika  A*  iloczyn  nieskończony : 
P-(l-?ł)  (1-9*)  (1  -q9)... 

niw*  I 


Lrobec  tego,  że  |g|—  e  w  j<l,  a  więc,  że  szereg:  g2+g4+g6+...  jest 
nkowo  zbieżny,  jest  także  bezwarunkowo  zbieżnym. 
Oznaczmy  jego  wartość  przez  P,  a  więc  połóżmy : 

P-(l-gł) (l_?*)(l_g«).... -  dT (1-j*), 

n=l 

fcczas,  mając  na  względzie,  że  licznik  (1 — g4*)  (1— g4*"2).  .  .(1  — g2m+2n+2), 
nieskończenie  rosnącego  m,  dąży  do  granicy  równej  1,  otrzymamy 
ora  (20): 

A    =3  n**    - 
-*«  s  ff    •    p  • 

bec  tego: 

ii  rozwinięcie  funkcyi  800(£)  na  iloczyn,  przedstawia  się  w  postaci: 
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»=o 

6) 


gdzie   P*=  H  (1— «*■),  j-* 

Zebrawszy  we  wzorze  (21),   co   dwa   odpowiednie  czynniki,  otrzymamy 
rozwinięcie  funkcyi  0OO(#)  na  iloczyn  nieskończony  w  postaci  : 


e0O(x)=P.    n  (l+2?2-^C08    -+q*+A. 
»=o  V  Ol  / 


(22) 


9,  Na    podstawie    tych    wzorów,    w    myśl   relacyj  9)  — 12)   otrzymamy 
rozwinięcie  następnych  trzech  funkoyj  Theta ,  w  postaci : 

l-j^e^/U-j1"*1*   "•/,    zatem: 
©!•(•)  -P*Tl  fi— 2 ąu+* cos  —  +2*+*),  (23) 

«t=0  V  0)  / 

OfiW-  2jf/»P.  cos  —  ."n"  fx+2«2-+2cos  ^+j4-44\  (24) 

eil(*)-2gY.p.  8in  ^."n  (l— 2f»+*  oos  2**  +  $*"+4  ),         (25) 

10.  Inną,   nie  mniej    ważną  postać   rozwinięcia    funkcyj:   d00(x),  ©01  (x% 
O10(«),  9n(^)  na  iloczyny  zbieżne,  otrzymamy,  pisząc  iloczyny: 

1  +  q**+*  e~"~)  U  +  ff'"+1  <T  ~tó  )' 
w  postaci : 

ap-+i)[a  ^  »  ''«  »+^  »/«•]. Ł  ^  J  ;«*+g\ ł  ;«  •], 

co  wobec  q=e  w    daje  ten  iloczyn  w  postaci: 

H--[w,H^5[wHf?t*,'M+.ł?tw,''-i|, 

Czynnik  4c2,l+1  wraz  z  czynnikiem  1 — qu  spólczynnika  P  daje: 
.„.,,,      .„       4(l-g»)(l+g»+')ł  4(l-g»»)(l-H*-+y 


(l-g^a+g1^1)1 

2&> 


.(2«  +  l)w<u'      ' 

008* 


stąd  wynika  ostatecznie: 


cos  — |*+J»+-H-|  fi>'   .cos  — 1«—  (»+-jr)  ft>' I 


«••<*>—-.  — (.4)- 


dosa 

-  -    (O 


a  tern  samem: 
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008T+2-]^r 


przyczem  : 


Hi+^n  (i_g*.)(i+j2»+i)2. 


Rozkładając  cosinusy  na  iloczyny  nieskończone  w  postaci 


otrzymamy  rozwinięcia  powyższe  w  postaci 


i- 


»M'i)=2j.  n 


"■ "       |(n+ir)  w' 


(*+-g-)«  f    _0....+0, 

-— , ,  \  i— i?.n  ii- 


(m+i-)o,+(«+i-)o,< 


(26) 


1  —  l 


e10(x)=i?.  n- 

W,  « 


(«+|)o>< 


m,  n 


*+ 


<o 


(«*+!)*, +(»+I)a>< 


f  (27) 


W  analogiczny  sposób  otrzymamy  rozwinięcia: 


względnie : 


m/     fi>'N  cos  —  |a:+(n+l)a>'  Icos — (x-n<a' 


**0 


C08J 


/       1  \  rcw' 


(28) 


*oiW-« 


?<* 


,  (*+t)"' 


(„-4)., 


*+ 


ń)' 


(♦M+i)w+(n+¥H 


(29) 


Wreszcie 
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sin —  [x+(n+l)<o0]sin —  (s— *a>') 


(30) 


względnie : 


•ii(*)-i«*^+^-Łn 


1 

6> 

IM- 

f,  KH 

1 

(«»+T)« 

„   nit    ,  »'\ 


,0,0* 


(m+i)a,+(n+i^ 

(31) 


przyozem : 


«*«\  a 


2**fa>\ 


(2«+l)iifet\  1 


jR-Al  +  «V.n  \l-e   »  )\l  +  e      •     j 


*=i 


11.  Logarytmiczna  pochodna  funkoyi  Qit(x).  Weźmy  pod  uwagę  funkcyę 
6M(x)  określoną  iloczynem  nieskończonym: 

e11(o;)«2jVłp.8in  ^ff  (l-2t7*»+'cos  ~*+g*»+*V 

Logarytm  naturalny  tej  funkcyi,    przedstawia   się    w  postaci   funkcyi: 

log  e11(«)-log(2gVłp)+log  sin—  +2  log(l— 2g*+*cos— +5^+4Y 

której    pierwsza    pochodna    daje    logarytmiczną    pochodną    funkcyi    6lt(x), 
w  postaci : 


p_  1IV    »      ",  '  —  —  cotg sin  —  .  2 

dx  ©n(^)       o  o>       co  a    «• 


l_2g2»+aCos^^+«4,+ł 

€0 


przedstawiającej    nową    funkcyę    zmiennej    x.    Oznaczmy   tę    nową    funkcyę 
przez  Z  (z),  a  więc  połóżmy: 

7tm\      dlogeiiW     °tiW 


a  otrzymamy  na  jej  określenie  szereg : 


Z(*)«=—  ootg  - — | — :  sin 


}»«+« 


l_2g*»+>cos— +j*-+*, 


(32) 


który,  wobeo  |?|<1,  jest  bezwarunkowo  i  jednostajnie  zbieżny.  Nadajmy 
zmiennej  niezależnej  x  raz  przyrost  a>,  drugi  raz  przyrost  co4,  a  otrzymamy 
równania : 

Z(x+<o)~Z(x), 

Z{x+<o>)-Z{x)-*£. 
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które   wypływają   także  z   relacyj    15)   i   16)  art.   6.,    przedstawiających   się 
w  postaci: 

en(x+a>y — e^*),  en (*+«'> — /•ell(*)f 

2niM 

gdzie  /i^^e      "  . 

Otrzymamy  bowiem  z  nich  równości : 

loge^j+fiO-iogC-e^W),  loge^^+oo-iogC-MenC^ 

które  zróżniczkowane,  prowadzą  do  równań: 

Bi  i '(*+*>)      Bufo)      6j /(*+«')     Qn^)   .  M1 

gdzie: ,  a  więc,  na  mocy  określenia  32)  do  równań: 

Z(x+<o)=Z(x)}  Z(x+(o')=*Z(x)-~-, 

powyżej  podanych. 

Na  podstawie  tych  równań  otrzymujemy: 

Z(x+  2<o)—Ż(x),  Z(x+2Q>t)=Z(z)-?^^, 

<o 

Z(x+rna>)=Z(xj,  Z(x  +  mG>')=Z(x)—  ^^  ,  (33) 

O) 

gdzie  m=±l,  ±2,  ±3,... 

Logarytmiczna  pochodna  funkcyi  0lt(^),  czyli  funkcya  Z(x),  posiada 
zatem  tę  własność ,  że  nie  zmienia  swej  wartości ,  gdy  do  wartości  zmiennej 
niezależnej    x,   dodamy   dowolną   całkowitą    wielokrotność    liczby  a,  posiada 

więc   peryod  g>,   a   zmieni   się   o   stałą  wielkość ,     gdy    do    wartości 

zmiennej   niezależnej  x  dodamy  m-krotność  liozby  (o*. 

12.  Draga  pochodna  logarytmn  funkcyi  Qu(x),  jako  przykład  funkcyi 
dwuperyodyeznej.  Z  własności  funkcyi  Z  (z),  określonych  równaniami : 

Z(x+<o)=Z(x\  Z(x+<D')*=Z(x)-—, 

otrzymujemy  za  pomocą  różniczkowania  dwa  równania : 

#(*+©)-#(*),  Z'(s+w')«2'(s),  (34) 

a  stąd,  dla  wszelkiego  całkowitego  min,  równania  : 

Z(x+mo))=Zt(x)J  #(*+*»')—#(*), 
a  więc  ogólne  równanie: 

Zt(x+m€o  +  n(o,)^Zi(x)J  (36) 

które  dowodzi,  że  funkcya  Z*{x)  nie  zmienia  swej  wartości,  gdy  do  wartości 
zmiennej  niezależnej  x  dodamy  dowolną  wielokrotność  liczb  <o  i  o>'. 

Funkcya  Z'(x)   posiada    więc   dwa   oddzielne    peryody   o>   i  cw1,   których 

stosunek:  —  jest  liczbą  urojoną. 

Jakąkolwiek  funkcyę  F{x),  posiadającą  dwa  oddzielne  peryody  a  i  i,  któ- 
rych stosunek  jest  urojony,   nazywamy  funkcya  dwuperyodyczną. 
W  funkcyi  Z\x\  określonej  wzorami: 
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a  więc  występującej  jako  druga  pochodna  logarytmu  funkcyi  &u(x),  względem 
zmiennej  niezależnej  x,  mamy  więc  przykład  funkcyi  dwuperyodycznej,  po- 
siadającej   dwa   oddzielne   peryody    a)   i  ft>',  których  stosunek  —  jest  liczbą 

urojoną. 

Rozwinięcie  tej    funkcyi   na    szereg   nieskończony,    przedstawia   się  na 
podstawie  wzoru  32),  w  postaoi: 

9U  N      8^af       2nx*=ź?  q**+* 

Z\x)  =  —  I  cos 2  * — s 

L  1 — 2g2,,+2cos h  «*»+♦ 

-iii'*~7 ^ 1- ■?;  cosec*   ~ ,  (36) 


gdzie  £=*?    w. 


Uzmysławiając  jej  peryody,  przedstawiające,  się  w  ogólnej  postaci: 
mcy+wo)1,  gdzie:  m|n=0,  ±1,  ±2,...,  punktami  płaszczyzny  zmiennej 
zespolonej,  otrzymujemy  podwójnie  nieskończony  szereg  punktów:  Pw, . 
(w|n=0,  dz  1,  ±2,...)»  występujących  jako  punkta  przecięcia  dwu  sze- 
regów prostych,  do  siebie  równoległych,  jeden  w  kierunku:  OPi0J  określonym 
przez  peryod  Gj=*r(cos>l+isin  X\  drugi  w  kierunku  OPoi,  określonym  przez 
peryod:  o/^r^cos^  +  śsin^'). 

Punkta  O,  P10,  P01,  Ptl,  odpowiadające  liczbom:  O,  <o,  co4,  <o-t-a>',  tworzą 
równoległobok  o  bokach:  r— |g>|  i  r'  =  |o>'|,  zwany  równoległobokiem 
peryodyczności. 

Wartości,  jakie  funkcya  Z\x)  przybiera  w  obrębie  swego  równoległo- 
boku  peryodyczności,  odtwarzają  się  na  mocy  wzoru: 

Z '  (x + mu + m<y') — Z '  (*), 
w  każdym  innym  równoległoboku. 

13.  Rozmaite  Inne  funkcye  dwuperyodyczne,  oparte  na  fnnkeyaeh  Theta. 
Za  pośrednictwem  czterech  funkcyj  Theta;  S00(x)}  ®01(«),  ®i0(^)»  &u(x)i  m°- 
żemy  otrzymaó  rozmaite  inne  funkcye  dwuperyodyczne. 

W  szczególności,  utwórzmy  ilorazy  trzech  funkcyj  :  6ftft(£),  &0i(x)  i  #0o(x) 
przez  pozostałą:  01O(£),  czyli  trzy  funkcye: 

e10(*)    e10w'  e10(x)-©10w>  eto^reio^ 

a  zauważymy,  że  wszystkie  trzy    tak  powstałe   funkcye  są  funkcyami  dwu- 
peryodycznemi. 

Zastępując  bowiem  w  każdej  z  tych  trzech  funkcyj  raz;  x  przez  x+<o, 
to  znowu  x  przez  x+o)'  i  uwzględniając  własności  funkcyi  Theta,  podane 
we  wzorach  IB)  i  16)  art.  5.,  otrzymujemy  następujące  relacye : 

1)    2^(*+»)-  — ^(a),     a  stąd: 
5*.  (*+a«)~  *»  (*  +  «)-  J1  (*), 
Jifr+«0-.Ji(.). 
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2) 


&i(*+oi> §«-(*),     awięo: 

W1t  W10  yio 


o  wio 

^i  (*+«•) --&i  W,  a  więc: 

f*-1-  (*+2ft>1) §*i  (x+(os)  -  ?^  (a;),  ale  zarazem  jest  także  : 

|»  (*+*>+*') 10^  (*+•)-&*■  W- 

3)     !*(*.+■•)-&*(*), 

§»(*+*>') &*(*),  a  więc: 

®i-*  (*+»«0  =  -  %-*-  (s+fll- )  _  |oo  (^ 

Z  relacyj  tych  wypływa ,  że : 

0 

1)  fankcya  ~  (x)    posiada    dwa    peryody    oddzielne    2©    i    a>łf   a    więc 

ogólnie  peryod  kształtu:  2wa>  +  na>', 

2)  funkcya  ^  (a;)    posiada   dwa    peryody   2a>   i  2a>',    ponieważ   jednak 

"io 
ma  ona  także  peryody  : 

2o>  i  a>+a>',     gdyż     2ft>'=2(a>+a>')— 2«>, 

a  więc  ma  ogólnie  peryody  kształtu:  2nuo+n{o}Ą-(o,)} 

Q 

3)  funkcya  r^~(%)   posiada    dwa  peryody   co  i  2a>',   a   więc   ogólnie  pe- 

ryody,  kształtu:  mci>  +  2nci>'. 

Utworzone  trzy  funkcye  są  więc  w  istocie  funkoyami  dwuperyody- 
cznemi  i  mają  peryody:  1)  2o>  i  &>',  2)  2ą>  i  o>  +  o>\  3)  o>  i  2a',   gdzie  stosunek 

-  jest  liczbą    urojoną. 

Bównoległobok ,  utworzony  przez  dwa  peryody  danej  funkcyi  dwu- 
peryodycznej,  nazywamy  równoległobo  kiem  peryodów    tej    funkcyi. 

W  obrębie  swego  równoległoboku  peryodów,  otrzymuje  funkcya  dwu- 
peryodyczna  wszelkie  wartości,  jakie  jest  wogóle  zdolna  przyjąć. 

Otrzymane  trzy  funkcye  dwuperyodyczne,  otrzymują  wartości  nieskoń- 
czenie wielkie  w  tych  miejscach,  w  których  funkcya  0lo(r)  ma  miejsca 
zerowe,  a  więc  w  miejscach ,  określonych  wzorem : 

x  =  tn(ó  +  (n+~2)(0'> 

dodatnie,  lub  ujemne. 

0 
Miejsca  zerowe   funkcyi:  ^n  ,  są  te  same  co  i  w  funkcyi  Qu(x)}  a  więc 

określone  wzorem:  x^mcD+n(oi1 
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e, 


miejsca  zerowe  funkoyi :  >^— («)  są  te  same,  co  funkcyi  601(x),  a  więc  okre- 
ślone  wzorem:  aj«=(m  +  1/j) w+nwS 

a  wreszcie  miejsce  zerowe  funkcyi :    *       ,    są    te    same    w  funkcyi     O0o(x) 

yioW 
a  więc  określone  wzorem: 

x=>(m+  Va)ft)  +  (n+  %)tf. 

Na  fig.   9.,   10.,    11.    przedstawiono    podział   płaszczyzny   liczbowej    na 

równoległoboki  przystające,  których  boki  są  pery odami  funkcyj : 

j^tt,  l°H*)>  !0(*), 

yio  ^10  W10 

zaznaczając  tamie,  za  pomocą  gwiazdek  miejsca  nieistotnie  osobliwe,  czyli 
miejsca  nieskończonościowe  tych  funkcyj,  a  za  pomocą  kółek  ich  miejsca 
zerowe. 


■^    '  Ti  Hi  i 

^  fj  I  ;  I  ;     i  I 

i  n  i  i  i  u 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


Przyjmując  liczby  co  i  o>'  jako  liczby  zespolone,  kształtu:  a Ą-bi  i  a*+bśiy 
możemy  powyższe  peryody  uzmysłowić  punktami  płaszczyzny  liczbowej 
zmiennej  urojonej  x1  które  utworzą  wierzchołki  równoległoboków. 

Na  fig.  12.,  13.,  14.  przedstawiono  i  dla  tego  ogólnego  przypadku  po- 
dział płaszczyzny  liczbowej  na  równoległoboki  przystające ,  których  bokami 
są  peryody  wspomnianych  już  funkcyj  dwuperyodycznych ,  zaznaczając 
miejsca  nieskończonościowe  ich  gwiazdkami,  miejsca  zerowe  zaś  kółkami. 


Fig.  12. 


Fig.  18. 


Fig.  14. 


14.  Tworzenie  funkcyj  dwuperyodycznych  z  daneml  miejscami    zero- 
weml  i  nleskończonościoweml.  Zapomocą  funkcyi  On(x),  określonej  wzorem: 
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(2n  +  l)^a: 


e„(*)-a2  (-lj-jc+wsin  -L-^- 


»=0 

.•* 
ie  g=*e    *,   zmieniającej  tylko  swój  znak,   gdy  x   zastąpimy  przez  x+<o, 

Im* 

trzymającej  czynnik  —  g-1  e  *  ,  gdy  x  zastąpimy  przez  x  +  a>'f  możemy 
crzyć  funkoyę  dwuperyodyozną ,  o  peryodach  a  i  o>',  któraby  w  równo- 
bboku  peryodów  miała  n  miejsc  zerowych:  atJ  a^, ...,  an  i  tyleż  miejsc  nie- 
iczonosciowych :  an.  a,, ...,  o,.  Szukaną  funkcyę  dwuperyodyczną  F(x), 
lemy   przedstawić  w  postaci: 

\mnxi 

eii(*— «i)©ii(*— «»)•  •  •  ©ii  (*—«•) 

ne  m  jest  dowolną  liczbą  całkowitą. 
Funkcya    ta   posiada    peryod   a>,    gdyż:    8n  (x+a>)  «■  —  6n(£)y    a    że: 

•       —  e   m  ,  zatem:  F(rc+fi))— F(x). 

Zastępując  w  funkcyi  F(x)  zmienną  x  przez  x  +  a)i  i  uwzględniając,  że: 

lxi*  2nm(x+»,yi         __  Imnit*'       __  2mnxi 

eit(x+(ot) — q-le°~Qn{x),  e       •     -<?  "5".  e    •  , 

synrajemy  : 

—  (-m^+at+o,+...+aJ|-.«l-o,-...-aJI) 

-F(a?+a>')-e  J?(«). 

Jeżeli   więc: 

— ma>'  +  «i  +  «j  +  ...  +  «■— «i  — «2 — — — a»=na>, 

rH: 

■ie  n  jest  dowolną  liczbą  całkowitą ,  natenczas : 

lxi 

*  ł 

»ięc:  F(x+o/)-F(x). 

Funkcya  F(x)}  określona  wzorem  (87),  posiada  więc  także  peryod  g>', 
leli  suma  miejsc  zerowych:  ax  +a2  +  ...  +  o1l  jest  taką  sumą,  jak  suma 
lał  miej 8C  nieskończonościowych :  ax  +a2  +...  +  «„,  względnie  powiększoną 
iowolną  wielokrotność  peryodów  co  i  o>'. 


Ćwiczenia   XXIX. 


1)  Wykazać,    że   funkoya:      6(s)—    2   *****  i     ma  peryod   ~. 

*=— • 

»=-f  oo 

^WykMfwJ,    śe  fnnkoya:      B(x)=    ^  «a"'+*", 

*C=— OD 

kątek  zamiany  *  na  x+  y ,  otrzymuje  wartość :  8  (*+  -*J  =»  a~**-a  9^ 
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8)  Wykazać,  że  funkcye.  kształtu: 

n=+o»         Inni*  *«'«»' 

e  *  8  (*.+  «),  gdzie:  O (05)=  ^^  $»'«   w    ,  przyczem:  j=«  w  , 


wskutek   zamiany  x    na    »  +  &i   zmieniają    swą   wartość,    tylko  o    czynnik   (—  1)*',   gdy 
P  = przy  całkowitem  x'. 

4)   Wykazać,   że   funkoye  kształtu,   podanego   w   ćw.     3.,   wskutek   zamiany  2  na 
x-\-  <*)'  stają  się ,  pomnoione  przez  czynnik : 

Inim 
(_l),3-ie      -,    jeżehi-=       fj     ■ 

B)  Wykazać,   że   funkcye  kształtu:  ^*8 (»  +  «),     (patrz    Ćw.    8.),     pod    warunkiem.! 

P= ,  «  =  x  —  +  x  -=-  ,  dla  całkowitych  xix'  nie  zmieniają  swej  wartości,  chyba  tylko 

to  Z  & 

znak,  gdy  x  zmieni  się  na  x  -f  to ,  a  zarazem  stają  się   pomnożone  bez    względu  na  zDak, 
przez  czynnik  g— *  a      °* ,  gdy  a?  zmieni  się  na  a:  +  w'.  | 

ims-^od  Inni*,  »**»' 

Z    f  onkcyi    000  (x)    określonej    szeregiem  :    800  (x)  =   ^*  qn*  e   w    ,     gdzie :    2  =  «  w  ,. 

«= — ao 

wyprowadzić  następujące  funkcye: 

n=+ao,  tnnia:  , 

K= OB 

_  1         aut  *=+oo  fl»+l)  jrf»        _i    _f? 

7)  e., (»+|)=2  *.    -    2  {<"W'     *    -«      •    "e«(a°- 

«=— go 
—  4-   _  ***  «=+»  (2»+1)*te        __  1    _ afe 

•8)    «H(-+y  +  |)-«       «     ^     2(-1)"^("+,/,>,* '."      ""*       '      "•,e"(X)- 


9)    Wykazać,  że,  gdy  q  =  e    tó,  |  g  |<1 ,  szereg: 

q*>e    -   =  1  +  22  «»'«»—> 
*=— ;«  »=l 

jest  bezwarunkowo  zbieżny  dla  wszelkiego  x. 
To  samo  wykazać  o  szeregach : 

*=-+«>      -  2nnim  n=oo 

2nnx 


10)  e10(*)=  2  (-!)"2""«  *  -=.i+22<-1)',!r,0O9: 

f|=— 00  11=1 

*  =  — 00  fU=0 

łi=  +00  (2w-+l)»ia>  »c=oo 

12)  «„(*)  =  2  C-W"^'  ""-""-a^C-i)1^1^^ 


(2»  +  1)k* 


18)  Wykazać ,  że  funkcya  6f0(*),   określona  szeregiem   w  ćw.  9.  podanym ,   staje  się) 
zerem  dla  *  —  (m  +  ł)o>  4  (m'+  l)co',  w  |m'-0,  ±1,  ±2, ... 

14)  Wykazać ,  że  funkcya  Oi0(»),  określona  w  ćw.  10.  podanym ,  staje  się  zerem,  dl* 
x  =  m<o+(m'  +  ł)co',  i»g:m'<=0,  ±1,  ±2,... 

15)  Wykazać,  że  funkcya  60,(a5),   określona  szeregiem  w  <$w.  11.    podanym,  staje  si? 
zerem  dla  a?  =  (ro  +  $)o>  +  m' ?',  m  §=m'=0,  ±1,  ±2,... 


16)  Wykazać,  że  funkcja  9,,(*),  określona  szeregiem ,  wdw.  12.  podanym,   staje  się 
m,  dla  «=smW+»v,  m  |=m'=«0,  ±1,  +  ?,...       f 

cazać,  że: 

^   ,  *  "/~*V*   •  •  J, .      .     <  ■■>■■■ 

\1+S«   *  /   ll+3lm-la       »   J 

18)  Wykazać,  że  fonkcya  ?(*),  określona  iloczynem: 

»r-»    1  «  2*/*  *>♦ 

,  «(*>—   II    0  +}»'+l*)(l  +  «»*+ '*-!),  gdzie:  *  =  «_ir,  3  =  «*  ", 

JJę  rozwinąć  w  postaci: 

^0  +  ^(«  +  i-l)  +  Jł(*'+«-»)  +  ...  +  ^„,(r-» +«-*), 
(1  -  g«»)(l-  gł»-l)  ...  (1  -  gi-H-H) 
^      «  (l_j»)(l_g»)...(l_92m-») 

19)  Wykazać ,  ie  iloczyn  nieskończony : 

I  dla  !  q  '  <  1,  bezwarunkowo  zbieżny. 

Kładąc:  q=e  w  ,    ||(l  —  g**).««Pł    wyprowadzić    następujące    rozwinięcia    funkoyj: 
»=i 
(*)»  ^io(x)»  ®oi(*)>  ®ii(*)ł  na  iloczyny  nieskończone: 
«s«o  Sfutfs  n=  od 

20)  ^oo(*)  —  2    4*%*~*~—p-  II  (l  +2^+ico#s  ^ +  **+*)* 


«=0 


21)  et0(x)=   ]g  (-!)"«»••  " "— P.  II  (l-2?»«+i  cos -^  +  ?»»+*). 

»=—  od  «=0 

22)  eut(x)=    2  P+*1*'       *      =  22  P.cos™.  fi    (i-24«»+»cob^+  s*"M). 


«=0 
*=+•  (2łi  +  l)m* 


23)ełI(x)=-i   2  (-l)-<?("+W'«       •       =2g,/*P.6in,t(oa'.n(l-2^-+Jco8?^+5*»+*). 

Na  podstawie  rozwinięć  funkcyj  :  90o(x)»  ®io(*)»  ^oiO*)*  ®u(*)»  podanych  w  ćw.  20)— 28) 
prowadzić  następujące  własności  tych  funkcyi: 

24)  e^  (* + y)  -  »!.(*)•  2B)  el0  (*  +  a  )  =  ew(x). 
26)  oul(*+^-)  —  eu(x).  27)e1I(x  +  .|-)  =  e0I(x). 

28)  e0v(x+J')  =  rV,«""eul(x).   29)  «,„(*+ 2  )=,'9~V%    "«..(»)■ 

ao)  *,(«+!)-!-*•    *<W*>-  3i)ell(*+f)=<r,',«_tt"eł0(«> 
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82)e00(*+«)=-e00(*).  88)e10(*  +  co)-e10(aO. 

84)e01(*+co)  =  -e01(a:).    86)  8lt(*  +  co) —  elt(*). 

86)  0OO (ar  +  co')  =  gr-l  e    "  •  800(*).  87)  610 (*  +  co')  =-rle      •  810(ar). 

_  ?**  **** 

•     88)  0ol(a?  +  co')=  cj-i e      "  0O1(»)-    89)  8tl(*  +  a,')  _  -g- 1 «      •  ąt(«). 

«0fibrf-*)-^#(»).  4i)e10(-*)=e10(*).  42)e01(-*)=e01(a?). 

48)G11(-a?)=«611(a?). 

44)    900  («  +  m<o  +  m'co')«*  6^  (»  +  •»'  co')  =  $-*"«         *     ąm(«). 

46)  Glo(*  +  mu>  +  m'co')=ei0(*  +  m'co')  =-  (-1)*'  ej-""  0        w     01O  (*). 

46)  e01(a?  +  m«o  +  m'co')-«(-l)*»eol(a?  +  m'co')«=(- l^j--'1*        *     901(»). 

47)  Bu(x  +  mw  +m'W)  =» (-l)m  eu(*  +  m'eo')  =»  (—  l)"|-H••')^7-■•', •        *    6n(*V 

48)  Na  podstawie   wzorów,  określających  funkcyę  &u(*\  w  ów.  23.),   wypro 
rozwinięcie : 


<*logOu(*)  _3n'(«)  a  «   -nt-2!  i.*?  «<*.  ^S! ?!!±! 

5^  8U(*)        cu  ""Ł*  "*"  co  sm    CU   *U  2k»  ' 

49)  Kładąc:  Z(»)— ?£^-  (patrz  ów.  48.),  wykaaaó,  że: 

«)  z(«  +  co)— z(«),  ()z(»+«o«z(»)-^f 

ogólnie,  że: 

T)     Z  (a?  +  mco)  =  Z(x),   8)  Z(#  +  m'co')  _  Z(»)  —  ?^5? , 

co 

gdzie  m=  «'  =  ±1,  ±2,  +8, ... 

50)  Na  podstawie   wzorów,  określających  funkcyę  Qn(x)  w  28.   wyprowadzić 
męcie  funkcył:  g(«)- Jłl<ffi'(a,). 

51)  Wykazać,  że  funkcya  Z '(a>),  określona  w  ćw.  60.  jest  funkcyą  dwuperyod 
o  peryodach  co  i  o>',  czyli ,  że  ma  tę  własność ,  że : 

«)     Z'(*  +  co)=Z'(*),       (0   Z' (x  +  to')  =  Z'(*0, 
ogólnie,  że: 

T)  Z '  (*  +  *»*>)  =Z'  (a?),     8)  Z  '(a?  +  m'o>')  =  Z\x\    e)  Z'  (a?  -f  m  to  +  m'co')=  Z' 

gdy:  m^m'  =  0,  ±1,  ±2,  ±3,... 

Rozwiązania   XXIX.     Wskazówki  podane  w  wykładzie. 

Literatura.  M.  C.  Jordan.  Cours  d'analyse  de  1'ócole  polytechnique.  Paris  1882. 
Thomae.  Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Functionen  und  der  Thetafunctionei 
Veranderlichen  Halle  a/S.  1878. 

lematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  O  Thetafunkcyach  Jacobiego. 

2.  O  logarytmach  thetafunkcyj  Jacobiego. 

3.  O  funkcyach  dwuperyodycznych ,  opartych  na  Thetafunkcyach. 


Wykład  XXX. 

Ogólna  teorya  funkcyj  dwuperyodycznych 
i  funkcye  efliptyczne. 

1.  Określenie  ogólnej  peryodyeznośei  funkcyjo  Niech  będzie  daną  do- 
wolna funkcya:  y=*&(z);  jeżeli  pewna  funkcya  f\x)  posiada  tę  własność,  że 
niezmierna  swej  wartości,  gdy  x  zmienimy  na  #(#),  że  więc: 

/(*(*)  W<«).  (1) 

tedy  powiadamy,  że  funkcya  f{%)  jest  funkcya  peryodyczną  na  za- 
sadzie równania:  y  =»£(«),  a  odnośne  równanie  nazywamy  równaniem 
peryodyeznośei  danej  funkcyi. 

Szczególniejszą  wagę  posiadają  funkcye,  posiadające  równanie  peryo- 
dyeznośei, kształtu: 

Ly«a?  +  o),    II.  y— jwf  |p|51. 

Pierwsze ,  czyniące  zadośó  warunkowi :  / ( x  +  to)  —  / (*),  nazywamy 
fankeyami  do  d  aj  nikowo-pery  ody  oznemi,  drugie,  czyniące  zadośó 
warunkowi:  f(px)  —/"(«),  nazywamy  funkeyami  mnożnikowo-peryo- 
dycznemi. 

2.  Funkcye  dodajnikowo-peryodyezne.  Funkcye,  czyniące  zadośó  wa- 
runkowi : 

/(*+<»)-/(*),  ^  (2) 

któremi  zajmowaliśmy  się  w  poprzednich  wykładach,  mają,  jak  zauważy- 
liśmy, miejsce  w  nieskończoności  jako  miejsce  istotnie  osobliwe,  w  którem 
przyjmować  mogą  wszelkie  możliwe  wartości.  Z  wszelkiej  funkcyi  jedno  war- 
tościowej możemy  utworzyć    funkcye    dodajnikowo-peryodyczną   o  peryodzie 


«,  jeżeli  w  niej  zastąpimy,  zmienną   x  przez  ei 

3.    Funkcye    mnożnlkowo-peryodyczne.  Niech    będzie    daną    funkcya 

/'*),    mnożnikowo -  peryodyczną   o  równaniu  peryodyeznośei:  y=»  px}   gdzie 
P  <1,  a  więc  posiadająca  tę  własność,  że: 

/(**)=/(*).  (8) 

Niech  będzie  x=a  miejscem,  w  którem  ta  funkcya  przybierze  wartość 
/(a)  =  ^i,   to    wartość  tę   samą  otrzyma    ona   także   zarówno    w   miejscach: 

Po,  p*a, ...,  pna,    jak    w   miejscach:    — ,   — ^,..M    — .    Otrzymujemy    zatem 
dwa  szeregi   miejsc,    w  których  funkcya   mnożnikowo  -  peryodycana   otrzy- 
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mu  je    tę   samą    wartość;    granicą    jednego    szeregu  miejsc    jest,  gdy   p  <Zl. 
limjTa—O,  czyli  zero,  granicą  drugiego:  lim  — =00,  czyli  nieskończoność. 

W  tych  miejscach  może  więc  funkcya  mnożnikowo-peryodyezna  otrzy- 
mać wszelkie  możliwe  wartości,  a  zatem: 

Wszelka  funkcya  mnośnikowo  -peryodycma  f(x)  ma  punkt  zerowy  z-*0  i  punkt 
niesJcońceonościowy  z —00,  jako  dwa  miejsca  istotnie  osobliwe. 

4.  Tworzenie  fankeyj  mnożnikowo- pery  od  yczny  eh.  Ponieważ  funkcje 
mnożnikowo -peryodyczne  mają  punkt  zerowy  i  punkt  nieskończonościowy, 
jako  punkta  istotnie  osobliwe,  przeto  musiałyby  one  należeć  do  funkcyj 
kształtu : 

f(x)=a0+aiz+...  +  an&+...  +  a-izr-*  +  a-2Z-*  +  ...+a-nx-n+... 
spełniających  warunek:  f(px)=f(x). 

Temu  warunkowi  mogłoby  się  stać  zadość  tylko  wówczas,  gdyby  spół- 
czynniki  ar(r«»  ±1,  ±2, ...)  spełniały  relacyę  : 

tfr  —  pr.ar, 
a  więc  były  wszystkie  zerami,  prócz  spółozynnika  a^.  Z  tego  wnioskujemy, 
że  funkcya  mnożnikowo-  peryodyczna ,  oprócz  punktu  zerowego  i  nieskoń- 
czonościowego ,  jako  punktów  istotnie  osobliwych,  musi  posiadać  jeszcze 
inne  miejsca  nieistotnie  osobliwe,  do  których  zaliczamy  też  miejsca  zerowe 
i  miejsca  nieskończonościowe  funkoyi. 

Niech  będą:  au  fl^,...,  o»  miejscami  zerowemi,  a  6t,  Jj,...,  bm  miejscami 
nieskończonościowemi  pewnej  funkcyi  mnożnikowo  -  peryodycznej,  nie  zwią- 
zane warunkiem  peryodyozności ,  w  ilości  skończonej  nim. 

Utwórzmy  funkcyę,  posiadającą  miejsce  zerowe  #=1,  a  nadto  warun- 
kiem peryodyozności  związane  miejsca  serowe: 

Jl     _L  i. 

p  '    p*>-'p*  "' 

i  oznaczmy  ją  przez  F(p}  x).     . 

Funkcya  taka  najprostsza  przedstawi  się  w  postaci  iloczynu  nieskoń- 
czonego : 


Pi  P  i  •  •  •»    P  ♦•  •  M        I        <%1 


F(p,  «)-(i-x)d  -px). .  .<x-px). .  .{i-^y.(\-^y 


(4) 


5.  Na  podstawie  tej  funkcyi ,  możemy  wszelką  funkcyę  mnożnikowo- 
peryodyczna,  posiadającą  m  miejsc  zerowych:  au  (%,..,  am,  i  n  miejsc  nie- 
skończonościowy eh :  bu  6a,...,  bn  przedstawić  w  postaci: 

gdzie  C  jest  stałą  dowolną. 

Jeżeli  funkcya  ta  dla  wszelkiego  x  spełnia  warunek : 

f(px)  =  f(x), 
to  uwzględniając,  £e: 

F(p,  px) i-JF(p,  *), 

X 

że  więc  na  podstawie  wzoru  (5): 
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f(px)  -  p  ^'^  (-  *)"-"•  f(*), 
dostajemy  warunki: 

—  ■  "-ĘŹ^-1'  (6) 

Pierwszy  warunek  wypowiada,  że  wszelka  funkoya  mnożnikowo-peryo- 
dyczna  musi  mieć  tyle  miejsc  zerowych,  ile  ma  miejsc  nieskończonościowych. 
Hość  ta  jednak  musi  być  większą  od  1. 

Gdyby  bowiem  było  n«=l,  wówczas  otrzymalibyśmy  z  drugiego  wa- 
runku wzoru  (6)  relacyę: 

pr.-J— 1,  czyli:  ft,  — 0^, 
byłoby  więc: 

funkcya  f(x)  byłaby  w  takim  razie  ilością  stałą,  równą  ( — \)r  C. 

Funkcya  mnożnikowo-peryodyczna  musi  więc  mieó  najmniej  dwa  miejsca 
zerowe  i  dwa  miejsca  nieskończonościowe ,  niezwiązane  warunkiem  peryo- 
dyczności. 

Jeżeli  funkcya  mnożnikowo-peryodyczna  f{x)  staje  się  na  płaszczyźnie 
liczbowej  n-razy  równą  zeru  i  n-razy  nieskończenie  wielką,  to  musi  także 
każdą  wartość  A  przyjmować  n-razy.  Funkcya  f{x)—A  będzie  bowiem  także 
funkcya  mnożnikowo-peryodyczna,  która  staje  się  n  razy  nieskończonością, 
i  więc  także  n-razy  zerem,  a  te  miejsca  zerowe  będą  właśnie  temi  miej- 
scami, w  których  funkcya  f[x)  otrzymuje  wartość  A. 

Funkcya  F(p,  #),  za  pomocą  której  możemy  utworzyć  funkcyę  mnożni- 
kowo-peryodyczna f(x)  z  warunkiem:  f(px)=f(x),  posiadającą  dane  miejsca 
zerowe  i  jednakową  ilość  miejsc  nieskończonościowych ,  nazywa  się  zwykle 
funkcya  pierwotną  funkcyj  mnożnikowo  peryodycznych. 

6.  Fankeye  dwoperyodyczne  pierwszego  rodzaju ,  oparte  na  funkcyach 
mnożnlkoiro-peryodycznycho  Zastąpmy  w  funkcyi  mnożnikowo -peryodycznej 
f[x\  czyniącej  zadość  warunkowi  f(px)~f(x)}  zmienną  x  przez  funkcyę  wy- 

kladniczą  f"    i  połóżmy  g=c  w  ,  p=q2,  tedy  funkoya  f(x)   przekształci    się 

na  funkcyę  $>(£)=/" (e w  ),  posiadającą  tę  własność,  że: 

<p(x+ co)  -*?(*), 
a  zarazem :  g>  {x + o>$)  —  g>  (x)+  (7) 

Tak  utworzona  z  funkcyi  mnożnikowo-peryodycznej  f{x)  funkcya  q>(x)f 
jest  więc  funkcya  dwuperyodyczną  o  peryodach  a>  i  co'  i  spełnia  ogólnie 
relacyę: 

(p(x+m<o+m'(ó')=<p(x),  (w=0,  ±1,  ±2,...).  (7') 

Między  pery odami  a>  i  <o*  nie  może  oczywiście  zachodzić  żaden  związek 
liniowy,  kształtu :  acB+&<*)'=0,  gdzie  a  i  &  są  pewnymi  rzeczywistymi  spółczyn- 
nikami,  gdyż  w  tym  przypadku  oba  peryody  (o  i  (o'  dałyby  się  sprowadzić 
do  jednego  peryodu. 

Dr.  Dshrttiki.  Wykł.  matem.  I.  Tom  II.  82 
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Z  tego  wynika  także,  ie  przy  dwa  peryodach  od  siebie  niezależnych: 
co  i  o)'  musi  być  stosunek:  —  liczbą  urojoną. 

Ze  względu  na  to,  że  jak  poznaliśmy,  teorya  funkcyj  dwuperyody- 
cznych  może  być  opartą  na  teoryi  funkcyj  mnożnikowo-peryodycznych, 
możemy  z  twierdzeń,  dotyczących  funkcyj  mnożnikowo-peryodycznych,  wy- 
prowadzić wprost  twierdzenia,  dotyczące  funkcyj  dwu-peryodycznych  q>(x) 
czyniących   zadość   relacyi: 

c> (s +wfi)  +  m'fi)') =?>(&•) ,   (w|w'«0,  ±1,  ±2...),  (8) 

zwanych    funkcyami    d wuperyodycznemi    pierwszego    rodzaju, 
albo  też  zwykłemi  funkcyami  d wuperyodycznemi. 

W  szczególności  dochodzimy  do  następujących  wniosków: 

1°.  Funkcya  dwuperyodyczna  pierwszego  rodzaju  posiada  tylko  jeden 
punkt  istotnie  osobliwy,  mianowicie:  g»oo. 

2°.  Niema  funkcyi  dwuperyodycznej  pierwszego  rodzaju,  któraby  nigdzie 
nie  była  zerem ,  ani  nieskończonością. 

3°.  Wszelka  funkcya  dwuperyodyczna  pierwszego  rodzaju  ma  jednakową 
ilość  miejsc  zerowych  i  miejsc  nieskończonościowych,  a  zarazem  co  najmniej 
dwa  takie  miejsca. 

4°.  Jeżeli  funkcya  dwuperyodyczna  pierwszego  rodzaju  ma  n,  nie  zwią- 
zanych warunkiem  peryodyczności ,  miejsc  zerowych:  a,,  Oj,...,  a*  i  n,  nie 
związanych  warunkiem  peryodyczności,  ani  z  niemi,  ani  między  sobą,  miejsc 
nieskończonościowych:  blf  6a,...,  ft»,  natenczas: 

ai+a2  +  ...  +  an=*bi+bt  +  ...+bn+mo>+tntQ)t,  (m|w'=0,  ±1,  ±2,...), 

6°.  Wszelka  funkcya  dwuperyodyczna  pierwszego  rodzaju  przyjmuje 
wszelką  wartość  jednakową  ilość  razy,  a  co  najmniej  dwa  razy. 

6°.  Wszelka  funkcya  dwuperyodyczna  pierwszego  rodzaju  da  się  utwo- 
rzyć na  podstawie  t.  z.  funkcyi  pierwotnej: 

*teVH(l-*)(i-$2*).  •  .<l-j*#)...(l-  £)  (l-  -£) ...  (I-C)-, 

nita*  2nite 

gdzie  q*=e  a  ,  0=e  w  ,  względnie,  na  podstawie  funkcyi  6tl(£).  różniącej  się  od 

,        2nix  7tix 

i      \  lv    —  «=• 

funkcyi  pierwotnej  F\q*e  w  J  tylko  czynnikiem  —  q  *cw  .P, gdzie P=  11(1— g-"), 

znanej  jako  Thetafunkcya : 

Was  %nim  1nix  Ini* 

ei1(x)«4«,/Vw  ,P(l-0?(l-fe  »)(i—que   """)• 
*  «=t 

7°.  Wszelka    funkcya  dwuperyodyczna  pierwszego  rodzaju  q>(x),    da  się 

sprowadzić  do  postaci: 

gdzie  a{+a%+  . . . +an=&1+&2  +  ...+&n+mfi)+m/fi)',  (w|m'«0,  ±1,  ±B,.J. 

7.  Funkcye  dwuperyodyczne  drugiego  rodzaja.  Jeżeli  funkcya  <p{x)  po- 
siada tę  własność,  że  wskutek  przejścia  wartości  zmiennej  niezależnej  x na 
x+g),  lub  na  x+co%  gdzie  fi)  i  fi)4  są  pewne  liczby  stałe,  otrzyma  tę  samą 
wartość  (p(x)j  pomnożoną  tylko  raz  przez  liczbę  stałą  a,  a  drugi  raz  przez 
stałą  liczbę  a',  a  więc  spełnia  relacye: 
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q>(x  +  (o)=a(p(x\     ę{x  +  &Ł)~a'<p(x),  (9) 

wówczas  nazywamy  funkcyę  g>(x)  funkoyą  dwuperyo  dyc  zną  dru- 
giego rodzaju,  a  stale  o  i  co'  nazywamy  również  peryodami  funkcyi 
<p(x).  Jedną  z  tych  stałych  a  i  a',  możemy  zawsze  przyjąć  równą  1. 

Skoro   bowiem    położymy:    F(x)=eF*ip(z)f    gdzie    a  jest    pewną    stałą, 
wówczas  otrzymamy : 

F(x+(o)^ett^^Kg>{x+o))^eaa.a.F(x)1 
F(x  4-  co1)— «a<*+*,)  •  9>(s+  o)') =e«<*' .  a'  .F(x), 

a  przyjmując   a   tak,    aby    było  e**.a— 1    i   kładąc   e*w. a' ==***,  otrzymujemy 

x_ 

funkcyę  F(x\  spełniającą  relacye :  F(x+a>)=F(x),  -F(s+a>')=ew  . F(x). 

Funkcye   dwuperyodyczne    drugiego   rodzaju  c>(#),  możemy  z  łatwością 

utworzyć  za  pośrednictwem  funkcyi  9, ^(x).  Kładąc  bowiem: 

en(x—ai).eu(x—a2). .  .eii(x—an) 


<p{x)=> 


ell(ir-i1).ell(a:-.6a)...ell(a;-6n), 


otrzymujemy  na  mocy  wzorów  16.  str.  480:  <p{x+<ó)=(p(x) : 

q>(x+(0ś)=e  .<p(x)=e    tp{x)) 

gdzie  Z^2ni{ai  +  aj +  ...  +  *«— bA  -62  — ...— i«), 

funkcya  g>(x)  jest  zatem  funkcyą  dwuperyodyczną  drugiego  rodzaju. 

Utworzywszy  jedną  taką  funkcyę  9>(«),  możemy  utworzyć  już  jakąkol- 
wiek inną ,  pomnożywszy  tak  utworzoną  funkcyę  przez  dowolną  funkcyę 
dwuperyodyczną  pierwszego  rodzaju. 

W  szczególności,  możemy  wszelką  funkcyę  dwuperyodyczną  drugiego 
rodzaju  /"(»),  sprowadzić  do  postaci : 

z  warunkiem : 

(ai+a1  +  ..  +  an)-(bi+bi  +  ...+bn)+mt»+m,<o'=     --, 

Ci  7ZI 

gdzie  i  jest  liczbą  dowolną ,  a  #»^m'=0,  ±  1,  ±2, ... 

8.  Funkcye  dwuperyodyczne  trzeciego  rodzaju.  Jeżeli  funkcya  f(x)  czyni 
zadość  warunkom: 

/(*+«)-«"+V(*) 

f(x+u')  =  **+".f(z)  {1U) 

natenczas  nazywamy  taką  funkcyę  funkcyą  dwuperyodyczną  trze- 
ciego rodzaju,  a  stałe  <o  i  o>'  od  siebie  niezależne,  nazywamy  znowu 
jej  peryodami. 

Ze  względu  na  to,  że  na  podstawie  powyższych  określeń  ma  być: 
f(x+(o+(o$)~c*łi*+^+b'f(x+(o)  =  e'l'(*+t* ■'+*'.  *«+».  /*(*), 
/  (x  +  <t>'  +  o>)  ==  e*<*+»'H  y  (as + o') «  **<*+«')+* .  e«'*+*' .  f{x\ 
przeto  otrzymujemy  relacyę: 

flfo-oo^+Sfoit,  (ł-0,  ±  1,  ±  2,...) 
która  dowodzi,  że  stałe  a  i  a'  nie  mogą  być  zupełnie  dowolne;  danej  stałej 
a  odpowiada  stała  a',  określona  równaniem : 


^600- 

Utwórzmy  w  miejscu  funkcyi  f{x)  dwuperyodycznej  trzeciego  rodzaju 
funkcyę  F(x),  określoną  wzorem: 

to  funkcja  F(x)  uczyni  zadość  warunkom : 

2fiJlix+A 

F(x  +  (*')=e    "     F(«), 
gdzie  fi  jest  liczbą  całkowitą,  *  4«6'o>— ba>'+  ^  (g>— o>'),  funkcya  F(x)  należy 

zatem  takie  do  funkcyj  dwuperyodycznych  trzeciego  rodzaju. 

W  przypadku  /ł=0,  staje  się  funkcya  F{x)  funkcyą  dwuperyodyczną 
drugiego  rodzaju ,  a  w  przypadku  ^—^—0,  funkcyą  dwuperyodyczną  pierw- 
szego rodzaju,  czyli  zwykłą  funkcyą  dwuperyodyczną. 

Chcąc  utworzyć  szczególną  funkcyę  c>(#),  czyniącą  zadość  powyższym 
warunkom ,  połóżmy  : 

Otrzymujemy  tu: 

2fuHx+A 

<p(x  +  <D')=*e     w     .q>(z)} 
gdzie :  4— 801(04  +  a2  + ... + On— bt  — fta — ..,— &«+M+  YiP)* 

mamy  więc  w  funkcyi  c>(g)  funkcyę,  spełniającą  właśnie  powyższe  warunki. 

Znalazłszy  jedną  taką  funkcyę,  możemy  otrzymać  funkcyę  dwuperyo- 
dyczną trzeciego  rodzaju  w  postaci  iloczynu  tej  funkcyi  szczególnej  i  do- 
wolnej funkcyi  dwuperyodycznej  pierwszego   rodzaju. 

Wszelka  funkcya  dwuperyodyczną  trzeciego  rodzaju,  posiadająca  n 
miejsc  zerowych,  a19  aa, ...,  o,  i  n+p  miejsc  nieskończonościowych :  617  Ł2,  ... 
...,  bą+p}  da  się  więc  przedstawić  w  postaci: 

'w  en(*-4,). e11(x-6J)...e11(x-6Mfł)  ■ 

gdzie  /i  jest  liczbą  całkowitą,  przedstawiającą  różnicę  między  ilością  miejsc 
zerowych  funkcyi  a  ilością  jej  miejsc  nieskończonościowych, przyczem  musi  być: 

X 

ax  fdj +  ...  +  «!*— bx—  63— ...—  ł^+V-W(y+»V+^ 

9.  Thetafunkcye  tt-go  rzędu.  Szczególny   rodzaj    funkcyj  dwuperyody- 
cznych trzeciego  rodzaju  stanowią  funkcyę  /(«)>  czyniące  zadość  warunkom : 
A*+»)-(-l)"./X*), 

/(*+«-)-(— 1)K. a    "'"•      ./(*),  (11) 

gdzie  n  jest   liczbą    całkowitą.   Funkcyą   tego   rodzaju  jest    funkcya    Bu{x) 
i  wszelkie  jej  całkowite,  dodatna  potęgi. 
Jest  bowiem : 

•«"(*+©)-(— 1)- •!!»(*), 

e11-(*+«i)-(-i)"«     •     •„•(*), 
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Bgo  powodu  nazywamy  też  funkcye,  czyniące  zadość  warunkom  (11), 
etaf  un  kcy  ami    n-go    rzędu.    Parę    liczb    xix'    nazywamy  cech  ą 

charakterystyką  Thetafunkcy  i ,  rozróżniając  cztery  istotnie 
ae    cechy:    (O,  0),    (0,  1),  (1,  0)  i  (1,  1). 

10.  Ilość  Theta-funkcyj  n-go  rzędu  o  wspólnych  cechach  x,  x',  pomiędzy 
ą  niezależnych  jest   ograniczoną,    na    podstawie   twierdzenia   Hermite'a: 

Pomiędzy  (n+1)  Thetafunkcyami  n-go  rzędu  o  wspólnej  charakterystyce  (x,  x') 
hodsi  przynajmniej  jeden  związek  liniowy  o  stałych  spółczynnikach. 

Dowód.  Wszelka  funkcya /(#),  całkowita  przestępna  o  peryodzie  o>, 
je  się  przedstawić  w  postaci: 

r=+«o  1rnix 

b  co  na  jedno  wychodzi,  w  postaci  : 

r=«f  od  r*ma*      1mix 

/(*)-  ^Cr.i^.e '"•  ,  (13') 

syczem  spółczynniki  4r,  względnie  Cr,  związane  relacyą: 

r»gto' 

Ar=*Cr.ę  "*  , 
I   liczbami    stałemi.   Stale    te   możemy   tak   dobrać,   aby    się    stało   zadość 
ngiemu  warunkowi : 

«;rt(2«-f<i)/) 

(14) 


/(«  +  «-)-*       •      .f(«). 

Otrzymujemy  tu,  bowiem : 

W^                — - — -          ^Tl                 --[r*tt'  +  2«r(r+»')J 

r=— «> 

r=  —  oo 

rr=-f«o 

-2 

^     «»  Kr+»)*»'+2fr+ii)*]               « 

r=— » 

zatem : 

f(*  +  6>')  = 

re=— oo 

Warunek : 

»;ri(2*+o>') 

/(*+»')-«               *           -A*), 

pmaga,  aby  było:  Cr+n 

=  6V,  a  więc: 

C0  =«  Cii  =«  C%n  =•  C3*  =  ... 

C|  =  Gt+i  =  C?2W+i  =  Czn+\  «=... 

(15) 


Oznaczmy  przez  fm(x)  Thetafunkcyę  n-go  rzędu  ,  otrzymaną  z  założenia : 
,==1,  C0  =  Ci=...=*Cm-i  =  Cm+i=*...=  Cn= 0,  a  więc  połóżmy: 

r=+oo     jjj(*r+m)'a>'       2(*r-f-roVn\r 
r=— oo 

każdą  inn%   Thetafunkcyę  n-go  rzędu; 
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A*)-   ^Cre^.e"^,  (17) 

r=—  ao 

przedstawimy  w  postaci : 

/(*)-Cb/o(*)+Ci/,(*)  +  .v  +  c.-i/.-i(*)f  (18) 

której  spółczynniki :  c0,  ct,...,  c»_i ,    możemy    wyznaczyć,   kładąc  za  x  odpo- 
wiednio dobrany  układ  w  szczególnych  wartości. 

11.  Thetafunkcye  pierwszego  rzędu.  Szczególny  przypadek  Theta-funkcyj 
w-go  rzędu  stanowią  Thetafunkcye  pierwszego  rzędu ,  określone  (w  art.  3. 
str.  479.),  wzorami: 

n-ri+ao  1nnix  ms=-|>«o  inni* 

*=+«  (l/i -fi;  mac  n— +«o  (fci+l)*Mc 

MS— 00  Hss.  -  <» 

które  możemy  zastąpić  wzorem  ogólnym: 

*=+»  2(»  +  y,fł«)nfa  -H»  +  y^pjtfcf 

^(*)=(-i)-'  2  (-1)""*        w        »         (20) 

*  =  ~  SD 

o  własnościach  charakterystycznych: 

©»«'  (x+ma>+ m'(w')  =*  (— l)**'+«'«  *-"•'  *«<2*+m<  •)  #  ^  ^ 
Bu.*M*)~*«A*) ;  •»«  «'(*)=(-!)"' »«'(*), 


m/    .   «'\ 


.(,+|)- «-."-^rV--t«  w- 


Funkcyę  #«'($)  oznacza  się  w  przypadkach,  gdy  chodzi  o  zaznaczenie 
peryodów  <o  i  (o%  w  postaci:  #«,'(£,  o,  o>'),  nazywając  zmienną  op  argu- 
mentem,   stałe   parametry    o>    i   o>'    peryodami ,    a    stosunek     parametrów 

— ,  modułem  Thetafunkcyi. 

Z  tych  czterech  Thetafunkcyj  pierwszego  rzędu,  funkcye  S0q(z),  Sift(x) 
i  Ooi(x)  nie  zmieniają  swej  wartości  wskutek  zmiany  x  na  — x)  są  więc  t.  z. 
funkcyami  parzystemi,  funkcya  Bu(x)  zmienia  zaś  przy  zamianie  x 
na  — ar,  swój  znak  na  przeciwny,  jest  więc  t.  z.   funkcyą  nieparzystą. 

Wszystkie  inne  Thetafunkcye  pierwszego  rzędu,  mogą  się  od  powyż- 
szych  czterech   Thetafunkcyj   różnić  o  pewien  stały   czynnik,   który   zależy 

w  ogólności  od  peryodów  o>  i  o>'7  względnie  od  modułu  — . 

12.  W  poprzedzającym  wykładzie  poznaliśmy  szczególne  związki,  jakie 
zachodzą  między  czterema  funkcyami  Theta,  wykazujące,  że  poszczególne 
te  funkcye  przemieniają  się  jedna  w  drugą,  opatrzoną  pewnym  czynnikiem 
wykładniczym,  jeżeli  zmienną  niezależną  powiększymy  o  połowę  peryo- 
dów o)  i  ft>'.  W  tym  kierunku  otrzymujemy  następującą  tablicę: 
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śmienia    funkcyę 

Czynnik 
wykładniczy 

Powiększenie 
X     o 

*.(*) 

e,»(*)     |       e»t(»)         !       M*) 

na    funkcyę 

i»  +  »«i' 

6oo(*) 

(-i)-e19(x) 

<-i)>  <*,,(«) 

(-!)■+■  M«) 

»/i((łi+«»') 

«- '/>)»+*«»' 

(-i)-et0(») 

©oo(*) 

(_l)m+.+łetl(i») 

(-i)».e0,(*) 

e 

'»+(»+ V*)-' 

*iM 

(-i)«.«.elt(*) 

(-!)■*•(•) 

(-i>»+i..-.e10(«) 

(-iW.eu(*) 

0.1W 

(_l)*+«+Ue|,(aO 

C-i)-».eM(*) 

(«+'/,)JdP«+  («+'/>'] 

-Vi>»+OH-  V»X 

» 

z  której  wynikają  miejsca  zerowe : 

funkcyi     &00(x)     dla     x 


2ro+l      ,  2n  +  l    , 


•oi  (*)       r>         x=* q W  +  fKW', 


Z  określenia  czterech  Thetafunkcyj  pierwszego  rzędu  wypływają  wreszcie 
ich  rozwinięcia  według  szeregów  sinusowych,  względnie  cosinusowych 
w  postaci : 

^'l^If.oos^,     eio(a;)=l+22(-l)'?"'oo8^, 

~  (o  ~  (o        (21) 


»=1 


*=1 


«„(*)=2  2  łM-W.ooi<*,+1)JW  ,  •„(.)  -  2  2  (-  D"  ^+V,)-.gin(2n  +  1)?ta;, 

»=0  »=0 


następnie  rozwinięcia  w  postaci  iloczynów; 


ftra-f-a 


**** 


2m'x 


e00(*)-n  (l-a*).  n  (i +«»-»•  •)(i+«l-1«   M ), 
e1#(*)- n,(i^-8*o."n"(i-8*- ocw-* *  "% 

©„,(*)  =  2gV.oos— .   H    (1— 2ł»).n    (l+gJ"e  w)(l+gł»e      w  ),     . 

fi)         n=l  *=1 


fc*i* 


2>rf* 


0ii(*)==22V,8in-.   n    (1 -?'").   n    (l-g2"e  Q)(i-^e     • ), 

w        «c=l  n=l 

z  których  wypływają  rozwinięcia  następujące: 

0oo(s)  =  n  (1-j*).  n  (l+2g*->cos-  ł-+^-aj, 

e10(*)=  n  a-^.n  (i— 2^-^os— -+?*»- 2), 

e01  (ar)  -  2o''.  cos  —  .  H  (1  -oł») .  H  (1 + 2g»»  cos  — + o*"), 


(23) 


»„(*)  -  2g*'.Bin  — .H  (1— 2J").  H  (1— 2gł"cos— +o4"). 


(26) 
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G-dy  x=0,  otrzymają  pierwsze  trzy  thetafunkcye  następujące  wartości: 
eoo(0)=l+2g+2«*+2g»+...+2gr*'-i-... 
»io(0)  =  l-2«+2g*-2j9+...+(-l)"22-,+...  (24) 

i      ł      ¥  (--— Y 

e01(O)=22  +2g  +  2g     +  ...+V   »  '  +  ... 

Uwzględniając  miejsca  zerowe  poszczególnych  theta-tunkcyj  pierwszego 
rzędu,  otrzymujemy  ich  rozwinięcia  w  postaci  podwójnych  ilocmynów  nie^ 
skończonych : 

e,.W-e..(0)."_n  [i-  (.+  .fc>»+()1+.fc7s]. 
«,.(*)  -  »,.(0).-n;'  [i-^+(nI+v,)<B.  ]■ 

przyczem  we  wzorze  na  Sn(x)  należy  pominąć  parę  w=0,  n==0,  a  przy 
obliczaniu  wartości  Thetafunkcyj  należy  zachować  porządek  wskazany  w  tych 
iloczynach. 

13.  Thetafunkcye  drugiego  rzędu.  Kwadrat  każdej  ze  czterech  Theta- 
funkcyj  pierwszego  rzędu:  S00(x)}  Si0(x)}  #01(*),  Oit(x)  określonych  wspólnym 
wzorem : 

»«<(*) =(-i)»"  2(-1)"c      . "        »         (26) 

spełnia  relacye: 

»«'a  (* +o>)  =  «„'»(*), 

2jrf(g+ft>Q 

e**'\x-ra>')=*e         tó      .0«,<2(*),  (26') 

czyli  jest  thetafunkcyą  rzędu  drugiego  i  to  jak  bezpośrednio  widoczna 
z  tą  samą  charakterystyką  (O,  0). 

Wnosimy  z  tego,  że  między  któremikolwiek  trzema  thetafunkcyą  mi 
drugiego  rzędu,  muszą  zachodzić  związki  liniowe,  które  należałoby  wyzna- 
czyć. W  tym  celu  weźmy  pod  uwagę  pierwsze  trzy  thetafunkcye  drugiego 
rzędu:  800\x),  S10\x)  i  Soi\x)  i  połóżmy: 

'i  •  Q\o(*)=c2 .  S0i\x)  +  c, .  01O \x\  (27) 

a  otrzymamy  niewiadome  spółczynniki :  cv  ct1  c3,  podstawiając  za  x  roz 
maite  wartości. 

Kładąc  £=-9-,  otrzymamy,  na  podstawie  tablicy: 

«o.(o+f )-«,.((»,  ©10(o+-|)=e00(0),  »0,(f  )-o, 

zatem,  na  podstawie  przyjętej  relacyi  będzie: 

Cl.ą0>(0)=c3.e002(0).  (a) 
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Kładąc  x=-q-,  otrzymamy: 


m*  naa 


na  podstawie  przyjętej  relaoyi  będzie  więc: 

Na  wyznaczenie  niewiadomych  spółczynników  cu  c2,  c3  związku  linio- 
wego (27;,  otrzymujemy  więc  z  ostatnich  dwu  relaoyj,  (a)  i  (6),  stosunki: 

ci       CT        c>       D        c« (28) 

•      *«o'(0)        ®oi2(0)        *it*0)  '  K     ] 

wobec  czego  szukany  związek  liniowy  między  trzema  thetafunkcyami  dru- 
giego rzędu:  %^\x\  #01*(s)  i  $\*\x)i  przedstawia  się  w  postaci: 

^•W).^i^)-^i"(0).ą1w+ąiv)-«iol(*).  (») 

następując  w  tym  związku  *  przez  x  +-<p  x+"o » X+Tr+  ~o  »  otrzymu- 
jemy z  niego  trzy  inne  związki  liniowe  między  trzema  innemi  trójkami 
czterech  thetafunkcyj  drugiego  rzędu  w  postaci  wzorów: 

•ooHP).  •io,(*)-^i  W)  •  «lił(*)+*iO  W).  *•**), 

^oW^iW-^i^.^W-^W^iiW,  (290 

®oQ,(0).»1i^)-»oia(0).«10^)-«to'(0).eol2(a;)ł 

które  dadzą  się  także  wprost  wyprowadzić  metodą  podaną  przy  wypro- 
wadzaniu wzoru  (29). 

Z  tych  wzorów  wynika,  że  kwadrat  każdej  z  czterech  Thetafunkcyi 
pierwszego  rzędu  możemy  wyrazić  przez  kwadraty  dwu  tylko  z  tych  funkcyj, 
dowolnie  zresztą  wybranych. 

Wybierając  w  tym  celu  jako  takie  dwie  funkcye,  funkcye  B9i\x) 
i^u\x)t  otrzymamy  dwie  inne  Thetafunkcye  drugiego  rzędu :  OQ0*(x)i  Bi9\x)9 
wyrażone  przez  dwie  poprzednie  wzorami ,  wynikającymi  bezpośrednio 
z  wzorów  poprzednich  ,  w  postaci : 

^W^i^-^iW^i^+^W^iiW,  (8°) 

^iW.^iW-^itW-^lW+^i^)-*!!^).  (81) 

11.  Z  wzorów  (29)  i  (29')  wypływa  ciekawy  związek,  zachodzący  między 
wartościami  trzech  Thetafunkcyj  drugiego  rzędu,  nieznikających  w  miejscu 
x=0,  *•  j-  między  wartościami  600(0),  Soi(0)  i  010(0),  które  są  różne  od  zera, 
to  tylko  6|i(0)— 0.  Kładąc  mianowicie  we  wzorze  (29),  a?=»0,  otrzymamy  wzór  : 

e00\o)=e01vo)+e10*(0j.  (32) 

Czwarta  potęga  wartości  funkcyi  B00(x)  w  miejscu  x  =  0}  jest  więc 
równa  sumie  czwartych  potęg  funkcyj  Soi(x)  i  SA0(x)  w  tern  że  miej  sou  x=0. 

Uwzględniając  wartości  £0O(O),  #la(0)  i  #01(0),  we  wzorach  (24)  podane, 
otrzymamy  powyższy  wzór  w  postaci: 

[l+2g+2?*+...+29-,+  ..]*-[l-2«+2?*-...  +  (— l)"2}*+...]*  + 
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15.  Tworzenie  elementarnych  funkcyj  dwuperyodyeznych  pny  pomocy 
Thetafunkcyj  pierwszego  rzędu.  Za  pomocą  Thetafunkcyj  pierwszego  rzędu, 
możemy  tworzyć  funkcye  dwuperyodyczne  pierwszego  rodzaju.  W  najprostszy 
sposób  otrzymamy  takie  funkcye  w  postaci  ilorazu  którychkolwiek  dwa 
Thetafunkcyj  pierwszego  rzędu. 

Gdy  bowiem  położymy : 

*■«-!£>,  (83. 

gdzie  wskazówki  a,  0,  przedstawiają  jedną  z  cech:  (0,  0),  (1,  0),  (O,  1),  (1,1), 
wówczas  otrzymamy: 

F(x+2<ó)=F(z),  a  zarazem  F(x±%to')=F(x). 

Funkcya  F(x)  posiada  więc  dwa  peryody  2o>  i  2g>'. 

Weźmy  pod  uwagę  tylko  te  stosunki ,  których  dzielnikiem  jest  funkcya 
01o(jc),  a  więc  trzy  stosunki: 

»oo(*)     0qi(*)      »n(s) 

SioO*)'    SioW    •«(*) f 
i  ich  kwadraty  : 

gooa(*)      gqi'(*)      *iiłfr) 

^•'W    ®io'(*)'    eio'(*)' 

to  na  podstawie  związków  29),  30)  i  31),  w  art.  poprzednim  wyprowadzonych. 

otrzymujemy  relacye: 

0,o  ł(0) .  e01  »(*)= ą, 1(0) ;  »10  \x)-e00  »(0) !  ą,  »(*), 
0,o^o).eoo^-0^O).elo^)-eol»(O). $„>(*), 

a  stąd  : 

0ioł(O)  0,i '(*)     1      0»oł(O)  ^i ł(«)  m, 

010 '(OJ     0Q.ł(«)    _,         0Qlł(O)    011  '(*)  ,0,, 

•••'(oj-e,,*^)-1    eM»(0)' «,.»(»)'  iaoł 

Między  wartośoi&mi  trzech  funkcyj:  d09(«),  0iC(*)  i  0«i(*)  w  miejsca: 
#— 0,  zachodzi  wiadomy  związek  (32) : 

0ooł(O)  =  elo*(O)+0Oł»(O), 

który  możemy  napisać  w  postaci: 

01Lł(O)     ąiv^_ 

0o.*(O)"+ 0o,ł(O)  -/'  (db) 

czyli :                                                 x2  +  x'»  —  1,  (36') 

jeżeli  położymy:  0loł(O) ,     0u<ł(O) 


czyli : 


0(K^W~x',  0b7*W ~x-  .    • (37) 


vV  *">(0)       Vx-   *"(0)                         raw 

"  0.o(O)    •     VX~    0,0  (0)  '                           (3?) 

Wprowadzając  stosunki  x  i  x'  we    wzory  (34)    i  (36),  sprowadzimy  je 
do  postaci: 


^-^4-TO  (39) 
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tadąc  : 

^T-lł^W-^i*),   y---^-^*),    V*  .-g-^-Mi),      (40) 

amy  wzory   (38)  i  (39)  w  postaci : 

9l{x)^Vl-\^W  (41) 

*i(*>  -  V/l-x'[9l(7)p  (42) 

k  Otrzymane  wzory  przedstawiają  związek  między  trzema  funkcyami: 
yt{x)  i  9>3(x),  które  na  podstawie  określeń  (40),  z  uwzględnieniem 
ięć  funkcyj:  ©u(aO,  0i(i(x)  i  B0i(x)}  podanych  w  art.  10.  przedstawiają 
postaci : 

,T-   2Vq  sin  **-2Y^  8in  3™+2\/g»8m  B-**+ ... 


-Vttj 


2gcos h2g4cos     2g9cos         +  .. 

(O  0)  O) 


r~    2^008^+2^*008  ^  +2Woo8^  +  ... 

,M*)_y_._- 2nx  ^x  6„  (43) 

1— 2jcos |-2g4co8- 2g9cos     -  f  ... 

(O  (O  (O 

2nx         .        4nx                6nx 
l+2gcos h2g*cos        +2g9cos h ... 

. 0)  (O  0) 

Vz(x)mm  Vx' .  fyix  4nx  6nx 

l—2flrcos h2g4cos      — 2flr9cos +... 

(O  (O  0) 

asem : 

V-       Soi  (0)      2^+2^+2^^"+... 

*  ~  ®ou(0)  ~        l  +  2g+2g»f2j«+"..  "  (44) 

V/Z7       0io(O)         l-2g  +  2g*-2g9+... 
""•ao(0)"    l+2gr2g*  +  2g9+... 

Funkcye  <Pi(x\  qp2(£),  y3(^),  nazywamy  zwykle  elementarnemi 
ccyami  d wupery odycznem  i  stopnia  drugiego,  albo  też  funk- 
oi i  elli  p  ty  cznemi  drugiego  stopnia. 

17.  Rozwijanie  elementarnych  funkcyj  dwnperyodycznych  <px(x)}  <p2(x), 

I,  na    szeregi   potęgowe.    Trzy   funkcye    g>{(x),    q>2(x),    y3(x),    występujące 

stosunki     trzech    Thetafunkcyj    &u(x),    ©01W?    ^oofa)    ^o    Thetafunkcyi 

0,   pomnożone   przez  pewne  stałe  spółczynniki ,  czyli  określone  wzorami : 

3>i(0)      ,,       3o(0) 
T,.(0)  *  3o   "  ' 

ą  się  rozwinąć  na  szeregi  potęgowe  w  otoczeniu  miejsca  x=0.  Liczniki 
em  ,  ©n(a;),  S0i(x)  i  S00(x)  i  mianownik  8u(x)  tych  trzech  funkcyj  dadzą 
jak  wiemy  z  poprzedzających  artykułów,  przedstawić  jako  bezustannie 
;ne  szeregi  potęgowe  zmiennej  niezależnej  x,  przyczem  funkcya  0lo(x)y 
ępująca  w  mianowniku,  otrzymuje  w    miejscu  x=*0  wartość  skończoną, 


l  =  *"  $,•(<>)  '    *        •oo(0)" 
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różną  od  zera.  Odnośne  szeregi  potęgowe  mają  więc  kołowe  zakresy  zbieżności 
o  środka  w  punkcie  0,  sięgające  obwodem  do  najbliższego  punktu  zeroweg 
funkoyi  ©10(x). 

Ażeby  wyprowadzić  szeregi  potęgowe,  przedstawiające  funkoye  dwu 
peryodyozne  q>x(x\  q>2(x),  <Pz(*),  należałoby  wyznaczyć  pochodne  tych  funkcy 
i  wyznaczyć  wartości  tych  pochodnych  w  miejscu  x=0. 

Celem  wyznaczenia  pierwszej  pochodnej  funkoyi: 

weźmy  pod  uwagę,  że  funkcya:  0io\x). — j~—  jest  Thetafunkcyą  drugieg 
rzędu  o  charakterystyce  (0, 1),  ponieważ  wartość  x,  powiększona  o  a>,  względni 

o  <ó\  zmienia  ją  o  czynnik  +1,  względnie  o  czynnik  e     "  .  Ponieważ  jedna! 

funkoye  601(ff).  ®oo(*)i  oraz  ^n(x)-^io(x)  posiadają  tę  samą  własność,  przetc 
na  zasadzie   twierdzenia  Hermite'a  (art.  10.),  możemy  przyjąć: 

ds   "  eJ0ł(*) 

czyli : 

rf*n(») 
®i«,w.-^L)-«i^i(*A.(*)+«iĄi(*)»it(*). 

Na  podstawie  tego  założenia,  możemy  wyznaczyć  niewiadome  spól 
czynniki   ct  i  c,,   podstawiając  za   o;  pewne  szczególne  wartości. 

Podstawiając  s—O,  i  uwzględniając,  że  0U(O)— 0,  otrzymujemy  stąc 
równość : 


czyli : 


^^(l^jlr^^.^io), 


a  stąd :  «ł0(0).  ©„'(0)-^  . «„(<)).  eo,(0), 

zatem'  Ci"  ^(0).e,o(0) ; 

W  analogiczny  sposób  znajdziemy  wreszcie  Cj=0. 
Wobec  tego  będzie : 


*i»(«)       *i,(Q).*n'<P)      »oi(*)-0.»(*)  g<t(P).V(0)      *0l(«)    Ąo(») 


zatem : 


czyli : 


**,(*)_  V1    e»ffl-gnW  Vi-  »fe)    -—  a>ix) 

ST -  ł7'eol(o).ą,(0)  •  V *•*<■) •  yc-f^). 
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»00»(0)'  x'-e01(0).e00(0)     '^(oj.ą.cu)' 

>rzeto  otrzymujemy : 

foifr)       0,0(0)-  »i i'(0)   _  ,_>   _  ,_*  ,47, 

-ar-  0ol(O).«lo(o)  •  *'(*>  •  ^x)-  (47) 

Uwzględniając  wzory  (22),  (23),  (25),  podając©  rozwinięcia  Thetafunkcyj 
%q{x)j  SiQ(x)9  0Oi(x)»  ®n(x))  na  iloczyny  nieskończone  i  mając  na  uwadze 
tzory  (24),  na  8Qi>(0)}  £j0(0)>  ®oi(0)>  znajdziemy  z  łatwością,  te: 

zatem  ostatecznie  pierwszą  pochodną  funkoyi  9^  (2),  w  postaci 

<*yi( 

Podobnie  znajdziemy : 
następnie : 


^3—  ^.»ooa(0).  *(•).  c>3(*).  (49) 


^T "^t  W  •*<*)•*(*>.  (B0) 


czyli : 


(51) 


Powtarzając  różniczkowanie ,  możemy  znaleźć  podobnie  pochodne  wyż- 
szych rzędów  funkoyj  q>i(x),  <h(P),  Vzix)y  a  wstawiając  w  nie  a?«~0,  znaj- 
dziemy spółczynniki  ich  rozwinięć  na  szeregi  potęgowe,  uporządkowane 
podług  potęg  zmiennej  niezależnej  x. 

18.  Wprowadzając  w  miejsce  zmiennej  niezależnej  x}  nową  zmienną 
niezależną  u,  określoną  związkiem: 

»-^*oo7(0).x, 

otrzymamy:  -=-«  —  .$0o*(0),  z»t©™  pierwsze  pochodne  funkoyj:  ^(2),  q>t(x)} 
fj{x)  względem  zmiennej  «,  w  postaci  szczególnie  prostych  wzorów: 

-*5r* — *w'*Wł  (52) 


Na  podstawie  tych  wzorów,  możemy  utworzyć  pochodne  wyższych 
rzędów  fankcyj :  %(£)>  C>jO*0>  9>a(x)>  względem  zmiennej  fi,  a  oznaczywszy 
wartości  poszczególnych  pochodnych  w  miejscu  aj=0,  a  więc  «=0,  możemy 
wyprowadzić  rozwinięcia  tych  funkcyj  na  szeregi  potęgowe ,  uporządkowane 
według  potęg  zmiennej  0,  względnie  zmiennej  «. 

Z  powyższych  wzorów  wynika  zarazem,  że  spółczynniki  poszczegól- 
nych wyrazów,  w  otrzymanych  szeregach  potęgowych ,  będą  całkowitemi 
wy  mieni  emi  funkcyami  parametru  **. 
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Wszystkie  trzy  funkcye  dwuperyodyczne  pierwszego  rodzaju:  9>i(*)^ 
qp2(#),  (pz(&)    są    więc    jedno  wartośoiowemi    funkcyami    zarówno     zmiennej 

««=--  &00*(0).x}  jak  parametru  x2.  | 

19.  Funkcye  elliptyeziie  w~  ogólności.  Funkcyami  elliptycznemi 
nazywamy  dziś  w  analizie  wyższej  wszelkie  funkcye  jedno  wartościowe  dwu-< 
peryodyczne,  które  ,  oprócz  koniecznego  punktu  istotnie  osobliwego  w  nie- 
skończoności, nie  posiadają  żadnych  miejsc  istotnie  osobliwych  w  s kończ o- 
ności,  a  tylko  miejsca  nieistotnie  osobliwe. 

Funkcye  takie  posiadają  mianowicie  w  swym  równoległoboku  peryodów 
tyle  miejsc  nieistotnie  osobliwych  (miejsc  nieskończonościowych),  ile  posia- 
dają miejsc  zerowych  i  tyle  też  razy  przyjmują  każdą  wartość  A  w  tymże 
równoległoboku. 

Liczbę,  podającą  ilość  miejsc  zerowych,  jakie  funkcya  elliptyczna  po- 
siada w  obrębie  swego  równoległoboku  peryodów  nazywamy  stopniem 
funkcyi  eliptycznej. 

Ilość  ta  podaje  zarazem  ilość  miejsc,  w  których  funkcya  dwuperyo- 
dyczna  w  obrębie  równoległoboku  peryodów  przyjmuje  tę  samą  wartość. 

Funkcye  q>i(x)1  (p2(x\  9z(x)i  8tk  według  tego  szczególnemi  funkcyami 
elliptycznemi,  na j  niższego,  t.  j.  drugiego  stopnia.  Innemi  funkcyami 
elliptycznemi  drugiego  stopnia,  zajmiemy  się  w  następnym  wykładzie. 


ćwiczenia  XXX. 

1)  Dowieść  ,  że  wszelka  funkcya  dodajnikówo- peryodyczną:  F(x -\-  w)  =  F(ar)  ma 
miejsce  istotnie  osobliwe  w  nieskończoności. 

2)  Dowieść,  że  z  wszelkiej  funkcyi  jedno  wartościowej,  wymiernej,  całkowitej  zmiennej 
a?,  otrzymujemy  funkcye  dodajnikówo  ■•peryodyczną  o  p  ery  odzie  w,  jeżeli   zastąpimy  w  niej 

2nxi 

zmienną  x  przez  funkcye  e  w  . 

8)  Dowieść ,  że  gdy  funkcya  dodajnikowo-peryodyczna ,  ma  oprócz  punktu  w  nie- 
skończoności jeszcze  inny  punkt  istotnie  osobliwy,  to  ma  ich  nieskończenie  wiele. 

4)  Dowieść,  że  wszelka  funkcya  mnożni  ko  wo  -  peryodyczną :  F(px)=F(x)  ma  dwa, 
punkty  istotnie  osobliwe,  jeden  w  miejscu  x  =  09  drugi  w  miejscu  x  —  cc. 

5)  Dowieść,  że  gdy  funkcya  mnożnikowo  -  peryodyczną  ma  oprócz  punktu  zerowego 
i  punktu  nieskończonościowego  (ćw.  4.)  jeszcze  inny  punkt  istotnie  osobliwy,  to  ma  ich 
nieskończenie  wiele. 

6)  Dowieść ,  że  wszelka  funkcya  mnożnikowo  -  peryodyczną :  I  (px)  =  F(x)t  oprócz 
punktu  zerowego  i  nieskończonościowego  posiada  jeszcze  inne  punkty  nieistotnie  osobliwe. 

7)  Dowieść,  że  nie  ma  funkcyi  jedno  wartościowej  o^dwu  punktach  istotnie  osobli- 
wych: ar=0  i  ar  =  oo,  któraby  dla  żadnej  wartości  x  różnej  od  0  i  oo ,  nie  stawała  się  ani 
zerem,  ani  nieskończonością,  a  była  przytem  funkcya  mnożnikowo-neryodyczną. 

8)  Dowieść,  że  wszelka  funkcya,  ni nożnikowo  -peryodyczną :  /(jw)  =■/(*)  ma  tyle 
miejsc  zerowych ,  nie  związanych  równaniem  peryodyczności  /  ile  miejsc  nieskończono- 
ściowych. 

9)  Dowieść,  że  wszelką  funkcya  mnożnikowo- peryodyczną :/(/>#) —/O*)  przyjmuje 
każdą  wartość  jednakową  ilość  razy  w  miejscach ,  niez wiązanych  z  sobą  równaniem 
peryodyczności:    • 

10)  Dowieść  y  że  niema  funkcyi  mnożnikowo-peryodycznej,  któraby*  pomijając  pe- 
ryodyczność,  jakąkolwiek  wartość  tylko  raz  otrzymywała* 
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11)  Dowieść,  £e  wszelka  funkoya  mnożnikowo-peryodyczna :  f(px)=f(x)  jest  funkcya 
ą,  której  lioznik  i  mianownik  składają  się  z  jednakowej  ilości  czynników,  kształtu: 

(»  -t)-0-J)('-?)-  O-*"/) •••('-?)('-?)■-('-?)•• 

12)  Wykazać,  że  t.  z.  funkcya  pierwotna,  określona  iloczynem  nieskończonym 

?(«',  s*)-(i+«*)(n-^>..(i+j»»-'*).-.  (i+-J-)(i+ J)...(i+?!lr-)... 

}|<1,  da  się  przekształcić  na  szereg  nieskończony,  kształtu: 

*(s'^)=^ [i+g(*  +  i)  +  ^(^  +  i)  +  ^(^+i-t)  +  ...] 

II  (l-$*«) 

18)  Dowieść,  że  zastępując  w  danej  funkcyi  mnożnikowo-peryodycznej  :  f(px) =/(»), 
|pj<l,  zmienną  a?  przez  e**ije  i  kładąc:  />=?',  g=e*te,  *>-■«  +  &»,  otrzymujemy: 
funkcyę  «P(«),  czyniącą    zadość   warunkom:    2<\*  -f  1)  =  F(x\   F(x  + ta)=^F(x\  czyli 

funkcyę  dwuperyodyczna  F(x)  o  dwu  peryodach,  od  siebie  niezależnych  1  ł  w, 
14)  Dowieść,   że   funkcya   dwuperyodyczna :  F(x)  o    peryodach   niezależnych,  1  i   co, 
spełniająca    warunki:    F(x  +  1)  =  F(x),    F(x  +  v)  =  F(x\   nie   może   mieć    innych 
r,  jak   peryody  kształtu :  m  +  )"'<*> ,  gdzie  m  i  m'  są  dowolne  liczby  całkowite. 
16)    Dowieść,    że    funkcya     dwuperyodyczna    F(x),-  czyniąca    zadość    warunkom: 
-l)=s.F(*)»  F(x-\-to)s=Ls F(x)  ma  przynajmniej  jeden  punkt  istotnie  osobliwy  w  miejscu 

16)  Dowieść,  że  nie  ma  funkcyi  dwuperyodycznej  F(x),  czyniącej  zadość  warunkom : 
s#*(x-J-l)==F(ap+ttł),  któraby  w  żadnym  punkcie  płaszczyzny  licebowej,  różnym  od 
Aczoności ,   nie   stawała  się  nigdzie  równą  ani  zeru ,  ani  nieskończoności. 

17)  Dowieść,  że  wszelka  funkcya  dwuperyodyczna  F(x)=F(x  +  l)=*F(x-\-  to)  przyj  - 
bez    względu    na   peryody,   wszelką  wartość  jednakową   ilość  razy,    a    co  najmniej 

>ra«y. 
IB)  Dowieść ,  że  kładąc  w  funkcyi : 

►,-*)=  (i-*)(i- ?^Xi-«^)-(i-«ł" *)  -(i - t)  (l ~ t) - (l_??)-  *dzie  «  <  *• 

z=e7™*,  gs=e^»,  otrzymujemy  funkcyę: 

?  (*)  =  (!- «**'*)  [I  (l-g^^f^W-f* •-***), 
»=i 
&wioną  iloczynem  nieskończonym ,  bezwarunkowo  zbieżnym  dla  wszelkich  skończo- 
,  wartości  zmiennej  x. 

19)  Wykazać,   że   funkoya   ?(«),    określona   w  ćw.   18.,    da    się  wyrazić  za  pomocą 
cyi  :  9u(x)i  w  której  »  =  1,  a>'=u>,  przedstawiającej  się  w  postaci: 


/(*)* 


20)  Dowieść,  że  wszelka  funkcya  dwuperyodyczna  pierwszego  rodzaju  o  peryodach: 
,  da  się  sprowadzić  do  postaci : 

-Im' Mx  8u(jc— fl^)  .  8lt(x— aa)...  8u(as— an) 

*  ą70-*t) .  eu(*-h) ...  en  (*-*„) ' 

«, +a,   ł-  ...  +  a*  —  5j— 5]  —  ...  —  &»  =»  m  +  m'o>. 

21)  Dowieść,  że  wszelka  funkcya  dwuperyodyczna  drugiego  rodzaju  f{x)  r=e{f(x-{-l}= 
f(«-f  o>),  da  się  sprowadzić  do  postaci : 

1  jest  liczbą  dowolną. 


zne 
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22)  Wykazać,  że  wszelka  funkcya  dwuperyodyczna  trzeciego  rodzaju: 
/(»)  =*/(»  +  1)  —  0-i(M**+X)f(z  +  to), 
da  się  sprowadzić  do  postaci: 

*"  ;-a  ą1(—ftł).ąi(—W..ąl(«-a.+M) ' 

przyczem  («i  +  «i  +  -  +  •*)  —  (*i  +h  +  •-  +  *«+**)  +  £  —  *  +  »'•+  g^- 

28)  Na  podstawie  określeń: 

•=+»  (l»-ł-l)jrtc  »=+«o  (2»+l)  niz 

M*)  =  2  *"'  '"  •  e'o(*)=  2 (_1)"  «"'•"•"»  « -  •  " . 

*=— OD  nss OD 

wykazać,   że  ilorazy:      ",  {,    5-— ,-t,   zr /\  1    przedstawiają     funkcye     dwuperyodyc: 
wtoW      wioW     wioW 

pierwszego  rodzaju,  czyli  zwykle  funkcye  dwuperyodyczne ,  zwane  funkcyami  elliptycznemi 

drugiego  stopnia. 

W  szczególności  wykazać,  na  podstawie  określeń  w  ćw.  28)  podanych,  że: 
24)|^(*  +  2m<o  +  m'tu0-^(*).      26)  §•?  [(.  +  2  m co  +  m' (»  +  •>')]  -  I51  (•> 

2»)|^[»  +  »(»— 0+»'(-  +  «01-|^(«>    27)|°^  +  mco+2mW)]«|^(*). 

28)  ^!- (»*>  +  m' ca')—  0.    29)^[(m  +  ł)a>+»'«o']«0. 

80)^(«+ł)»+(™'  +  iM==0-    31)^[ma,  +  (m'+ł)cu']«oo. 

■■    82)  &ł[*«  +  («V  +  |)«^-».    8B)  I85 [«~+K +««']-». 

34)  Wykazać,  że  iloraz  jakichkolwiek  dwu  Thetafunkcyj :  0OO(*)>  &io<*)i  e«i(*)i  ^ii(*)t 
jest  funkcya.  el  lip  tyczną  drugiego  stopnia. 

Rozwiązania   XXX*    Wskazówki  podane  w  ostatnich  dwu  wykładach. 


Literatura.  Bobek.  Einleitung  in  die  Thoorie  der  elliptisohen  Functionen.  Lepzig, 
1884.  Martin  Krause.  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  einer  yeranderlichen 
Grttsse.  Leipzig  1895.  Tannery  et  Molk.  Elements  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques 
Paris,  1898. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Rozwijanie  funkcyj  dwuperyodycznych  drugiego  i  trzeciego  rodzaju. 

2.  Tworzenie  i  własności  funkcyj  mnożnikowo-peryodyoznych. 

8.  Teorya  i  własności  funkcyj    elliptycznych ,  na   podstawie   teoryi  funkcyj  mnożni- 
kowo-peryodycznych. 


Wykład  XXXI- 


Szczególne  funkcye  eliptyczne. 

L,  Funkcye  eliptyczne  JacoM'ego.  Związki  zachodzące  między  trzema 
kkcyami  dwuperyodycznemi  pierwszego  rodzaju,  oznaczonemi  przez  g>i(x)} 
W?  V*(x)i  określone  wzorami : 

<p2{x)=\/l-  [<pt<x)]>,     9»(*)-VI3^[9^p,  (1) 

pomocą  których,  znając  wartość  funkcyi  q>i(x)1  w  pewnem    miejscu  x  mo- 
■y  wartości  dwu  innych  funkcyj  (p2(x)  i  <p3(x)  wyrachować,  spowodowały 
prowadzenie  odmiennego  znakowania  dla  tych  funkcyj. 
Kładąc  mianowicie  q>i(x)=8\iiq>1  otrzymujemy: 

9>2(rc)=cosqp,     c>3(x)=»l/l  —  x2sin2g>  . 
Używając,  nadto  za  przykładem  Legendre' a,  znakowania: 

\/r^ia7in2gp   —  A  ę  (2) 

tedstawimy  funkcye:  <pt(x),  q>t(x\  (p3(x)  w  postaci  równań: 

<P\  (#) = sin  g> ,  q>2  (x) = cos  <f ,  g>3  ix) = Aq>.  (3) 

Za  pomocą  tych  równań ,  możemy  wyznaczyć  kąt  q>y  gdy  dane  są  war- 

«M  «-£*.»<<»..  i  n.«»-|g| 

Przynależne  wartości  kąta  qp,  mogą  się  pomiędzy  sobą  różnić  tylko 
rielokrotność  kąta  2n. 

Dla  x=0,  będzie  t<=0,  ©^(0=0,  a  tem  samem  także: 

rięc  sinqp=0,  przeto  qp  =  2n7r,  (n=0,  ±  1,  ±2,...). 

Przyjmując,  że  dla  f*=0,  ma  być  q>  nie  dowolną  wielokrotnością  kąta 
,  ale  wprost  zerem,  t.  j.  c>  =  0,  sprawimy  tem  założeniem,  że  każdej  war- 
ci zmiennej  u,  odpowiadać  będzie,  przy  pewnej  wartości  parametru  x2, 
Jco  jedna  wartość  na  (p. 

Możemy  tedy  q>  uważać  jako  jednowartościową  funkcye  zmiennej  u 
larametru  x. 

Nazywamy  tedy  <p  amplitudą  zmiennej  u,  przy  module  x  i  piszemy 
*am(u),  albo  krótko  qp«amti,  a  chcąc  zaznaczyć  także  moduł  x,  piszemy 
=o*»(«,  x). 

Dr.  DakmttśkL  WjkŁ  matem.  L  Tom  IŁ  *** 
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Przy  tak  przyjętem  znakowaniu  kąta  <p ,  otrzymujemy  równania  : 

<px  (a;) = sin  arnu ,  q>2 (x)  =cos  arnu ,  g>2 (x) — 4  aww  ,  (4) 

względnie : 

^  (0) — sin  am  (fi,  x),     q>t(z)=* cos  ow (w,  x),     qpa(0)s4am  («,  x),  (4') 

określające    nowe     znakowanie     trzech     funkcyj     dwuperyodycznych  c>i(#), 

W  miejsce  tego  znakowania,  wprowadzamy,  za  przykładem  Suder- 
mana,  znakowanie : 

ainantu=*snu,  cos  amu= en  u,  Aamu=dnu , 
piszemy  więc : 

^(ij-wu,    c>2(s)=cnw,  ^(aO^dnw,  (6) 

a  chcąc  zaznaczyć  moduł  x,  piszemy: 

^(0)— *»(«»  x),     y2(x)=em(M,  x),     9>3(x)=d»(w,  x).  (5') 

Zmienną  w  nazy wemy  argumentem,  a  stałą  x  modułem  trzech 
funkcyj  snu,  en  u,  dnu,  a  funkeye  same  nazywamy  funkeyami  eliptycz- 
nemi  Jacobi'ego. 

Związek  między  trzema  funkeyami  eliptycznemi  snu,  en  u,  dnu  a  czte- 
rema Theta-funkcyami :  S00(x),  ®io(*0i  &o\(x)i  ®u(x)j  określony  jest  wzorami : 

^=yl.§f); mu^.*ę  *.-*«.*&        (6) 

2.  Peryody  funkcyj  eliptycznych  snu,  en  u,  dnu.  Z  własności 
Theta-funkcyj ,  względnie  z  własności  elementarnych  funkcyj  dwuperyo- 
dycznych: c>i{x)}ip2(x)j  (pz(x),  wynikają  bezpośrednio  odpowiednie  własności 
funkcyj  eliptyoznyoh  Jacobi'ego:  snu,  en  u,  dnu.  Jeżeli  powiększymy  x  o  co, 
natenczas   u  powiększy  się  o  n&Q02(Q). 

Oznaczmy  tę  wielkość  przez  2K,  t.  j.  połóżmy: 

tedy  będzie  na  mocy  wzorów  (37)  str,  606.,  równocześnie: 
n8oi*(0)=*2x.K,    *©10«(O)-2x\JŁ 

Jeżeli    powiększymy   x  o  w1,    natenczas  powiększy   się   u  o  nSOQ\0).     . 

O) 

Oznaczmy  tę  wielkość  przez  2K'i,  t.  j.  połóżmy: 

»  ®oo *  (0) •  -'— 8X— «2JK?t , 
yu  o  o>  ' 

zatem :  -    =   „  *.  (8) 

Powiększenie  argumentu  w  o  całkowitą  lub  połówkową  wielokrotność 
liczb  2JT  i  2JB?t,  wywołuje  pewne  zmiany  w  wartościach  funkcyj  snu,  en  u, 
dnu,  które  zestawimy  w  tablicy  analogicznej  do  tablicy  podanej  w  art.  12., 
poprzednipgo  wykładu ,  która  przedstawiała  zmiany  w  wartościach  czterech 
Theta-funkcyj,  wywołane  Zmianą  zmiennej  niezależnej  x  o  całkowitą  lub 
połówkową  wielokrotność  peryodów  o>  i  <o\ 
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Mianowicie  otrzymujemy  tu  następuj  ąc%  tablicę 


Powiększenie 
argumentu  u  o 


zamienia    funkcye   eliptyczne 


snu 


cnu 


dnu 


n  a 


2mK+2nK'i 
(2m-l)K+2nKii 

2mK+(2n+l)K'i 

(2m-l)K+(2n+l)K'i 


(— l)msnu 


(_l)m+I 

(-1) 


cnu 
dnu 

1 


(—  !)"■+* 


x.snu 
dnu 


x.cnu 


(—l)"*-"  en  u 

* »  snu 

v      '  dnu 

7  x.snu 


(-ly 


x.cnu 


(— l)*dn« 
x' 


(-I)" 


dnu 
snu 


(-i)- 


x'.isnu 

i 

cnu 


z  której    wypływają    następujące    wnioski,    dotyczące>  peryodów    funkcyj 
eliptycznych:  snu,  cnu,  dnu. 

1°.  Funkcya  sn  u  jest  funkcyą  dwuperyodyczną,  czyniącą  zadość  równaniu : 
sn  (u  +  4*nK  +  2nK*  i)  —  sn  u} 
dla  wszelkiego  całkowitego  min,  a  zatem  posiada  peryody,  określone  wzorem : 

4tmK+  2nK*i,  (w|n-0,  ±1,  ±2,...), 
występujące  więc  jako  sumy  całkowitych  wielokrotności  liczb   4K  i   2  K*if 
które  są  dwoma  zasadniczemi  peryodami  funkcyi  eliptycznej  sn  u. 
2°.  Funkcya  cnu  jest  funkcyą  dwuperyodyczną,  spełniającą  równanie: 
cn(u  +  2mK  +  2n  Kł  i)  =  cnu, 
dla  całkowitych   liczb  min,   których   suma    m+n  jest    liczbą    parzystą. 
Peryody  funkcyi  en  w  są  określone  wzorem: 

2mK+2nK'i,  gdzie  w+n=2r,  (r=»0,  ±1,  ±2,...), 
a  więc  występują   jako   sumy    wielokrotności    peryodów   4  2T  i  2K+2SH, 
względnie  peryodów  2K+2K'i,  2K — 2K*i,  które  możemy  uważać  jako  za- 
sadnicze peryody  drugiej    funkcyi    eliptycznej   cnu. 

3°.  Funkcya  dnu,  jest  funkcyą  dwuperyodyczną,  spełniającą  warunek: 
dn(u+2mK+4nK'i)=dnu, 
dla  wszelkiego  całkowitego  min,  a  więc  posiada  peryody,  określone  wzorem : 

2mK+inKti,  (w|n=0,  ±1,  ±2,...), 
występujące  zatem   jako    sumy  wielokrotności   liczb   22T  i    ŁK'i,   które    ta 
liczby  możemy  uważać  jako  dwa  zasadnicze  peryody  trzeciej    funkcyi 
eliptycznej  dnu. 

3.  Punkta  zerowe  i  punkta  nieskończonośclowe  funkcyj  snu,  cnu, 
dnu.  Punkta  nieskończonościowe  są  we  wszystkich  trzech  funkeyach  elip- 
tycznych snu,  cnu,  dnu  jednakowe  i  wypływają  bezpośrednio  z  miejsc 
zerowych  funkcyi  &iQ(x),  któremi  są  miejsca,  określone  wzorem: 

x=m(o+(n  +  -    Jg>', 

dla  funkcyj  snu,  cnu,  dnu,  przedstawiają  się  więc  w  postaci: 
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u*=2mK+(2n  +  l)K'i. 
Punkta  zerowe  funkoyj    snu,  en  u,  dnu,   wypływają  znowu  z  punktów 
zerowych  fjinkcyj:  B^),  Soi(x)  i  B00(x). 

Funkcya  sn  u ,  (czy  t.  es-en  u)  czyli  t.  z.  sinusamplituda  staje  się 
więc  zerem  w  miejscach  u,  określonych  wzorem: 

u=2mK+2nK,i)  (w|n«0,  ±1,  dr  2, ...), 
funkcya  cnu}  (czy t.  ce-en «),  czyli  t.  z.  cosinusamplituda,  staje  się  zerem, 
w  miejscach,  określonych  wzorem: 

u=(2m+l)K+2nK'i}  (tn|»=0,  ±  1,  ±2,...). 
Funkcya   dnu,   (czyt.  de-enu),  czyli    t.  z.  deltaamplituda,   staje  się 
zerem  w   miejscach,  określonych  wzorem: 

u={2m+l)K+(2n+l)K'i,  (m|»=0,  ±1,  ±2,...). 
W  szczególności,  dla  i*=0,  otrzymujemy: 

snO=0,     cnO  =  l,    dwO=l. 
Szczególne    własności   funkcyj    eliptycznych    Jacob^ego   wypływają   ze 
związku  tych  funkcyj  z  Theta-funkcyami. 

"W  szczególności  dwie  funkeye:  en  u  i  dnu  nie  zmieniają  swej  wartości, 
gdy  u  zastąpimy  przez  — u,  zaliczają  się  więc  do  t.  z.  funkcyj  parzy- 
stych, określonych  warunkiem :  f{ — x)  =  f(x),  trzecia  funkcya  eliptyczna 
Jacobi'ego:  snu,  zmienia  tylko  swój  znak,  gdy  u  zastąpimy  przez  — ti,  zalicza 
się  więc   do    t.    z.    funkcyj    nieparzystych,   określonych    warunkiem: 

Zajmijmy  się  teraz  prawami  dodawniczemi  funkcyj  eliptycznych. 
W  tym  celu  wyprowadzimy  naprzód  prawa  dodawnicze  czterech  Thetafunkcyj. 

4.  Prawa  dodawnicze  Thetafunkcyj.  Utwórzmy  funkcyę  f(x\  jako  ilo- 
czyn dwu  jednakowych  Thetafunkcyj  ,  w  postaci : 

A*)-Ą,(*+y).ą,(*-y), 

to  otrzymamy: 

/(*  +  ©')-•  "        /(*)• 

Funkcya  tak  utworzona  f{x)  jest  więc  Thetafunkcyą  drugiego  rzędu 
z  charakterystyką  (0,  0),  a  jako  taka  da  się  wyrazić  liniowo  przez  kwadraty 
któryohkolwiek  dwu  Thetafunkcyj  tegoż  rzędu  o  tejże  charakterystyce. 

Tym  sposobem  otrzymamy  (f )  —  6  sposobów,  przedstawiających  tę 
funkcyę. 

Połóżmy : 

^o^+y)Ao^-y)-cve0,\x)+e2.sn\x).  w 

Celem  wyznaczenia  spółczynników  ci  i  c2)  otrzymamy  dla  a?=0,  równość: 

®oo(y).»oo(-y)=q^oo2(o), 

skąd,  ze  względu  na  to,  że:  ©oo(—y)  =  0oo(y),  otrzymujemy:  ©ooW^^^oo2'0) 

&  stad-  c  _J*°o2(y) 

a  stąd.  Cl~e0Q\O)- 

Dla  ^=-o-+^,  otrzymamy  zaś: 
a  że  według  tablicy  str.  503.: 
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mu' 


eto  powyższa  równość   po  uproszczeniu  przedstawia  się  w  postaci: 

0i,ty)  =  *2-3oo2(0), 
tórej    otrzymujemy:  ca  —  -^"    *  . 

Podstawiwszy  te  wartości  we  wzór  (9),  otrzymamy : 

e..<*+»).<W*-y>-  -£J£J  ..e„.'w+|;^.»u'(x)- 

rięc  wzór  : 

«oo  ł(0).eoo(a;+y).eoo(x-y)= ©00  2(*).0OO  2(y)  +  0U 2Or).0n *fy),  (10) 

fcy  stanowi  t.  z.   wzór  dodawniczy   funkoyj    0OO(*),    na    podstawie 
m  Theta  funkcyj  0OO(*)  i  «„(*). 

Pozostałe  pięó  dadzą  się  w  podobny  sposób  jak  wzór  (10)  wyprowadzić 
przedstawiają  się  w  postaci : 

$00  ł(0).eoo(*+y).ąoOr-y)  =  0O1  2(s).0o,  Hy)  +  Bl0\x).9lt  ty),  (U) 

»oi  2(O).0oo(*+y).0oo(*-*o= »o  1 2(*).*oo  ty) + »n  2(*)-0io  ty),       (i») 

»io\0).«00(»+y).«00(St-y)-eco«(*).ąo»(y)_eol«(«).efl«(y)ł  (13) 

0io  J(O).0Oo(*+sO-0oo(*-y) = 0io  K*)Ao  ty)-0,i  2(*)-0o,  ty),       (i*) 
0oi  2(O).0Oo(*+y).0oo(a:-y)= 0oo  2(*)-0ol  ty)+ 0io  2(*)-0„  ty)-        (15) 

Podobne  wzory  dodawnicze  otrzymamy: 
a)  dla  funkcyi  01O(*),  w  postaci: 

0oo  2(O).0io(*+y).0io(*-y)= 0io  2(*)-0oo  ty)+ *« ty)-0,  1 ty) 

-  0OO  2(x).0lo  2(y)  +  0lt  2(*).0O1 2(y) 

0o,  2(O).0lo(*+y).0io(*-y)= 0oi  2W-0io  ty)+ 0ii  2(*)-0oo  ty)       (16) 

= 0,0  2(*)-0oi  ty)+ 0oo  2(*)-0,i  ty) 

0,o  \O).ei0(x+y).Si0(x—y)= 810  \x).Bi9  »(y)-  0U  ty)-0, ,  ty) 

=  0oo  2(«).0oo  ty)-0oi  2(*)-0oi  ty) 
/?)  dla  funkcyi  0ol(x),  w  postaci : 

0oo2(O).0„(x+y).0ol(x-y)=0ol  ty).0ooty)-0io2(*)-0n  ty) 

=  0oo  2(^-0oi  ty)- 01, 2W-0,o  ty) 

e0i  2(O).0ol(*+y).eol(*-y)  =  0OO  2(x).0oo  \y)-  01O  2(*).0,„  ty)         (17) 

=  «01 2(s).0ol  ty)-0u  ty).*, ,  ty) 

0,o  2(O).0O, (*+*).«„ (*-y)-  0O,  2(«)-0, o  ty)~ 0oo ty)-0, ,  ty) 

=  0,o2(^)-0o,  ty)-0„2(*)-0ooty) 
y)  dla  funkcyi  ®lt(^),  w  postaci: 

0oo  2(O)-0i,  (*+y).0u(*-y)-  0, ,  2(*)-0oo  ty)-0.o  2(*).0n  ty) 

=<V(*).e01  ty)-e01ty).e„ty) 

0oi  2vO).011(o5+y).011(x-y)  =  ąi2(a;).©ol2(y)-0ol2(a;).ąi2(y)         (18) 

= e10  2(x).©00  ty)-0oo  ty).0„  ty) 

0,  o  2(O).0n(*  *  y).0, ,  (*-*)-  0OO  2W-0o,  ty)-0o,  2(*)-0oo  ty) 

=  0„  2(*).0,o  ty)-0,o  2(*)-0„  ty) 
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5*  Utwórzmy  teraz  funkcyę  f(x)t  jako  iloczyn  dwu  różnych  thetafu 
w  postaci: 

rtaO-*,o(*+lO-*oi(*-y)i 
i  uważajmy  ją  jako  funkcyę  zmiennej  rt,  to  zauważymy,  że: 

2*/(2*+«»') 

/•(*+«') e         a      f(x). 

Funkcya  f(x)  jest  więc,  ze  względu  na  zmienną  x  Thetafunkcyj 
giego  rzędu  z  charakterystyką  (1,  1),  a  jako  taka  da  się  wyrazić  li: 
przez   odpowiednio    dobrane  iloczyny  dwóch  thetafunkcyj  pierwszego  : 

Możemy  więc  n.  p.  położyć : 

*io(»+y)Ai(*-y)-«i®oi(*)-*io(*)+«i®it(*)Ao(*)- 
Podstawiając  w  tej  tożsamości  x-=0,  otrzymamy: 

«M(y).«io(jO-«i«oi(0).eio<P), 

a  wiec-  •       e  —e*M*M 

*  t  °l      «UO)Ao(0)' 

podstawiając  zaś  ^=q-,  dostajemy: 

a  że,  na  podstawie  tablicy  (str.  480  art.  5.) : 

nto'  nita1 

przeto  będzie : 

*nfr).*oo(y)-«i-eoi((».3io(°), 

a  wiec-  c        9»(y>-eoo<yJ 

*       ęC<  _  ^  C'-@01(0).©10(0)  ' 

zatem  otrzymujemy  wzór  : 

»io(0)©oi(0).e,o^+y)®oi(^-y)=®oi^)^ioW®oi(y)^n(y)+®n(«)®oo^)«iiO/: 

podobnie : 

e„(0).e1,(0).e10(*-y)e01(*+y)-©01(r)e10(*)©01fWeło(y)-*ii(*)®oo(*)®n(4 

Oba  te  wzory  możemy  zestawić  w  jeden  wspólny  wzór,  który, 
dla  skrócenia  położymy  @0o(°)  =  ®oo.  #oi(°)=®oi.  910(0)«-©10,  przedsta 
w  postaci : 

©oi®io-^o(^±y)^oi(^^y)=eoi^)®ioW^«,(»)^o(y)±»oo(*)»ii(*)Qoo(»/)^iO 

W  podobny  sposób  otrzymamy  analogiczne  wzory  dla  innyc 
Thetafunkcyj,  które,  jeżeli  położymy  dla  skrócenia:  ®0o(0)=&oo>  ®ui(^ 
810(0)  =  #10,  przedstawiają  się   w  postaci: 

eao®oi-®oo(*±y)®oi(^:Fy)  =  ®oc(*)®o,(^)®,oCv)®oi(y)±^oW®i1(^)^o<y}»ii(: 
®1o®oo-®io(a;±y)®oo(^^/)  =  ®ioW®oo(«)®io(?/)®oo(2/)  ':®,i(«)^i W^u^^oi1 
0ol®,o.ąi(:r±y)<9oo(aJT.y)  =  ®)1(a;)@oo(^)®oi(.V)©io(.'/)±*oi(«)^o(a;)©,i(y)©flo( 
®oo®io-®.i(-c±y)®oi(*rFy)  =  ©oi(«)0H(^®ooC'/)©io(//)±»oo(^)^o(*)^oi^)^il 
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re  wraz  z  wzorem  (20)  wyczerpują  wszelkie  możliwe  połączenia  i  pokazując, . 
,  znając    wartości  Thetafunkcyi    w  dwu  różnych  miejscach  x  i  y,  wyzna- 
i  odpowiednią  wartość  Thetafunkcyi  w  miejscu  x+y,  względnie  x — y. 

Wzorów  tych  użyjemy  do  wyprowadzenia  analogicznych  praw  doda- 
iezych  dla  fnnkcyj  ellip tycznych. 

6.  Prawa  dodawnicze  fnnkcyj  eliptycznych:  q>x(x\  y%{x),  c>3 (as).  Weźmy 
I  uwagę  trzy  prawa  dodawnicze  Thetafunkcyi ,  określone  wzorami :  (24), 
\  i  (22),  a  otrzymamy  trzy  równości  : 

L^i.*ii(*±jfl*io(*^^ 

Podzielmy  lewe  strony  tych  równości  przez  lewą ,  a  prawe  strony  przez 
iwą  stronę  tożsamości: 

ą0  2.®io(^±y)^o(^y)-©10  Wio  2(y)-»n  2(*)«ii  2(y), 

•trzymamy  następujące  równości: 

%■>    en(«±y)_  *!,(*)*, , (*)»a.(y)0.i (y) ±  999(x)90i{x)Bi0^)Bu(3f) 


,  (26) 
ą,     e»(x±!f)  ^  eo1(x)eio(x)ąiry)^,0(y)T^l(x)»00(x)eil(y)ąo(y) 

®io"®i«(*±y)  «i,,(*)®io,(y)-«ii,(*)»1i,(y)  '   lu 

(28) 


e„ '  e10(*±y;  ®io2(*)®io2(y)-^i \*)*u 2(y) 

ą,    e01(a;±y)  ^  e.i(g)el,(g)e,1fy)el,(y)=Fell(g)Ą,(g)€ 
®io"  ®ia(*±y)  *i0,(*)®io,(y)-«ii,(*)»ji,(y) 


ą0"  *,.(*±y)  *io,(*)*io*(y)-®n,(*)«ii,(y) 

Wprowadziwszy  w  te  wzory  funkcye  g)i(x)1  9>2(#),  9>3 (#)>  według  określeń 
rkładu  poprzedzającego  (art.  17.),  w  postaci : 

«/,w®22^  °»<*>_  i/i"  e»w    »m  ©.o(0)  ęy^)  J*  e0<w 

f,w~e01(0)-e10(«)-  V  x"-e;„(i)'  ^w=e01(oye10(*)=\ * -e10(*)' 
^'x)-eofl(0)-elo(:C)-Vx-e10(x)'gcłzle       e00>(0)'  *  e„"<w* 

ledstawimy  równania  (26),  (27)  i  (28),  w  postaci: 

c>,(*±jr)-  i-^72W.?>iT(y)  '  (   } 

»(*±y)-  ft<»>-ftfr^  ,  (30) 


<P*(z)-<P*(y)  =F  x  V4  (rag).y1(y).ya(g).ya(y) 
1— xfyi2(*)-C>i2(.V) 

6re  dowodzą,  że  wartości  każdej  z  trzech  funkcyi  c>n  c>2,  c>3,  w  miejscach 
by  dadzą  się  wymiernie  wyrazić  przez  wartości  tychże  funkcyj  w  miej- 
ich  x  i  y. 

7.  Prawa  dodawnicze  fnnkcyj  eliptycznych  snu,  cnu,  dnu  i  związki 
llieh  oparte.  Zastępując  we  wzorach  (29),  (30),  (31)  wartości  q>x(x)}  9>2(£), 
[*),  przez  snu,  cnu,  dnu,  zaś  q>x(y\  <p2(y),  <Pa(y)i  przez  snv,  cnv,  dnv,  gdzie 

u  =  ^.800\0).x=2Kx,  v=^600\0).y=2Ky} 

tym  ujemy  następujące  wzory  : 
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,     .    N         snu.cnv.dnv±snv.cnu.dnu  MmK 

sn  (u  ±v)— = = — j „ ,  (32) 

1— x2.sn2u.sn2v  '  v    J 

.     .     .         cnu.cnv — snu.snv.dnu.dnv  ,__ 

cn(u±v)= = — = ,  (33) 

1— x2.sn2u.sn2v  ' 

,  ,     .     x        dnu.dnv=Fx2.snu.snv.cnu.cnv  ,nAs 

dn(u±v) i j— ,  (34) 

1— x2.sn2u.sn2v 

które  dowodzą,  że  wszystkie  trzy  funkoye  eliptyczne  Jafeobi'ego  dla  argu- 
mentów u±v  dadzą  się  wyrazió  wymiernie  przez  te  funkcye  dla  argumen- 
tów u  i  v. 

8.  Zastosowania.  Z  powyższych  wzorów,  określających  prawidła  doda- 
wnicze  funkcyj  eliptycznych  Jacobi'ego ,  możemy  otrzymać  rozmaite  cie- 
kawe związki. 

W  szczególności,  kładąc  u=v  i  uwzględniając  we  wzorach  (32),  (33)  i  (34 1 
znak  u  góry,  otrzymujemy  następujące  wzory: 

0  2snucnudnu 

sn  2w«  — r 5 — -. ,  (35) 

1— x2sn*u       '  v 

cnht— snhtdnhi 

en  2ti= ,-- ,  (36) 

1 — x2snku  v     ' 

,   0       dn2u— x2sn2ucn2u  _„. 

dn  2ti~ , z— 4 ,  (37) 

1—  x2sn*u 

dozwalające  wyznaczyć  wartości  funkcyj  eliptycznych  Jacobi'ego  dla  po- 
dwójnego argumentu ,  gdy  znane  są  wartości  tych  funkcyj  dla  pojedynczego 
argumentu. 

9.  Łącząc  co  dwa  wzory,  wynikające  z  wzorów  (32),  (33)  i  (34)  w  sumę 
i  różnicę,  otrzymujemy  związki  następujące: 

,    ,    x         .        _        2snu.cnv.dn.v 
,    ,    N         ,        x        2snv.cnu.dnu 

cn(u+v)+cn(u—v) 


cn(u+v)—cn(u—v)  = 
du  (t#+ v) + dn  (ti— v) » 
dn  (u+v) — dn  (u—  v)= 


l—x2.sn2u.sn2v}  (38) 

2  sn  u.sn  v.dn  u.dn  v 

1  —  x2.$nhLsn2v     ' 
2dnu.dnv 


1 — x2.sn2usn2v  ' 

2x  2.sn  u.sn  v.cn  u.cn  v 


1— x2.sn2u.sn2v        ' 

10.  Z  pomnożenia    co    dwu  wzorów  na  funkcye  eliptyczne  argumentów 

u+v  i  u—v}  dostaniemy  wreszcie  wzory  następujące: 

/    .    x     /        x  sn2u—$n2v 

sn  (u+v)sn  (u— v)=*-^ , — 5 — , 

v  1— x2sn2usn2v  ' 

,    .    N     ,        x      cn2v — dnhsn2**  (39) 

en  (u+v)  en  (u — v) = - 


> 


1— x2snhisn2v 
,  /    .    xj  /        x     dn2t;— x2cn2nsn2u 
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11.  Stosując  prawidła  dodawnicze  funkcyj  snu,  en  u,  dnu  i  uwzględniając 
teye: 

sn(±K)=±l,    cn(±K)=0,         dn(±  JT)-=+x', 

sfi(±22T)=0,       cn{±5ŁK) 1,    dn(±2K)=  +  l, 

s»(±3Z)=q=l,    cn(±&K)*=0,        dn(±3iT)=+x',  (40) 

sn(±4JST)=0,         cn(±4iT)=  +  l,    dn(±4JT)=+l, 

remy  w  szczególności  do  następujących  wzorów: 
,    ,  Vv      .    enu  ,       _.  x'snu     ,  ,       T,v       x' 

s»(*db2iT)=-sntt,     en  (u±2K)  =  —  en  u,      dn(wzh2if)=rfnM,     (41) 

**(«±3If)=HF^,    cn(u±3if)=^— ,  rfn^drSJT)-^-, 

i  dnw  dnw  rfnw7 

5n(«±4JST)=snw,         cw(«±4JT)=cnw,         rfw(w±4Jr)=dni«, 
be  stwierdzają,  że  z  peryodów,  występujących  jako  wielokrotności  liczby 
jLają  snu  i  enu  peryod  4Z  a  d»«  peryod  2K. 

;    12.  Fnnkcya   tnu  l   cotnu.    Do   funkcyj    eliptycznych    snu,  enu,  dnu, 
Rżanych  relacyami: 

sn2u+cn2u=l,  dn2u+x2sn2u=l, 
bory  eh   wypływa : 

f  cn«=V/l—  sn2u,    dnu=\/l—x2sn2u 

kcza  się  zazwyczaj  jeszcze  funkeye  tnu  i   cotnu  (czytaj  te-enu,    cotc-en-u), 
Mlone  wzorami : 

.  snu  enu  ,ao. 

tnu=* ,    cotnu= ,  (42) 

I  enu  snu 

itnetangensamplitudą,  względnie  cotangensamplitudą  zmiennej  niezależnej  u. 
Ze  względu  na  to,   że  sn(u  -±z  2K)  =  —  snu ,  en  (u  4=2JT)  =  —enu,  otrzy- 
tjemy  wzór : 

.,   /        o^n     sn(u±2K)     — snu 

więc:  tn(u±2K)  =  tnu, 

fey  dowodzi,  że  funkeya  tnu  ma  peryod  2K. 

Ponieważ  nadto  sn  (tt-t-2JTii)=5nw,  cn(u+2K'i)  =  cnu ,  zatem: 

tn(u+2K')=tnu, 
ogim    peryodem  funkcyi    tnu,  jest  więc  2K'i,    wszelkie    peryody    funkcyi 
»,    występują    zatem    jako    sumy    wielokrotności    peryodów    zasadniczych 
H2K'i,  czyli  określają  się  wzorem: 

2mK+2nK'i,  (m|«=0,  ±  1,  ±2...). 

Też  same  uwagi  dotyczą  funkcyi   cotww. 

13.    Oprócz    wspomnianych    funkcyj    eliptycznych,     możemy   utworzyć 

izeze  inne  funkeye  eliptyczne .  a  mianowicie   określone  wzorami : 

snu      ,        dnu       ,         enu     ,         dnu 

sdu=,-     ,  dsu=         ,  cau  =  -z — ,    dcu= , 

dnu  enu  dnu  enu 

peryodach  42T,  2K+2K'i}  względnie  o  peryodach  47T  i  2K'i. 

Odwrotności  funkcyj  enu,  snu,  znane  są  pod  nazwą:  sekansamplitudy, 

osekansamplitudy  i  określają  się  wzorami:  secnw= ,  cosecnt*= 
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Ćwiczenia  XXXI.  j 

1)  Wykazać ,  że  wszelka  funkcya  elliptyczna  posiada  w  każdym  ró  wnoległoboku  p^- 
ryodów  przynajmniej  dwa  miejsca  nieskończonościowe. 

2)  Wykazać,  że  wszelka  funkcya  elliptyczna  posiada  w  swym  równoległoboku  {*• 
ryodów  tyle  miejsc  zerowych  ,  ile  posiada  miejsc  nieskończonościowych. 

8)  Jeżeli  funkcya  elliptyczna:  F(x)=  F(x  •]-<*>)  =  F(x-\-  to'),  o  peryodach  niezależnych; 
oi  i  w'  otrzymuje  bez  względu  na  peryody  w  n  miejscach:  o,,  oj, ...,  o»  wartość  równą! 
zeru  a  w  innych  n  miejscach:  6t,  6,,...,  bn ,  wartość  nieskończenie  wielką ,  dowieść  że  wów- 
czas: at  +  Oj  +  •••+  «»  =  &i  +  6j  +  ...  +  bn  +  ma>  +^»'w'ł  gdzie  spółczynniki  mim'  przed- 
stawiają dowolne  liczby  całkowite. 

4)  Wykazać,  że  dwie  funkcye  ellip tyczne  o  tych  samych  peryodach  w  i  w',  mające 
w  swym  równoległoboku  peryodów  te  same  zera  i  te  same  punkta  nieskończonościowe, 
każdy  w  tej  samej  wielokrotności  pozostają  do  siebie  w  stałym  stosunku. 

5)  Wykazać,  że  dwie  funkcye  dwuperyodyczne  trzeciego  rodzaju,  czyniące  zadość 
tymsamym  relacyom  kształtu  :  f{x  +  tu)  =  «a**6/(*),  /(*  +  w')8™  tax+b'  f  (x\  dają  w  ilorazie 
funkcye  eliptyczną  o  peryodach  tu,  tu'. 

Dowieść,  że  funkcye  Bn(x-)  o  peryodach  1  i  tu,  określoną  wzorem: 

eH(x,  i,  -)-|"2  (-i)»9("+*w«(,"+1^, 

*=—  00 

gdzie  q  =  *"***,  możemy  także  przedstawić  w  następujących  postaciach: 

6)  eu(x,  1,  to)  =  2gVtsin*x  II  (1  —  q2n)   II  (1—  2g*»cos2*r  +  g*«). 

W=B0 

7)  eu(«,  1,  to)  =  2  ^  (-!>>  gfr+yj*  sin  (2»  +  l)*s. 

8)  e,  j  (*,  1 ,  tu)  =  2cV%  sin  k»  —  2q*U  sin  8k*  +  2quU  sin  5*»  +  ... 

9)  «n(*i  1»  «)  — 2gV,    II  (W*") sinic*.  II  (1— e2"*M-l*<'*)(l- ««"**•>-***). 

«=roo  W=:go 

10)  0u(ap,  1,  o>)  =  2g7*  II  (l—q2n) sinic*.  II  (1—  2e2"™"tócos2rjB  +  <?4'i**»). 

«— oo  «rroo 

Xl)  eu(«,  1,  tu)=2jV,  EL  (1— 0*»)sinica>.   II«2n^,a>[c-2,wr,w  —  2  cos  2*  *  +  «*»■*•]. 

W=oo  *=oo 

12)  en(*,  1,  tu)=:2gt/,    II  (1— q2«)sinrjc.  U  e»«*«<«>  [2 cos 2»*tu— 2 cos 2 rc*]. 

14)  «,,(•,  1,  <o)=2^/,n(l-g2.)'8innx."ff  8in(*  +  yj^j?-''")* . 

^  (sinnitw)' 

16)  ą,(«,  1,  <o)  =  23V,"ff  (l-8*.)»8i««  •  "2"  — £t  ""^ 


n=l  *=— oo 

i6)  e„(x,  i, ») =25v,  ii  (i-a*.)»«.   n  w n  (i-  -£--)' 


w=l  »= — oo   m=- 
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rkluczeniem    kombinacyi   m=»=0,  przy  którego   wyznaczaniu  należałoby  najpierw 
lyć  podług  m  (od  — oo   do  +  co),  a  następnie  podług  n  (od  — -  oo  do  +  oo). 

17)  Wykazać,    że  funkcya   Bn(xt  1,  co)  otrzymuje  wartości  równe  zeru  w  miejscach: 
»-ł-m'<D,  gdzie  mim'  przedstawiają  dowolne  liczby  całkowite. 

18)  Wykazać,    że   funkcya   Qn(z,  1,  <»>),  czyni  zadość  równaniom: 

en(*+i)=-en(*),  e11(*+a>)=-e-*»(**+<>)  .en(*). 

19)  Wykazać,  że  funkcye  *(*)»  [*(»),  v(x\  określone  wzorami: 

ir«w?^i  e-»M     ^-e*o(0)    e_oiW      „,,*_  eio(0)    e^w 
v  ;     o«,(0)  •©!,(-) '    K*;~  e01(óy~e10(*)  '    vw"  e00(ór  e10(a:) ' 

funkcyami  elliptycznemi ,  sprawdzaj ącemi  relacye: 
>  (x  '+  2mto  +  m'a>')  c=  X», 
ja  (as  +  2m  tu  +  m'(ua  -j-  to'))  =  [i  (a:), 
v  (as  -|-  mu  +  2m'to')  =  v  (o;). 

20)  Wykazać,  że: 

fl=00  11=00 

e„,(0)=l  +  2  2«"'.    »io(0)=l+2>J(-1)»2,,'> 

»=1  »=1 


11=00  TTKi)' 

Ci) 


e0i(0)=2  2c2<-V.)ł,  gdzie  «  = 
»=i 
Na  podstawie  określeń : 


,/T  ^(K)         wx'~  e°!  S)  „     %/-e°°S) 

«•*  =  1/ —  • ,        cnu=  1/—   • ,  —   ■  dnu  =  y x' 

ei0\2^/                                   ""Wk)  e|°\ŚULV 
bdąc  a>'2f=tolT'i,  wykazać,  że: 


21)  sn(uĄ- 2iST)=  —  m«,  22)  *n  (u  +  2  »  tf')  =  *» «» 

«t(t#+2if)  =  — en  u,  cn(uĄ-2iK')=  —  cnu  y 

dn  (u  +  2K)=*dnu  dn(u  +  2iK')  =  —  dnu, 

23)  #*(«  +  JQ=^,  24)  «•  (n  +  JT'1)-  -  -i-f 

/      i    irv  ,**w  /      i    ir,-\  i    dnu 

cn(v  +  K)=—x'  -       ,  cniuĄ-  K'%)  = , 

v  '  cnu  v  '  x     mu 

25)»»(«+A+if'.')  =  i  ^,  a6)«i(+jr)=  +  l,    27)cn(+A-)  =  0. 

.     .,_,_„-  .  *'       1  *»  (+2/0  =  0,  c»(+2A')  =  -l. 

«.(«  +  *  +  *.) •---£-«■'  t»(+8*)— 1,  t»(+8/C)=0. 

*•(«  +  *  +  *'.;)-«'  -2*-"- .  «.(+42T)=0,  «i(+4ir)  =  +l. 

28)  dn(+  K)=*  +  x',  29)  «* (-A')  =  - 1,  30)    cn(-A)  =  0,        31)   dn{-K)=--+*.' 

rfw(+2A)«=+l,              *n(-2A)  =  0,  en(-2A)=-l,  e*n(-2A)=+l, 

rfn(-j-8JST)=  +  x',              s»(-3A)=  +  l,  cn(-3A)  =  0,  d*(-3A>=-t-x' 

dn(+4K)=  +  l,              *n(-4A)  =  0,  rn(-4A)=  +  l,        dn(-4A')— )-l. 

32)  «i(«-ir)=.-^,         38)  «»(«  +  2A')  =  -*»«,      34)  sn(t#  +  4/T'i)  =  sn«, 

en(tf  —  J5Q  =  *  ,        ,  en  (m  ±2K)  =  —  cnu,  en  (u  +  4A  '*)  =  cn«, 

£•(»—')  — ^>  <*n(t#±2A)  =  <**«,  ci»(u  +  4A'i)  =  cinu. 
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86)  «»(4Z±4Jr'i)— O,       86)  *h(2K±2KV)*-0,         87)  m  (K±KH)=-  — , 

«(4ft±4JT4)  — 1,  e»(?K±2K't)- 1,  c»(K±K'i)—  +  i  — , 

d*(4K±4K'i)~.l,  dn(2K  +  2K'i)=-l,  d*{K±  K'i)—  O. 

88)«i»i»+«i«i»-.1,    dn*u+  i>mV-  1. 

Wyprowadsid  nas  tępiejące  wrory  dodawnicse   funkoyi  eliptycznych :  w«,tii 
89)  •>(•+•) !-*,%«* • 

m{U  +  v) 1-»*»W» • 


dn(u+  *)-=■ 


<ft»i«<ft»p  ~»łfitMi»ipqtMqłP 
1— x,«»,m  ji»5p 


1— xf*»Hi  \     i    /  i       \        /        1— x*jwł«#**#  ' 


<Z»2m 

i  —  x««»Hf 

2**POH#d»tf 


42)      ,(.  +  ^/_-(._.)ta^_p_rar, 

»_  /  x         j     /        •       \  *  *  JWH  WM>  CMN  CHP 

dm(u  —  *)  —  dn(u  +  v)=  — ^ = — =- 1  —  , 

48)    m(u  +  v).9*(m-v)=  «»^-«i«r 


1—  x*  *»**«»%? 


AAy.         /     ■     \       /        x           **»  fluw  dnv  +  jnp  cup  dm* 
44)    .<•  +  •>.-(—> a^.JŁi-% • 

46)  «,(•_.).«(•+.) — ""T.^e.r*"1 

>lfi\   -     /       i       \  i     /  \  **w  **•!  CnV  +  *»P  <*»*  Cfttf 


47)  *m*(i#-p)<fri(t*  +  p)= 


*ni#  <fr»tt  cup  —  anv  dnv  enu 


48)  cn(u  +  v)dn(u-v)=* 

49)  cw(u  — p)rfn(t#  +  r)  = 


1  — x,*nlM*»*p 
cnw  env  dnu  dnv  —  x"  *nw  $*p 


1— X,«lJt#*»,P 

en*  cup  (&»«  dnv  +  x'ł  snu  snv 


1— xl*nJt#  *»V 
Rozwiązania   XXX.    Wskazówki  podane  w  wykładzie. 

Literatura.    Briot    et    B  o  u  q  u  e  t.    Theorle    des   fonctions   elliptiques.     Parii 
Artur  Cayley.  An  elementary  treatise  on  elliptic  fonctions.   Cambridge  1876.   ( 
J  a  c  o  b  i.  Fundamenta  nova  tbeoriae  functionum  ellipticarum  auctore  Dr.  Carolo  C 
Jacobo   Jacobi.   Regiomonti    1829   w   wydawnictwie  C.  G.  J.  Jacobi's   gesammelte 
Berlin  1881. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Funkcya  eliptyczna  sn  x  i  jej  własności. 

2.  Funkcya  eliptyczna  cnx  i  jej  własności. 
8.  Funkcya  eliptyczna  dnx  i  jej  własności. 


Wykład  XXXII. 


Funkcye  eliptyczne  Weierstrassa. 

1.  Funkcya  Weierstrassa  a  (u).  Oznaczmy  przez  2^  i  2o>2  dwie  liczby 
csunku  urojonym  i  weźmy  pod  uwagę  układ  równoległoboków,  odpowia- 
|cy  liczbom:  2mct>1+2na>2,  («ijn=0,  ±1,  ±2...). 

Nazwijmy  pierwszym  równoległobokiem  ten  równoiegłobok, 
»go  wierzchołki  odpowiadają  liczbom  0,  2^,  2(ox  +2a)2,  2a>2,  a  więc  przed* 

iony  figurą  15,  gdy  coj  jest  liczbą  rzeczywistą  dodatnią,  a  <o2  liczbą 
ito  urojoną,  albo  fig.  16.,  gdy  (o^  jest    liczbą    rzeczywistą  dodatnią  a  oj2 

\  zespoloną,  lub  w  końcu  figurą'  17,  gdy  zarówno  6J19  jak  a)2  są  liczbami 

ilonemi. 


2tLj-t-?UJ 


Fig.  15. 


Fig.  16. 


Fig.  17. 


Zaliczmy  do  tego  pierwszego  równoległoboku  wszystkie  punkta  wewnątrz 
&  położone,  wreszcie  punkta  położone  na  pierwszym  boku,  łączą- 
punkta  0  i  2^  i  na  czwartym  boku,  łączącym  2o>2  i  0,  podczas 
punkta  położone  na  drugim  boku,  który  łączy  punkta  2<ot  i  2o>,  +2oj2 
trzecim  boku,  łączącym  punkta  2o>1+2o>2  i  2a2,  niech  należą  do  sąsie- 
ego  równoległoboku. 
Równoiegłobok,  którego  wierzchołki  odpowiadają  punktom:  w,  u+%(ox, 
ij+  2(ot)  w+2o)2,  nazwijmy  równoległobokiem  peryodów,  ze 
flędu  na  punkt  u. 
Postawmy  sobie  najpierw  zadanie,  utworzyć  funkcyę  całkowitą,  prze- 
lą,  której  pojedyncze  miejsca  zerowe,  określone  byłyby  liczbami 
tu :  2ma>t  +2nw2i  (m  f  »~0,  ±  1,  ±2, ...). 


■ttłt 
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Żądana  funkcya  da  się,  na  mocy  prawidła  Weierstrassa,  wypro 
nego  w  wykładzie  XXVIII,  na  str.  467.,  przedstawić  w  postaci  il< 
nieskończonego,  którego  czynniki  pierwotne  są  kształtu: 

L_    1 j^nWs^         ,i:  A      MgT  +  T7 

V        2ma)1  +  2na>2  /  J        \       s  /  ' 

jeżeli  dla  skrócenia  położymy  2nuol  +2nct>2=s. 

Jeżeli  uwzględnimy   wszystkie     wartości  na  s,    odpowiadające   lii 
min  całkowitym,  dodatnim  i  ujemnym  z  wykluczeniem  kombinacyi  m=0, 

i  uważać  będziemy  czynniki  II J  i  e  *      2      ,  odpowiadające  pewneM 

jako  nierozdzielne,  otrzymamy  iloczyn  podwójnie  nieskończony: 

u         1    u* 

który  przedstawia  funkcyę   stającą  się   zerem    we  wszystkich  wierzchołl 
równoległoboków,  odpowiadających  liczbom  2mct>1-f2na>2,  (m  \  n=0, ±1| 
z  wyjątkiem  wierzchołka  0;  znak  (1)  po  prawej  stronie  II  wskazuje,  że 
spółczynników  m=0,  n=~0  ma  być  pominiętą  w  tym  iloczynie. 

Funkcya,  która  staje  się  oprócz  tego  także  jednokrotnie  zerem  w  pi 
w=0,    a    niema   żadnych    innych    miejsc    zerowych,     przedstawi    się 
w  postaci: 

Jest   to    najprostsza   funkcya,    zwana   funkcya    a(u)   [czytaj    sigma: 
utworzona    przez    Weierstrassa,    jako     funkcya     pomocnicza     do     twi 
funkcyj  eliptycznych.    Chcąc  zaznaczyć  ,    że  w  jej  skład  wchodzą  liczi 
i  G>2,  używamy  znakowania  a(u   o)11  g>2),  pisząc: 

a(«)=«ij(,)(i-^)c":+^1  ffl 


lub: 


Wszelka  inna  funkcya  całkowita,  przestępna,  mająca  pojedyncze  midi 
zerowe,  określone  liczbami  2mo)1+2no)2)  (w/^n=0,  db  1,  d:  2, ...),  a  nie  ■ 
jąca  się  zerem  w  żadnym  innym  punkcie  płaszczyzny  Uczbowej,  da  1 
przeto  przedstawić  w  postaci : 

e^  .  a  (w),  j 

gdzie    g(u)    oznacza    jakąkolwiek    funkcyę    całkowitą    wymierną,     lub    pn 
stępną. 

Z  określenia  funkcyi  o(u)  wypływają  wprost  następujące   własnością 

1)  Funkcya  o{u)  jest  funkcya  nieparzystą: 

o(— w)  =  —  a  (u). 

Każdej  wartości  liczby  s  =  2mo)^  +2nco2,  różnej  od  zera,  odpowiadał 
wiem  jedna  wartość  równa,  a  znaku  przeciwnego  — s= — 'źntco^ — 2t?fc>2,  aw 

każdemu  czynnikowi  pierwotnemu    [1 —  -  \e  *  *    iloczynu,   określające 
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1      u* 


ikcyę    of(u),    odpowiada  czynnik  llĄ Je     *  ,    a    te   czynniki   prze- 

odzą  jeden  na  drugi,    gdy  zmienimy  u  na  — u,  pozostaje    więc  we  wzorze 

«»>-«lf{('-T)«-+H 

lko  jeden  czynnik  w,  który  zmieni  znak,  a  więc  a(— w)=  —  a(w). 
2)  Funkcya  a  (u)  posiada  tę  własność,  że: 

orCattlawj,  aw2)=a.a(Mw1(  cw2), 
Izie  a  przedstawia   dowolną  liczbę,  różną  od  zera.  Kładąc: 
as=2m.a(ol+2n.a<o2y  zamiast:  s=^2m(oi  +  2no>2, 
rzymamy : 


a(a.|~»,  «-»)-« .tf '(l-fj)^*  *  "'—^(l- -*)' 


au       1    a*t»*  ,.%  ,  u        i     u* 

"AT*    2~    *» 

7 


2      «a 


Łtem:  <r(aw|aa>lf  a<y2)  =  a.a(tt|  co,,  g>2). 

2.  Pochodna   logarytmiczna   funkcyi   o(u).    Z  określenia   funkcyi  a(n\ 
redlug   wzoru : 

trzymujemy: 

.  jlog^l— yj+yfy-^J, 

^  stąd,  na  podstawie  prawideł  różniczkowania,  otrzymujemy  pochodną  loga- 
Ttmiczną  funkcyi  o(m),  określoną  szeregiem : 

ttórego    poszczególne  wyrazy   kształtu:  / 1 1 — ^\  n*l6Ży    uważać   za 

lierozd  zielne. 

Pochodna   logarytmiczna   funkcyi   a  (u),   czyli    funkcya   p—    posiada 

widocznie  w  wierzchołkach  równoległoboków,  odpowiadających  liczbom : 
J=2mtt>1  +2fi<w2l  (m  =  n=0,  ±  1,  ±  2, ...),  pojedyncze  punkty  nieskończonościowe. 
Funkcyę  tę  oznaczamy  symbolem  f  (w),  (czytaj  dzeta  tt),  albo  chcąc  za* 
niaczyć  liczby  o)u  (o2J  w  jej  skład  wchodzące,  także  symbolem  C(u\<ou  cw2), 
pisząc : 

rt  N      dloga«)       1      ^)f    1         1       «|  /Q. 

względnie : 

i(u  <ou  oi2)=— +  ^    \u_2ma)^2i^2+  2mcy1  +  2na>2  +  (2^7+2^>2)2/  (2<) 
1°  Funkcya  £(w)  jest  podobnie  jak  funkcya  a(u)  funkcya  nieparzystą. 
Zastępując  bowiem  u  przez  — m,  otrzymujemy: 


C(— )— -i  {-__+-,}, 
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,      \tt+*  S  S*)         «        \tt—  *         S  51/' 

czyli:  £(-«) £(*)• 

2°  Funkoya  C(w)  posiada  tę  własność ,  źe  :  £(atft|aa>ly  act>2)  —  —  fCt*)^,  o>2 

Zastępując  bowiem  w,  c^,  a>2,  przez  aw,  aa>19  acw2,  a  więc  s  przez  os 
otrzymujemy: 

v     '      "       ł'      a*       ,     au — as     as     a1s2/1 

a  że : 

przeto  :  f  (aa  |  aa, ,  a  *>2)  —  -^  f  (u  |  co, ,  a>2). 

4.  Funkcya  eliptyczna  Welerstrassa  fp(u).  Z  funkcyi  f  (w)  otrzymujemy 
za  pomocą  różniczkowania  jej  szeregu  pierwszą  pochodną  tej  funkcyi,  okre 
śloną  szeregiem: 

którego  poszczególne  wyrazy  przedstawiają  się  w  postaci  nierozdzielnej  : 

Funkcya  f  (u)  posiada  widocznie  podwójne  punkta  nieskończoności  ow< 
w  miejscach,  określonych  liczbami  s=2mcoi+2na)i1  (m*^n=0,  ±1,  ±2,...) 
czyli  we  wszystkich  wierzchołkach  równoległoboków,  odpowiadających  licz 
bom  2m(oi+2noj2. 

Otóż  funkcyę  —  £'(w)  oznaczamy  podług  Weierstrassa  za  pomocą  sym- 
bolu jjP(n),  (czytaj  pe-u)  a  chcąc  zaznaczyć  liczby  <ox  i  6)„  w  jej  skład  we  ho 
dzące  ,  oznaczamy  ją  symbolem  fp(u\(óiy  &>2),  pisząc: 

d*  1      'S2W/      1  1  \ 

względnie : 

P(«l»n  w3)=Y2mw1+2no>2)3  +  ~    \«^^ft>^2^p""  (2m«1+2fifi>a)2  /   (    ] 
1°  Funkcya  (P(tt)  jest  funkcya  parzystą.  Zastępując  bowiem  u  przez  —  u, 
otrzymujemy 

f»c-)-i-1+  2%^-,-  -y-  i+  2°(^-  isJ-pw. 

zatem:  p(— «)~P(«).  i 

2°  Funkcya  p(u)  posiada  tę  własność,  że:  ^(aujacoj,  a<w2)  =  -2f>(w:fc>,,  w,), 

Zastępując  bowiem    uoju  o>2  u  przez  atiao),,  aa>2,    a   więc  $  przez  as,  otrzy 
mamy: 

i      xj(ly     i  i  \    i    ,  , 

xv       '      ,ł       2'     a2  w2        .     \(aw— <w)ł      aV/      a2         ' 
zatem :  $>  (au  |  aw, ,  aco2 )  =  -  2  $>  (w,  j  ai2 ,  cw2), 
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5.  Wyprowadzenie   wzoru  o(u+a).  Z  określenia  funkcyi   pomocniczej 
j[u)  według  wzoru: 

otrzymujemy  : 

u    .     1      u* 


"£Ln<'>(i-^)eT+T~''-  (4) 


Zastąpmy  w  tym  wzorze   u   przez   u  +  a,   gdzie  a   jest    dowolną   liczbą, 
różną  od  liczb  przedstawionych  przez  s=2m(i)x-\-2no)%,  a  otrzymamy: 

tt+a       1    («+*)* 

w-fa         ,    \l  8  j  J* 

Mamy  tu  jednak: 

«+*       1    («+o)»  «     ai*       1     «»        a        1     a» 

5        *      \        s—a)  \        s  y 
a  natomiast: 

a  więc: 

«L,  «».  JLj£       u        i     t#>        r    i  •      i      qi     ti»r     i         i] 

5  +  52+  2   s'  "  s— a  +  2  (5-a)*+Ml  a_*  +  5  +  s'J       2  [(a-  s)a      s2J' 
przeto  możemy  położyć: 

u+a       1    (*+«)*  u         1        «» 

_•,  j__?i    T— 4. —4.-^.1-  _^r ~ i  i 

_  $  "**    2     «»        *\*-»       •        •»  J        2   L(a-*)"        ••"J 

zatem  funkcya  — — - — -  da   się   przedstawić  jako   iloczyn   trzech    czynników 
w  postaci: 

Uwzględniając,  że  na  podstawie  wzoru  (1): 

r(x~l)« 

a  zaś  na  podstawie  wzorów  (2)  i  (3): 

W^+±+«w(0)  _|, 

«   \  a — s       s       8*1  a 

Dr.  DrórlńsU.  Wjkł.  mfttom.  I.  Tom  U.  &* 


«     .     1       «» 


H(\)i  1 ?L_  ta-^+  *  <«-■  >* 


n»|i-^+"-^, 


-Wr-^5  -  -i-)-  P(«)~  -V . 
,  \(o—  sy     sJ;  o2 

otrzymujemy  w«ór  powyższy  w  postaci: 

'»+«).«(.)  ;[J(0)-^^[^,-^.n(«)/fi_-M^+i(%   (5) 

u+a  a  .  «     lV       *— «/  ' 

Wprowadzając     do     czynników     iloczynu     nieskończonego     II'   także 

«      _1_  w*  « 

czynnik:    (lH — \e     a      2  a\  który   należy    do   czynników    ogólnych,  zawar- 

M  1  U* 

tych  w  iloczynie  US]\    pod   postacią:   [l IT~~K ""      *  (*~"\  P°d  założeniem 

5=0,  otrzymujemy  powyższy  wzór  (B)  ostatecznie  w  postaci: 

a(t,+q),;^-T^)n  rA    _!L.V^-t  Ai  (6) 

o  (a)  ,    W        «— «/  / 

gdzie   s  może  już    przyjmować   bez    wyjątku    wszelkie   wartości,    jakie    się 
otrzymuje  z  liczby  2m(oi+2mco2}  m^«=0,  -±-1,  ±2...). 

6.  Funkcye  £(u+a)  1  S?(w+a).  Logarytmując  wzór  (6),  otrzymujemy: 

iog.<.+.)-iogow-..K«>+£i>M^ 

wzór,  który,  zróżniczkowany  podług  u,  daje: 

a*  (u+a)        .Ml    WM    V]l      1  1     .         u       \ 

.  C(u  +  a)      fmf 

a  źe:  ^Tho -C("+-)> 


(7) 


przeto  otrzymujemy  stąd  równość: 

C  («+a)-C(«)+^(a)=2{w+L-S- li+  (^}- 

Różniczkując  tę  równość  obustronnie  podług  u  i  uwzględniając,  że: 
£'(w+a)=g>(tt  +  a),  otrzymujemy  wzór : 

który  podaje  różnicę  między  wartościami  funkcyi  Wei^rstrassa  g>(w)  w  miej- 
scach u+a  i  u. 

7.  Dwuperyodycznośd  funkcyi  fp(u).  Na  podstawie  powyższych  własności 
funkcyi  {P(w),  mamy: 

^(u+a+s)— p(a+»)-p(ii+a)— g>(a), 
skąd ,  zastępując  u  przez  b — a,  dostajemy  wzór : 

IW+«)^(»)-P(«+«)-««)f  (8) 

który  dowodzi,  że  różnica  §?(<*+«)— g>(a)  jest   od  liczby   a  niezależną,   czyli 
jest  liczbą  stałą. 

Aby  ją  wyznaczyć,  połóżmy  a«  —  Vji  to  uwzględniając,  że  funkcya 
ŚP(w)  jest  funkcyą  parzystą  widzimy,  iż  szukana  liczba  stała  jest  zerem,  że 
zatem:  P(a  +  s)<=fp(a). 

W  szczególności  otrzymujemy  stąd,  kładąc  raz  m=l,  n=»0,  a  więc 
s=2cou  drugi  raz  m=0,  w=l,  a  więc  s=2a>2,  następujące  wzory: 
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#>(t«+2fi,1  )=§?(«);  ^«+2fi,s)=8P(«),  (9) 

rięc  ogólnie  dla  wszelkich  całkowitych  liczb  m  i  w,  wzór: 

P(ti+2wft>1+2«o>2)  =  ^(w), 
iy    dowodzi,  źe  funkcya  g\u)  jest  zwykłą  funkcya  dwuperyodyczną  o  pe- 
tdach  zasadniczych:  2^  i  2g>2. 

f  8.  Rodzaj    dwuperyodyeznośct   funkcyi  Ctu).  Z  własności   funkcyi   £(u), 
pwlonej  wzorem  (7),  wynika,  że: 
I  C(«+a+*)-ff(a+*)+i*(a+*)-C(f»+a)— RaJ  +  ^a), 

r,  zastępując  u  przez  6— a,  otrzymujemy  wzór: 
£(*+*)— ?(»)-£(«+*)— f(«). 
iry  dowodzi,  źe  różnica  C(a+s) — f(a),  jest  liczbą  stałą.  Aby  ją  wyznaczyć 

s 
lóśmy  a= q-,  to  mając  na   uwadze,   że   funkcya    £(w)  jest  nieparzystą 

lymamy  : 

C(.+D-{(.w(+{)-t(-{)-m), 

trięc  stała  powyższa  ma  wartość:  2.£{  ^-l,  zatem:  f (a+s)«f(a)+2.f  f -^J. 

W  szczególności,    kładąc  raz  m=0,  n=l,    drugi  raz  wt=l,  n=0,  otrzy- 
jmy stąd   wzory  następujące: 

t(a+2«1)-£(a)+2f(«1)ł 
£(«+2a>2)  =  £(a)  +  2£^2), 
ie  dla  całkowitych  min,  wzór  : 

f(w+2f»w1+2«G)j)  =  f(ti)+2mf(co1)+2t^(a)j), 
,  kładąc  Si&^—tlu  C^)^^)  sprowadzamy  do  postaci: 

£  (w + 2ma)i  +  c2n(ot  ) = £  (w)  + 2  w^  +  2n% . 
Funkcya  f  (w)  jest  funkcya   dwuperyodyczną  drugiego  rodzaju  o  peryo- 
U  26>t   i  2o>2. 

9.  Rodzaj  peryodyczności  funkcyi  o  {a).  Na  podstawie  wzoru  (6),  mamy : 

a(u+a+s)    -■*(«+#)+ ^-  jpc«+*)  __  a(u+a)  -* 5(«)+  ■-£§?<<•) 
<jr(a+$)    *  ""    a  (a)    *  ' 

1,  uwzględniając  relacye:  f(o+s)  =  f(a)+2mi?1  +2m?2,  fp(a  +  s)=*fp(a),  otrzy- 
emy  wzór: 

6  =  . 

a(a+s)  a  (o) 

Hi: 

<>(»  +  «+*)  _  ^.%+a.^) . <^+a). 
(r(a+5)  '    a(a) 

Zastępując  fi  przez  6 — a,  otrzymujemy  stąd: 

o(b)  "     <r(a)    ' 


im  : 


cr(ft)  a  (a) 


liczbą  stalą    C 
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Połóżmy  :  a= — =-— —  (wtco,  +no>2), 

otrzymamy   wartość   tej    stałej,    przedstawioną   przez:    C«  —  «(|W"i+»»t)(,"Vi+,r*7*), 
otrzymujemy  zatem: 

a  (n+ 2  cut )  =■  *-*%<«+  "»>  <r  (w), 

a  (w+2  a>2)=  e-2*C"+  «»).a  (u). 

Funkcya  a(u)  jest  funkoyą  dwuperyodyczną  trzeciego  rodzaju  o  peryo- 
dach  26),   i.2o>2. 

Ogólnie  otrzymamy  na  podstawie  powyższych  wzorów: 
a  (u + )ima)i ) — (—  l)w  e*fc('»«+"'t«i>  o(u)< 
a  (u +2  n<tf2) — (— 1)»  «*%(■«+  "'^(u), 
a  zarazem:  a(«  +  2wo)1  +  2no>2)=*(— l)m+"  e*  a  (u),  (10) 

gdzie : 

iJ=2i71[m(ti+2no>2)  +  m2(o1]+2i72(nw+n1ctf2)— 
=(2t»i7t  +2n%)(ti+twfi)1  +no>2)+  +2fnfi[i71«2  —  %o>i]. 
10.  Pierwsza  pochodna  funkcji  £?(<*)•  Z  dwuperyodyczności  funkcyi  §?(«),  określonej 

wzorem  :  P  («  +  2wwi  +  S"**)  —*  P  («)» 

wynika  bezpośrednio  dwuperyodyczność  wszystkich  pochodnych  tej  funkcyi ,  jak : 

Mianowicie  otrzymujemy  z  powyższego  wzoru: 

P'(«  +  2ww, +*•**) -p<«). 
Połóżmy  w  tym  wzorze  •#=»  —  wj,  m=l,  *=*0,  a  otrzymamy: 

P'K)=p(-*>.), 

a  że  funkcya  £?(«)  jest  funkoyą  parzystą,   więc  funkcya  §?'(«)  musi   być  funkcyą  niepa- 
rzystą, będzie  zatem: 

P'(-«i)--P*(«,X  »  więc:  p(«i)  — P<«,X  ^yli:  §?'(«i)  =  0. 
W  podobny  sposób  znajdziemy,  że  także: 

P*(»i)— 0,  a  więc  także:  8? ' («i +«,)=» 0. 
Do  tych  wyników  dojdziemy  wprost  z  wzoru  określającego  funkcyę  §?'(«).  Na  pod- 
stawie wzoru : 

otrzymujemy  za  pomocą  prawideł  różniczkowania  wzór: 

czyli:  P'M  =  -22(^ji- 

Z  wzoru  tego  otrzymujemy  w  szczególności  następujące  wzory: 

n,  ii 

których   prawa   strona    składa  się   z  wyrazów  parami   równych  i   znaków   przeciwnych, 
które  się  mieszczą  w  sumie,  zatem  otrzymujemy,  jak  powyżej: 
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ćwiczenia  XXXII. 

1)  Wykazać,  że  szereg  podwójnie  nieskończony :  ^y jest    bez  war  un- 

m  ,  n    v  * ' 

wo  zbieżny,  gdy  a  jest  liczbą  całkowitą  ,  większą  jak  2. 

2)  Wykazać ,  że  iloczyn  podwójnie  nieskończony : 

nymany  przy  całkowitych  m,  »,  dodatnich  i  ujemnych,   z  wykluczeniem  pary  m=s#i«0, 
st  dla  wszelkiego  u  bezwarunkowo  zbieżny. 

3)  Wykazać ,  że  funkcya  a  (i#),  określona  wzorem : 

nMf  u  \ !L_  _  +  JL  »a 

mt  w 

Iliada  tylko  pojedyncze   miejsca  zerowe  i  to  tylko   w  wierzchołkach   równoległoboków, 
■powiadających  liczbom  2mw,+2»ci>j,  (m|n=0,  ±1,  ±2,...). 

4)  Wykazać,  że  funkcya  a(«),  określona  w  ćw.  8.  jest  funkcyą  nieparzystą. 

5)  Wykazać,  że  funkcya  <j(«),  czyni  zadość  relacyi : 

a(a*|aco,,  «a>,)  =  ot  .  a(n|u>,,  a>j). 

6)  Z  określenia  funkcyi  a  («),  podanego  w  ćw.  8.,  wyprowadzić  rozwinięcie : 

o  [u) —u       4  «  .  ^      (2mt0l  +  aiwu,)*" +  6  M  '  ^J      (2MU,  +2fltU,)6 

7)  Wykazać,  że  funkcya  £(«),  określona  wzorem: 

t(    ,  ,       1    ,  ^W/  *  * ? ^ 

tl«.«i»«i;       »       ITi    ^"-2mwi-2»wi  2mo>l+2nu>1      +    (2mto1 +2mo,)ł  / ' 

■łada  tylko  pojedyncze  miejsca  nieskończonościowe  i  to  tylko  w  wierzchołkach  równo - 
głoboków,  odpowiadających  liczbom:  2m«o1-|-2n<o,,  (mg=»«=0,  ±1,  ±2,...)« 

8)  Wykazać,  że  funkcya  £(«),  określona  w  ćw.  7.  jest  funkcyą  nieparzystą. 

9)  Wykazać ,  że  funkcya  £  (u)  ma  własność ,  określoną  wzorem : 

*(««|«wii  «"i)  =  —  C(«|  «i,  «j). 

<x 

10)  Na  podstawie  określeń  funkcyi  o(f#),  (ćw.  9.)  i  funkcyi  C(«),  (ćw.  7.)  wykazać,  że: 

*W~         tfu         ""•(»)' 

11)  Z  określenia  funkcyi  C(tt),  podanego  w  ćw.  7.,  wyprowadzić  równanie: 

««)=.!-„»  V' - «•  ^ ___J___ 

12)  Wykazać ,  że  funkcya  $?  (w),  określona  wzorem : 

r  w       u^^^mm)    \  (u- 2mo)j - 2»u>,)»         (2mo>,  +2#io>,)»  /  » 

Iliada  tylko   podwójne  miejsca   nieskończonościowe  w   wierzchołkach  równoległoboków, 
[powiadających  liczbom:  2mw1+2ncu,,  (m=g  n=0,  ±  1>  H-  2 ...). 

18)  Wykazać,  że  funkcya  $?(w),  określona  w  ćw.  12.,  jest  funkcyą  parzystą. 

14)  Wykazać,  że  funkcya  $?(«),  określona  w  ćw.  12.  ma  własność,  określoną  wzorem: 

<$(*%*  |    «(!),,     «U>,)  =    —%  $)  (U  |   (Oj,     O),). 

16)  Na  podstawie  określeń  funkcja  a(«),  (ćw.  8.)  i  funkcyi  #>(•#)  (ćw.  12.).  okazać,  że: 
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16)  Z  określenia  funkoyi  fp(u),  podanego  w  ów.  12.,  wyprowadzić  rozwinięcie : 

!fW— Mit-°*  -^|     (2imo1+2fiuł)«   +        '*£     (2w<o1+2iw>ł)«        ~ 
Kładąc  *  =  (21110)!  +2#iwa),  (m£»=0,  ±1,  ±2,...),  wykazać,  że: 

H)  '»  +  ')..-H*M+TPW.n((l—  •  >.^+i^(. 

'         a(a)  l\  a— a/ 

18)  C(«+0)-C(a)+^C«)=2{-Tł___^.  +  _JL_). 

20)  ?(•+•)  -  PW-0.    21)  C(o  +  *)-  C(«)-8C  (•)• 
22)  „(a  +  «)  =  _el»»-^.)+*--5K)  [«+'/,.]].  <a). 

24)  Na  podstawie  wzoru,  określającego  funkcyę  $?'(«*)»  wykazać: 

25)  Dowieść ,  że  wszystkie  pochodne  nieparzystego  rzędu  funkcyi  §?'(«)  stają  się  ze- 
rami dla:  «=>««)!,  o)j,  toj-ł-wj. 

Dowieść,  że: 

26)  f>(«)-f»(«)-  a(Wt4'X)~a)-    ^  ^(^(iT-"-1-^"— >-SCl")' 

^  F«=F«  -«•+-)+«— ">"8««> 


**  |w+"|we=2;(w-a)-2!:w+2C(a)- 


81)  C(M  +  „)  =  C(„)+I^_^.    32)  c(«_.)-cW-c(.)+^«±^l) 
Bozwiązania  XXXII.  Wskazówki  podane  w  tym  wykładzie. 
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Functionen  nach  Weierstrass.  Gflttingen  1885. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Związki  między  funkcyami  a(w),  C(u),  %>(u)  i  §?'(«). 

2.  Związki  między  Theta-funkcyami  Jacobiego  a  sigmafunkcyami  Weierstrassa. 

8.  Związki    między   funkcyami   eliptycznemi   snu,  cnu,  dnu    Jacobi'ego  a   funkcja 
eliptyczną  g?(w)  Weierstrassa. 


Wykład  XXXIII. 

Rozwijanie  funkcyj  eliptycznych. 


1.  Odwrotności  Thetaftmkcyj  i   ich  rozwinięcia.   Weźmy  najpierw  pod 
ragę  odwrotności  fnnkcyj  Si0(x)  i  &u(x),  czyli  funkcye:  -^  i  ^         . 

Załóżmy  następujące  rozwinięcia  : 

1  .    ,    .         2nx  ,    .    co&4jix  cos2mnx   . 


©10(a?)         °     ^  GJ  *        CO  GJ 

1  *  1        ,  D  9innx       D    .    3nx  ~     .    (2m+l);w:  . 

+Ą +  B1sm +...+Bmsm- +  . 


postawmy  sobie  za  zadanie  wyznaczyć  spółczynniki  Am  i  Bm  tych  rozwinięć. 
Mając  na  uwadze  związek  między  funkcyami  Si0(x)  i  Su(x),  określony 
\  str.  502.  wzorem : 

■KT 


e„(»+|.')-,r^*-^.«,„w, 


nymnjemy : 

1      ,.*(-?>.,C 


Na  mocy  założenia  będzie  z  jednej   strony: 


*io(*>  " 


te: 

li: 


nic 


w^jW.tin-^-^+yJ 


Ji  _        2mV»  ^     m 


m=0 


—  636  - 


przeto  otrzymujemy: 

2m+l    ._     ,  ..  Tite  2rti+l  */*\ 


-<*»M 


Z  drugiej  strony  założyliśmy: 


**     m=0 


2m7TJ 

,  cos , 

co 

2mnix  2n>nix\ 


zatem  otrzymujemy  : 

Z   porównania    obu   rozwinięć,     w    myśl   wzoru   (1),   otrzymujen: 

równywując  osobno  spółczynniki  przy  e      w       i  spółczynniki  przy  e 
relacy  e : 

2«  +  l        _       2m-M  _2m-y 

przeto  wypływa  stąd  związek  między  spółczynnikami  Am  i  Am-i  w  j 

Am=-Am_iq-*>»  + 
skąd  otrzymujemy  wzór  bezpośredni : 


A A        tft~tm+l    i  /»-(«— Vi) 

4--    Ai-u  +&)«911<C0)-'Z  ' 


(2r-1)> 


^r=(-ir2{A+<^(oy2(-ir?  4"). 


Dla  m  =  oo    staje  się  ^4m=0,    zatem    otrzymujemy  na  wyznaczeni 
czynnika  A01  wzór: 

'  r=ao  (2r-l)> 

A+  a^mSc-irt  '  -o. 


r=oo  (2r-l)» 


Wobec  tego  będzie 


(2r-l)»  r=0  (2r-1)» 

2rc      <v^  ,     -*     — 4 —  2^ 


przeto: 
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(*-Dł 


r=oo  (lw  +  2r-1)» 


błąd: 


Odwrotność  funkcyi  £,o(a0,  przedstawia   się  zatem    w  postaci   szeregu: 

9    Kładąc  dla  uproszczenia: 

2(— l)V"+r+l/'>,--«..  (4) 

Cczem    c/«+i-f  «*=<Z(,,+,/»)*,    a  nadto  *«,,=<*_,,,  otrzymujemy  powyższe    rozwi- 
nie w  postaci : 

1  2n        I      .  o^"         «>        2rorcxl 


rsoo 


li: 


,T-  --iTTrt™flo  +  2  ^a«?       cos— --.  (B) 


2» 

Na    tej    podstawie    otrzymamy    odwrotność    funkcyi    9lt(x),    określoną 
■egiem  : 

sin  —        m— ° 

|itąd   także    odwrotności    dwu    pozostałych    Thetafunkcyj     (f01(x)    i    &00(x), 
1  postaci : 

*  "l(a;)      cos--        ^ 

-Ł-  •  ą^7 "°0+2m^(-1)  flm?    cos  — •         <8) 

3.    Przy    wprowadzeniu   spółczynników    am,     określonych     wzorem     (4), 
y  maje  my  rozwinięcia  samych  Thetafunkcyj,  w  następującej  postaci: 


n=oo 


Su(x)~Aam  —  ^3+  ^  (-l)-o,  cos  — j, 
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a   /  s     a       nx/aa  ,  vT  2nnz\ 

*..(*)=4cos—  ^+^a.co»  — J, 

"-1  (9) 

4.  Rozwinięcia  funkcyj  eliptycznych  1  ieh  odwrotności.  Z  rozwinie 
Thetafunkcyj,  wynikają  rozwinięcia  funkcyj  eliptycznych,  w  postaci  ic| 
ilorazów. 

Możemy  jednak  otrzymać  także  rozwinięcia  funkcyj  el  iptycznycj 
w  postaci  szeregów,  jeżeli  pomnożymy  szeregi,  przedstawiające  odwrotność 
Thetafunkcyj  przez  odpowiednie  szeregi  przynależnych  Thetafunkcyj. 

Tak,  otrzymamy  na  podstawie  określeń: 

w  których: 
następujące  iloczyny: 


Zamiast  wykonywać  wskazane  mnożenia,  połóżmy: 
2#      1  1       .   ^      ^(8młl)jKg 


n     snu        .    rca;      ^  o> 

SIU m=0 


tedy  będzie  : 
2K 


n   '  sin(a+JT')         . 
sin 

czyli : 


m=rco 


2JT.  1  4-^t,     .    (2ffl+l)»/    ,  o'\ 


sm 
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Połóżmy : 

2jr  ^"j      •     (2w+l)*ra: 


—  xsnu=*   >, Am. sin 


m=0 


a  otrzymamy  tożsamość : 


^  A     .    (2mĄ-l)nx               1             ,    ^p     .    (2m4l)tf/    ,  *A 
2^w8in - --  +  ^2?m.sm— ^+  g  j, 

«n-(*+g)     —  V        Al 

czyli  : 

m=roe  (2m-j-1);tx»        — (2m-f1)*txf  jtg<m=oo  2mrcrf 

m=«  (2re-H)*ig»       2m-M         -ftm-H)***  2m  +  1 


m=0 


skąd  wypływają  związki  między  spółczynnikami  Am  i   /?m ,  w  postaci : 

2«i+l  2m-f1  _2m+l 

il«— 2ig   2   +"2^2  *     ,  Am—BM.q      2    , 
z  których  wypływa  : 


A   ~4* 


2w+l 
2 


l_g2m+l 

Wobec  tego  założone  rozwinięcie,  przedstawi  się  w  postaci: 

2m+l 
m=oo        — - — 

2x£"  .    "V    « .    (2m+l)»w 

—  .»«-4  ^  i^s+i  sin l - , 

*  zarazem : 

2iT     1  1       ,   .^  j*M-i       .    (2ro+l)rcs 

—  '  ^  ^  r  sin 


s*2i 


n  'snu       .    nx       ~1 — o2m+1  a  ' 

sin  —       m=0 

Otrzymujemy  zatem    rozwinięcie   funkcyi  snu  i  jej  odwrotności : 


snu 
*  postaci : 

2m+l 
*ns=a»       _,     2 


^-^2,  l^=+i  sin (U) 

_i ?L  _J_+^  ^   g>m+1     nin(2,n+1)**  n» 

sn«  ~~  22T  'sinw*+  JT  '  jg  1— g"^1  w         '  <"' 

5.  Podobnie  znajdziemy  rozwinięcia  dla  dwu  pozostałych  funkcyi  elipty- 
cznych ,  w  postaci : 

2m+l 

^  JfL    2      g   '     cos  (*»+!)*«.  (13) 


1    _      »      __1_      J3»_^  _22m+1  (2m+l)w:a? 

e»M~  2x'2C  'Goanx+  x'K  2i^~ ^"l+Y-M-i008         w         •       t14) 
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c[*  2tnnx 

-cos 


dn 


2K^K  £*  l+q*»  o    • 

1  n  2n  ,5^>  qm  2mnx 


Ćwiczenia    XXXIII. 

1)  Na  podstawie  określeń: 


»+•   ^.[(|ll  +  1)|r  +  (l|+t/i)tjilj 


»   «m(*)-   2  * 

«=+00  A 

t)  e.,W=  2  <-1)""  .  »)  e-(*)-  2  * 


wykazać ,  że  stosunki  co  dwu  tych  theta-funkcyj,  są  funkcjami  elliptycznemi. 
Na  podstawie  powyższych  określeń,  wyprowadzić  następujące  rozwinięcia 


m    eld(*)     *   _?io(0)    ^  * 

11  w  1!  v  '    m=— od     sin  — (*-»«') 


Qqo(«)    _«    e.o(0)    V3  (-1>w 

«=+00 


sin  —  (os  — mw') 

Ol 

4s    M*)  =  *   e<0(Q)   ~%5~  1 


Wl= —  00 

7n^-f  oo 


B,    eio(f)      *    tWO)     %j  (-1)' 

;    e.w      u'e..'(Oi'   ^-i  K  . 


«,■(*)      » 'e„'(0)' 

Oii(»)_*     e<o(0) 


n=_ oo   cos   —  (a;  —  m  <o ') 
co 

6) 


e,c(*)     .■ą.-W^    ^-.(..^^J)- 


wi=+  od 


7x        ©OlW   -^       e00(Q)        ^  (-1)" 

et  (*)  "  co  ■  e'n(o)'  ^j       .    *  /     0     1N  w\  • 

lA  ;  1,w  m=-0D     sin  —  \x— 2m— J)  —  J 

ro=  +  oo  - 

}    eoo(x)— «-eH'(0)m^M  cos£(a!-(2»,-i)^) 

™    enM__^'  iL«W   "^" (-1)* — 

9)    e0jW-     -^.W"^.  cos£(^(2«.-i)f) 


Wykazać,  że: 

2Kx   _     1         2\W  sin  x  -  2  \/g»  sin  3s  +  2^?"  sin  6>  —  ... 
10)  sn  — —  -=  ^=  j^g^  c08  2a?  _j_  2^  cos4x  -  2j9cos  6  x  +  ... 
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^„^if     Wg  cos x  +  2  \>V  cos 3*  +  2^g» cos 5*  + ... 
*  V*  1— fycos2*-t-2g4co8  4r—  2g9co8fcr-t-  ... 


& 

1  —  2gcos2»  +  2gr*  cos  x  —  2g9cos  6*  +  ... 


2Kx         , l  +  2gco82g-f-  2g*  cos  4*  +  2g9  cos  6*  + 

1  dn «■  V*'    * 


Wyprowadzić  następujące  wzory  na  pochodne  funkcyj  eliptycznych: 
»)   **£*   =  cnu.dnu.    14)    <*^"  =■  V/   (1— *nJu)(l  -  *»**"«)    . 

»)  — ^ =  —  sn  u  dn  u.     16)  — - «=  — xs  j»  u  en  u. 

H)  -^—  =  -x»  sn  ucnu-  snu  dn*  u.     18)   ^j£r==  -(1  +  xJ)*»«  +  2x'**3w. 

d2sn  u 
»)  -^3—  —I— (1  +  **)+  ««1«»»ti] ef» tf  dbt ««. 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcie: 

_  «        l+x'     1Ll+14x>+x*  l  +  185x»+135x»  +  x«      71 

Dl  MIM  = ■ H,-ł- ■ - I*5 ■ = ■ U~  -+•  ... 

;  1  8 !         ^  5 !  7 !  »  -p  - 

„.               .       1     .,    l  +  4x'            l+44x*  +  16x* 
ll)«ii»=l-—  «'+  — jj — «4 - g-p •*•  +  ... 

«*.,  t         *'    *  ,   "'(4  +  *1)    A      x*(16  +  44x>  +  x*) 

g)d»«  —  1_— «»  +        ^     T      ^| fi!  *6+" 

(2m— 1)  tt»  JST' 


W=«o  COS  - ^ 

m-l   sm'- ~> sin1  7, 


2Jf 

u 

2k         D1"  2ii: 


.    (2m-\)rAK' 
iK         w,  «,     _    4  8ln 2^" 


81,1  ai 8in  2* 

/     ,\      1      .    (2m-l)sijr' 

-=1Bin' — k — *mm 


[»)«.» -^--Jdfeo...  2l  (-1)"-1  l-2g»-i  cos 2,+  g*-* • 

m=l 

,     2JT*        ,415..  V!    V        ;  g  l-g2m-l 

*>  **   —^-=l~K  smx'  2i  1-2^-1  cos  2*  +  ^-*  • 


2  JTa:  FI  /l  +  J^-1  \     1 1        1— q2r  cos  2x  +  q*r 

r=i  r=l 


2JSCX  fi  /1-g^-l   V      II         1  + 2g2rCQ82x-f  g*r 

«0  «•— Z CO**-  UVl  +  fi2r    ;   '    "    i-2^r-iCOs2a:  +  ^-2 


-642  - 


o,  w    2Ła!      TT  (1  ~  gfr-y  Vf  1  +  gą*-1  eos2»  +  g*r-ł 

81)  *•  --— =  Ii  yi+q2r-,)  •  II  i_2j*r-iCos2x  +  ?*r-»- 

r=l  r=l 

2m-l 

82)  ««*•»— „^2      l-a««-i   •taC2—l)««. 

111=1  * 

2m— 1 

ffl=QO  J 

33)  en 2Jai-|j2   r+^~i  C0S  (2m~1}  * M- 

m=l 

m=  as 

84)  *»MT— ^+«2  -rf^T0082"1™- 

tfl  =  l 


r.  8in  "Ś-+- 


OA.    en' u  k    4  n*       2*  f     g  km  ,       j*  2*u  ,       cł        .     3«i#  \ 

^snr— 4ir\i-V  8in  * +T^i«8m  T-  +  -I- 

Rozwiązania   XXXIII.    Wskazówki  podane  w  wykładzie. 


Literatura.  M.-M.  Briot  et  Bouąuet.  Theorie  des  fonctions  elliptiąues.  P&ris  1875. 
Artur  Cayl ey.  An  elementary  treatise  on  elliptio  fonctions.  Cambridge  1886.  Dr. 
Alfred  Enneper.  Elliptische  Functionen,  Theorie  und  Gesohichte.  Halle  a/S.  1876. 
C.  J.  J.  J  a  c  o  b  i's  gesammelte  Werke.  „Fundamenta  nova  theorie  functionum  ellipticarum 
auctore  D.  Carolo  Gusta vo  Jacobo  Jacobi.  Begiomonti  1829u.  Berlin  1881. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Różniczkowanie  funkcyj  eliptycznych. 

2.  Rozwinięcia  funkcyj  eliptycznych  na  szeregi  potęgowe. 

8.  Rozwinięcia  funkcyj  eliptycznych  na  szeregi  trygonometryczne. 


Wykład   XXXIV. 

Rozwijanie  funkcyj  na  ułamki  ciągłe  nieskończone. 

1.  Ułamek  ciągły  nieskończony  1  jego   wartości  przybliżone.    Jeżeli 
nieskończony  szereg  ułamków: 

Pi      P*     Pb  Pn 

Q\      9%      9z  9» 

tak  ze  sobą  połączymy,  że  każdy  następny  ułamek  będzie  dodajnikiem 
*  mianowniku  poprzedzającego  ułamka,  wtedy  otrzymamy  wyrażenie  nie- 
ikończone ,  kształtu : 

Ł   a 

*  +  ^-+*L  (1) 

?.  + .» 
które  oznaczamy  dla  oszczędności  miejsca  (patrz  T.  I.  wykład  XXX.)  także 
w  postaci : 

9\         Ql        «3  ?« 

i  nazywamy  ułamkiem  ciągłym  nieskończonym. 

Ułamek  —  jest  jego  r-tym   wyrazem,   pr  jest   r-tym    licznikiem 

częściowym,  qr  jest  r-tym  mianownikiem  ozęściowym  a  liczby 
ft»  9i)"»>  Pni  <?«,..-,  nazywamy  także  elementami  ułamka  ciągłego. 

Przerwawszy  nieskończony  ułamek  ciągły  na  n-tym  wyrazie ,  otrzymu- 
jemy ułamek  ciągły  n-wyrazowy: 

?i+ft+^+-+^«,'  (3) 

który  nazywamy  n-tym  reduktem  albo  także  n-tą  wartością  przybli- 
żoną, danego  ułamka  ciągłego. 

Ogólne  prawidło  obliczania  kolejno  po  sobie  następujących  reduktów 
danego  ułamka  ciągłego,  wyraża  się  wzorami  redakcyjnymi,  wyprowadzo- 
nymi w  Tomie  I.  w  art.  3.  wykładu  XXX.  str.  397.  i  398.,  w  postaci: 

Pn^Pn-lCn  +  Pn^Pn,    Qn  =  Qn-i  Qn+  Qn-2pn  ,  (4) 

gdzie  P„  jest  licznikiem,  a  Qn  mianownikiem  n-tego  reduktu  (n-tej  wartości 
przybliżonej)  danego  ułamka  ciągłego. 
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3.  Bóżnica  między  dwoma  po  sobie  następującymi  reduktami  danegd 
ułamka  ciągłego,  przedstawia  się  w  myśl  wywodów,  przeprowadzonych  na 
str.  402.  Tomu  L,  w  postaci  wzoru: 

za  pomocą   którego   otrzymujemy  n-ty   redukt,    wyrażony   w   postaci  sumy, 
kształtu : 

^       Pi        P1P2    ,  P\  Pt  Pa.    P1P2P3P4  ,       ,  /     n,-iPiP*"P» 

Wzór  ten  możemy  zarazem  położyć  do  zamiany  nieskończonego  ułamka 
ciągłego  na  nieskończony  szereg. 

Jeżeli  mamy  mianowicie  ułamek  ciągły  nieskończony  w  postaci : 

V         01  82  in 

to  przynależny  mu  szereg  nieskończony,  przedstawia  się  w  postaci: 

gdzie  ft-ffił  ft-Sift+Pj*-*  C»=6»-i?»  +  C«^2P«. 

Powyższe  wzory,  dotyczą  ułamków  ciągłych  w  ogólności,  bez  względu 
na  to,  czy  ich  wyrazy  są  rzeczywiste,  czy  też  zespolone. 

4.  Ułamki  ciągle  nieskończone,  o  samych  wyrazach  dodatnich.  Jeżeli 

wyrazy  danego  ułamka  ciągłego  są  wszystkie    dodatnie,    natenczas    różnica 
między     dwoma    po    sobie    następującymi    reduktami,    przedstawiająca     się, 
w  postaci: 

4.-£-^-(-l)-«^f",  (6) 

będzie  dodatnią,  lub  ujemną,  stosownie  do  tego,  czy  n  jest  liczbą  parzystą, 

czy  też   nieparzystą.    Każdy    redukt   takiego    ułamka   ciągłego,   leży    więc 

między  dwoma  bezpośrednio  po  sobie  następującymi,  poprzednimi  reduktami. 

P      P 
Bóżnica  między  dowolnymi  dwoma  reduktami  -^  i  ~}  przyczem   n;>m+l, 

lin        Qm 

przedstawia  się  znowu,  według  art.  12.,  str.  403.  Tomu  I.,  w  postaci: 

-*»  ,      ■*»_/.     iyn  PiP*  '  '  -P»'Pm+l  ,7x 

Qn         Qm"(       l)  QmQn  '  {) 

z  czego  wynika,  że  każdy  redukt   z   parzystą  wskazówką  jest  mniejszy  od 
każdego  reduktu  z  nieparzystą  wskazówką,  że: 

Plr  ^  Pjr+j      .   Ąr         Pjr—  1 


że  więc  : 

?1  <r  ?*  <r     <r  Pir+*    ,'  Pi  \  ?1  ^     ^  P2r~A  ^  -*W< 

«1  «*  '^fcr^  £^3  ^^-1^+1     ' 

Redukty  z  nieparzystą  wskazówką  ,  jak  niemniej  redukty  z  parzystą 
wskazówką  zbliżają  się ,  przy  rosnącej  wskazówce  coraz  bardziej  do  war- 
tości danego  ułamka  ciągłego.  Dla  tego  rodzaju  ułamków  ciągłych  jest 
więc  nazywanie  reduktów  ułamka  ciągłego,  także  wartościami  przybliżo- 
nemi  zupełnie  usprawiedliwionem. 
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5.  Zbieżność  i  rozbieżność  nieskończonych  ułamków  ciągłych.  Mając 
łany  ułamek  ciągły  nieskończony: 

U -*-±*  + *+...+  **  +  ...  (8) 

9l  ft  03  Qn 

możemy  dochodzić,  do  jakiej  wartości  granicznej  zdąża  w-ty  redukt  tego 
(damka  ciągłego : 

gdy  n  zdąża  do  nieskończoności  dodatniej,  t.  j.,  gdy  n=+  oo. 

Zajść  tu  mogą  następujące  przypadki  : 

pn 

1)  Wartość  graniczna  w-go  reduktu :  -~    staje    się    dla    n  =  oo ,    danego 

lin 

ułamka  ciągłego  o  jakichkolwiek  wyrazach,  pewną  liczbą  skończoną,  ozna- 
czoną:  V,  rzeczywistą,  urojoną  lub  zespoloną,  tak,  że: 

lim  £  «=  U. 

Dany  ułamek  ciągły,  nieskończony,  nazywamy  w  tym  przypadku 
zbieżnym  a  graniczną  wartość:  V  nazywamy  wartością  tegoż  ułamka 
ciągłego 

Pn 

2)  Wartość  graniczną  n-go  reduktu:  ^r  >  danego  ułamka  ciągłego  o  rze- 

czywistych  wyrazach,  staje  się,  dla  n=»+oo,  liczbą  nieskończenie  wielką 
-x,  lub  —oo tak,  że: 

Pn  Pn 

lim    -"«=-t-oo,     lub    lim    ^-= — oo . 

Dany  ułamek  ciągły  nazywamy  wtedy  ułamkiem  ciągłym  właściwie 
rozbież  nym. 

Pn 

3)  Wartość  graniczna  ft-go  reduktu:    -*    dianego    ułamka    ciągłego    jest 

Qn 

nieoznaczoną,  a  tylko  chwieje  się  między  dwiema  różnemi  wartościami: 
wartością  dolną  A  i  wartością  górną  B ,  dany  ułamek  ciągły  nieskończony 
nazywamy  wtedy  niewłaściwie  rozbieżnym,    albo   oscylacyjnym. 

Pn 

4)  Wartość  graniczna  n-go  reduktu:      w    danego   ułamka    ciągłego   jest 

nieoznaczoną,  przyczem  sam  redukt  staje  się  dla  nieskończenie  wielu  war- 
tości n  nieskończenie  wielkim. 

Dany  ułamek  ciągły  nazywamy  wtedy  nieoznaczenie  rozbież- 
nym. 

Dochodzenie ,  czy  i  do  jakiej  wartości  granicznej  zdąża  w-ty  redukt 
danego  ułamka  ciągłego,  celem  rozstrzygnięcia  pytania,  czy  dany  ułamek 
°"}gły  nieskończony  jest  zbieżnym,  czy  też  w  ogólności  rozbieżnym,  mo- 
żemy zawsze  sprowadzić  do  badania  zbieżności  szeregu  nieskończonego,  lub 
prostszego  ułamka  ciągłego,  zamieniając  dany  ułamek  ciągły  V  na  równo- 
ważny szereg  nieskońozony  lub  na  inny  ułamek  ciągły  według  wzoru  : 
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\Q\  hQ2  h<li        ""         **?» 

Wobec  dowolności  czynników  h  możemy  je  zawsze  tak  obrać ,  ab 
wszystkie  liczniki  częściowe  były  równe  1,  a  więc  możemy  dany  ulame 
ciągły  nieskończony  przekształcić  na  równoważny  ułamek  ciągły  ni  es  koi' 
czony,  kształtu: 

q  ""  «i" +  \  +  «3  +"*+^r +*" 

gdzie  ar—hrqr,  przyczem  : 

i,  J?2^4  •  •  -P2T-2  r  1*1^3  '  ■  «l*r-l 

G.  Badanie  zbieżności  lab  rozbieżności  danego  ułamka  ciągłego  za  p< 
mocą  badania  zbieżności  lub  rozbieżności  równoważnego  szeregu  niosko  ii 
CZOnegO.  Weźmy  pod  uwagę  ułamek  ciągły  nieskończony,  którego  wszystki 
liczniki  częściowe  są  równe  1,  a  więc  ułamek  ciągły  nieskończony  kształtu 

a1       a2       a,  Un 

Równoważny  z  nim  szereg  nieskończony  przedstawia  się  według  wzon 
6)  w  postaci: 

111  1  (—l)"-1 

v~  q~q*Q2  +«.e» "  ^«4+ ,+  «^r«;'+-  { ll) 

gdzie  Gj^aj,  Q%^aia2  +  l1  a  ogólnie  Cn^^-i  ««•+&.- 2- 

Zbieżność  lub  rozbieżność  tego  szeregu  zależy  od  zbieżności  lub  roz- 
bieżności szeregu : 

s=i+\m\+^\+-"+\o^:\+'\  (12, 

Jeżeli  od  pewnego  n  począwszy,  wszystkie  mianowniki  Qn  są  różne  od 
zera,  wówczas,  jak  łatwo  dowieść,  otrzymujemy: 

|&l<(l  +  |a1).(l  +  ja2;)...(l+  aj)... 
Dla  nieskończenie  wielkiego  n  będzie  iloczyn  nieskończony : 

"n(l  +  ia»|)-(l+n1|)(l+a,)...(l+  «.)..., 

zbieżny,  skoro  szereg: 

ai,+  a2  +  — +  *•'+•••  jest  zbieżny,  a  tern  samem  szereg:  ax  +a2  +  — +  an  +  .., 
bezwarunkowo  zbieżny. 

Pod  tern  założeniem  będzie  szereg  (12)  rozbieżny,  a  tern  samem  będzie 
równoważny  ułamek  ciągły  także  rozbieżny. 

A  zatem:  Ułamek  ciągły  nieskończony :       +      ^ K..  +  ■-  +—   jest  zaics:e 

a,       a,      a3  a* 

rozbieżny,  skoro  szerey:  at +aj+a3-f...  +  afl+...  jest  bezwarunkowo  zbieżny. 

Rozbieżność  ta  nie  jest  właściwą,    gdyby  bowiem    rozbieżność    danego 

ułamka  ciągłego  przy  bezwarunkowej  zbieżności  szeregu  :at  4  <h  +  a2  +••+«»+• 

była    właściwą    byłoby   tedy:    lim  n"  =  oo,    &  tern  samem: 
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alby   więc   ułamek  ciągły:--  +      H 1 J-..H H  ...  zdążać  do  zera, 

1       #!      a2      #3  a* 

■t  niemożliwe  ,  gdyż  wobec   bezwarunkowej  zbieżności  szeregu  kształtu : 

flj-l-  a^  -+-...  +  <*„  +  ...    jest   także  szereg:    1  +  aj  +«2-ł-  a3  +  ... -t-a*-f...  bezwa- 

»wo   zbieżny. 

Twierdzenie  powyższe  możemy  uogólnić. 

Ze  względu  bowiem  na  to,  że  wszelki  ułamek  ciągły,  kształtu: 

?+?+?■+■••+!■+•••. 

01         ?2        03  0« 

1      '     1       •     1      •  1       " 

pię  sprowadzić  do  postaci  zasadniczej:         +       -\ K..+ -   +•••  na  P°d- 

(1a  Un        Q>  o  Q>n 


\ 


przekształcenia  : 


\P\    l  *i*ift     i    *i*aJPi      *       ;  K^hnpn  ; 

— H    -  Ł  —  -  -  -t'...-ł-     -r r. 


Be: 

[  *,— 1-,...,  **-**"' **-',  A2r+1^P--^-    ,  (r-1,  2,  3,...),     (13) 

lujemy : 

Qi  n  P\P*  —JPlr-l  „  „  P2P4"P2r  02r+l  ,„       t      o      o         x 

7>1  PiPk-Ptr  JPlft-P«r-l        P^r+1 

■    Jeżeli     szereg:    ot +a2  +  a34-...  +  an  +  ...  jest    bezwarunkowo    zbieżny,  na- 

rs    każdy    z    szeregów:   a, +«.,+.. .  +  a2,vfi  +  .. .    i    a2+  «4  4-...+a*r+  . .  jest 
bezwarunkowo  zbieżny. 

A  zatem  :   Ułamek  ciągły  nieskończmo&ciowy :    --  +  -?  +—  +  ...+      +  ...   jest 
L  *      9\      Q*      03  0» 

me  rozbieżny  i  io  niewłaściwie  rozbieżny,  jeżeli  lcażdy  z  dwu  szeregów: 

*  VJ  VJ  P\Pz-P2r-\ 

2^  ^2^4  '"P*r  <Z2r+l 

r=0  STJPlPa-ftr-l    |>2r  +  l 

•  bezwarunkowo  zbieżny. 

7.  Zasadnicze  typy  nieskończonych   ułamków  ciągłych.  Prawidło  prze- 
Ntałcenia    ułamków    ciągłych    nieskończonych ,    kształtu : 

?+?+?  +  •••+£+•- 

0i       02       (73  <!» 

imki    ciągłe  nieskończone  7  kształtu  : 


t 


101  '*202  '*3  03  A»0» 


dowolne  czynniki:  A,,  A2,  ...,  //„,...  są  wszystkie  różne  od  zera,  dozwala 
adzać  dane  ułamki  ciągłe  nieskończone  przez  stosowny  wybór  czyn- 
ili ^hf  "m7  A*,...  do  pewnych  zasadniczych  typów  nieskończonych  ułam- 
eiągłych.  Jako  takie  typy  zasadnicze ,  przyjmujemy  takie  ułamki 
*,  których  wszystkie  liczniki  częściowe  są  równe  rzeczywistym  jedno- 
i  +1,  lab   —1,  jak: 
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~'+—+— +...-I h—  typ  zasadniczy  dodatni. 

. ...  typ  zasadniczy  ujemny. 


«1    «J 

«J 

-1  •  1 

•  1  • 

o,       o, 

«s 

o,        oi 

•  1  • 

(— 1)"  •        typ  zasadniczy  o  znakach  na- 
On         '"  przemian  ujemnych  i  dodatnich. 
Przy  ocenianiu  zbieżności  danego  ułamka  ciągłego  nieskończonego  oka- 
zuje się  często    korzystnem   zamienić   dany   ułamek    ciągły,    na  inny  z  nim 
równoważny,  należący  do  jednego  z  typów  zasadniczy  czy  eh. 

8.  Ułamki  ciągle  nieskończone,  złożone  z  samych  wyrazów  dodatnich. 

Niech  będzie  dany  ułamek  ciągły  kształtu: 

Mf  4~  +  ...+!  +  •••  (14) 

a,      a2      a3  an 

w  którym  mianowniki  częściowe  alt  a,,  a3,...,  a*,...,  są  wszystkie  dodatnie. 
Oznaczmy  jego  wartości  przybliżone  kolejno  przez  Wu  Wi}... ,  TP,,...,  to 
zauważymy  przedewszystkiem,  że  w  takim  ułamku  ciągłym  wartości  przy- 
bliżone parzystego  rzędu,  tworzą  szereg  rosnący:  TF2<Tłr4<  We<Z...<Z  TFV, 
wartości  przybliżone  nieparzystego  rzędu ,  tworzą  zaś  szereg  malejący: 
^t>  Wz>  Wk  >  ..  >  TFar+i ,  przyczem   W*  <  WW 

Wobec  tego  zarówno  wartości  przybliżone  parzystego  rzędu  W%r  (r=l, 
2, 3...),  jak  niemniej  wartości  przybliżone  nieparzystego  rzędu  T^r+i  (r—l,  2,3...) 
będą,  przy  nieograniczenie  rosnącem  r,  zdążały  do  pewnej  granicy  skoń- 
czonej. Granice  te,  mogą  byó  dla  obu  szeregów  wartości  przybliżonych , 
równe  lub  między  sobą  różne. 

W  pierwszym  przypadku,  wartości  przybliżone  ułamka  ciągłego  dążą 
do  jednej  granicy  skończonej  W,  ułamek  ciągły  jest  tedy  zbieżny,  a  ta 
granica  W  jest  jego  wartością  ,  w  drugim  przypadku,  ułamek  ciągły  waha 
się  między  dwiema  granicami  skończonemi  W  i  W'  jest  tedy  oscylacyjnym. 
Ażeby  ocenić,  kiedy  który  z  obu  przypadków  w  danym  ułamku  ciągłym 
nastąpi,  weźmy  pod  uwagę  wzór: 

a  zauważymy,  że  dany  ułamek  jest  wtedy,  i  tylko  wtedy  zbieżny,  jeżeli: 

lim.QtrQir+i°~+«>.  (IB) 

Ponieważ  jednak:  9,-a,,...,  C.-Q.-i+o»Qfj-ii  (*>»),  więc  Qn>Qn-i>Oł 
przeto  widzimy,  że  zarówno  mianowniki  Q%r  wartości  przybliżonych  parzy- 
stego rzędu,  jak  mianowniki  Q%r+\  wartości  przybliżonych  nieparzystego  rzędd 
rosną  wraz  z  rosnącem  r.  Warunek  (lB)  spełni  się  zatem,  gdy  albo  &^ 
albo  &r+M  otrzymuje  dla  r=  +  oo  wartości  +oo. 

Dla  ocenienia  tego,  otrzymujemy,  na  podstawie  wzoru:  C.^Cn-a+OmC.-^ 
ze  względu  na  to,  że  ^2r>l,  kolejno  następujące  nierówności:  i 

ogólnie  : 
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Warunek  16)  staje  się  zatem  spełniony,  ożyli  ułamek  ciągły : 

al  <h  aZ  <*n 

jest  zbieżny,  gdy  szereg:  ai+az-\"0L  +  ...+Osr+i+«..  jest  rozbieżny.  W  takim 
razie  będzie  jednak  także  zbieżnym  ułamek  ciągły  : 

a1+— +—+...+  — +... 
a2      a3  am 

coby  wymagało  rozbieżności  szeregu:  aa+a4  +  ...+Oar -(-... 

1    •   1    •   1    •       •  1   • 
Ułamek  ciągły  nieskończony : 1 1 \-...Ą (-...jestwięc zbieżnym, 

^1         **2         ^3  ^* 

jeżeli  jeden  z  szeregów  :  o, +a3+a5  +  ...  +  dar+i  +  ...  lub  aa  +  a4-ł-a6-ł-  —+«ar-t-... 
iest  rozbieżny,  albo,  eona  jedno  wychodzi,  jeżeli  szereg:  a1+a2+az  +  ...+an  +  »* 
jest  rozbieżny,  jeżeli  zaś  ten  szereg  jest  zbieżny,  wtedy  dany  ułamek  ciągły 
i63**  j*k  już  wiemy  z  art.  6.,  niewłaściwie  rozbieżny,  a  to  oscylacyjnym 
między  dwiema  skończonemi  granicami. 
Mamy  zatem  twierdzenie  : 

Ułamek  ciągły  nieskończony: i 1 Y  —  Ą h...   jest    zbieżny,    lub 

at      a2      a3  an 

oscyluje  między  skończonemi  granicami,  zależnie  od  tego,  czy  szereg :  axĄ-a%+az  +  ..t 
-+a«+...  jest  rozbieżnym ,  czy  też  zbieżnym,  albo,  co  na  jedno  wychodzi,  czy 
prąnajmniej  jeden  z  szeregów:  ax  +  a3  +  ...  +  02r+i  +  ...  lub  a2+ak  +  ...+a%r+...  jest 
rozbieżny,  czy  też  żaden. 

•.  Uwaga.  W  przypadku  rozbieżności  szeregu:  at  +  <h  +  «j +•••  +  <*«+•••»  ft  wiec  zbież- 
ności ułamka  ciągłego  nieskończonego  :  — [ f-...-j (- ...  możemy  ułamek  ciągły  prze- 

rwać  na  *-tym  wyrazie  —  ,  a  więc  zastąpić  dany  ułamek  ciągły  nieskończony  W  przez 
nłtinek  ciągły  skończony  W%,   będzie   bowiem  wtedy  błąd  W—W%,   bezwzględnie  wzięty: 

|8|  — |IF-?r.|<|   Wm+l-Wn\, 

»  że:  lim-—_^- aO,  przeto  możemy  przy  obliczaniu  wartości  danego  ułamka  ciągłego 

nieskończonego  przy  każdem  przerwaniu  jego  ocenić  dokładność  rachunku. 

10.  Wracając  do  ogólnego  ułamka  ciągłego  nieskończonego  o  dodatnich 
wyrazach,  otrzymujemy  następujące  kryteryum  zbieżności: 

Ułamek  ciągły  nieskończony:  —+  —  +  ...+  —+..  jest  zbieżnym,    lub  oscy- 

tye  między  pewnemi  skończonemi  granicami,  zależnie  od  tego,  czy  przynajmniej 
Hm  z  szeregów : 

2ra3B0Piiy..i>ir-i         lub  y  p*p*-  -P*r    .  «*±L 
r=1     P%Pk-P*       *  SfftJP3-l>2r.l        Plr+1 

hi  rozbieżny,  czy  też  żaden. 

11.  Wystarczające,  choć  nie  zawnze  konieczne  kryterya  zbieżności  ułamków  ciągłych 
*takotezonyeh,  złożony  eh  z  samy  eh  wyrazów  dodatnich.  Powyżej  podane  kryteryum  zbież- 
ności lub  niewłaściwej  rozbieżności  ułamków  ciągłych  nieskończonych ,  złożonych  z  samych 
*ymów  dodatnich ,  okazuje  się  częstokroć  niewygodnem.  Zastępujemy  je  wtedy  innemi 
ktyteryami,  które  są  wprawdzie  wystarczające,  ale  nie  zawsze  konieczne. 
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1.  Jeżeli  szereg:  a{at+  ata2Ą- ... -|-  ana*+\  +  ...  jest  rozbieżny,  natenczas   ułamek  cią 

+  -+•■■+       +  Jest  zbieżny. 

Jeżeli  bowiem  szereg  :  axa%  +  a^a^  +  ...  +  °«  °*+i  +—  Jest  rozbieżny,  natenczas  taki 
szereg:     a,  +aa  + ...  +  a»  +  ...    jest    rozbieżny,     a    zatem     ułamek     ciągły     nieskończony 

*  +  «  +  •■•  +  «  +•••  Je8t  zbieżny-  I 

2.  Jeżeli  szereg:  +  +  ...  +  ^-^ |- ...    jest    rozbieżny,     natenczas     szenjf 

A  +  *»  +  E?  +  ...  +  ?-  +  ...  jest  zbieżny. 

?1  ?!  ?J  'i» 

Jest  bowiem  wtedy  :  a*  an+l  =  ,  (w  =  1,  2, ...). 

8.  Jeżeli  w  danym  ułamku  ciągłym  nieskończonym  :      !  +       +  ...  +    "  +  •■•    od    pt-w 

nego  n  począwszy  jest  qn>  f>» ,  a  szereg:  qt-\-  q%  +  —  +?•+••  j^st  rozbieżny,  natencza 
dany  ułamek  ciągły  nieskończony  jest  zbieżny. 

Wtedy  bowiem  mamy:  ±^1"?'  >  g„  a  więc  z  rozbieżności  szeregu:  qx  +  v*  +—+'/« -f- 
p«+i  = 

wynika  rozbieżność  szeregu  :    — -  +       8  +  ••  +  —  +  — ,  a  tern  samem  według  2.  zbież 

ność  danego  ułamka  ciągłego  nieskończonego. 

4)  Jeżeli  szereg:  V '«i0*+V '<h»a  +  ...  +  Y/«»a«+t  +  —  Je8t  rozbieżny,  natenczas  uła- 
mek   ciągły    nieskończony: j-       +...  +       4- ...  jest  zbieżny. 

,  «=•         

Jest  bowiem  Y/a«  a/»+i  <    "         "     ,  a  więc  rozbieżność  szeregu:  ^V  \/an  a«-H   pociąga 

»=i 

*=ix  w_oo 

za  sobą  rozbieżność  szeregu :     ^V  t>  w       =     !  -j-^  «*  a-  tern  samem  zbieżność  daiu-go 

»=1  "  «=2 

ułamka  ciągłego. 

12.  Ułamki  ciągle  zwyczajne.    Jeżeli  w   ułamku   ciągłym   są    wszystkie 

liczniki  częściowe  równe  +1,  a  mianowniki  liczbami  szeregu  naturalnego: 
1,  2,  3,...,  natenczas  nazywamy  taki  ułamek  ciągły  zwyczajnym;  przed- 
stawia się  on  w  postaci : 

q0  +  —  +—  +-.+       +- 
i  ma  wartości  przybliżone,  określone  wzorem: 

Pn^Pn-ign+Pn-l 

18.  Wartości  przybliżone  skończonych  ułamków   ciągłych  zwyczajnych 
mają  następujące  własności: 

1)  Liczniki   i   mianowniki   wartości    przybliżonych     "     danego     ułamka 

V* 

ciągłego  zwyczajnego  są  liczbami  szeregu  naturalnego,  rosnącemi  wraz 
z  wskazówką  w. 

Własność  ta  wynika  z  wzorów:  Pn  =  Pn_2-\-qnPn_i ,  Qn^Qn-2+qnQn-\- 

2)  Liczniki    i    mianowniki    każdej     wartości    przybliżonej    są    liczbami 
względem  siebie  pierwszemi. 

Własność  ta  wynika  z  wzoru:  Pn  ^n-i— QnPn-\  =  (—l)*~~** 
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k    3)  Każda   wartość  przybliżona  leży  bliżej  każdej  uastępnej  ,  jak  której- 
Wek  poprzedniej   wartości  przybliżonej  : 
Jest   bowiem  : 


Qn+r  Qn  !  Qn+r  Qn-\ 

4}  Bezwzględna  wartość  różnicy  między  w-tą    a  r-tą  wartością  przybli- 
M|,  gdzie   n*>r,  jest  mniejszą,  jak  1 :  Qr2. 
Jest   bowiem: 


2 


5)  Mianownik    b    każdego    ułamka    zwyczajnego     ,    ,    leżącego    między 

P  P 

pema  po   sobie  następującenii  wartościami  przybliżonemi :      *~"     i    ■"    jest 

v«— i     v» 

jtkszy,  jak   mianownik  Qn. 
Jest   bowiem  : 

lem: 

ąd,  pomnożywszy  tę  nierówność  obustronnie  przez  &.^*-.i,  otrzymujemy 

ie:  >1,     przeto     6>C*. 

6;  Ułamek  zwyczajny    y  ,  któryby  leżał    bliżej    wartości      " ,  jak   war- 

Pr 

K   przybliżona     ~  y  musiałby  mieć  mianownik  b  większy,  od  mianownika  Qr. 


Skoro    bowiem  : 


Q,  b    !  ^     Qn  Qr     ' 


U  P         P 

ułamek     .     musi  leżeć  między  wartościami  /  i     r"~  ,     przeto     musi     być 

14.    Ułamek  ciągły  nieskończony  kształtu: 

111  1 

?o  +      +        4--+...  +  -  +  ... 
Q\       ?2      ?s  <1« 

pn 
•zymuje    wartości    przybliżone      n    o    coraz    większych    mianownikach     Q,n 

^re   rosną    wraz  z  n  i  stają  się  wraz  z  n  nieskończenie  wielkimi. 

Taki    ułamek  ciągły  nieskończony  jest    zawsze  zbieżny,  a  jego  wartość 

iniczna   leży    między  q0    a  g0  +       jest  więc  zawsze  dodatnią  i  mniejszą  od 

gdy  &— °- 
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.  .    Pm 

Wartość  ta  z  leży  tern  bliżej  wartości  przybliżonej  ^ ,  czem  większy! 
jest  wskaźnik  n,  przyczem  jest  zarazem: 

Wartość  graniczna  zwyczajnego   ułamka   ciągłego   nieskończonego    jeas 
zawsze  niewymierną. 

*Gdyby  bowiem  liczba  x  była  liczbą  wymierną  równą  -=-,  natenczas  mit 

siałby  ułamek   -=-   leżeć  między  dwiema  bezpośrednio  po  sobie  następuj ącenii 

wartościami  przybliżonemi ,    mianownik  b  musiałby    więc   być   większym  od 

każdego  mianownika  Qn,  co  jest  niemożliwem,  gdyż  mianownik  Qm  staje  sim 

wraz  z  wskazówką  n  nieskończenie  wielkim. 

p 
15.    Nawzajem,  nietrudno   dowieść,   że    każda   wartość   przybliżona    n 

podaje  wartość  A  nieskończonego   ułamka   ciągłego  zwyczajnego  dokładniej 
jak  jakikolwiek  ułamek  zwyczajny  sprowadzony  do  najprostszej  postaci     ,  » 
w  której  mianownik  b  nie  jest  większy  od  mianownika  Qn. 
Otrzymujemy  bowiem  w  tym  przypadku  nierówności : 


<  A-%\<\P"-1 


\A~-  -  

I  b      "       Qn\^\Qn-r       -■' 


które  są  tylko  wówczas  możliwe,  gdy  nietylko  A  lecz  także  h    leży  między 

P  P 

wartościami  przybliżonemi      ^  i  ^,  a  więc  gdy  b>Qn. 

V»— 1  Sin 

16.  Twierdzenie.    Dwa  zwyczajne  ułamki  ciągłe  nieskończone  są  tylko  wów- 
czas równe,  gdy  są  tożsamościowe. 

Dowód.    Niech    będą    bowiem    dane    dwa   ułamki    ciągłe    nieskończone, 
kształtu : 

o  których  przypuszczamy,  że  A=A\ 

Położywszy     Rn  =  ■-+-         +  ■..,     .#,,'=— ;+-; [-•••>  otrzymamy   dla 

Qn     qn+\  qn      g«+i 

wszelkiego  n  >  1  nierówności  : 

0<Rn<l,    0<i*'„<l, 
a  że  A=A\  przeto  będzie  q0+Ri—q'Q+R'i}  a  więc: 

Ponieważ  qQ  i  q\    są   liczbami   całkowitemi ,    przeto    wynika  stąd ,    że  : 
?oe?o'  a  zarazem  Ri^=R1ł. 

Jeżeli  zaś  dla  pewnego  n  mamy  Rn=*R'my  a  więc  qn  +  Rn+\=sq,n+Ittrl+\  to 
będzie  także,  qn—  ?'*  =  j  Bw+i  —  -R'»+i  <1, 

a  tern  samem  £»=}*',  Rn+\  =  -R'«+i ,  zatem  musi  być  ogólnie  q*-=q'n  dla  wszel- 
kiego w ,  czyli  oba  ułamki  ciągłe   równe  muszą  być  zarazem  tożsamościowe. 
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17.  Rozwijanie  liezb  wymiernych  i  liezb  niewymiernych  na  ułamki 
fb zwyczajne.  Twierdzenie  o  zwyczajnych  ułamkach  ciągłych  skończonych: 

idką  liczbę  ułamkową  wymierną  -=-  można  zawsze  i  to  tylko  na  jeden  sposób 
ienić  na  skończony  ułamek  zwyczajny. 

Mianowicie,  na  podstawie  relacyj  :  a  =  q0b+riy  b=qtrt+r21  ri*=*q2r2+rZ}... 
L-i=?« rm+rm+t,  gdzie  0 < rm+{  < rm  ,  a  liczby  q0}  g2,...,  £„,,...,  ru  r2,.. 
Tm ,  ...  są  liczbami  szeregu  naturalnego ,  otrzymujemy  ostatecznie : 

>  « „+i+±+...+i. 

f  Twierdzenie  analogiczne  o  zwyczajnych  ułamkach  ciągłych  nieskończo- 
jk:  Wszelką  liczbę  niewymierną  można  zawsze  i  to  tylko  na  jeden  sposób  za- 
mi  na  zwyczajny  ułamek  ciągły  nieskończony. 

k  Niech  będzie  bowiem  A  jakąkolwiek  daną  liczbą  niewymierną  a  qQ 
■riększą    liczbą    całkowitą    w    A   zawartą.    Połóżmy    tedy:   A  =  q0+au    to 

łne  at  <C  1 ,   zatem  —  >  1. 

l  Połóżmy  — ^ffi  +  04,  — =^2  +  a3>---i  —  =  ar»-f-«n+ił  to  ilość  tych  związków 
t  &i  a2  a% 

m  nieograniczona  ,  bo  każda  z  liczb  On  jest  znowu  liczbą  niewymierną. 

Otrzymujemy  tedy : 

A-        ,i,    1     .        .  1         _P,+  P,-i«,h-i 

^rm^^r-i)'  (16) 


r  «. 


1 
p„ 


<  VT2  "i 


-4=  lim  n  . 

18.   Przykład.   Rozwinąć*   ludolfinę   7:^8-1416926...   na  zwyczajny   ułamek  ciągły. 

Połóżmy  TT  —  31415926  +  ~7,  gdzie  0<«<1  i  rozwińmy  iloraz 7      —  na  uła- 

Ir  ciągły  a  otrzymamy  : 

r,  =  1416926  +  a  0o-- s 

10'  88518-7*  7 

r,=  88618-7  a 

rt  88156-106* 

--16  + ,  ft-lB 

ri=«88166-106a 

r,       ,    ,   862— 118« 

-  =  1  H »  ft  =  1 

r3  r3 

r4^862— 113  « 

*-«+*,  *=292' 

Przy  zamianie  danej  liczby  niewymiernej  na  ułamek  ciągły  korzystnie  jest  po- 
Pcszyć  ostatnią  daną  cyfrę  o  1  i  rozwijać  równocześnie  oba  ułamki,  jak  w  tym  przy- 
tka,' ułamki :  3-1416926  i  81416927,  przerywając  rachunek  w  tym  miejscu,  gdzie  w  wy- 
mb  obu  ułamków  ciągłych  okazuje  się  już  różnica. 
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19.  Ułamki  ciągle  nieskończone,  których  wyrazy,  począwszy  od  dratriegro 
są  ujemne.  Jeżeli  wyrazy  danego  ułamka  ciągłego  nie  są  wszystkie  do- 
datnie,  wówczas  niepodobna  z  góry  orzec  o  jego  zbieżności  bez  osobnego 
rozważania ,  zastosowanego  do  każdego  poszczególnego  przypadku.  Najbar- 
dziej interesującym  jest  rodzaj  takich  ułamków  ciągłych,  których  wyrazy 
począwszy  od  drugiego,  są  wszystkie  ujemne. 

Niech  będzie  ■  px    •    p2    •   p.Ą    • 

Qi        02        ft 
tedy  otrzymamy  w  myśl  wywodów    Tomu  I.  art.  18.  str.  405.  wartość  w-tcgu 

reduktu:  ft_ft  ,-ftft   ,    Piftft  ...       .   *ift---fli  ,17l 

Wartość  ta  złożona  jest  z  samych  liczb  dodatnich,  nie  może  być  przeto 
nieoznaczoną. 

Przyjmijmy  do  tego,  że  dla  wszelkiego  n  będzie  ?»>/>«,  tedy  będzie: 

Pn  P 

q  <,  1,  a  więc  także:  a1  =  lim  *<1,  to  znaczy:  Dany  ułamek  ciągły  jest 
zbieżny.  Mamy  zatem  udowodnione  twierdzenie: 

„Ułamek  ciągły  nieskończony:     *  —  -  -  —       , ...  jerf  zbieżny  jeżeli:  {» >!>.,. 

3l  02  03 

W  tym  wypadku  są  redukty  wszystkie  mniejsze  od  wartości  całego 
ułamka  ciągłego,  tworząc  zarazem  szereg  liczb  rosnących,  zbliżających  sie 
coraz  bardziej  do  wartości  całego  ułamka  ciągłego. 

Wartość  ułamka  ciągłego  nie  może  być  w  tym  razie  liczbą  wymierną. 

gdyż  gdyby  liczba  x=    1  —     2  —  -  *■  —  ...  >     '    była  liczbą  wymierną  -,  tedy 

łi        «a        fc  *i  « 

musiałyby  liczby  P  i  Q  być   liczbami    całkowitymi    skończonymi ,    przyczeui 

byłoby  C2>P,  a  przeto  w  różnicy: 

musiałaby  liczba  A^/fy—  C/^    być  liczbą  całkowitą,  przyczem  byłoby  znowu 

N-Q    -    ««    -ft    1^_*>4_         ^*>2 
^  ^  02  03  04  «2 

gdzie  P^>  N.  Postępując  tak  dalej,  musielibyśmy  otrzymać  szereg  nieskoń- 
czony liczb  całkowitych  i  dodatnich,  oraz  malejących:  Q>  P>N.  ..co  jest 
niemożebnem ,  gdy  P  i  Q  są  liczby  skończone.  Wartość  ułamka  ciągłego  nie 
może  być  zatem  liczbą  wymierną.  Wyjątek  stanowi  jednakże  przypadek, 
gdy  dla  wielkiego  n  będzie  qm  =  pH  +  1  wtedy  otrzymamy  bowiem  według 
Tomu  I.  art    20.  str.  406: 


Q*       1  +Pi  +i?iP2  +ftftPa  +  •  •  •  +P1P2  •••!»•' 


(18.) 


przeto :  =lim      =1. 

Przykład).  1)  Ułamek  ciągły:  ^ ; _ —  ,  ..,  jest  zbieżny    i  ma  za  warto&f 

^         o         4         o 
liczbę  niewymierną,  mniejszą  od  1. 

2)  Ułamki  ciągłe: 

1  j_  2    ._  8  JL  _1  3  J_  5  _L         2  J.  4  L  *. 

2  8  "     4  '"  '     2        4        6       *,,;    8        6        7  '" 
są  zbieżno  i  mają  wszystkie  wartości  =  1. 
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20.  Ułamki  ciągłe  peryodyczite.  Jeżeli  ułamek  ciągły  ma  tę  własność, 
yd  pewnego  wyrazu  począwszy  pewna  grupa  wyrazów,  stale  się  powtarza, 
Wiczas  nazywamy  tę  grupę  stale  się  powtarzającą  peryodem,  a  dany 
Dek  ciągły    ułamkiem  peryodycznym. 

Ułamek  peryodyczny,  w  którym  peryod  zaczyna  się  zaraz  od  pierw- 
p>  wyrazu,  nazywamy  ułamkiem  ciągłym  czysto  peryodycznym, 
unek  taki ,  mający  peryod  złożony  z  m  wyrazów,  przedstawia  się  ogólnie 
postaci  : 

*  +  A  +  ., +*-+*  +  .., 

lie  zarówno   częściowe  liczniki,    jak    mianowniki    mogą    być    zupełnie  do- 
łnenii   liczbami  rzeczywistemi  lub  zespolonemi. 

Dla   takiego  ułamka  ciągłego    otrzymujemy    (m-fn)tą    wartość  przybli- 
żą w   postaci  : 
1  P 

•*    Ul 


itąd: 


;      p.« 

9^& 

p 

r>                   *  m- 

ftn+n    _ 

-1    n   +  Pm 

Qm+'      Qm. 

-1?+*" 

(19) 


Jeżeli   dany  ułamek    ciągły    peryodyczny   jest  zbieżny  i  ma  wartość  #, 
lenczas   będzie  : 

lim       T    =  hm       =  *, 
zeto  otrzymujemy  z  wzoru  (19)  wzór  graniczny  : 

^""'rto'"'  ('20) 

stąd    na   wyznaczenie  wartości  o:  równanie  drugiego  stopnia  w  postaci : 
Qm-iX*+{Qm-Pm-i)x— Pw=0,  (21) 

lorę    nazywamy    równaniem     kwadratowem,    przynależnem    d  a- 
mn  ułamkowi  ciągłemu  peryodycznemu. 

21.  Otrzymane  równanie  kwadratowe  (21)  ma  dwa  pierwiastki.  Aby 
tenie ,  czy  dany  ułamek  ciągły  peryodyczny  jest  zbieżny  i  który  z  dwu 
ierwiastków  równania  kwadratowego  przedstawia  wartość  danego  ułamka 
ągłego  peryodycznego ,  weźmy  pod  uwagę  wyróżnik  tego  równania,  który 
fcrzymuje  tu  kształt : 

B^(Pm.x— Qm)2+4:PmQm^  =  (Qlll  +  Pm-i)2^4:(PmQm.^QmPt^O, 
tyli :  /)=ó'2-ł-4P, 

Izie     S=Qm+Pm-\,    P=PmQrn-\-QmP„,-\. 

Jeżeli  wyróżnik  D=0,  natenczas  otrzymane  równanie  kwadratowe  ma 
den   pierwiastek   podwójny  w   postaci  : 

Pm-l — Qm 
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*1?1  *2?2  Ma  ""  *«?« 

Wobec  dowolności  czynników  h  możemy  je  zawsze  tak  obrać,  aby 
wszystkie  liczniki  częściowe  były  równe  1,  a  więc  możemy  dany  ułamek 
ciągły  nieskończony  przekształcić  na  równoważny  ułamek  ciągły  nieskoń- 
czony, kształtu: 

Q  «!  <*2  a3  a* 

gdzie  ar—hrqr,  przyczem  : 

t,  Plth  •  •  -P*r-2  j,  IWf  --Jfor-l 

Ajr-i38 i      "2r  = • 

PlPs-<  -P2r-1  P2^4-'  •*)*- 

6.  Badanie  zbieżności  lub  rozbieżności  danego  ułamka  ciągłego  za  po- 
mocą badania  zbieżności  lnb  rozbieżności  równoważnego  szeregu  nieskoń- 
czonego. Weźmy  pod  uwagę  ułamek  ciągły  nieskończony,  którego  wszystkie 
liczniki  częściowe  są  równe  1,  a  więc  ułamek  ciągły  nieskończony  kształtu : 

17 -i   +  -*-  +  i  +...+  -+...  (10) 

a,       a2       a3  On 

Równoważny  z  nim  szereg  nieskończony  przedstawia  się  według  wzoru 
6)  w  postaci: 

111  1  (—l)"-1 

^"«t"«i«.+e,«."%«;+'"+  «-'i«.'+'-         (ll) 

gdzie  Q{=au  Ql^aia2  +  lf  a  ogólnie  Qn=*Qn-\  an+Qn-2- 

Zbieżność  lub  rozbieżność  tego  szeregu  zależy  od  zbieżności  lub  roz- 
bieżności szeregu : 

s=\1+\^\+^^"+\qztq:\+"-  (12) 

Jeżeli  od  pewnego  n  począwszy,  wszystkie  mianowniki  Qn  są  różne  od 
zera,  wówczas,  jak  łatwo  dowieść,  otrzymujemy: 

|<JLl<(i  +  |a,i).(l  +  !ali)...(l+  cl)... 
Dla  nieskończenie  wielkiego  n  będzie  iloczyn  nieskończony : 

"if  (1  +  :  o.  |)-(l  +  'o,|)  (1+  o, ). .  .(1+  o.  )..., 

11=1 

zbieżny,  skoro  szereg: 

aii+  a2 "  +  •••  +  °n '+•••  j©st  zbieżny,  a  tern  samem  szereg:  ax  +a2  +  ...  +  a„  +  . .. 
bezwarunkowo  zbieżny. 

Pod  tern  założeniem  będzie  szereg  (12)  rozbieżny,  a  tern  samem  będzie 
równoważny  ułamek  ciągły  także  rozbieżny, 

A  zatem:  Ułamek  ciągły  nieskończony :       +       Ą K..+  -  +•»  jest  sausze 

«i       «2      a3  a» 

rozbieżny,  skoro  szereg:  ax  +  a2+o3  +  ...  +  all+...  jest  bezwarunkowo  zbieżny. 

Rozbieżność  ta  nie  jest  właściwą,  gdyby  bowiem  rozbieżność  danego 
ułamka  ciągłego  przy  bezwarunkowej  zbieżności  szeregu  :ot  •+  Oj+a3  +  ..+«»+. 

była    właściwą   byłoby   tedy:    lim  nn=ŁQ0,    a  tern  samem: 
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musiałby  więc  ułamek  ciągły  :-=-  +      ^ 1 h  —  H h  —  zdążać  do  zera, 

1       ax      o2      a3  an 

i  co  jest  niemożliwe ,  gdyż  wobec  bezwarunkowej  zbieżności  szeregu  kształtu: 
i  Oj  +  Oj-ł-  a3  +  ...+afl  +  ...  jest  także  szereg:  l  +  at+a2Ą'  a3  +  ... -ran  +  ,..  bezwa- 
runkowo zbieżny. 

Twierdzenie  powyższe  możemy  uogólnić. 

Ze  względu  bowiem  na  to ,  że  wszelki  ułamek  ciągły,  kształtu : 

?+!'  +?+•••+?  +■■•• 

(Zt      ?2      9z  Q» 

1    •   1    •    1    •       •  1     • 
da  się  sprowadzić  do  postaci  zasadniczej:         +  — | h  —  H —  +•••  na  pod- 

a\  a2         ^3  a* 

stawie  przekształcenia  : 

hi9i  K<h  As^3  "'  hnqn 

gdzie  : 

Al _  X  f ...,  ^.WŁ^-t,  A^-AA  • '  ^r  ,  (r_lf  2,  8| ...),     (i3) 
otrzymujemy: 

„         01  „  ftA  -jPlr-1  _P2P4-P2r  22r+1^_1      O      Q         \ 

!  Pi  P3P4-P2r  PlP3"P2r-l        l>2r+l 

Jeżeli  szereg:  aA  +a2+a3  +  ...  +  aw  +  ...  jest  bezwarunkowo  zbieżny,  na- 
tenczas każdy  z  szeregów:  ^ +a3 +...  +  (12,4-1  +  —  i  a2+  a4  H-  — +«2r+  •  ■  Jest 
także  bezwarunkowo  zbieżny. 

A  zatem  :  Ułamek  ciągły  niesJcomzonościowy :  —  +  —  +—  +  ...+      +  ...   jest 

(i\      Qi      03  i* 

zmrsze  rozbieżny  i  to  niewłaściwie  rozbieżny ',  ./e&fó  Awitfy  z  dwu  szeregów: 

r=  r=0 

2^giJlJP3-JPfr-1 

r=ao  r=» 

.     ^  ^  P2P4  —jP2r  Jlr+1 

J~J         T         ^PlP3-P2r_l    P2r+1 

./>$/  bezwarunkowo  zbieżny. 

7.  Zasadnicze  typy  nieskończonych  ułamków  ciągłych.  Prawidło  prze- 
kształcenia  ułamków   ciągłych   nieskończonych ,   kształtu : 

Qi       ?2       ?3  2» 

na  ułamki  ciągłe  nieskończone ,  kształtu  : 

h\Pi  ;   M2P2   ;  MaA   ;     ;  K-iKpn  • 

,        Ą , -H 7 h  — H —  7, +  — 

h\Qi  K<Ł<1  'H9z  hnQn 

gdzie  dowolne  czynniki :  Al7  h21  ...,  /*«,...  są  wszystkie  różne  od  zera,  dozwala 
sprowadzać  dane  ułamki  ciągłe  nieskończone  przez  stosowny  wybór  czyn- 
ników Aj,  Aj,...,  /*»,...  do  pewnych  zasadniczych  typów  nieskończonych  ułam- 
ków ciągłych.  Jako  takie  typy  zasadnicze ,  przyjmujemy  takie  ułamki 
c^glej  których  wszystkie  liczniki  częściowe  są  równe  rzeczywistym  jedno- 
stkom +  1,  lub  —1,  jak: 
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24.  Przykłady  ułamków  ciągłych  periodycznych. 

1)  Niech  będzie  dany  ułamek  ciągły  peryodyczny,  kształtu:  —  4-       +        4---  grdzit 

p  i  q  są  różne  od  zera,  tedy  ułamkowi  temu  odpowiada  równanie  drugiego  stopnia    w  po- 
staci :  x2  +  qx  =  p. 

Mamy  tedy  S=q,  Z)— g2  -\-4p. 

Jeżeli  D«<0,  to  równanie  x2  -\-qx=p  ma    pierwiastki   sprzężone,   a    ułamek  ciągrły 

jest  wtedy  rozbieżny.  Gdy  Z)  =  0,  równanie  posiada  pierwiastek  podwójny  x  =—  0  ,    który 
jest  zarazem  wartością  ułamka  ciągłego. 

Jeżeli  Z)*>0,   tedy    mamy    w   przypadku  q  $  0  nierówność:  ł  S—\/D    5  >,  S  +  \f  T>    . 
ułamek  ciągJy  jest  wtedy  zbieżny  a  jego  wartością  jest: 

-q+\/q*'+W      lub   -g-V/^+4^" 


2  '    ""  2 

stosownie  do  tego,  czy  mianownik  q  jest  dodatni,  czy  ujemny.    Wartość*  ułamka  ciąg-lego 

jest  w  tym  przypadku  zawsze  równa   bezwzględnie   mniejszemu  pierwiastkowi  równania. 

Na  szczególną   uwagę    zasługuje   najprostszy    z  ułamków    peryodycznych  tego  typu 

_       .        1       j      1       -      1     ; 

w  postaci :  - — |-  —  -\-      + ... 

Mamy  tu  P0=0,  C0  =  P,=11   ogólnie    Qn—Pn+i.    a  przynależne  równanie  kwadra- 
towe w  postaci:  x*+a:=l. 

Wartością  graniczną  tego  ułamka  jest  dodatni  pierwiastek  równania  : 

-1+\A 

*,  =  -— 2—  -. 

Między  licznikami  poszczególnych  wartości  przybliżonych,  zachodzi  tu  relacya  : 

Pn  =  Pn_t  +  P„_2 , 

otrzymujemy  zatem,    ze   względu,   że:  P0  =  0,  P,  =  ] ,    wartości    następne:    Pj  =  1,  P,  =-, 
^4  =  3,  P6=-5,  P6  =  8,  P7  =  18,  P8=21,  P9-=31,  P10  =  55,...  zwane    liczbami    Lame'go. 

2)  Ułamek  peryodyczny  dwuwyrazowy  kształtu  ".  -?-  +     '  +  ?  +       +•••    otrzymuje 
ze  względu  na  zo ,  że:  P,  =  p,  Qt  =*  1,  Pj=/>tf,  C>i  =  '/+r  równanie  przynależne  kształtu: 

*7  +  (9  +  r-  p)x^=pq. 

Mamy  tu  S  =  p  +  q  -f  r.  Jeżeli  N=0,  a  więc  r  =  —  (?'  +  ?),  tedy  ułamek  ciągły  otrzy- 
muje postać : 

1        "T"+  1  "      q     +"• 
a  przynależne  równanie :  a? 2  —  2j>jt  =  p  q , 

ma  pierwiastki  p  +  \/p* +  pq    ip—\/p7-\-pq    rzeczywiste    i    różne,    skoro:     p*-\-M^>Q- 
ułamek  jest  wtedy  rozbieżny. 

Jeżeli  £$0,  to  ułamek  jest  zbieżny,  jak  długo  przynależne  równanie: 

x*  +  (q  +  r  —  p)*  =  pq, 
ma  pierwiastki  rzeczywiste. 

3)  Ułamek  peryodyczny  »i-wyrazowy    kształtu :  x  =  Pl  4*  ***  -f-  —  +  "  4-  -1  +  •• w  ^tó- 

q{        qt  qm        qx 

rym  liczniki  pu  p^ ....  pm  i  mianowniki  qu  qt, ...,  c.M  są  wszystkie  dodatnie,  jest  zbieżny 
Jego  wartość  graniczna  jest  dodatnia ,  określona  dodatnim  pierwiastkiem  przynależnego 
równania  kwadratowego ,  postaci : 

Pm-  1  -  Q,n  +  V/(i^ZI^-  Qm)*  +  4  Pm  Qm~Zj 

2Cw_i 

gd™-  :  (Pm     1-Cm)ł+  4  Pm  Qm-\  >(Pm~x-Q„)\ 

a  więc: 

V(Pm^\^  Q«,)i+PmQm-7>\  Pm-\-Qm  . 
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Ćwiczenia  XXXIV. 
Wysnaczyć  i»-ty  rednkt  następujących  ułamków   ciągłych  : 

q  7*7  q    ^  JV<1V<1 

3)  ''  +  JL+JL +  ...+.?+...  4)  '+ta+?_-ft4.t:ft+ii, 

*  S    T  *  ^       T  ?  T         '    <7  ^?-<?i  ^<?-ft  ^«-a  ^ 

5}  Wyznaczyć  warunki ,  pod  jakimi  dwa  ułamki  ciągłe  o  zmiennej  a?,  kształtu : 

1         ^        h        J &i ;_      j_     6n— 1 

x  +  a0        *  +  a,        tf+Oj       "'       xĄ-an 

l:x     \P\}x_\     Pi'*     \       r      PM:x 

1  l  l  !  +  P2n+1 

ą  tożsamościowe. 

6)  "Wykazać,  że  licznik  i  mianownik  ułamka  ciągłego:        -j-       +  •••  +    ■    sa  odpowic- 
p  równe  mianownikom  ułamków  ciągłych : 

1    +    .*■     +...+*  i     X     +     *"     +...  +  ». 

7)  Wykazać ,  że  wartość  ułamka    ciągłego    leży  zawsze  między  dwoma  po  sobie  na- 
pującymi  reduktami  a  bliżej  następnego. 

p 

8)  Wykazać  ,  że  »-ty  redukt  -"  ułamka  ciągłego  jest  bliższy  wartości  ułamka  ciągłego 

p 

i  jakikolwiek    ułamek     ^  ,  którego  mianownik  byłby  mniejszy,  niż  Q%. 


9)  Między  jakiem  i  granicami  leży  błąd ,  jeżeli  zamiast  ułamka  ciągłego  : 


Śmiemy  jego  (#•— m)-ty  redukt. 

,       10)  Wykazać,   że  ułamek  ciągły  nieskończony: j-        +        +•••+       +—  Jest   zn 

tze  rozbieżny,  skoro  szereg :  ax  -f*  "2  +  a3  +  •••  +  an  +  •••  Jest  bezwarunkowo  zbieżny. 

11)  Wvkazać.  że  ułamek  ciągły    nieskończony:     !4-       +•••  +       +  •••    )est  niewłaści- 
e  rozbieżny,  jeżeli  oba  szeregi : 

p*a-LPlP*tt     ,  Pl^-^r-1 

Pi  PiP4  PlPi    -  Pir 

9}     ,     ft        <h    ,  ,        ***»«  -  ?2r  Sflr  +  1      , 

Pi         Pi    '    Ps        '"  PlP3-P2r-1      '    P2r+1 

bezwarunkowo  zbieżne. 

12)  Wykazać,  że  ułamek  ciągły         +4*       +  —4"        4-—    iost    zbieżnym,    jeżeli 

«i         <h        (h  an  ' 

**£'•  °i  +  *!  +  a3  +  ...  +  «»  + ...  jest  rozbieżny. 

Zbadać  zbieżność  następujących  ułamków  ciągłych  nieskończonych  : 
:**    •     42    •    5*   •    6*    •        •     u*-2)2      • 

13)  ,     +2+8  +  4    +-+  n  +" 
lf     1.2    .   2.3    .3.4    -4.6    •        .n.(»  +  l); 
14  '      2     +    2*    +    2"»    +  ~2*    +•"+        2»  +- 
_      1      .1.2"    .2*. 8».        •   (n-2)n-i .  nn 

lo-:  2  +  3*~  +  ~4*"  +-  +  -(n+lyr-  +••• 


16>* 


-  +-; + (^ir + (sif + (M-łr  +- + c-ż-d  "  +  • 
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1  — l—  J  i 

sin  -g        sin  g         sm  —  sin  — 

■»  -^ +J!($M)+?!^a+., 4.  ■>■+;-  u  +... 

«)   —  j-+-      j J— +-+ ; +- 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia : 

2S)V/2.1+  '  +^  +i+...      26)  V'n_8+  !. +A4.I+.I4.... 

Wykazać,  że: 

™    1+8+2   +   l+8+2  +  l    +" —         "7        ' 

^   1   +2 +3 +T+2  +3 ;+-— 1— 

31)  Dowieść ,  że  :    \A2  +  1  =  a  +  ~  +  ^  4"  •  •■ 

82)  Wykazać ,  że  »-tą  wartość  przybliżoną  powyższego  ułamka  peryodycznego  można 
sprowadzić  do  postaci: 

p» _  v/gł  -  Ł  (•  +y/ł»+iy +  (a  - y/g+jy 

C«  "*  '  (a  +  l/i^Hp)*  -(a  -  \/o»  +  i)"' 

88)  Wykazać ,    że   ułamek    ciągły    peryodyozny,    złożony    z    »   wyrazów    kształtu : 

-} h  ...  4- 1-  ~  +  . . .    można    zamienić   na   ułamek    peryodyozny   jednowyrazowv 

0i        0j  0"       0i 

w  postaci : 

34)  Wykazać,  że  licznik  n-tej  wartości  przybliżonej  ułamka  ciągłego  peryodycznego: 
-     -}-     ■  4"  v  4*  •••  sprowadza  się  do  postaci : 


'-{(^■-(^n^- 


podającej  t.  z.  »-tą  liczbę  Lamę' go. 

86)  Wykazać,  że  *-ta   liczba  Lame'go   P«  (ćw.  84.)  podaje  ilość  wyrazów  w  liczniku 

u- tej  wartości  przybliżonej  ułamka  ciągłego:    1  +  -  +  -  4~  -  4-  ^  +  - 

0i        0j       03  0« 

Wyznaczyć  wartości  następujących  ułamków  ciągłych: 

"»Wlł+i+-ł+-K  +  i-tó+£+4 
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1     ;    1    ;  ,.v  «.  .    1  /,„  .   T27    :    27 


«>3+n<6  +  L-6+r5  +  S  +  -]>-  «o.  +  -}-+|4  1  +  1+1+ ;-  +  -. 

44)  Dowieść  ,  że : 

,    1  j_  1     -    1    L  1    L  1    .    1    • 
*  +  T  +  T  +  7  +  Y+6  +  a+--      .  +  1 


45)  Dodatni  pierwiastek  równania  3»*  +  8a5— 7=0,  zamienić  na  ułamek  ciągły. 
\   46)  Dowieść ,  że  jeżeli  w  ułamka  peryodyoznym       +   -+•••  zastąpimy  />  przez  —  p', 

przez  95+  2p,  to  otrzymamy  nowy  ułamek   peryodyczny,  który  przedstawia  kwadrat 
jo  ułamka  wzięty  ze  znakiem  ujemnym. 

47)  Dowieść  ,  że  jeżeli  w  ułamku   peryodyoznym :       +       + ...  zastąpimy  p  przez  p1 

ttez  q*-ł-3pq,  to  otrzymamy  nowy  ułamek  peryodyczny,  który  przedstawia  sześcian 
ułamka  peryodycznego. 


Rozwiązania  XXXIV.    1)    ? = 


*     (ui^y-a-t:^r 


t7' =    p-^-i  +  Ct*)^-^ + ... '    8)  <*"        P«  +  (',T1)?i'"-a+  • 


h 


'Pi»  *o  =  Pi  Pu  ^  =  Pir  +  P2r+i»  fcr-i— P2r-iP2r-  9)  Między  granicami :  ftft '"*■■-«■+* 
PiPi  -  P»-»+i —  18)- 17)  zbieżny.  18)  rozbieżny.  19)  rozb.  20)  zbieżny  gdy 


m(Qm-m+l+pn-m+%  Qn-m) 

**,  rozbieżny,  gdy  «>#*.  21)  zbieżny,  gdy  «<2.  22)  rozbieżny,  gdy  «>2.  23)  zbież/iy. 
Urieiny.  86)  \/2.  97)  V~2 .  88)  Y/ B .  89)  V  6  .  40)  2+\/¥.  41)  \/ 7 .  42)  \/l7. 
Matni  pierwiastek  równania:   (b  +  l)xt—~ {abĄ-aĄ-  6-~l)a5  =  a +  1.    46)        +  ^r  +  «  + 


Literatura.  J.  Lieblein.    Sammlung   von  Aufgaben  aus  der  algebraischen  Analysis. 
1867.  J.  A.  Ser  ret.  Handbuch  der  httheren  Algebra  deutscb  bearbeitet  von  G.  Wert- 
,   Leipzig    1868.     Dr.    Otto    Stoi  z    und   Dr.  J.    Anton   Gmeiner.    Einleitung   in    die 
iktionentheorie  II.  Abtheilung.  Leipzig  1905. 


'  lematy  do  rozprawek  naukouyth: 

1.  Przekształcanie  ułamków  ciągłych. 


2.  Zbieżność  ułamków  ciągłych  zwyczajnych. 
8.  Teorya  ułamków  ciągłych  peryodycznych. 


Dr.  DziwiAiki.  Wykł.  inaUm.  I.  Tom  II. 


Wyktad   XXXV. 

Przekształcanie  szeregów  i  iloczynów 
nieskończonych  na  ułamki  ciągłe  nieskończone. 

1.  Przekształcanie  szeregu  nieskończonego  na  ułamek  ciągły  nieskou 
ezony.  Ułamek  ciągły  nieskończony  kształtu: 

<ł\      ft      93  «- 

możemy,    jak    wiadomo ,     zamienić    na    równoważny    szereg    nieskończona 
kształtu : 

gdzie  :  u0  =  qot  «,  =  A  ,    *-^-"£  ,  (r-2,  3...). 

Możemy  zatem  położyć: 

p 

n=3f/0+tt1-t#2+«3~u4  +  ...  +  (— I)*-1!!,,  gdzie  m-1,  2,  3,... 

Sin 

Równania  te  mogą  służyć  naodwrót  do  zamiany  szeregu  na  równo- 
ważny ułamek  ciągły  nieskończony,  co  się  da  nieskończenie  wielu  spo- 
sobami uczynić.  Przyjmując  na  razie  mianowniki  Qr  wartości  przybliżonych 
dowolnie ,  otrzymamy  na  wyznaczenie  liczników  częściowych  wzory  : 

u  0 

ogólnie  :  p, f  ,.r ,  (r=2,  3,  4, ...),  (1) 


przyczem  Go^l*  natomiast   mianowniki   częściowe    będą  określone  wzorami: 

ogólnie  :  ffr-   ^~^Qr  ,  (r-S,  3,  4, ...).  (2) 

Obierzmy  mianowniki  Qr  wartości  przybliżonych  tak ,  aby  częściowe 
liczniki  i  mianowniki  szukanego  ułamka  ciągłego  były  funkcyami  całkowi- 
temi  wyrazów  ur  równoważnego  szeregu. 

W  tym  celu  połóżmy:     Q,— 1,  $2=wn  Qr^uxu2  ...t*r_i ,  (r=2,  3,  4, ...). 

Wskutek  tego  będziemy  mieli : 

Pl=Ui1    ^t  =  li   P2=U2>    ft*-*!—  «27  Pr  =  Ur-2Un    qr  =  Ur-\—Ur ,    (f=3,    4,    5...), 


—  663  - 
imsamem  wzór: 

ekształcający  dany  szereg  na  równoważny  ułamek  ciągły. 

2.  Przekształcenie  szeregu  potęgowego  na  ułamek  ciągły.  Chcąc  dla 
ich  szeregów  otrzymać  możliwie  najprostsze  ułamki  ciągłe  równoważne, 
yjmijmy  najpierw,  że: 

^=0,  «r--£^-,  (r-1,  2,  3...). 

Pod   tern  założeniem,  na  podstawie  wzorów  (1)  i  (2),  otrzymujemy: 
_  _  <*t*  n  n  arbr-iX      Qr  ar-\bry—arbr-xx      Qr 

^1^  ar-\bry     Ht-i  ar„\bry  Hr-\ 

)  Jeżeli  więc  przyjmiemy:  Q{  —  6,  y,  ogólnie:  <^.=  tf,._i  6r.v  Cr-i,  (r=2,  3,4...), 

rrzymamy  przekształcenie  w  postaci : 
ai*  _   a*x*   ,     «a*3  _   «4^4    ■       .  ,     iy.-i  "»*"  = 

M      hv2     \y*      W  ».r 

*iy      ai*2^  —  0,6,3  o„_i  &„  #  —  a„  ft„_i  z ' 

Z  wzoru  tego  otrzymujemy  dla  y— 1,  wzór: 


«i 


s--7z2+  ^^-f^ł  +  ^  +  f-l)—1-"*"- 


&i  i2  63  64  &! 

^a,#    •    _a26il*       •       •      an^an b2n^x  (6) 

65        a,  bt  —  a2biX     '"      an-\bn  —  anbn-\x' 
■edstawiający    zamianę    dowolnego    szeregu    potęgowego    o    wykładnikach 
Ikowitych  na  równoważny  ułamek  ciągły. 

l     Dla  a:=*l  otrzymujemy   odpowiedni  wzór  dla  szeregu  potęgowego,  upo- 
pkowanego  według  ujemnych  potęg  zmiennej  niezależnej  y  w  postaci: 

'      ^•-^-'+^,-:>-^-k-i>-'^'— 

=  _«!_      '     _?2_Vy  ,  '  Un-ianb-n-ty  (6) 

Jako  szczególne    przypadki    tych    wzorów  wypływają  ,  jeżeli  położymy 
i  Jj  =J2  =  ...  =  &*  =  1,  to  znowu  ax  =  a2=...  =  all=l,  wzory  następujące: 

aix—  a2#2+a3a?3— a4a4+. ..  +  (-—  I)"-1  unxn  = 
1         at — fl2  a:      a2 — ^^  o»-i — #*# 

y     a\y— «2     a2y— a3     "'     ««-iy— «n 
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$.  Priyjmijmy,  śe  w  danym  szeregu: 

wówczas  mamy,  na  podstawie  wzorów  (1)  i  (8): 

Przynależny   ułamek  ciągły    otrzymuje   tu   najprostszą    postać, 
położymy : 

Ci  -  \V,    Qr  -  br»  Qr-i ,  (r«2,  3,  4...), 
otrzymamy  tedy  odpowiedni  wzór  przekształcenia  szeregu  na  ułamek 
w  postaci : 

aix       a1ą%x%  i^-i*!^"'**^ 

hv      bi*>y*  +'"+l     ;     Mt-t-jT 

_  aix    i      aibjSy      •      •     c^ft—isy 

kładąc  «,  =a2«....«lł  otrzymujemy  stąd  wzór  w  najprostszej  postaci: 

Xx  OP1    ,      z*  xk  (— l)"-1*" 

-*-    -         —  -  +...+  — 


i|-     6j  —  ^       ftj  —  x  6*  —  a? " 

Przykłady.  1)  Szereg  wykładniczy  e»  zamienić  na  ułamek  ciągły. 
Mamy  tu : 

er-1  +  T  +  T72  +  T^8+-  +  r2T8^;  +  - 

otrzymujemy  zatem  według  wzoru  (10)  wprost  żądane  przekształcenie  w  postaci : 

*"         +  T  ~"  2  +  x  "  S  +  x  ~~  "'  ~~   n  +  x         "• 
ważne  dla  wszelkiej  wartości  zmiennej  x. 

2)  Szereg  logarytmiczny  przekształcić  na  ułamek  ciągły 
Mamy  tu  dla    x|<;i,  szereg: 

X  X*  X*  JC*  T* 

log(l  +*)-*-   2   +    3    -  -4-  +  -  +  (- 1)-1  -„•  +  •• 

otrzymujemy  zatem  według  wzoru  (8)  odpowiedni  ułamek  ciągły: 

*    •       x  2*x  8'ar      •  nlx 

log  (1  +  *)=  l  +  ¥_  x  +  g_2a!  +  r_^  +  ...  +  {n+l)_nx  +  - 

zbieżny    dla    |a?l<l,    a    rozbieżny    wraz    z    szeregiem    dla    wszelkich    innych 
zmiennej  x. 

8)  Rozwinąć  funkcyę  sina;  na  ułamek  ciągły. 

3,3  xb  x1 

Mamy  tu:     sin x  =  x  -  f  -  g   8  +  575^^   B  -  i72^747o7c777  +  •' 
otrzymujemy  zatem  na  podstawie  wzoru  (10)  przekształcenie: 

•       _  x  _L     **'       »'      2>&c>       i       4&P>       ' 
8m*—  i +  2.8-*8+4.6-*»  "T"  6.7-*1       "" 

4.  Przekształcanie  ilorazu  dwu  szeregów  potęgowych  na  ułamek 

Niech  będą  ty0(x)  i  %{x)  dwa  szeregi  potęgowe,  uporządkowane  pod 
ko  witych  potęg  zmiennej  x\  niech  będzie  x  wartością  zmiennej,  nale 
wspólnego  zakresu  zbieżności  obu  szeregów.  Pod  założeniem,  że:  ^ 
możemy  położyć: 
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*.(*)  =hW)  +  «,*$,(*), 

»•   b*=qi(0)  »  8póiozynnik  o,  może  być  jakąkolwiek  liczbą  różną  od  zera, 
!j(jc)  przedstawia  nowy  szereg  potęgowy  zmiennej  x. 
Jeżeli  $,(0)  nie  jest  zerem ,  możemy  podobnie  położyć : 

*i(*)-  ».  $2(*)+a2*«p3(*), 
ilnie : 

rie  pod  założeniem,  że  $3(0),  $4(0), .. ,  są  różne  od  zera,  jest  *.-=.„—-;;!;» 
i  spółczynniki  </,,  Oj, ...,  mogą  być  dowolnemi  liczbami.  Otrzymujemy  tedy : 


&(*)      i    , ^ 

$■.(*)        .    ,  ««+i* 

emsamem  rozwinięcie  kształtu: 

^-_0o+   ^     +   ^    +  ...+  ft>-  +        ^^(a5)     , 
Weźmy  pod  uwagę  ułamek  ciągły  nieskończony,  kształtu : 

k+¥+T+»+V+-  (11) 

oznaczając  jego  w-tą  wartość  przybliżoną  przez     *  i  kładąc  v1,^—-— -=- I%(-c) 
rymujemy : 

$0^  _     °*±\  XPH~\+Fn+i(x).Pm 

<J},  (z)        a.+ł« ~<2„-i  +  Fh-i  (*) •  «-.'  f 
urazem : 

>ro  zatem  czynnik : 

On+\XQn-l 

swzględnie    wzięty    jest    dla    wszelkich    wartości    n    skończony,    wówczas 
nny  także  : 


■Ł0&-SH 


tem;  lim  TT  ~«~7^\"- 

10.  Przekształcanie  iloczynów  nieskończonych  na  ułamki  ciągłe  i  na- 
ąjem.   Zamianę    iloczynu    nieskończonego    na   równoważny  ułamek  ciągły 
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i  nawzajem  można  uskutecznić   albo   wprost   albo  za  pośrednictwem  i 
ważnego  szeregu  nieskończonego. 

Niech  będzie  dany  iloczyn  nieskończony: 


ii  UJ    W*. 


Połóżmy : 

(h   a2    f*    p"    ft  ;ft;    i*   /Me!=i   o  q    x 

*i    °2       o*     Sin      qx       qt 


i* 


natenczas  otrzymujemy: 

ogólnie : 

;>,  (c*„_t— J„_3)  (o»-i  — bn  -  \) . «»- 1 . 6«-j    ,   ^  . . 

Wzory  te  prowadzą  do  rozwinięcia  zbieżnego  iloczynu  nieskońci 
na  równoważny  ułamek  ciągły. 

Naodwrót  otrzymujemy,  na  podstawie  tożsamości: 
P.     Pt    Pt.Qt     P,.Qt  P,.Q.-t 

Q.     <£'  P&  ■  Ą&    P^C.' 

wzór : 

przedstawiający    przekształcenie   danego   ułamka   ciągłego   na   równo 
iloczyn  nieskończony. 

6.   Przekształcenie  iloczynu  nieskończonego  na  ułamek  ciągły 

średnictwem  szeregu.  Dany  iloczyn  nieskończony  kształtu:     ||  I  t- I  rr 

na  podstawie  tożsamości : 

1.11,1*2.  .  .un^A  +  (u]—l)-\-u](u2  —  l)  +  u]u2(u2—l)  +  ...  +  u{u2,..um_}(un- 
zamienić  na  równoważny  szereg  nieskończony: 

."UJ""*"      *,      +  '~»i      "ft,         +      6„     ,6162...  6„-i  +"" 
który  przedstawiony  w  postaci: 

ux—  w2  +  m3—  w4  +  ...+( -I)"-1  u*, 
zamienia  się  na  ułamek  ciągły  kształtu: 

«i  ;      w2     j     witt3   1   w2tt4    ;     tf3tfr>    ; 


1       n{  —  u.,      u2  —  w3      nz — uk      t*4  -  **6 
otrzymujemy  zatem  wzór: 


W=0O 


przekształcający  dany  iloczyn  nieskończony  na  ułamek  ciągły. 
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l2  .    B3  •    62  • 
f  N.  p.  «)  Ułamek  ciągły  1  +  -^-  +  9  +  v>  "ł"  •••  m0ZIia  przedstawić  w  postaci  iloczynu 

Ul       3      10     91     684 

-      CłOM«o:T'2'i8'78łW- 

•j  Iloczyn  nieskończony :  -     .  -q   •  x  •   *7~  •   o"  •  n  •••  mamienia  slV  ua  ułamek   ciągły 

1  O  O  I  <7  11 

14.1  i.  1.2:2.3.   5.6  -G. 7     . 

1  +  Y  +  -J-+    i    +    i  +— i    +  •■• 

7.    Bezpośrednie  rozwijanie  danej  funkcyi  na  ułamek  eiąęly.   Rozwi- 
funkcyi  f(x)  na  ułamek  ciągły  jest  częstokroć  bardzo  korzystne,  jeżeli 
o  -wyznaczenie    liczebnej    wartości    tej    funkcyi   dla    pewnej  wartości 
nnej  x.     Wyznaczenie   ułamka    ciągłego  równoważnego  z  daną  funkcyą 
f^wogóle  zagadnieniem  nieoznaczonem,  a  staje  się   oznaczonem    przy  wy- 
pewnego  typu  ułamków  ciągłych.  Załóżmy  mianowicie,  że: 

Qą  Q+X    '    Q*X  *    Q>mX    * 

/(*)— ^-    +     [     +~\-  +  -  +  -J-  +  •  - 

a,,  a2, ...,  a„...  są  spółczynnikami  bliżej  oznaczyć  się  mającymi. 
Kładąc   x=0   otrzymamy. /(O)  =  a,,    spółczynnik   a,    przedstawia    zatem 
rtość  funkcyi  f(r)  w  miejscu  x=0. 

Kładąc  /(#)=      *     otrzymujemy    w    zmiennej  y  funkcyę,    która    ma  się 
z  x  stać  razem.  Funkcya  ta  przedstawia  się  w  postaci  y=    *—  ,  zatem: 

1  "T"  # 
f/ 

=Oj.  Spółczynnik  a2  przedstawia  zatem  granicę  stosunku  -  ,  gdy  x  dąży 

x 

Bra.  Zmienna  £  staje  się  określoną  wzorem  : 

azx 

Sórego  wynika,  że  o3  =  j     j  ...  Podobnie    otrzymamy  a4  =  (      I    i  t.  d. 
Spólczynniki  «,,  a2,  03  ...  c  ...  ułamka  ciągłego  kształtu: 

1  +    l   +   1    +-+-f+- 

Rymujemy  zatem  z  szeregu  podstawień: 

oro  wyznaczymy  wartość  /(#),        ,     -,--... 

xxx 

Przykład.  Rozwiązać  funkcyę.  (l-\-x)n  na   ułamek  ciągły.    Kładąc  x^0,    otrzyiiiamy 

pierw  at—l%    zatem   możemy  położyć  (l-|-x)*^=  stąd  dostajemy: 

1— (1  —  ar> 
y  =     (i-j-j-)n    '     Dla  *  =  °  otrzymujemy  yn=  —  w(l+x)«+i, 

a  więc  (--)  =  —  /i  —  a2     Możemy  więc  położyć: 

1  ,    3  wx(l+x)»»        ^ 

(1+*)"-^      ^    ,  stąd  dostajemy  :     c  =  —  j  _  ^ j  +  ^  — 1. 

ll"T+i 


L 
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a  stąd  dla  x=0  stosunek  ( — )=— ^— =  «3i  *  więc: 

— X 

„  ,     x         1    ■    nx    •       2 

(!+•)—-£  -T+"T~  +  "' 

wzór   przydatny   przy    przybliżonem    wyznaczaniu    potęgi    (l+x)*    dla    małych     wartom 
zmiennej*  jc. 


ćwiczenia    XXXV. 

1)  Równanie  ax  — 6y=l    rozwiązać    w   liczbach    całkowitych    za    pomocą     ułauik 
ciągłego. 

Rozwiązać  podobnie  równania : 

2)  ax  —  by  =  c.    8)  ax  +  by  =  c. 

lp      .  2P     •  8*     .  4* 
4)  Wykazać,  że  ułamek  ciągły   nieskończony: (■—  -f-     +  -y-  +  ...  jest    zbie 

żnyt  gdy:  0<p<2. 

6)  Wykazać,  że  ułamek  ciągły  nieskończony:  —  -f-  vr  +       +•••  Jest   zbieżny,   gd; 
0<  se<  1. 

6)  Wykazać,  że  ułamek  ciągły  nieskończony:       +    ,  +    , +  •••   jest    zbieżny,    gdj 

X  X*         X* 

*>1,  a  oscylacyjnym,  gdy  0<#<1. 

7)  Wykazać,  że  ułamek  ciągły  nieskończony: 

-L-L1-!.-!4-!-4-.!      J_  "'  .1  *'  J. 
1        Ó        1        Ó        1       -       o"       1        "' 

jest  równoważny  z  szeregiem  nieskończonym : 

1         1  +  2        2  +  ~  +  »        »  +  - 

8)  Wyznaczyć,    ułamek    ciągły  nieskończony,  który   jest    równoważny   z   szeregiem 

harmonicznym :  *  +  tt  +  "o  +  v  +  •••  +       +  ••• 

£*  O  4  II 

Wykazać,  że: 

mi"  1-4«9«    j>-i)f.i   _0     len  x  "  1X1  *   lJ     -1  +  v/5 
9)1"8"     6"     7     '•     2*=ri    ' — a    10)  i~T+T"~i"  + 2~ł 

U'  "  8  B  7  9  11        ' 

x   4    •  1.2    .  6.6    •  8.4    .    7.8    •  B.6    •  111. 

2    •    2    •    2    •  1    •    1    •   2'  •   3'  • 

U)l  +  T  +  y +  y +-.-Ł     lB)log2=i+i-  +  ^  +  ^-+... 

m  *        1i  X  i.1,2  X  2>8   J.   8'4-L 

**    *         1     :     1     :      2*     f     8*     {      4*     ;  ,-,  „   ,    2     i     8    •     4     ;         :     I.     ; 

17>  4-T+8+-6    +    7  ■+■»+•••  W>—»  +  -a  +  8+T  +  "+»+~ 
log  2  •    2»     •     8»     •     4'     •     6' 

19>T^bp=1  +  -r  +  -r- +—  +  -i  ■-+- 

20)  Wykazać ,  że  ułamek  ciągły  zwyczajny  :  %  Ą j-     -  +  ...  -j jest  tylko  wtedy 

równy  ułamkowi :  q*  -\ \-  - (-...  +  -     -\ , 

qn-i        <?«__a  <h       <?o 

skoro:  qr  =  qn_r \r  =- 0 ,  1,  2,...,  <;  "  ^    )• 

Taki  ułamek  ciągły  nazywa  się  ułamkiem  odwrotnym. 
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Wykazać ,  że : 

}  1  —  x  "*"  1-a;1  "*"  l-*>  "*"  "'       l-x         1  -  a:*  1—*'  1-ar* 


22) 


I,1    ,1    .  _Ł  , 
x  -r  x*  -r  X9  t*  ^.16  i"  • 


1,1     ,     1,1,  *  +  l       *3  +  l       *5+l       *7  +  l 

1  +-F"1"  ii-  +  "5T+'- 


Wykazać ,  że  : 

23,  ^+^(-1)-.^.^  +  ^  +  ^  +  ^  +  .. +  --_-■ ^4-... 

24)^(-i)^ar^=^+-j^--i--^+...+  /■-'-'  +•• 

^Hrt  l         at — Oj  ar       O) — chs  a»— i — «»  ar 

r=l 

'   <^hJ  N  *r        <*i         ©i—  «i*        03—0,0?  o»— aJt_1*  ' 

Wyprowadzić  następujące  rozwinięcia  funkcyj  na  ułamki  ciągłe  nieskończone  : 

26^  sin  x  -  *  4-         *'        J_    2to>      1        J.  <2*»-2)  (2"-!)*1   : 
2b)  sin  x  -  -  -  +  2  8_ał  +  r-g-rł  +  ...  +  2m-(2-  +.  1}  _  xi  +  ... 

._„  1    •       *»       ;      1.2*'      ;        •    (2n-3)(2»-2)*'     . 

ŁłŁ,%    A  x    •    a;1    •    x*    •    a?2    •    as5    •  x* 

T       T+  2  *"  8  +  4  ""  B  +  6  ~~~  7  +  ' "  +  2#t  ""  2#t  +  1  +  ł" 

u#i\   ,       /t    .      \        x    -    x    •    x    •  2x  -  2x  -         ;   nx  •        war       : 
^)log(l  +  x)  =  T+2  +  3  +  4+-6+...  +  2w  +  2w-  +  1+... 

.,,  .  *    .    a*'.     4ar>    .    9a:ł    •    16a>*  .         r     ***>     . 

M)  arc  tang*=  --  +  -g-+  --  +  -_  +  _  +  ...  +  -_  +  ... 

oo^        JL  __  —  i   .      *     j.  2ł*    i    32?    ?       i  ?!f i. 

™>  log{l+x)       1"h2-a:"t"8=2i"ł'4~Sx*+""  +  Jź+l)  -  nx  +  "' 


1-1       2-2 


1  ,_  x+l  =  1_  _  1-8  j_  8-6  j_      j_  (2fi-l)(2»+l)  _■_ 

X — 1  XX  X  X 


33)    o  log 


e*Ą-e— x        x    -  x*  •   x*  -  x*  •  x* 

1>4>  -=      4-       4-       4- --4-  ...  4-  4-... 

'   «*+«~*        1^8^B^7^^  2#i-l  ^ 

:*5)  Wyprowadzić  przekształcenie : 

o,      Oj      a«  Oj—fcj  j^   («i— ^j)«i*i  j_  (a»-i— A«_i)(a«+i— &»Hy)aiiAii 

36*y  Zamienić  na  ułamek  ciągły  iloczyn  nieskończony: 

*        2      2      4      4      6      6         2»  2n 

2  ""  1 " '  8  *  8  '  6  '  5  '  7  "  2#i-l  '  2»+l  *" 
87)  Okazać,  że: 

x-_2      2      6      6      10    10        _!•    1    :   1^:6-3  .B-«.  6-7   .51-10   • 
V^— T'  8  "T 'T'  9  '11  '"  +~1  +    1   +  B  +    1"+   8  +~f  +'" 

&*)  Okazać,  że : 

.;i+»r)  (i  +f%o  a+«ł')  (i+»^) — » +  r- 1  +  (i  -  $f_7>) + a  .  f ,  d-rt  a-*1) + ' 
»,  14.  J?_  -i  v!^Li?)*  -  ^(t?1)*  -i 
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2        3        4        fi 
88)  Wykazać,  że  szereg  y  —  --  +  ■  -  —  ~-  -f- ...  da  się  Kamienic  na  równoważ 

mek  ciągły  nieskończony  w  postaci: 

2    •    1».8    ;    2^4    ;    8J.6    ; 


1    *      1       '       1       '       1 


40)  Jeżeli  *= —    -  —  -   .1  —  -L  _     okazać,  że: 

a        b        e        d        e        y  '  ' 

1     •    1    -    1    •    1    •    1    •    1 


Wykazać,  że: 


y^=    —  __.__. 

e        a        e        b        a        * 


1    ■    2    ■    8    ■        •    » 


4l>T-2-8-- 


-  "-.„  =  0 

M 

.„.2.8-4.        •    »    • 

42)     ż-.-_---...__-.^co. 

43}     8       4  -B  -..-_  -..-3. 


M 


WyprowAdsić  przekształcenia : 


M;    1+ir  +  2!+- 1+1        2+»        8+*       -         »+x 

...  »»,»»'**,  *     ;        »        ;       2**  8»* 


2^8        4  T 1  T  2-.  T  8-2*  T  4-8*  T  " 

46)    *-  8-+B-  ^  +...  — 1.  +  FT+5-|fc  +  ł-5+_ 

^    1-i.fM    _i_f»1  «j-         ł    '  «*  ?      2        -2.8      ;      8.4 


2.1!  '  2.2!  ^2. SM"         ^6  ^  10^  14^  " ^4*+2^  '" 

a*\     i  x  u  111.1.1.1 

49)  Jeżeli  »=  ■  ■  —  , ^ 

a        b        c        a        e        y 

,         ,    .  l-1-l.l-l.l 

okazać,  ze:  y= ,  —      —  _  —       . 

e         a        e         b        a        x 

50)  Szereg  hypergeoinetryczny  kształtu: 

+  T    +  T(T+1)      +'"+T(T+l)(T+2)    +- 
zamienić  na  ułamek  ciągły. 

Rozwiązania  XXXV.     1)  x«(-l)'-lV»-i+^,  V  =  (— lJ^Pn-i  +  oii,  gdz 

~*u  +   -+  *  +».  +  --■-.     2)  *=(-l)--1c   V— l+^ii,  y=(~l)»-ic  P»_i+ai/. 

•3)  jr  =  (— 1)*-1c  C/i-i— 6m,  y  =  (-l)»-lcPn-i+fl«.     4—48)   Wskazówki  podane  w  wy 

49)    Crelle  Journal,  T.    VI.    str.   217.     50)   J  -  "**  +  ^*  + ...,  gdzie  o,=  ^-,aj- 

(a-f-n)(r+n-a)  (n+l)(r+n-a) 

"^-(^n-lK^*)'  oan+2-  (T+2fi)(V+2»+l)* 

Literatura.     Leonard     Euler:     lntroductio     iu     analysim    infinitorum    I,    . 
1748.  Po  niemiecku  wydał  H.  Maser,   Berlin  18S6.     M.  A.  Stern:   Lehrbuch    der  a 
sclicn    Analysis.     Leipzig    1860.    Karl    Hattendorf:    Algebraische    Analy*it*, 
ver  1877. 

lematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Przekształcanie  szeregów  nieskończonych  na  równoważne  ułamki  ciągłe. 

2.  Związki  miedzy  nieskończonymi  iloczynami  i  równoważnymi  ułamkami  ci 

3.  Rozwijanie  funkcyj  na  ułamki  ciągłe  nieskończone. 


Wykład  XXXVI. 

Zasady  teoryi  całek  określonych. 


1.  Pojecie  całki  określonej  pojedynczej.  Niech  będzie  daną  funkcya 
D  jednowartościowa  i  ciągła  w  zakresie  od  x=*a}  do  .t  —  i  posiadająca 
^hodną  : 

dF\x)       F{x+dx)-F[x)  F(x+h)-F(x) 

—  = =  hm       —  ■  =/w 

dx  dx  A=0  h 

mież  jednowartościowa  i  ciągłą  w  zakresie    («,  6),    natenczas    w    tym  za- 
me  różniczka  jej  ma  wartość: 

dF(x)=F(x+dx)—F{x)=Ąx)  .  dx  (1) 

Podzielmy  odstęp  (a,  b)  na  w  równych  części  i  połóżmy  pod  założe- 
ni, że  n  dąży  do  nieskończoności,  odstęp 

b-a 

=  dx 
n 

tenczas,  kładąc   w  równaniu  1)  kolejno  #=a,   «-frte,  a  +  k^^,  '"  w  +  (w  — l)ite 
jiymujemy  równania  następujące: 

FKa+dx)-F(a)=j\a)dx 

F(a  +  2dx)  -  F(a + dx)  =/(<?  +  dx)  dx 

F(a+  8dx)—F(a  +  2dx)  -  t\a  +  2dx)  dx 


F(a  +  ndx)  —  F\<a  +  n—ldx)=Ąa  +  n  —  idx) 
óre  dodane  do  siebie  dają  równanie: 

F(a+ndx)—F(a)=j\a)dx+f(a  +  dx)dx+  ...  +  t\a  +  n—idx)d.r 
fli: 

r=n-  1 

F\b)—F(a)=  ^  f(a+rdx)dx        .  (2) 

/•=0 

Tern  równaniem  określona  jest  zmiana,  jakiej  funkcya  F(x)  doznaje, 
leli  zmienna  niezależna  x  przechodzi  od  x  =  a  do  ./.  =  by  a  zmiana  ta  jest 
[rażoną  za  pomocą    wartości    funkcyi    pochodnej  j{x).    Przy    nieskończenie 

mąceni  n  suma  ^  f(a  +  rdx)dx  rozciąga  się  na  wszystkie  wartości  Zmieil- 
j  x,  leżące  między  granicami  a  i  i,  a  każdy  dodajnik  przedstawia  się 
postaci  przyrostu  kształtu  f(x)du.  Równanie  2;  przedstawia    tedy    zmianę 
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funkcyi  F(x),   wywołaną   przejściem    zmiennej  x  od  x=a  do  *•—&,  jako  suJ 
nieskończenie  wielu  przyrostów  kształtu  f(x)d%  w  postaci 

F(6)-.F(a)~  $*/(*)<&  (3. 

Taką  sarnę  nieskończenie  wieln  różniczek  nazywamy  pojedynczą  całki 
określoną  między  granicami  a  i  6  i  oznaczamy  według  Fourier'a  sym 
bólem : 

nazywając  a  dolną,    b    górną    granicą,    a    różniczkę  f(x)  dx   elementem    całki 
określonej    \f(x)dx 

Pojedyncza  całka  określona  przedstawia  się  według  tego  wzoru  w  po- 
staci : 

•*  r=n— 1 

f(x)dx  =  lim    ^f(ą  +  rdx)dx  (4) 


. 


6— a\  6— a 


(4') 
fi 


czyli  \  f(x)dx  =  lim   ^/(a  +  r  — —  ] 

Ja  ST  n      / 

albo  też  gdy  położymy         =A  wzorem: 

£/(a;)^=lim  [*{/(*)+/(*+/')  +  ...  +  /(a+n-U)}l , 

który  podaje  sposób  bezpośredniego  obliczenia  danej  całki  określonej  wyma- 
gającego dwu  działań,  a  to  (1)  sumowania  przyrostów  i  (2)  przejścia  do  przy- 
padku, w  którym  ilośó  przyrostów  staje  się  nieskończenie  wielką. 

Bóżnicę  F(b) — F(a),  przedstawiającą  zmianę  funkcyi  F(z),  wywołana 
zmianą  zmiennej  niezależnej  x  od  x=a  do  x=b  wyrażamy  według  Cau- 
chy'ego  znakiem: 

F{b)-F(a)=bt{x)  '  (5) 

a 

który  wskazuje,  że  w  funkcyi  pierwotnej  F(x)  należy  wstawić  najpierw 
górną  granicę  6,  potem  dolną  a  i  od  pierwszej  wartości  funkcyi  pierwotnej 
odjąć  drugą  jej  wartość. 

Na  podstawie  powyższych  znakowań  otrzymujemy  tedy  z  równania 
(3)  wzór: 


F(b)— F(a)  =  \  F(z)~  t*  f(x)dx 

\a  Ja 


(«) 


przedstawiający  zmianę  funkcyi  pierwotnej  w  postaci  całki  określonej,  wy- 
magającej obliczenia  sumy  nieskończenie  wielu  przyrostów  i  nawzajem  wiór: 


'f(z)dx=b  F(z)=*F(b)—F(a)  (!) 


przedstawiający  całkę  określoną  między  granicami  a  i  6,  jako  różnicę  mie- 
dzy wartościami  funkcyi    pierwotnej    w   miejscach  a  i  l.    Mając  tedy  obra- 
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waitoóó  pojedynczej  całki  określonej  danemi  granicami  możemy,  za- 

obliczania  nieskończenie    wielu  jej  elementów    i    następnie  ich    ?umo- 

postąpić  w  ten  sposób,  że  wyznaczymy   do  danej  funkcyi  pochodnej 

>j  funkcyę  pierwotną,  czyli  jej  całką  nieokreśloną :  \f(x)dx=F(x)+C\ 

nie   wstawiamy  w  niej  granice  a  i  i,    a    otrzymane    wartości    funkcyi 
tnej   od  siebie  odejmujemy. 

2.  Przykłady  wyznaczania  całek  określonych  pojedynczych  za  pomocą 
;  nieokreślonych. 
Korzystając  z  wzoru: 


)dx 
ymujemy   między  innemi  następujące  wzory: 


[hf(x)dx-k  F(z)-*F(b)-F(a) 

Ja  a 

F{x)  =  ^f{x)< 


2. 


im 


tern 


1 


af*dx=\ 


2.m+i       j»«+i am+1 


w+1 


m+1 


s: 


I 


x"'dx= 


—  =*     log  #=log  i— log  r/-=log 

X  tt 


i 


dx      ,        b 

=  log    - 

x  a 


s> 


dx* 


a* 


a? 


log  a      log  a        log  a 

.)„  loS° 

J*    .  ■* 

sin  x  dx—  |   —  cos  x=  —  cos  h  +  cos  a 

\   avax  dx=cos  a — cos  b. 


a 


l        dx 


•*  o  o 


n 


arc  sin  re^arc  sin  1  — arc  sin  0-= 


f        dx       __  n 


arc  tang  a;=arc  tang  1— arc  tang  0^ 


n 


i       dx  n 

•'o 
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3.  Zasadnicze  własności  pojedynczej  całki  określonej,  oparte  na  w] 
ściach  caiki  nieokreślonej. 

I.  Jeżeli  j  f(x)dx=F(x)  natenczas  mamy: 

\h f{x)dx=\  F(x)=F(b)—F(a) 

a  zarazem : 

\/(x)dx^F(x)^F(a)^F{b)  =  -{F(b)-F{a)) 

zatem  : 

^f(x)dx=-^f(x)dx 

To  znaczy :  Jeżeli  w  danej   całce    określonej  przemienimy  jej  granice, 
czas  zmieni  sie  tylko  znak  całki,  a  nie  zmieni  sic  jej  wartość  bezwzględna. 

II.  W  szczególności,  otrzymujemy: 

{af(x)dx=0 

^  a 

To  znaczy:  Całka  określona,  w  której  dolna  granica  równa  jest  granie) 
nej,  ma  wartość  zera. 

III.  Z  tożsamości: 

F(b)-F(a)  =  [F(c)-F(c)]  +  [F&)-F(a)]=[F(c)-F(^ 
która  pod  założeniem,  że  c  jest  liczbą,  znajdującą  się  między  granicami 
całki  określonej  kształtu  j  f(x)  dx,  gdzie  j  f{x)dx=F(x),  otrzymujemy 

^f(x)dx=^f(x)dx+^bf(x)dx 


To  znaczy :  Dana  całkę  określoną  granicami  a  i  b  możemy  rozłożyć  na 
dwu  całek  określonych,    z    których   pierwsza    określona   jest  granicami  a  i  c,  df\ 
granicami  c  i  b,  gdzie  c  jest  liczbą,  leżącą  miedzy  granicami  a  i  b. 

Ogólnie,  otrzymujemy   wzór: 


Cxn  Cxx  r*x,  Cxn 

\     f(x)dx  =  \    f(x)dx  +  \     f(x)dx+  ...  +\        f(x)dr 

•K  J*u  JJ'i  Jam-1 


(1C 


podający  sposób  rozkładania    danej   całki    określonej  granicami  x0   i  xn  ni 
całek  określonych  kolejno  granicami  Cr0,  #,),  (jl\,  x2 ),...,(./'„_  1?  xn). 

IV.  Jeżeli    \  f{x)dx  =  F(x)    natenczas    \  cf(x)dx  =  cF(x),  gdzie  liczba  ej 

stałym  czynnikiem.  Na  podstawie  pojęcia  pojedynczej  całki  określonej  oti 
mamy  tedy  : 

^ctix)dx^\l\x)  =  cF{b)—cF{a)^c[F{b)--F{d)} 
zatem : 

\''  cf(x)dx^--cV  fix)dx  (1( 

To  znaczy :   W  całce  określonej  może  być  czynnik  stały  wyłączony  przed  i 
całkowania  i  nawzajem. 

V.  Niecli  będą    qp(.r)  i  ip(x)  dwie    funkeye    ciągłe    i    jednowartości 
w  granicach    a    i    b  tak    że    \j(p(x)d.i ■=•=  * (:#•),    ^t/>(x)dx=1P(x),    natenczas: 
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}  §[ip(<c)+ip(x)]dx= jc>  (x)  dz+§if>(x)  dx=0(x)  +  *P  (z) 

|d  otrzymujemy  całkę  określoną: 

rięo: 

j|*[cK*)  +  0  (*)]**=]*  yWdir+j*^^)**1  (11) 

To  znaczy :   CaMa  określona  sumy  dwu  funkcyj  jest  róuma  sumie  całek  okre- 
hgch  poszczególnych  dodajników. 
I    Wzór  ten  możemy  rozszerzyć    na  wszelką  skończoną  ilość  dadajników. 

I    4.  Zmiana  zmiennej  niezależnej  w  danej  ealee  określonej. 

1.    Jeżeli    jf(z)dx=F(x),    natenczas,    zastępując  zmienną    niezależną   x 
pez  t  otrzymujemy  także  wzór: 

!  $f(t)dt=F(t), 

t' 

§jXx)dx=\'t  F(x)-F(b)-F(a) 

nrazem : 

f* f(t)dt=  *  F(t)-F(b)-F(a) 
km: 

\bf(x)dx=\"f(t)dt  (12) 

.  To  znaczy :  Wartość  całki  określonej  nie  zależy  od  znakowania  zmiennej  nie- 
mej,  w  jej  skład  wchodzącej,  jeżeli    tylko  granice   całkmeania  nie  zostały  zmie- 

1  2.  Przyjmijmy  teraz,  że  w  całce  określonej  kształtu  \l/(x)dx,  mającej 
inice  stałe  .r0  i  xAJ  zmienimy  zmienną  x  na  zmienną  t  za  pomocą  pod- 
iwienia : 

x  =  (p(t), 
farczas  otrzymamy  całkę  nieokreśloną  kształtu: 

lf(x)dx~I(x) 

postaci  :  J/(«)  dx~$f[<p  (/)] .  q>'  (t)  dt~  F[q> (t)\ 

Całka  określona  kształtu  ^Jf(x)dx  otrzymuje  wartość: 

£/(*)**-  l[F(x)^F{x,)^F(x{)) 
Połóżmy  tu  na  mocy  podstawienia: 

x=ę(f),  granice  s0™c>(*0),  xx--=cp(tA),  natenczas  będzie  : 

\Xxlf.'x)dx=F[<p(ti)}-F\cp(t())] 

leto  otrzymujemy  wzór: 

£/(*)  dx-$y[<p  (t)\<f'(t) '«  (13» 
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To  znaczy:  Zastępując  w  calce  określonej  zmienną  x  przez  nową  zmienną  za 
pomocą  podstawienia  x*=*'q>(t)J  należy  jaJeo  granice  nowej  całki  dać  takie  wartości 
zmiennej  za  pomocą  podstawienia,   jakie  odpowiadają  dawnym  granicom  zmiennej  z. 

Tak  np.  całka  określona  kształtu   l   f(x)dx  otrzymuje  wskutek  podstawienia: 

1  .       ,  dt 

x  =  —-  ,    a    więc  dx  «  —  — - 

granice  zmiennej  f,  odpowiadające  granicom  a  i  b  zmiennej  x}  w  postaci    -  i  -    ,    sprowa- 
dza się  zatem  do  postaci : 

a 

5.  Metoda  całkowania  przez  części  w  zastosowania  do  ealek  okre- 
ślonych. 

Na  podstawie  wzoru  całkowania  przez  części,  przedstawiającego  się 
w  postaci: 

^udv=uv —  jtfdw 

dochodzimy  przy  wyznaczaniu  całki  nieokreślonej  kształtu:  f/(x) cŁc  do  wzo- 
rów typu : 

j  f(x)  dx=*(p(x)—§tf>(z)  dx 

Niech  będzie  §f(x)dx=*F(x),  zaś  §ip(x)dx=(P(x),  natenczas  otrzymujemy 
funkcyę  F(z)  przedstawioną  w  postaoi: 

F(z)—9(*)—9(x). 
Połóżmy  w  niej  raz  x=xi}  potem  x=xQ  i  odejmijmy  otrzymane  warto- 
ści, a  otrzymamy  wzór: 

F(Ą)-F(*b)-^)-jp(^)-[(fci)-.(ft%)] 
czyli : 

^;/(*)cfa- v(«t)-v(«b)--K  ^(a:)cfa  (14) 

Mając  zatem  wyznaczyć  wartość  danej  całki  określouej  za  pomocą 
metody  całkowania  przez  części,  należy  tylko  utworzyć  różnicę  miedzy  war- 
tościami, jakie  w  danych  granicach  otrzymuje  część  zcałkowana,  a  nową 
całkę  wziąć  między  temi  samemi  granicami. 

W  szczególności  otrzymujemy  na  tej  podstawie  wzór: 

§J(x)<p'(x)dx=\ba[f(x)  q>(x)]-$baip(x)f(x)dz  (15) 

który  możemy  stosować  do  wszelkich  znanych  wzorów  redukcyjnych. 

Mając  np.  wyznaczyć  całkę  określoną  kształtu:   fa  s'mmxdx  z  wzoru  re- 

Jo 
dukcyjnego : 

\    •  «.     j  cos  a?  sin"1-1  a;  ,  w—  1  f    •  -  «     j 

\  smmxdx=* Ą i  B\nm-ixdx 

J  m  m    J 

otrzymujemy  stąd  pod  założeniem,  że  w>l  wzór: 

C  2    .  «     ,  2  cos  a:  sinw~,a:      w— 1  C y  .  Mł  2     , 

\     ammxdx=  —      -    -t \    ainM-2xdx 

)  mm) 

«/  0  0  c/0 
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i  stąd : 


■(■.m-**-5=!fy,,— .& 

«/ o  «/ o 


ro  «/o 

Jeżeli  wykładnik  w  jest   liczbą  parzystą:  m=2n,    natenczas    otrzymu- 
jemy w  dalszym  ciągu : 


&  w  końcu: 


\    sin1"-1  x  dx=  9    _     \    sin2*  - 4  #  dx 
Jo  •/ o 

t/O  «/o  lo 


a  więc  ostatecznie  wzór: 


5 


%in**^=^.g-|...|.|-  (16) 


0 

Jeżeli  wykładnik    wi  jest    nieparzysty :  m=2n+ 1,    to    na    mocy    wzoru 
redakcyjnego: 

i  cos x  sin2* x        9m     l 

\  sin2"**-1  xdz  = — 4       4-  ~ =-  \  sin2"-1  x  dx 

J  2w+l      T2n+lJ 


otrzymujemy  wzór: 


V    sin2,,+1  a?  cfa=9    —  \    sin2*-1  x  dx , 

«/  0  t/ o 


r0  t/0 

zapomocą  którego  dojdziemy  w  końcu  do  całek: 

V    sin3rc  dx=-^  I    8ina?«Łr;     1    sinrcdo?=l, 

«/ o  «/ 0  t/  o 

skąd  dochodzimy  wreszcie  do  wzoru: 


J 


"nW'*-5ŚfI-a»-i--8-  (lb) 

O 

6.  W«dr  Walllsa.  Powyżej  wyprowadzone  wzory  dozwalają  przedstawić  liczbę  *  w  po- 
staci iloczynu  nieskończonego. 

Jeżeli  bowiem  0 <*  <  - ,  tedy  0  <C  sin  »  <,  1,  przeto  sin***1 »  <  sin*»  a?  <  sin**-*  x% 

r*  c-  c" 

zatem  \  2  ein^-H  *  dx  <  \  a  sin*«  x  dx  <  V  2  sin**-*  a:  <to 

Jo  Jo  Jo 


& 


więc: 


2     4         2*     ^  x     \     3      2n— 1  ^  2_    4      2*— 2 


8  *  B  *"  2n+l  ^  2 !  "  2  '  4  "'    2n     v3     5"'2»-l 
sfcad  otrzymujemy  nierówność : 

1.    -   i.  —         2JL.        2JL_   -JL        2     2     1  A      2n-2        2n 
1  *  3  '3  "  6  '"  2n^i'  2»+T  ^2^1  '8     3  '  B" ""  2n-l  *  2»-l 

a  zatem  wzór: 

*        2^    2^    4^    4  2* 2* 

2  ~  1  '  3  *  8  ,_B  ""  2#i-l  *  2w-fl  •"'  (17) 


* 


Podstawiający  liczbę  —   w   postaci   iloczynu   nieskończonego,  znany    pod    nazwą    wzoru 
WnlliB'a 

Dr.  Dńwińaki.  Wyki.  matom.  L  Tom  II.  8? 
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7.  Całki  określone  z  nieskońezonemi  granicami.  Wprowadzając  pojęcie 
całki  określonej,  kształtu:  ^a/(x)dir,  wyszliśmy  z  założenia,  że  granice  a  i  b 
są  liczbami  stałemi,  skończonemi.  jeżeli  granice  a  i  b  obie  lab  tylko  jedna 
z  nich  są  nieskończenie'  wielkie,  a  więc  całka  określona  ma  jeden  z  kształ- 
tów-" Ja  f(x)dxj     Jl^/fc)  da?,     $_^  f(x)dz,   tedy   jej    wartość   stanowi   granica, 

do  której  zdąża  całka  \ a  f(x)  dz,  jeżeli  lim  6=00  ,  lub  lim  a=*  —  co,  lub  wkońcu 
lim  a«  —  go  ,  a  lim  6=-foo .  Taka  wartość  graniczna  istnieje  tylko  przy  szcze- 
gólnych postaciach  funkcyi  f(x). 

8.  Przykłady.  Znając  całkę  nieokreśloną  ^f(x)dx=^F(^)+CJ  możemy  z  wzoru  y  /(x)<fx  = 

=zF(b)  -F(a)  łatwo  poznać,  czy  dana  całka  określona  z  granicami  a  i  b,  dążącemi  do  nie- 
skończoności, zdąża  do  pewnej  granicy  skończonej. 

Przyjmijmy,   że  /(*)  =  *"**.  Mamy  tedy  fyr**dx=  —  ~  -+C,  zatem: 

V    *— -t|/    —  yle  — -r^s — • 

Stąd  otrzymujemy: 

Jo  X 

Jeżeli  X>0,   tedy  limę-'**  =  «-*>  =  0,- zatem  f00  e~X*dx=-=\ira  [  \e   **dx\  =  -    ,  jeżeli 
6=00  Jo  &=»>  o  /       X 

zaś  X  <0  =  —  a,  tedy  lim  «--**  «=»  lim  •«*  =■  e+*  =  oo ,  zatem   f  *e«*«fcc  =  lim  [  \  e"*  dx\=  oo  . 

6=00  fesoo  J0  4=»LJ0  J 

Otrzymujemy  tedy  dla  dodatniego  a  wartości : 

2.  Jeżeli  /(x)  =-  sin  x,  tedy  mamy  Csin  xdx  =  —  cos  *  -+-  C, 
zatem  j   sin  a?  dx  =  —cos  3+ cos  a 

a  stąd:  f  sin  xdx=*  1— cos  b. 

Jeżeli  b  dąży  do  nieskończoności,  wtedy  cos  b  nie  dąży  do  żadnej  granicy,  tylko  waha 

się  między  +1  i  —l,   zatem  całka  \ainxdx  nie  ma  żadnej  wartości  oznaczonej,  to  samo 

Jo 

dotyczy  całki  kształtu  \       sin  x  dx  lub  y     sin  x  dx, 
8.     Z  całki  nieokreślonej  kształtu : 

otrzymujemy  całkę  określoną: 

Cb    dx  1         A     &        1         A    a 

a  stąd,  przyjmując,  że  arctang-r-  leży  między   granicami  —  -5-  a  4~ń-,  dostajemy  wartości : 

p»     cŁr  1         A  6 

J">     dx      ic  H-«     4&     ir 

0  X»f»»  ""  2X  ł      J-oo"V+*» ~~  X  • 


4.  Z  całek  kształtu: 

fe-"*  cos  %xdx^= jYftT  ("  cos  P*— P  sin  p*  J 
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faaloieniem,  ie  «>0  otrzymujemy: 

L  9.  Ocenianie  ealkt  określonej  na  podstawie  funkcji  stojącej  pod  zna- 
I  Całkowania.  Niech  będzie  daną  do  zbadania  całka  określona  \af(x)dx, 
ej  odpowiednia  całka  nieokreślona  \f(x)dx  nie  jest  znaną.  Przypuśćmy, 
bnkeya  f(x)  stojąca  pod  znakiem  całkowania,  od  pewnego  miejsca  &'0!>0 
>  stale  dodatnią,  a  dla  #»go  otrzymujemy  wartość  równą  zern,  jednakże 
I,  że  lim  aP  f(x)  jest  wartością  skończoną,  różną  od  zera. 

Niech  A  będzie  wartością  od  niej  mniejszą,   w   tym    przypadku  będzie 
pewnego  x=*zi  począwszy: 

xnf[x)>A 

^Ax)dx>A^d*. 
Jeżeli  n^l,  wówczas: 

fb  b  \b 

im  także : 

fb  /•**  /•& 

lim\  f(x)dx=\    f(x)dx  +  lim\  f(x)dx*=*+co . 

h=toJa  Ja  *=*J*' 

Niech  będzie  B  wartością  mniejszą    od  lim  x*f(x),  natenczas  będzie  od 

go  x==*x?  począwszy: 

x*f(x)<B, 

/(■><-£, 

£,«*<*£* 

Jeżeli  n>l,  natenczas  wyrażenie: 

£y  j£  "Ą,  (i-J)*-«  -Ł™|  a-i)  *•-«  ~  (i-«)^| 

!  i 

kśy  do    wartości    skończone]  ; — -,  a  tern  samem    dąży   także  całka: 

£  /  (x)  dx=  £/(*)  <Łc+  £/(*)  dx, 
k  ł=oo    do  granicy  skończonej: 

Jft  por'  f& 

/(a:)daj=\  J(x)dxĄ  lim\   /(*)<&. 
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Mamy  zatem  kryteryum : 

Je&eli  funkcya  f{x)  jest   od  pewnego  x  = a  począwszy   stale   dodatnią,    a    dla 

x  =+oo   otrzymuje  wartość  równą  ceru,  natenczas  całka  Cf(x)dx  ma  wartość  skon- 

czoną,  skoro  lim  x*f(x)  jest  dla  pewnego  nj>l  liczbą  skończoną. 

*=» 

f°°/(*)  /(*) 

Np.  Całka  j  -  'dx,  gdzie  -j-i  jest  funkcyą  wymierną  ułamkową  właściwą,  ma 
tylko  wówczas  wartość  skończoną  oznaczoną,  jeżeli  mianownik  jej  ©(x)  jest  przynajmniej 
o  dwa  stopnie  rzędu  wyższego  jak  licznik,  gdyż  tylko  wówczas  funkcya  -  ,  {  jest  dla  x  =  x 

wielkością  nieskończenie  małą  rzędu  od  jedności  wyższego. 

f(x) 
Jeżeli  funkcya  ułamkowa  •- >-*  jest  niewłaściwą,    albo    taką   funkcyą    właściwą,    że 

mianownik  jest  tylko  o  jeden  stopień  wyższy  od   licznika,  natenczas  całka  j   *^-^«Lr    jest 

f  +  °°     dx 
nieskończoną.  Na  podstawie   tego  całka  j  ma  wartość  skończoną.   W  istocie: 


Analogiczne    twierdzenie    dotyczy    przypadku,  kiedy  funkcya  /(x)  jest 
stale  ujemną. 

1 0.  Jeżeli  funkcya  f(x)  w  granicach  (a,  00)  zmienia  swój  znak,  wówczas 

należy  celem  zbadania  całki   l   f(x)dx    podzielić    odstęp    (a,    00)     na    części 

w  tych  miejscach,  w  których  funkcya  f(x)  zmienia  swój  znak.  Odnośne  war- 
tości częściowe  całki  utworzą  tedy  w  ogólności  szereg  nieskończony,  a  bada- 
nie 'całki  sprowadza  się  do  badania  zbieżności  odnośnego  szeregu. 

Chcąc  np.  zbadać*  całkę  kształtu  f   dr,  podzielmy  odstęp  całkowania  (0,  oc  )  na 

Jo 

r71  sin  * 
I*,  zr.j, ... ;  oanosne  wartości  oanosnycn   caieic   częściowy  en:  i 

f  («+i)*  sin  * 
nn  X 

Otrzymujemy: 


części  (0,  *),  (k,  2r.), ...;  odnośne  wartości  odnośnych   całek   częściowych:  f         -    dx, ... 

Jo     * 

/»(*+l)/r  gjji  x 

\  dr, ...  utworzą  szereg  a, , ... ,  a„, ...  o  wyrazach  naprzemian  dodatnich  i  ujemnych. 

J  n  31  X 


[•(«+!)*  sin  X    _                         /•("+2)«  sin  *  , 
a»=  l  dx,     o*+i*=\  cfcr, 

zatem:  |  o«  |  >  |  a«+i  |. 

/•(*+l)*r<fce  ||0_1 

przyczem :  |  a%  |  <  \  — ,    czyli  |  o»  [  <  log    -   -,     a  więc  lim  |  a»  |  =  0. 

Szereg  at+ fl4+—  Jest  zatem  zbieżnym.  Zbieżność  ta  jest  jednak  warunkową,  gdyż: 
.  r(»+*)*  |  sin  *  |  1       /•(■+i)»     .  11^        2 


»o  1 


a  więc :  ^S  |  a»  |  =  co .     Jest  więc    f    —  — ■  dx  «=  co . 

11.  Całkowanie  szeregów.    Niech    będzie    daną    funkcya  f(x),  określona 
szeregiem  jednostajnie  zbieżnym: 

/(*)-/oW+/iW  +  .-+/-(*)  +  .-.i 
w  którym  funkeye:  /0(#),  /i(flj), ...  są  funkeyami  ciąglemi  w  zakresie  (a,   6). 


Im: 
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Połóżmy: 

/(*)  -  /".(*)  +/i  (*)  +  ...  +/.  (»)  +  -K. (*), 

»:  A(*)-/r.+i(*)+/-+i(ar)  +  ... 

iczas  otrzymamy: 

C  /(*)<**= [  /„(*) dx+...+  \A(x)dx+  C  R.(z) dx. 

Ja  Ja  Ja  Ja 

yęcia  szeregów  jednostajnie  zbieżnych  wypływa,  że  od  pewnego  n  począ- 
tj  jest : 

ie  e  jest  dowolnie  małą  liczbą  dodatnią,  z  czego  wynika,  że : 
|f  Bm(x)dx    <ef  dte,  czyli    (  En (x) dx I  < e (b— a), 

|J«  I  Ja  Ja  | 

f  f(z)dz-[  f0(x)dx+[b  fl(x)dx+( f2(x)dx  +  ...  (18) 

Ja  Ja  'Ja  Ja 

i  To  znaczy:  Jeżeli  funkcya  f(x)  da  się  przedstawić  w  postaci  szeregu  jedno- 
mi*  zbieżnego  w  zakresie  (a,  6),  to  cał/cując  w  granicach  (a,  6),  kolejne  wyrazy 
w  szeregu,  otrzymujemy  szereg  zbieżny,  którego   wartość   przedstawia   całkę    okre- 

m  danej  funkeyi,  t.  j.  §J(x)dx. 

12.  Z  tego  twierdzenia  wynika  całko walność  szeregu  potęgowego  w  gra- 
fctth  zawartych  w  zakresie  jego  zbieżności. 
Niech   będzie  tedy : 

f(x)=*a0+aix  +  a2x2+...7  gdzie  \x  <<>, 
tenczas,  pod   założeniem,  że  (aj  i  |6i<c,  otrzymamy: 

Caf(x)dx=^a0x  +  ai  ~  +  ****  +  ...)  = 

=«o(6— a)  +  - — g +  -  -  g—  --+.« 

w  szczególności  dla  x<ic1 

jV(*)**-«b*  +  -f2  +  ^  +  ...  (19) 

Przykłady: 

1)    -  ]-  =  1—  x+x* --x3+...  dla  '  «  i  <  1, 
em  dla  |x"  <1  także : 

2)   ii"» = l-*'+*ł- ••+...  dla  | » |<  1, 
im  dla  takiego  x  będzie  także: 

1. 1+£5  =  MC  tanS  *  -  "f  "  8  +  6-7-  +- 

3)  ^-(4— ,)"*"1+J-,+  ilI'ł+-  dla|a:|<1, 

m, skoro     ar  |  <  1,  jest  także: 

C*     d»  x    ,     1     x3  ,    1  .8   x*>  , 

3oV!^^ftrCSin"  =  T  +  ¥-  8  +2.4-5  +- 
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Ćwiczenia  XXXVII. 


1)  Wykazać,    że   ?  f{x)dx=F{b)  —  F(a),  skoro  dF(x)=f(x)dx. 
Wykazać,  że  pod  warunkiem  [f(x)dx=F(x)+C  zachodzą  relacye: 

2)  £/(*)* $/(*)<** 

3)  ?f(x)dx=  f  f(x)dx+["  f(x)dx. 

Ja  Ja  Je 

4)  p /(■)<«-  £/(*)«**  +  £  /(»)«**+•••+  £_/(*>**• 
B)     f*«/(*)*r— *f*/(»)<fa. 

6)     C*  /(*)«**  +  f%(*)<**  =  f  *[/(*)+•(*)]  Ab. 

Ja  Ja  Ja 

Ja  a  Ja 

Wyprowadzić  obok  podane  wartości  całek  określonych   pr«y  pomocy  odpo^ 
całek  nieokreślonych: 


il+--,=  4.  14)  £*..*-«. 

iB)  ^vx7x-r)rfx=f  16)  J^j-^-wctg  y.-. 

,♦*  xM-l  2  ,-l  (— ])«n! 

21)  i,  W*"  8  *  22)  J^**"  (-+&-*' 

23)   \    xne-*dx=n\  24)   \    log  xdx  =  x(\ogx— 1). 

Jo  Jo 

26)    f2  log  sin  *<**  =  —£  log  2.  26)   Cxe-*dx  =      . 
^    TT    •   o       „         1.3.6...(2m-l)  * 

afi)^. im-,*--  2^2m  V 


2  .4.6.... .  2m_ 

0  Si  5   7 (2m+lj# 

.1         dx  1 


28)   C2sin2m+lxdx 


^  &_-£+*  -iyin  l06("  ^  T)l  jeżeli  "?>  L 

31)  &_£?+..  -  2 lo*  l2^! + vrb *rctg  VS« jeżeli  "  <  *■ 
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K)  SI  1=55+5* ~T  l0«{S<1—>}.+  *li-l l0g  (*+V-'~l).  jeieli  *'  >  1. 

■>  j:  "t^— iv*-  ■»  y:(^s,-va)%- 

(•«     «to         2»\/3  f-    dr         *\/2 

"'  Jl+*«       8"  4B)  J(l+*>)»-16'" 

(•-     »'<*»  *  f+» ^  r 

JJ,(1+*')'        16'  W;  ^..^nri^S+pi  — y 


«<»+«-«*       4a" 


p«     «*«<**_       r— 2  /-»  fSoc^B         1—2  log  2 


50) 


>  (««+l)ł  2« 

r* <** 2  log 2  »«>     ta^_r^i  K 

Jo   («<V*>«-«Vr)>  «.*     '  Mo     («a/Jr^^WV)S     ^"^T 


64)  J"o*  ^~§-  •  ■•b*  *  **  -  J-  log 2  -  -*-.    66)  p  sin»x  cos»*<fa  =  *, 

<**  *  ...    i.?        .      .  2 


621   fT__^__= _* ^   ff               <**                         _*_ 

Jo   />'— 3ł8in8*       2p\/p*~q%  Jo   płsin8*+g2co8ł*         2p? 

~^   rr          sin*  xdx                      n  /.-v   r«    •   »          *    j         2 

'  J0  ps8ins»+9sco8s«        2p(p-fg)  '  J0                                   IB 


J-=-           cos8  x  <£r                       Tc  rir              dx                     1 

i °  _  67)   f  2 _ =  _i_ 

u    ^^sin*  «+j,cos,»        2j(p+g)'  J0   (a  sin  *+&  cos  »)*      ad' 

ff  aco8*-ft8in»  «-6  , &  « 

J0  («  sin  sc+o  cos  x)%             ab  '  J  (tang  *+cotg  X)1      16 

/Tj~ sin*  a?  cfa             k  7i\   f  T          cos1  ar  dr            jc 

i0>  J0    (a^sin^+^cos1*)*  "~~  4a36  71'  J 0  (o^sin1 »+Srcós","*)ł ""  4  a*3  " 

72)   C"      sin  as  (to      -,lagetangi;.  73)   f* sin  m*  .  sinn*  d*  =  0,  (m  5  a). 

'  Jo  f>* +},COSJ»       pj               &  p  Jo 
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74)   \    Bm(axi)dx=^\^co8(ax1)dx==    /V    \ 

Ib)  \    sin  (»+ 1)  *  •  sin*  -  *  x  dx  =      sin*  x  sin  n  x. 
Jo  n 


aro  sin  ax .  dx  =  arc  sin  a  • 


Jo  « 

rl  1    l/l  — «J 

77)  \  arc  cos  ax  .dx  =  aro  cos  a-[- 

Jo  « 

78)  f  arc  tang  ax  ,dx  =  arc  tang  a -- yt—  . 

Jo  2a 

79)  C  arccotg  aa;  .  ox  =  arccotg  a-f--0^  "*  »-*. 
Jo  2o 

80)  f  arc  sin  (YA ) .  dx  =  f  arc  cos  (\/x)  .  o**  =  *-. 
Jo  Jo  4 

*1;  J0  \/ic^  — 2  '  T '  e"  -  ~2"»  "°2n '  i" ' 

fq  g2»+ife        2     4     6         2» 
^  Jo  VV-a*  =  8" "  6  '  7  -  i.4  1 '  tf-  +  1- 

84)  jV  +  lv/a^^=  J.  J.|  -  to%..^» 

87)  jw..i**-  ».  j . ;  ...j;r         88)  jw~a>=-^. 

Wyprowadzić  następująco  rozwinięcia: 

/•Z 


log(l+x)        _*         x2        a:3         j:4 


/•*sinx  o:3  xr>  r7 

91;  Jo    V"d-l"iX-3.B!+5.5!-777!+- 
^N    /•*  cos  x    ,  x        x2  — a2    ,    x4 — a4        x6— a6    , 

92)  la     x      dx=l°Z  a  -  2.2!    +-T4!   --676T+- 

c*  xn  x«  +  1  x*,~ł"2 


Rozwiązania  XXXVI.  Wskazówki  podane  w  wykładzie. 

Literatura.  Emanuel  Czub  er:  Yorlesungen  ttber  Difterential-  und  Integralrt 
Zweiter  Band,  Leipzig  1898.  Angelo  Genocchi:  Ditferentialrechnung  und  Grund 
Integralrcclmung  herausgegeben  von  Giuseppe  Peano.  Autorisirte  deutsche  U  boi 
von  G.  Bohlmann  und  A.  Schcpp.  Leipzig  1899. 

Tematy  do  rozpratcek  naukowych  : 

1.  Pojęcie  całki  określonej. 

2.  Bezpośrednie  obliczanie  i  ocenianie  wartości  całek  określonych. 
!5.  Całkowanie  szeregów  nieskończonych  i  zastosowania. 


Wykład   XXXVII. 


Znaczenie  geometryczne  całki  pojedynczej 
i  przybliżone  metody  całkowania. 

1.  Krzywe  różniczkowe  i  krzywe  ealkowe.  Przedstawiając  funkcyę 
y«/(s)  w  postaci  linii  krzywej,  możemy  podobnie  wykreślić  jej  funkcyę 
pochodną  f(z),  jako  nową  linię  krzywą  o  równaniu  y=f'{x).  Krzywą  y —/'(«) 
nazywamy  krzywą  różniczkową  krzywej  pierwotnej  y— f(x)1  a  krzywe 
pierwotną  y=f(x)  nazywamy  krzywą  całkową  krzywej  y=f(x). 

2.  Krzywe  różniczkową  y=/(a?)  możemy  w  przybliżeniu  wyznaczyć  gra- 


ficznie wprost  z  krzywej  pierwotnej  y=f(x)  na  podstawie  określenia; 


dx 


df(x)      fte) 
-f(x)}  czyli  na  podstawie  proporcyi :  -~- -  ~=  ,  z  której  wynika,  że  war- 

ax  l 

tość  różniczki  d/(x)  danej  funkcyi  f{x)  w  pewnem  miejscu  x  ma  się  tak 
do  stałej  różniczki  dx  zmiennej  niezależnej  x,  jak  się  ma  wartość  pochodnej 
f(x)  w  tern  miejscu  do  przyjętej  jednostki.  Możemy  zatem  w  pewnem  miejscu 
t  wykreślić  wartość  f(x)y  gdy   dla    przyjętej    różniczki  dx=ME  wykreślimy 

różniczkę  df(x)=*RN  (fig.  18)  danej  funkcyi, 
a  następnie  wykreślimy  trójkąt  ABP  podobny 
do  trójkąta  MRN,  pod  warunkiem,  że  bok  AB, 
odpowiadający  bokowi  MB=dx  będzie  równy 
jednostce.  Ponieważ  atoli  kąt  NMB  przedsta- 
wia kąt,  jaki  styczna  w  punkcie  M  tworzy 
z  osią  2-ów,  przeto  wystarczy  na  podstawie 
AB  równej  jednostce  i  równoległej  do  osi  #-ów 
wykreślić  kąt  a,  to  znaczy  wykreślić  prostą 
AP  równolegle  do  stycznej  MN,  w  drugim 
końcu  jednostki  wykreślić  do  niej  prostopadłą 
BP.  Długość  BP  tej  prostopadłej  przedstawia 
kdy  wartość  pochodnej  f(x)  w  miejscu  x.  Podobnie  możemy  przedstawić 
rysunkiem  wartość  pochodnej  w  każdem  innem  miejscu,  a  tern  samem  wy- 
weślić  dla  danej  krzywej  jej  krzywą  różniczkową. 

Konstrukcyę  możemy  wykonać  przy  pomocy  stosownego  diagramu. 
W  tym  celu  dzielimy  powierzchnię,  zawartą  między  krzywą  pierwotną  O  7 
a  osią  x-ów  za  pomocą  rzędnych  na  paski  o  stosownej  szerokości  (fig.  19). 
^wnątrz   kreślimy   jednostkę    AO,    w    jej    końcu    0    prostopadłą     do    -40, 


0        M' 
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a  z  punktu  A  prostą  równoległą  do  styoznej  w  przyjętym  punkcie.  Prosu 
ta  przetnie  prostopadłą  w  pewnym  jej  punkcie,  a  długość  tej  prostopadłej 
będzie  rzędną  krzywej  różniczkowej  0*1'.  Tak  postępujemy  z  każdym  pun- 
ktem krzywej  pierwotnej,  aż  otrzymamy  rzędną  ostatniego  punktu  szukanej 
krzywej  różniczkowej. 


Fig.  19. 
3.  Mając  daną  krzywą  y=f{x)  możemy  analogicznie  wykreślić  jej  krzywą 

całkową  y=F(x)}  określoną  warunkiem     ^    «  f{x) ,  czyli  proporcyą :  — 


dx 


dz 


M 


W  tym  celu  dzielimy  powierzchnię  zawartą    między    daną    krzywą 


y=*f(x)  a  osią  rr-ów  na  paski  stosownej  szerokości,  obieramy  jednostkę  AO 
i  kreślimy  prostopadłą  w  punkcie  0.  Na  tej  prostopadłej  odcinamy  rzędną 
przyjętego  punktu  danej  krzywej  np.  Ol1.  Prosta  AV  wskazuje  tedy  kieru- 
nek stycznej  w  punkcie  V  krzywej  całkowej,  od  powiadaj  ąoym  punktowi  1 
danej  krzywej  różniczkowej.  Przyjąwszy  dowolnie  punkt  0'  na  prostej  OO1 
jako  odpowiadający  pierwszemu  punktowi  O  danej  krzywej  możemy  już  za 
pomocą  stycznych  przedstawić  krzywą  jako  obraz  funkcyi  F(x)  pierwotnej 
względem  funkcyi  f(x),  czyli  krzywą  całkową  danej  krzywej  y  =/[*}, 
jak  to  wskazuje  fig.  20. 


r 


WJm^ 


Fig.  20. 
4.  Całkowanie  graficzne.    Bezpośrednie   wykreślanie  krzywej   całkowej 
odpowiadającej    danej    krzywej    różniczkowej    nazywamy    całkowaniem 
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graf  icznem.  Mając  np.  daną  prostą  MN  jako  krzywą  różniczkową  znaj- 
iziemy  jako  krzywą  całkową  parabolę.  Prostej  y=x  jako  krzywej  różnicz- 
kowej odpowiadają  parabole  o   równaniu:  y—o-^+C,  gdzie  C  jest  stałą  do- 

wolną  jako  jej  krzywe  całkowe. 

Przyrządy  służące    do    rysowania   krzywych    całkowych,    gdy    dane  są 

krzywe  różniczkowe  nazywamy  integrafami. 

Jednym  z  takich  jest  integraf  Abakanowicza,   opisany   w   dziele:   Les 

integraphes  par  Bruno  Abdank-Abakanowicz.  Paryż  1886. 

5.  Znaczenie  geometryczne  eatkl  określonej.  Niech  odpowiada  równaniu 

y =/"(£),    w    którem  f(x)   jest    funkcyą    ciągłą,  pewna   krzywa    MN   (fig.  21), 

a  odstępowi  (a,  b)    odcinek   AB  na   osi  2-ów. 

Podzielmy  odcinek  AB  na  części  w  punktach 

*o>    *i>    *h-i*»i    8dzie     ^o—^    x*=*b   *    wy- 
kreślmy w  punktach  podziału   rzędne    y0,   yu 

y%y.*}yni  natenczas  powierzchnia  AMNB,  zawarta 
między  krzywą  MN,  osią  #-ów  i  dwiema  rzę- 
dnemi  końcowemi  MA=>y0=f(x0)=°f(a)  i  NB= 
^ynS=rf(xn)=f(p)1  rozpadnie  się  na  poszczególne 
części  w  kształcie  trapezów.  Niech  będzie 
PCRC1  jednym  z  tych  trapezów,  odpowiada- 
jący punktom  P(xnyr)  i  <?(*r+i»  Jfr+i)  krzywej 
Fig.  21.  y^/OO?  natenczas  będzie  PlQ'=xr+\ — xn  /*P— 

=yr=/(av),  ^C=»yr+1=:/(a;r+i).  Powierzchnia  tego  trapezu  leży  widocznie 
między  powierzchniami  Ar  i  Ar+X  dwu  prostokątów  wykreślonych  nad  odcin- 
kiem PtQ'=*xr+i—xn  z  których  jeden  ma  wysokość  P?=yr-=/'(a;r),  drugi  zaś 
wysokość  CC1— yr+i—ffSr+i),  a  więc  między  liczbami: 

4r=(a?r+i— a?r)yr=(a?r+i— aJr)/"^)  i  -4r+i=0rr+1— xr)yr+i=(av+i— *r)f{*r+\\ 
otrzymamy  tedy  dwie  sumy,  jedną: 


F  a' 


r=»-l 


r=n-i 


A'~^Ar~^xr+i-xr)yr=^{Xr+x--xr)f{xr\ 


r=0 


r=0 


przedstawiający  sumę  powierzchni  prostokątów  wewnętrznych,  fig-  22,  drugą : 


r=«— i 


r=»— 1 


-4"  =2  ^r+1  ""2  (*•+*—*•)  y^1  "2  (*r+t  — 3r)/(tfr+l), 


n=0 


r=0 


przedstawiający  sumę    powierzchni    prostokątów   zewnętrznych    fig.  23.    Po- 


ti 


f 


vf 


p  tf 


B     w 


Fig.  22.  Fig.  28.  Fig.  24. 

wierzchni  AMNB  odpowiadać  będą  tedy  liczby  A  zawarte  między  temi  su- 
mami, które  w  miarę  powiększania  ilości  punktów  podziału  (fig.  24)  zbliżają 
się  coraz  bardziej  do  granicy  A=[baydx=  ^af(x)dx. 
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Całka  określona  kształtu:  thaf(x)dx   przedstawia    więc    powierzchnię 
między  krzywą  o  równaniu  y=*f(x),  osią  x-ów  i  rzędnemi  w  punktach  z—a  id 

6.  Wyznaczanie  wartości    całki    określonej    odpowiada    zatem    zad| 
geometrycznemu  obliczania  powierzchni  linii  krzywej. 

Jeżeli  wartości  f(xr),  /(#r+i)  są  liczbami  ujemne  mi,  natenczas  pod  , 
żeniem,  że  wartości  x01  xu  x2l...1xn  są  uporządkowane  rosnąco,  a  więc 
nice  (aV-M— xr)  są  dodatnie,  iloczyny  (xr+\ — xr)f(xr)  i  (sr+i— av)/(*r+i)  pi 
stawiają  ujemne  wartości  odnośnych  prostokątów.  Skoro  zatem 
w  obrębie  odstępu  (a,  b)  wznosi  się  częściowo  nad,  a  częściowo  pod 
jc-ów,  natenczas  całka  określona  Ca/(x)dx  przedstawia  w  granicy  sumę  i 
braiczną  dodatnich  i  ujemnych  powierzchni  odnośnych  prostokątów. 

7.  Uwaga.    Że  suma  powierzchni   prostokątów   wewnętrznych    i    zewnętrznych 
wzroście  ilości  punktów  podziału  dąży  do  tej  samej  granicy  niezależnie  od  rozmi 
tych  punktów,  możemy  dowieść  za  pomocą  następujących  rozważań: 

Niech  będą  op0,  oj,,  x2,...,xn    spółrzędne   punktów    podziału    odstępu   (o,  6),   pra; 
a?0=a,  xn  =  b,  a  zarazem  r0<^xl  <*,<...  <aj»,  natenczas  wartościami  funkcyi  y  ==/(*) 
stawiającej    daną    krzywą    będą   kolejno   f(x0)1  /(*i),    f(xi)i-,f(x")*     Weźmy    pod 
odstęp  (ajr- j,:rr),  któremu  odpowiada  "element  krzywej  y  =/(*),  ograniczony  rzędnemi 
i  /(*r),    natenczas    otrzymamy   prostokąt     wewnętrzny    o    powierzchni    (*r— sr-l), 
i  zewnętrzny  o  powierzchni  (av— xr-  \)f  (xr).  Przyjmijmy,   że  między  rzędnemi  punktów 
elementu  krzywej  jest  mr  rzędną  najmniejszą,  a  Mr  rzędną  największą;  zastępując 
yi=/(a?i),y2=/(a:ł)ł»vy'»  =/(*«)  przez  rzędne  najmniejsze  ml,  *»ij, . .,  m*  odnośnych 

rz=n 

otrzymamy  sumę:  ,4'==^ (xr— xr—\)  tnr 

r=w 

która  będzie  mniejszą  od  sumy:      A  =^>, (xr-  xr-\)f(xr), 

r=l 

bo  jej  dodajniki  są  mniejsze  od  odpowiednich  dodajników  sumy  A ;  zastępując  zaś 

A  wartości  t/r=f(xr)1  (r=l,  2, ...,»)    przez    największe    rzędne   Mr  (r=l,  2, ...,»)  odnosi 

odstępów,  otrzymamy  sumę: 

A"  =^S(xr—xr-.\)  Mr    większą  od  A.     Będzie  więc  A*  <Z  A  <C  A**. 

r=\  ■ 

Jeżeli  teraz  m  jest  najmniejszą,  a  M  największą  rzędną  krzywej  y=/(x)  w  odstj 
(«,  b),  to  zastępując  rzędne  najmniejsze  mr  (*•=!,  2, ...  n)  przez  m,  otrzymamy: 


1'  =  2  (*r—  *r-l)l»r  >  m  ^Pt(Xr—Xr-  l) 


yl' 

czyli  A'^>m(b—  a),    zastępując    podobnie    rzędne    największe    3fr(r=l,    2, ....  n)    praci 
otrzymamy  : 

r  =  n  r=n 

A"=*  ^§Qrr  -xr-i)  Mr  <  M ^j?  (ay— a?r-i)     czyli  >i"<Af(&-a). 

r=l  r=l 

Otrzymujemy  zatem  nierówności :       m  (6 — a)  <Z  A'  <C  A  <C  -4"  <C  itf  (6  -  a) 
Pomyślmy  sobie,  że  pomiędzy  punkty    podziału  x,,  ar2, ...,  X/i— i  odstępu  (o,  6)  powi 
wiamy  nowe    punkty  i    wykreślimy    w    nich    nowe    rzędne    krzywej  y  =*/(.**),  to  pozni 
z  łatwością,  że  suma  A'  będzie  coraz  bardziej  rosła,  podczas  gdy  suma  A"  będzie  coras  1 
dziej  malała,  przyczem  suma  A*  będzie  zawsze  mniejsza  od  sumy  A". 

Różnica  między  sumami  Ał  i  A'\  opartemi  na  pewnym  podziale  odstępu  (a.  b),pt 

r  -  » 

stawia   sic;  w  postaci:  A"     A'  ■  ^^S  (x,  —  xr~  <)(3/r — »'r). 
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Różnicę  między  największą  a  najmniejszą  rzędną  krzywej  w  pewnym  odstępie  nazy- 
wamy chwiejnością  krzywej  w  tymże  odstępie.  Kładąc  Mr—mr  =  ir  otrzymamy: 

A"  - A*  —  ^  (*'-*'- 1)  ar. 
r=\ 

Oznaczmy  przez  o  największą  z  wartości  a1}  a,, ...,  ar,  to  będzie  widocznie: 

r=n 

4"-^'<o2(^-af^l)1  czyli  ji"-;i'<(&-a)a. 

r=l 

Zwiększając  ilość  podziałów  danego  odstępu,  możemy  liczbę  a  zrobić  mniejszą  od 
wszelkiej  dowolnie  małej  liczby,  obie  sumy  A*  i  A"  dążą  więc  do  jednakowej  granicy, 
a  do  tej  granicy  dąży  także  suma,  między  nimi  leżąca: 

r—n 

A  —  ^(.Tr-gr-l)/(xr), 
r=1 

a  granicą  tą  jest  powierzchnia  A  krzywej,  przedstawiona  całką  określoną 

r=n 

f    f(x) dx  =  lim  ^Pt(xr-xr  -\)f(*r). 

8.  Metody  bezpośredniego  obliczania  wartości  całek  określonych.  Oblicza- 
nie danej  całki  określonej  sprowadza  się  do  obliczania  powierzchni  linii  krzy- 
wej. Metody  obliczania  powierzchni  linij  krzywych  mogą  więc  zarazem  posłu- 
żyć do  przybliżonego  obliczania  całek  określonych.  Dzieląc  powierzchnię 
krzywej  y=*f(x)  za  pomocą  rzędnych  równoległych  na  elementa,  możemy 
jej  powierzchnię  A  określić  w  dwojaki  sposób: 


(i) 


w 


r=«  ~h 

albo:  il-lim  2(a%.-a^_i)/(«r-ł)— \  f{x)dx 

»=  ob  r=1  Ja 

albo:  i=lim2(«r-«r-i)/W=\  A*)dx 

w=»rc=l  Ja 

używając  do  obliczania  powierzchni  elementów  w  pierwszym  przypadku 
rzędnych  początkowych,  a  w  drugim  rzędnych  końcowych  poszczególnych 
elementów.  Używając  do  obliczania  powierzchni  poszczególnych  elementów, 
odpowiadających  odstępom  (a,  xx),  (xt1  x^\  ...,  (Xu-u  &)>  pewne  rzędne  pośre- 
dnie tju  %,...,  rfn  odpowiadające  odcinkom  §n  §2j  •••>£»» 
a  ™*c :  Vi  ^(Ij),  %  -A£i)i  •••»  fl--AWi 

gdzie :  a  <  li  <  *f  i  *i  <  Si  <«,i  •••>  *»-i  <£*<&> 

czyli :  £r=*3r-i4-  8r  (xr—xr-i),  przyczem  0  <  Sr  <  1, 

możemy  także  powierzchnię  A  krzywej  y=>f(x)  przedstawió  w  postaci: 


r=n  /.& 

A- lim  2(*r-av-i)/&)  - \  A*)  *f- 

«=.r=i  Ja 


(3) 


Jeżeli  rzędne  równoległe  y0,  ylf  ylf... ,  y*  odpowiadające    punktopi  a,  *t, 

*2>***i£»-i)  &  są  zarazem  równoodległe,  a  więc  skoro: 

xt  —a=*x2—xi=*xz — #2=  ...  =6— #n_i«A, 

6 — # 
czyli:  ^  —  a+h,  a?2=o+2A, ...,  xr=*a+rh,  gdzie  A=—      , 

wówczas  otrzymujemy  na  obliczenie  powierzchni  A  wzory: 

rsrn  r=n  ^=*» 

D    il-lim—  ^f{a  +  (r-l)b~-]  =  lim  hy/\aĄ-(r-l)h Ulim  fc^-' 
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/_    r=="    /  7—   \  r=n  r==n 

3)     ii-lim*    "*Sf  \a  +  {r-er)      -^=\imhy.f[a  +  (r-6r)h]  = 

-lim  *2cr,  0<er<lf 

zależnie  od  tego  czy  w  poszczególnych  elementach  używamy  do  objic 
ich  powierzchni  rzędnych  początkowych  czy  rzędnych  końcowych  cv 
jakichkolwiek  rzędnych  pośrednich. 

9.  Przykłady  bezpośredniego  obliczania  całek  określonych. 

x1dx,   czyli    powierzchnię  krzywej  y=x\  w 
cach  od  x  =  a  do  x  =  b. 

Według  wzoru:  [b  f(x)dx~lim*^^f(a+{r-l)h^L)  . 

otrzymujemy  tu: 

£..*-£.  i=?2(-+<->»-r)'- 

r-=l 

Wykonawszy  wskazane  działania  otrzymamy: 

t*=«  n=zn  r—n 

r=1  r=l  r=l 

a  że:  ^fr-l)-  l+2+...+(ii-l)-f^Jil 

r—l 
r=n 

2  (»■-!)»  - 1  M-2M-...-K-  - 1)'= "("-1)6(2n-1-), 


przeto  będzie  : 


r=« 


zatem : 


72{»+('-')'r>,-^i""'+^ł-'>("-|)+<ł-°>,<"'r-'iv 

r  =  l 

l  3     I  3  8 

czyli:  \    a:*e?a:  = — - — , 

jo  " 

zgodnie  z  wynikiem  otrzymanym  za  pośrednictwem  całki  nieokreślonej  w  postaci : 
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2)    Obliczyć  bezpośrednio  całkę  określoną    \  e*dx,  czyli   powierzchnią   1  ogary tmiki 

Ja 

=  «*  w  granicach  od  «=a  do  *==&.    Mamy  tu  pod  założeiftłem  **  =  &— a, 
C*  **<fe -. lim  h  {*■+*■+*  +...+  **-K«-i)*}  , 

rzeto : 

tad  ze  względu  na  to,  że  lim  — — r  — 1»   otrzymujemy:    \    e*  o*  =  «*  -  *». 

*=0*  *-l  Ja 

8)    Obliczyć  bezpośrednio  całkę  określoną  f    sin  x  dr,    czyli    powierzchnię    sinusoidy 
p  =■  sin  x  w  granicach  od  *  =  a  do  op  =  6. 

r=«-l 

filamy  tu :  f  sin  *  da?  =  lim  A  ^S  sin  (a+rfr), 

r=0 
r=»- 1  rsn—1 


2  sin  (o+rA)  i. ^-7§  2  sin  (°+r*)  •  sin  r1  — 

r=0  2  Sin    —  r=0  i 


2  sin  -5-  r=o 


tt  { ^  (•--! 2 )  ~  °°8  (a +  % J  *)}  -  -  --V 8in  (a+ V*)  • 8in  ?■ 


2  sin  —  sin  ^ 

przeto:  J    sinasd*  =  lim .  sin  {*+^7r-  *}  sin  \ 


sin-r- 


Mając   na   uwadze,    że   **»&— a,    a   więc   <H — ^-  A  =  a-f —  —  o-  =  aH — 0 T^ 

=  ^t _,  otrzymujemy  z  powyższego  wzoru : 

2  a 


f  sin  *«>  =  lim  -\.  2sin  (41  -  £)*" 

Ja  AcO      .      *  \      2  2/ 


a-6 
/sin  -2-, 

sin- 
2 


a  że:   lim  — ^-r-  =  1 ;  lim  2  sin  1  — o)8"1  —7%  -  =  2  sin ^~-  sin  -77—  =  cos  0  -  cos  6, 


*=°  sin  A  *=« 


przeto  otrzymujemy  ostatecznie: 

\    sin  »ao5s=  cos  a— cos  6 

zgodnie  z  wzorem  pośrednim: 


T 

Ja 


sin  mdx~ 


(—cos  x)  =  —  cos  6+cos  a« 


10.    Przybliżone  metody  obliczania  powierzchni  zastosowane  do  przy- 
bliżonych metod  obliczania  całek  określonych.  Przyjmując  we  wzorach  poda- 
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nych  w  art.  8.   liczbę  n   dostatecznie  wielką  (ale  nie  nieskończenie  wielką] 

a  zatem  liczbę  A= dostatecznie  małą  (ale  nie  nieskończenie  małą ,  czyi 

nie  równą  zeru),  otrzymamy  dla  obliczenia  powierzchni,  względnie  dla  obli 
czenia  całki  określonej  wzory  przybliżone  w  postaci: 

4= £/<«)  dx=h^/(a±(r-l)h)=h[f(o)+f(a+h)  +  ...+f(l>-h)]         (4) 

r— 1 

względnie : 

które  dają  wyniki  tern  dokładniejsze,    im  mniejszy   odstęp  A,   czyli    większą 
liczba  n  podziałów. 

Oznaczając  rzędne  krzywej  y*=f(x)  odpowiadające  odcinkom  af  a  +  h{ 
...,a+rA,...,6,  przez  y0,  yj,...,yr,...,y«  przedstawiamy  powyższe  wzory  w  po- 
staci : 


względnie : 


(*) 


(5') 


11.  Wzdr  trapezowy  przybliżonego  obliczania  całek  określonych.    Uży 

wając  powyższych  wzorów  do  przybliżonego 
N  obliczania  powierzchni  z  jednej  strony  krzy-i 
wolinijnie  ograniczonej,  poznamy  z  łatwością, 
że  otrzymamy  tu  raz  za  małą,  a  raz  za  wielką 
wartość.  Bardziej  przybliżony  wzór  otrzyma- 
li' Of  my,  przyjmując  w  każdym  z  trapezów  (fig.  25), 
na  które  powierzchnia  przez  równoległe  rzędne 
została   podzieloną,    rzednę  środkową: 

"Kr  fr"*    r~o — '»  otrzymamy    tedy    wzór    przybli- 
«.      2&  żony  na  powierzchnię : 

^4— *(^i  + %+••-  + f?i.)i 

czyli:  A-k\*&*-  +  *+*  ■  +...+  '"-'±^1 , 

a  stąd  t.  zw.  wzór  trapezowy: 

A~h["  2^  +yi  +*  +  •••+*-*]  («) 

używany  w  geodezyi  przy  obliczaniu  powierzchni  parcel  z  jednej  strony  krzy- 
wolijnie  ograniczonych. 

Stosując  ten  wzór  do  obliczania  wartości  całki  określonej  kształtu: 
\afix)dx  i  kładąc  ft— a=~nh,  przedstawimy  go  w  postaci: 

iy(x)dx^J^m±f(bU/(a+h)+/(a+2h)+...  +  f(b-hĄ  (6') 
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12.  Powyższy  wzór  możemy  także  w  inny  sposób  przedstawić.  Podzielmy 
lianowicie    odstęp    (a,  b)   na    parzyste    ilość    (2tt)    równych    części,  połóżmy 

- — =fc  i  wyznaczmy  tylko  rzędne  nieparzyste  yt,  y3,...,  %V2«-i,  natenczas,  u  wa- 

ając  powierzchnię  jako   podzieloną   na  n  trapezów   o   szerokości  2A,   otrzy- 
narny  wzór  przybliżony  na  powierzchnię  w  postaci: 

A~2h  (yt  +y3  +  ...+y2,.- i)  (7) 

i  stąd  analogiczny  wzór  przybliżony  na  obliczenie   całki    określonej    w   po- 
taci  : 


Ja 


ft-a, 


[/(«+*)+/(a+8*)  +  ...+/(a+(2n-l)*)] 


(70 


13.  Wzór  Simpsona.    Podzielmy    powierzchnię    krzywej    MN  fig.  26.  za 

^    pomocą  rzędnych  y0,  y, ,  y2,  ...,  y2m  równoległych 
i  równooddalonych   na  2«  części   o   szerokości 

A«-^ — .    Przeprowadźmy    przez  trzy   punkta 

!     u      po    sobie    następujące    Jlf(0,    y0),    M'  (A,    #j), 


Fig.  26. 


8ah*    L4jSA^_    . 
-g-.+     2     +2y*' 


JIP(2fcf  y2)  parabolę  o  równaniu: 

to  na  wyznaczenie  niewiadomych   spółczynni- 
^   ków  a,  /?,  y  otrzymujemy  trzy   równania   wa- 
runkowe : 
Po^Yi  yi=aA2+/?A+y,  y2«4aft»+2/?ft+y. 

Powierzchnia  części  powierzchni  (y0,  y2),  ograniczonej  tą  parabolą,  osią 
z  ów  i  rzędnemł  y0  i  y2  otrzymuje  wartość: 

f2ł  f*A        «  \7h/azz       Bz7         \ 

)  ydx-}    (az*+px+y)az=\  '[—  +  ^  +  yz) 

ycŁr=— (8aA2+60A+6y), 
o  d 

iie:    8aA2+6/?A+6y=y+4(aA2+/3A+y)  +  (4aA2+2/?A+y)=y0+4y1+y2, 

przeto  powierzchnia  jednej    części    o    szerokości    27*,    ograniczonej    parabolą 
i  dwiema    rzędnemi  przedstawia  się  w  postaci : 

h  ' 

Na   tej    podstawie    otrzymujemy  kolejno   powierzchnie    poszczególnych 
*  części,  z  których  każda  ma  szerokość  2h,  wyznaczone  wzorami: 

(y0J  ya)— g-(yo+*yi+yi) 


(y2«-2,    y2i.)  =  -3    (jj*n- 2  +  4  ySn-  1+^), 
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skąd  otrzymujemy  na  wyznaczenie  całkowitej  powierzchni  wzór  przybliżony 

A^-[y0+y2n+4:(yi+P2+^+V2n^)  +  2(y2+y,  +  ...+yu^)]  (8) 

znany  pod  nazwą  wzoru  Simpsona. 

Uważając  rzędne:  y0,  yv  ...,  yu  jako  wartości  funkcyi :  y=f(x),  gdy  x=a, 
o+A, ...,  a  +  (2w— 1)A,  6,  a  więc  kładąc: 

y0-/(«)t  *-/(«+*)!  yi-/(«+»),..,w^i-/[«+(*»-i)*l,  9u-W), 

gdzie  A=-~ —  ,    otrzymamy    wzór    Simpsona,    podający  przybliżoną  wartość 
całki  określonej  w  postaci: 

jy^)^-^[/(o)V(6)+4{/(a+A)  +  ...+/(a  +  (2n-l)A)}  + 

+  2{/(a+2A)  +  ...+/p(a+(2n-2)A}].  (9) 

14.  Uogólnienie  wzorn  Simpsona*  Postępowanie  przy  wyprowadzaniu  wzoru  Sim- 
psona, polegające  na  tern,  że  zamiast  uważać  łuki  danej  krzywej  za  linie  proste,  zastępujemy 
je  łukami  parabol  zwróconych  w  kierunku  rzędnych,  możemy  uogólnić  w  ten  sposób,  że 
daną  krzywą,  której  powierzchnię  obliczyć  mamy,  zastępujemy  przez  krzywą  prostszą, 
któraby  miała  z  daną  krzywą  pewną  ilość  punktów  wspólnych. 

Jako  takie  krzywe  prostsze  wskazane  są  krzywe  paraboliczne  o  równaniach: 

każda  taka  krzywa  jest  wyznaczona   (*+*)   punktami.    Obierzmy  tedy  na  danej  krzywej 
(*+l)  punktów  («q,  y0),  (ar,,  y,),  ...,(*r,  yr\ ..., (»*,  y»),  to  otrzymamy  na  wyznaczenie  krzywej 
parabolicznej  przez  te  punkta  przechodzącej  według  wzoru  Łagrange'a  (patrz  T.  I.  str.  <41V)  | 
wzór: 

So         (*r~~*°)  ^—x\)  •••  (*r-Xr- 1)  (*r-«r+l)  ...  (*r-*«)' 

który,  gdy  położymy  (ar— as0)(o?— r,)..  (*—*»)  =  t|»(.i;),  przedstawia  się  w  postaci: 

otrzymamy  tedy  na  wyznaczenie  powierzchni  danej  krzywej  y=/(x)  wzór  przybliżony: 

Ja  So       J«ł'(a>)(a;-av)       ^ 

czyli : 

a  więc :  f  /(«)  dx^=AQ  yQ+At  y, +...+^«  y«, 

•'a  • 

gdzie  spółczyniki   -40,   -4t,...,  AH    są    wartościami    powyższych    całek    określonych,   a  wiec 
zależnemi  od  podziału  odstępu  (a,  6). 

Zazwyczaj  przyjmuje  się  punkta  podziału   w   równych  odstępach:  *,— x0=x1— a^  = 

« ...  =  **  -a?«-i  =  h  =  ,  mamy  tedy  av  =  a^+r/i,  a  powyższy  wzór  sprowadza  się  tedy  do 

♦  (•) 


n 
postaci : 


£/(*)  «-2  ^^yg^sr,*  do) 
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16.  Średnia  wartoćć  funkeyi  w  danym  odstępie.  Niech  m  przedstawia 
iejszą,  a  M  największą  wartość  funkeyi  f(x)  w  odstępie  (a,  6),  innemi 
rj  niech  tn  przedstawia  najmniejszą,  a  M  największą  rzędną  krzywej 
x)  w  odstępie  od  x=a  do  #=&,  tedy  każda  powierzchnia  oparta  na 
kolwiek  podziale  odstępu  (a,  b)  będzie  miała  taką  wartość  A,  że: 

(b—a)  m<A<.  (b—a)  M, 

także  w  przypadku,  gdy:        -4=\  f(x)dx 

J  a 

ie:  (6-a)ro<j   f(x)dx<(b-a)M1 

a:  (  f(x)dx  =  (b-a)fi  (11) 

)  fi  jest   pewną  liczbą  między  m  i  M  zawartą. 

To  znaczy:  Między  najmniejszą  wartością  m,  a  największą  wartością  M7 
fimkeya  f(x)  w  odstępie  (a,  b)  przyjmuj  ey  leży  koniecznie  pewna  liczba  fi  taka, 
f(z)dx=*{b—a)fi. 

Liczba  fi  będzie  widocznie  wartością  funkeyi  f(x)  w  pewnem  miejscu 
między  a  \b.  Oznaczmy  to  miejsce  przez  a+  8(6— «),  gdzie  0  <  &  <  K 
fdzie  fi=*f[a+&(b— a)],  a  wzór  (11)  możemy  przedstawić  w  postaci: 

\  f(x)  dx=(b-a)f[a+6 (b-a)\  (12) 

"a 

^Liczbę  fi  możemy  także  przedstawić  w  postaci: 

„=lim  /W+A«+»)+~+./(»-»>    gdzie  hJ=* 

n—<x>  n  n 

ijpwamy  ją  z  tego  powodu  średnią  wartością  funkeyi /(rc)  w  od- 
iie  od  x=a  do  x=*b. 
Ka  jej   wyznaczenie     otrzymujemy  tedy  na  podstawie  (11)  wzór: 

P-b-aS/{x)d*  (13) 

Jeżeli  f(x)  przedstawia  rzędną  krzywej  PQ, 
odpowiadającą  odcinkowi  x,  to  liczba  fi  przed- 
stawia średnią  rzędną  krzywej  PQ,  a  za- 
razem wysokość  prostokąta,  opartego  na  pod- 
stawie MlN'  =  b—a1  mającego  tę  samą  powierzch- 
nię, co  krzywa  PQMtNt  (fig.  27).  Zastępując  we 
wzorze : 

l\f{p)dx~(h-a)f[a+B(b-a)] 

dx  przez  q>(x)dx,   zatem  §a  dx  =  (b— a)  przez: 
-pig,  27.  [b  <p(x)dx  otrzymujemy  wzór: 

\hf(x)(p(x)dx^f[a+S(b-a)]\h(p(x)dx 

uogólnienie  wzoru  13. 

16.   Reszta  szeregu  Taylora  w  postaci  catki  określonej.    Resztę  Iin  sze- 

i  Taylora  :      /(*+*)-/(*)  +*A*)  +  J/W  +  «.ł  *",  /«(*)  + A 
lany  przedstawić  w  postaci  całki  określonej. 


L 


Połóżmy  bowiem : 

F(e)=f{x-e)+gf(x-*)  +  £f\x-z)+...+^\x— e),  (a] 


tedy  różniczkując  tę  funkcyę  podług  z  znajdujemy: 

*" 

«! 
ztąd  otrzymujemy: 


-p(*)--~r,/('+1)(a:-') 


Jfl  f»!  Ja 

A  że:  f/Wdr-JfW-FHHfą 

a  na  mocy  podstawienia  (a)  mamy: 

F(h)=f(x-h)  +  hf(jc-h)  +  £*/»(*-*)+...+ */»(*_*),   *'(0)=/(a;), 

przeto  otrzymujemy  z  (i)  lównośó: 

/(*-*)+*/»(«_*)  +  £!/»(*-*)  +  ...+  *" f /**(*-*)— /(*)-  -  A  VV/t"+,)(*-^ 
Zastępując  w  niej  x  przez  x+h  dostajemy: 

Z !  fi:  w  •  •'o 

1   r* 
przeto  wzór:  -Rw«— :  \   8nf>n+])(x+h— B)dz  (14) 

»!  J0 

przedstawiający  resztę  szeregu  Taylora  w  postaci  całki  określonej. 

Stosując  do  całki  określonej  ]  znf("+v(x+h — z)dz  twierdzenie  o  średnie 

wartości  (art.  15.  str.  895)  otrzymujemy: 

1  -(  *p+*\x  +  h— 9)d*—B*h*fln+%x+h--ek)t  gdzie  ©<1, 
n  *>0 

zatem : 

J  o  ni 

czyli  po  podstawieniu  1—0,  zamiast  6:   JR*  = — ,-(i— S)nf^n^(x+Sh)} 

f» ! 

t.  zw.  resztę  Cauchy'ego  (tom  I.  str.  620). 

Stosując  zaś  do  powyższej  całki  wzór  ogólny:  I 

f b  f(T) <p(x)  dx=f[a+  B(b-a)} (<p(x)  dx,  j 

•'a  •'a  | 

otrzymujemy : 
(e*fi«+*){x+h-z)dz=fi»^Hx+h— 6h)  (z*dz=  J^—rfi*+V(x+h-  Oh),  »<JT 

zatem :  Rą=  ^^f{n^){x+h_eh) 

(n+l)l 

czyli  kładąc  1-©=©,  :  KĄ~  J^fi*+»(x+e th), 

(W+-1)! 

t.  zw.  resztę  Lagrange'a  (T.  I.  str.  519). 
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Ćwiczenia  XXXVII. 

Wyznaczyć  tak  krzywe  różniczkowe,  jak  i  krzywe  całkowe,  zarówno  rachunkiem  jak 
>dą  graficzną  dla  krzywych  o  równaniach: 

1)    *  —  -§"**  2)    y~^x\  3)    y-~\x*,  4)    y  ^2x% 

2  1 

6)     y  = -g"^**  6)    ^  =  -1  7)    y  =  «*,  8)    y-=log*, 

9)     y  =  sinaj,  10)    y  =  cosx,  11)     y  .-=  tang  x,  12)    y  =  cotgx. 

Wykreślić  krzywe  różniczkowe  następujących  linij : 

13)  linii   prostej,     14)  kola,    15)  ellipsy,     IG)  hiperboli,     17)  paraboli. 

Wykreślić  krzywą  całkową,  przechodzącą  przez  dany  punkt  a  odpowiadającą: 

18)  linii   prostej,     19)  kołu,     20)  ellipsie,    21)  hyperboli,    22)  paraboli. 

Wykreślić  następujące  krzywe  i  obliczyć  powierzchnie  zawarte  między  niemi  a  osią 

w  granicach  od  x  =  0  do  *  =  1: 

**>  *-ff5"     25)  *=vh'     26)  ^vh<     27)  '-^^ 

28)    y  —  ^Y/r^,  29)    y  =  x*\/i=x~*,  80)     ys=«VM 

81)   *=v7rb'        32)  y^7rb'        *>  "  =  *10**' 

84)     y  =  a:*log*,  86)     y  =  1  +x-x*+ x\ 

Wykreślić  następujące  krzywe  i  obliczyć  powierzchnie  zawarte  między  niemi  a  osią 

w  granicach  od  a;  —  0  do  x«oo: 

96)     y=     »  ,     >>  3?)    y  =  «-*,         88)    y  =  e-*sina?,         39)    y-=«-*cosx, 

40)     y  =  «— a*sin*,        41)    y  «=  * e— *  sin  x ,         42)    y  ««-«:,         43)    y  =  ice-*, 

44)  y  =  **«-*. 

Wykreślić  następujące  krzywe  i  obliczyć  powierzchnie  zawarte  między  niemi  a  osią 
w  granicach  od  x  «  0  do  x  =  -- : 

45)  y  =  sin  a: ,  46)    y  ==  cos  x ,  47)    y  =  sin1  x ,  48)    y  =  cos2  x, 

49)     »=8in»*,       60)    y- cos'*,       61)^  =  ^—^,52)       „  =  ^^f^i > 
sin  s  _ .  ar  sin  a; 

Obliczyć  wartości  następujących  całek  określonych    i    podać    ich    znaczenie   geome- 
le: 

~*  dx  cb  dx  p*       dx 

M)    Ja\r(S=s?'         M)  J.V^=Ą|^'         57)  W**-^' 

58)      f2"— ===-,  69)    f    Y/2a*-**<te,  60)    f  °x  V/2~a*~^rdx , 

Ja  V*»+ał  J0  Jo 


~2a  . r«xł\/a— x    .  „„,      f»  dx 

60     ia,V»— -*,  «2)    JoV--^.  63)     ioV/-_xl 

'•/•  f**         xda?  p«(a2— clx7)dx 


64)     f  ^7=*°-  »)    \    w0  ■—  f.  M)    i 

y     J0V«— *  Jo    v2ax  — x*  J: 


o     V< 


a'  — x' 


67) 


71 

*      *B  Cft.       f  2  sin  a;  <*r 


f_  „'-"*>*'*"*>  68)    Jo\-,x,  69)    j 

2 


r1  rfa?  f00  da?  f*  da; 
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Wykazać,  że: 
<0;    J0*   ^    *>  "*      (»+l)(m+2)...(*+«-l)' 


74)     ^(1-*')'**=-^-— — --  76)  f1    ****    _1.3-6...(2»-l)g 

i;    j^i        j  ox      8.5.7..-(2»+J)  '  '°;  J0Y/i-*»  2.4.6...2n      2' 

M»ł»+idj!=     2.4.6...2w  f»      <fa      _1.3.5...(2»— 3)    _c 

*'    JoY/T-**      8.6  7...(2i.+l)'  ''}  J0(l+»')»— 2.4.6...(2«-2)  *  2  ' 


78)     fJsin2"<+i»oos»»(Łi;  = 2.4.6...2»w 


79)     f 1 8in»«-i  *  co8»«-l  x  dx  _     }'?:?""S~    jL_x , 
Jo  »(»+l)...(»+m+l)' 

81)  Umil  +  _l.  +  -Fi=-  +  ...  +  -?=L_.,Ui 
.=«,\»       \/ji>-1         \ZnJ-21  Y/»'-(»-l)ł»       2 

Wyprowadzić  następujące  wzory   przybliżone   na    wyznaczanie   oałek    określonych 
i  podać  ich  znaczenie  geometryczne: 

82)  £/(■)  *■— £  {  f(o)+2f{a+h)  +  ...  +  2/(&-A)-h/(*)}  , 

88)     £/(•)*-  -J  {f(a)+f(b)+A[f(a+h)^f(a+Bh)+...+f(b^h))  + 
+  2[f(a+2h)+f(a+4h)+...+f(b-2h)]}. 

86)    Wykreślić  krzywą  y  =*  —  i  obliczyć  jej  powierzchnię  w  granicach  sc  «=  1  do  x=*2 

*  I 

za  pomocą  wzoru  trapezowego  i  wzoru  8impsona    przy    użyciu    12-tu    rzędnych  równood-! 

dalonych. 

Za  pomocą  wzoru  Simpsona  obliczyć  z  dokładnością  na  8  miejsca  dziesiętne  'warto- 
ści następujących  całek  określonych,  a  wynik  uzmysłowić  rysunkiem: 

■»  $:.£•    «>  es-..    «>  Cyfei.    *>  *>-**• 

Wykazać,  że: 

9,)    l<^\7l=&n^<2Vbp'       92>    °<j)-,--P*-<^?. 

98)    Jeżeli  ^(x)  jest  funkcyą  całkowitą  stopnia  najwyżej  trzeciego,  wykazać,  że: 

ff(,)  *,_*==  [,(.H4#(?J?)  +  ^)]. 

Wyprowadzić  następujące  wzory  przybliżone: 

94)     £»*- —  (*+**+*),  95)     ^y<fa-6g-(y0+8yi+8ył+ył), 

96)  £*«**=  -gj)"{7y0+lSJ,l  +  lly,+82y3+7ył}, 

97)  ry«te=40yo+^iyi+-+^»y«, 

•'a 

gdzie:  ilr=  f*  (*-*•) (x-*i)  -  (*-*r-i) (*-*r+l) ...  (m—*u)d* 

r— — ^   i    obliczyć    za    pomocą    wzoru    Simpsona  jej  po- 
wierzchnię A  w  granicach  od  *  =  0  do  *  =  1. 
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Wyznaczyć  średnią  wartość  funkoyi  /(*)  w  odstępie  (a,  b),  jeżeli : 

99)   /(*)  =      _^1i-7^,    a  =  0,  6  =  4,      100)    /(*)- ^^ L ,,,,,,  «-0,  &  =  -£-, 


V*+4+V/«  ' 


1+ a8  tang*  a? ' 


101)    A*)=sins«,    a=~0,  6  =  |-,     102)  /(*)«=  (cos  2*)V  cos  *,   a  =  -^-,  ft. 


2 


108)  Podzieliwszy  średnicę  półkola  o  promieniu  r  na  części  nieskończenie   małe  mię- 
dzy sobą  równe,  znaleźć  średnią  arytmetyczną  odpowiednich  rzędnych. 

Bozwiązania  XXXVII.    2)  fig.  29.    6)   fig.  81,    8)   fig.  34,    9)  fig.  80),  13)  fig.  28, 

1 


14)  fig.   32.    18)  fig.  28.    19)  fig.   38.    24) 


i.   25)  2.    26)  ~.    27)  |. 


28) 


3" 


*>  5- 


/''■' 

/ 

.._ n 

A    ' 

•                j/ ; 

Fig.  28.  Fig.  29. 


30) 


1%  81>  w  «  h  ">  -t  ^ 


Fig.  80. 


i-  "9  S  36>  a-  87>  x-  «*>  r 


89) 
49) 

571 


Fig.  84. 


44)    2.    46)    1.    46)    1.    47) 


48) 


1C 

T' 


63)     *.     64) 

70) 


a 
5a8* 


68)    log 


BB)    3v^6=i.        56)    x. 
Ina* 


16 


■Hvr  -  2-  -  2-  -   8--  "td-iy 

66)    .*.   66)    "1%1-C).     67)    ^(^+,~*).    68)  i-.    69)  V 2-1 


71) 


72>   asŁriY        *»    Ł 


dV 


81)     J 


<fcr 


2  sina'  '~'     sina"  ""y    2aft(a+6)"  '     J0  l-f*2'  ~~'      Jo  V/l—ar2 

84;  log  2  =  069815...    85)0693...    86)0-785..    87)0514...    88)0747...    89)0814...    90)1-864... 

93)   Przyjąwszy   n  =  6,    otrzymujemy    .4  » 


8  V2  • 


■  2-984924.   99)  |(l/2-l).    100)  ji-. 


101)  f 


108)  |r. 


102)    g 
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sche  Integration  und  ihre  Anwendung  in  der  graphischen  Statik.  Łeipzig  1885.  Benja- 
min Wiliamson:  An  elementary  treatise  on  the  integral  calculus.  London  1875. 

lematy  do  rozprawek  naukowych: 

1)  Przybliżone  metody  obliczania  całek  określonych. 

2)  Teorya  całkowania  graficznego  z  zastosowaniami. 

3)  Wyprowadzenie  szeregu  Taylora  metodą  średniej  wartości  funkcyj. 


Wykład  XXXVIII. 
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Powierzchnie  jako  obrazy  geometryczne  funkcyj 
dwu  zmiennych   niezależnych. 

1.  Obraz  geometryczny  funkcyi  dwu  zmiennych  niezależnych.  Niech 
będzie  daną  zmienna  *,  jako  funkcya  dwu  zmiennych  niezależnych  x  i  // 
w  postaci: 

*-f  (*,  V)  (1) 

to  możemy  ją  sobie  uzmysłowić  geometrycznie  punktami  (s,  y,  z)  w  prze- 
strzeni. "W  tym  celu  przyjmujemy  na  x  i  y  pewne  wartości,  które  uwa- 
^  żamy  jako  dwie  spółrzędne  punktu  P  prze- 

strzeni, a  z  danego  równania  (1)  wyzna-; 
czarny  wartość  na  z,  którą  uważamy  jako 
trzecią  spółrzędną  tegoż  punktu.  Odcina- 
jąc tedy  (fig.  36)  OPx=x,  PxP*=y,  P'P=z, 
otrzymamy  pewien  punkt  P  w  przestrzeni, 
którego  spółrzędne  sprawdzają  dane  rów- 
r    nanie.  Przyjmując  rozmaite  inne  wartości 
L     na  x  i  y  i  wyznaczając  z  danego  równa- 
nia   odpowiednie  wartości  na  $  poznamy, 
1/  D9  że   otrzymujemy  w  ogólności oo* punktów 

przestrzeni,    które   utworzą   pewną  formę: 
dwuwymiarową  w  przestrzeni,  zwaną  p  o- 
wierzchnią  o  równaniu  #=/(#,  y). 
A  zatem :    Wszelka  funkcya  dwu  zmiennych  niezależnych  x,  y,  innenii  słowy 
wszelkie  równanie  o  trzech  zmiennych  ar,  y,  z  przedstawia  pewną  powierzchnię  w  prze- 
strzeni. 

Nawzajem :  Każdej  powierzchni  odpowiada  pewna  funkcya  dwu  zmiennych 
niezależnych  r,  y,  czyli  pewne  równanie  o  trzech  zmiennych  x}  y,  z,  które  nazywamy 
równaniem  tej  powierzchni. 

2.  Kształt  powierzchni  określonej  danem  równaniem.  Ażeby  sobie 
wyrobić  wyobrażenie  o  kształcie  powierzchni,  określonej  danem  równaniem 
£=/(a;,  y),  badamy  przekroje  tej  powierzchni  płaszczyznami  spółrzędnemi, 
jako  też  płaszczyznami  do  nich  równoległemu 

I  tak,  kładąc  £=0  otrzymamy  przekrój  danej  powierzchni  płaszczyzną 
(poziomą)  X0Y,  określony  równaniem  f(x,y)=0.  Kładąc  zaś  z=h  otrzymamy 
przekrój  danej  powierzchni  płaszczyzną  równoległą  do  płaszczyzny  (pozio- 
mej) XOY  w  oddaleniu  A,  określony  równaniem  f(x,y)=±h. 


Fig.  36. 
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Kładąc  y«*0  otrzymamy  przekrój  danej  powierzchni    płaszczyzną  (pio- 

\ZOXj  określony  równaniem:  £=/(#,  0),  a  dla  y=k  otrzymamy  przekrój 

^powierzchni  płaszczyzną  równoległą  do  płaszczyzny  (pionowej)  ZOX  w  od- 

równym    i,    określony    równaniem    g=f(x,k).     Kładąc    wreszcie  x«-0 

aamy  przekrój  danej  powierzchni  płaszczyzną  (boczną)  ZOY,  określony 

iniem  z=f(0}  y),  a  dla  #=/,   otrzymamy   przekrój    tej  powierzchni  pła- 

yzną    równoległą    do    płaszczyzny    (bocznej)  ZOY  w  odstępie  równym  l} 

ilouy  równaniem  *=*/(/,#).     W  ten  sam  sposób  możemy  zbadać  kształt 

erzchni  określonej  równaniem  nwikłanem  w  postaci : 

F(x,  y,  *)-0  (2) 

Wyznaczywszy  przekroje  równoległe  do  jednej  z  płaszczyzn  wspólrzędych 
owadzone   w   równych  odstępach    stosownie    dobranych    możemy    za    po- 
tak  otrzymanych  krzywych  przekrojów  sporządzić  model   powierzchni 
em  równaniem  określonej. 

S.  Przykłady  badania  kształtu  powierzchni  określonej  równaniem  wyraźnem.    Zbadać 
powierzchni  określonej  równaniem  z  =  xy.    Przekrój    tej    powierzchni  płaszczyzną 
Iową  z  =  0    przedstawia   się  równaniem  xy=0i  składa    się    z    dwu     prostych    a:— 0 


\\\  \  i  /  i/7/ 


Fig.  86. 


Fig.  37. 


Fig.  38. 


*  osi  y-ów  i  y  —  0,  t.  j.  osi  sr-ów,  przekrój  równoległy  do  płaszczyzny  XOY  w  odstępie 
*A  określa  się  równaniem  xy^-h\  przedstawia  hyperbolę  równoboczną  odniesioną  do 
©Xi  OY  jako  asymptot  (fig.  36).  Przekrój  tej  powierzchni  płaszczyzną  pionową  y  =  0 
pni*  się  równaniem  z— 0,  przedstawiając  oś  arów,  przekrój  równoległy  do  XOZ  w  od- 
pśe  yssl;  określa  się  równaniem  z  =  hx  i  przedstawia  prostą  nachyloną  do  osi  .rów 
1  kątem  a,  dis  którego  tang  ot  =  k  (fig.  37). 

Przekrój  danej  powierzchni  płaszczyzną  boczna  x  =  0  określa    się   równaniem  z  —  0 

i  przedstawia  oś,Ay-ów,  przekrój  równoległy  do  YOZ 
w  odstępie  x  =  l  określa  się  równaniem  z  =  ly  i  przed- 
stawia prostą  nachyloną  do  osi  y-ów  pod  kątem  £,  dla 
którego  tang  j3  =  l  (fig  38).  Przekroje  danej  powierzchni 
płaszczyznami  równoległemi  do  płaszczyzny  XOY  są 
więc  hyperbolami  równobocznemi,  przekroje  równoległe 
do  płaszczyzn  X0Z  i  YOZ  są  zaś  liniami  prostemi. 
Powierzchnia  ma  więc  na  sobie  dwa  szeregi  prostych, 
z  których  jeden  szereg  jest  równoległy  do  płaszczyzny 
f  pionowej  ZOX,  drugi  do  płaszczyzny  ZOY,  może  więc 

ntse  przez  ruch  prostej,  po  dwu  prostych  wichrowatych   równoległych  do  płaszczyzny 
BT  jak  O  A  i  BP%  równolegle   do    płaszczyzny    ZOY.    Na   fig.  39.   przedstawioną   jest    ta 


Fig.  89. 


I 
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powierzchnia  nad  prostokątem  OA  CB.  Jeżeli  wymiarami  tego  prostokąta  są  OA  =  a,  OB  =  b\ 
natenczas  wysokość  punktu  P,  t.  j.  PC  =  ab. 

4.   Przykłady    badania  kształtu    powierzchni    określonych    równaniami   awiklanemL 


x 


V1 


a)  Równanie :  ~ •  +  %-.  +  -, :  =  1.  Ellipsoida, 

CL*  n*  #•* 


a1 


Przekroje  tej  powierzchni  płaszczyznami   równoległemi   do  płaszczyzny  XOY  w  od- 
stępach z  =  h  określone  są  równaniami: 

'^    P+P^^P' 


czyli : 


*=-*, 


.■('-?)  -(>-» 


=  1, 


są  więc  ellipsami  o  półosiach:  A  —  a  Vi r ,      £  —  6  yl Y 

które  są  największe  dla  fc  =  0,  przyjmują  wartości  a  i  6,  są  rzeczy  wis  temi,  jak  długo  A  <c, 
a  stają  się  dla  h  —  c  punktami. 

Przekroje  równoległe  do  płaszozyzny  XOZ  określone  są  równaniami: 


Fig.  40. 


'"*    P  +  P-1" 


6* 


czyli : 


=  *, 


=  1, 


są  więc  również  ellipsami  o  półosiach: 

P  i/       P 

l—  r|-    i  cl/1— -^y,    które    dla    fc«0  przyjmują  wartości 

a  i  c;  są  rzeczywiste,  gdy  &<&,    a  stają  się  zerami  dla  k  =  l. 
Wreszcie     przekroje    równoległe   do     płaszczyzny     YOZ 
określone  są  równaniami: 


czyli : 


b* 


+^=i- 


E*» 


-0-5)    -(•-$) 


■i, 


Równanie  —=■  + 
a1 


i 
P 


są  więc  znowu  ellipsami  o  półosiach:  b  yl 1,      c  yl ^,   które  dla   /=0  przyjmują 

wartości  b  i  c,  są  rzeczywiste,  gdy  J  < a,  a  stają  się  zerami,  gdy  I«a, 

>  1  przedstawia  więc  powierzchnię,  której  przekroje  pła- 
szczyznami spółrzędnemi  są  ellipsami  o  osiach  2a,  26,  2c.  Nazywamy  ją  przeto  elli- 
psoidą  trójosiową  (fig.  40). 

Gdy  a  =  6,  otrzymujemy  ellipsoidę  o  równaniu  — -£~-\ — j  ~1»  zwaną  ellipsoidą 
obrotową;  gdy  a  =  b  =  c  sprowadi  ?.  się  równanie  ellipsoidy  do  postaci : 

i  przedstawia  kulę  o  promieniu  a. 

Szczególny  przypadek  ellipsoidy  trójosiowej  przedstawia  równanie  kształtu: 

3-1,     czyli  -^  +  -^ 


x5 

—  -4--*    4- 

gdy  a=0.    Otrzymujemy  wtedy  równanie  postaci: 


■+■?—• 


6' 


..-  +  Jh-  +  - 


'0, 


O1         o*        c 

przedstawiające  ellipsoidę  o  osiach  równych  zeru,  czyli  punkt  jako  szczególną  odmian? 
ellipsoidy. 
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Gdy  «  =*  —  1  otrzymujemy  równanie       j  +  j,i  +  ~ 


—  1,  któremu  nieodpowiada  ża- 


necsywristy  punkt  w  przestrzeni.    Powierzchnię  taką  złożoną  z  samych  punktów  uro- 
joh  nazywamy  ellipsoidą  urojoną. 


?)    R*w»mjrie 


c1      i/1       «' 

~l  +  ^ a=1#  Hyperboloida  o  jednej  powłoce. 


Przekroje  tej  powierzchni  płaszczyznami  równoległemi  do  płaszczyzny  X0Y  określa 
pe  równaniami : 


*=*, 


■(•+5)   *(•+£) 


1, 


Więc  ellipsami  o  półosiaoh:  a  \IĄ — 3   i   * Vl+— ,,   które  dla  ft  =  0   przyjmują  wartości 

r#  i  rosną  ze  wzrostem  A  w  nieskończoność. 

Przekroje  równoległe  do  płaszczyzny  X0Z  są  określone  równaniami: 


y  =  », 


*» 


6»' 


ii: 


9  =  h; 


■(•-»  «•(•-£) 


=  1, 


więc  hyperbolami  o  półosiaoh:  o  yl—  -  2    i   c  yl—  -  ,  ,  które  dla  k  =  0  przyjmują  war- 

-b  stają  się  zerami,  sprowadzając  hyperbolę  do  pary  prostych;  dla 
k  >  b  oś  rzeczywista  hyperboli  otrzymuje  kierunek  osi  z-ów, 
a  oś  druga  kierunek  osi  ar-ów.  Przekroje  równoległe  do  pła- 
szczyzny YOZ  są  określone  równaniami: 


*--=*, 


czyli :    #  =  J,  — 


•   s==s  *■  i 


1   » 


-0-5)    *(>-5) 

i  są  znowu   hyperbolami    o    półosiach: 


^1 


•v^:.'.v«-£ 


Fig.  41. 


które  dla  l-=0  przyjmują  wartości  b  i  c,  a  dla  /  -=  a  stają  się 
zerami.  Dla  l  >  a  oś  rzeczywista  i  urojona  hyperboli  przemie- 
niają się  kierunkami. 


Równanie  -y  + -&j i==s^   przedstawia   powierzchnię,   której    przekroje    plaszczy- 

imi  równoległemi  do  płaszczyzn  spółrzędnych  są  ellipsami  lub  hyperbolami,  rozciąga- 
I  się  w  kierunku  osi  z- ów  w  nieskończoność  (fig.  41).  Nazywamy  ją  hyperboloida 
tiptyczną  o  jednej  powłoce. 

Gdy  a  ~b  otrzymujemy  hyperboloidę  o  równaniu : 


**+** 


1, 


rorzoną  przez  obrót  hyperboli  (a,  b)  około  osi  urojonej,  a  zwaną  hyperboloida 
roto  w  ą  o  jednej  powłoce.  Gdy  a  =  b=*cy  otrzymujemy  równanie  x2-j-yJ— z*  —  ax 
odstawiające  powierzchnię  powstałą  przez  obrót  hyperboli  równobocznej  około  jej 
urojonej,    zwaną   hyperboloida    obrotową    równoboczną    o   jednej    po- 


oce. 
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Szczególny  przypadek  hyperboloidy  trójosiowej  o  jednej    powłoce    przedstawia   rów  ■ 
nanie  kształtu: 


4-    *■   — 


1, 


czyli : 


i 
b* 


z  i 


gdy  a  =  0.  Otrzymujemy  wtedy  równanie  postaci  : 


*2  ,  y 


6» 


?-* 


Fig.  42. 


przedstawiające,  jako  hyperboloidę  jednopowłokową  o  osiach  równych 
zeru,  stożek  elliptyczny,  którego  oś  wpada  w  oś  s-ów  (fig.  42). 

y)  Równanie  ^=  —  ?,-  — ^=1.  Hyperboloida  o  dwóch  powłokach. 

•  (jp       o        c 

Przekroje    tej    powierzchni    płaszczyznami  równoległemi  do 
płaszczyzny    X0Y  określają  się  równaniami: 


czyli : 


z  =  h,    - 


y1 

6* 


1+  c»  ' 


('+£)       "(>+$) 


-1, 


są  więc  hyperbolami  o  półosiach  a  Ul-f-^-    i  &  V 1+ -r ,  które  dla  *=0  otrzymują 
tości  najmniejsze  a  i  6  i  rosną  wra^  z  *  w  nieskończoność. 

Przekroje  równoległe  do  płaszczyzny  Z0X  określone  są  równaniami: 


war- 


y=*, 


7~l+V 


czyli:    y  =  fc, 


■(«+£)       "('+-» 


"-I, 


więc  hyperbolami  o  półosiach  a  yl+  -^j  *  e  Y*"^"*' ' 


Fig.  43. 


które  dla  fc  =  0  otrzymują  wartości   najmniejsze  a  i 
i  rosną  także  wraz  z  fc  w  nieskończoność. 
Przekroje   równoległe    do   płaszczyzny    YOZ  są  określone  równaniami  : 


x  =  l,      ^  + 


ff-1' 


czyli : 


*  =  J, 


"£->)    -G-») 


i  są,  gdy  J<a,  elli psami  urojonemi,  stają  się  dla  l  =  a  punktami,  a  są  dopiero  dla  l>a 
ellipsami  rzeczy wistemi,  których  osie  wraz  z  l  rosną  w  nieskończoność.  Powierzchnia 
ma  kształt  na  fig.  48  przedstawiony  i  nazywa  się  hyperboloida  eliptyczną 
odwupowłokach. 


Gdy  fc  =  e,  sprowadza    się    dane  równanie  do  postaci: 


y*+** 


=  1    i   przedsta- 


wia  powierzchnię,  powstałą  przez   obrót   hyperboli   (o,  b)  około   osi   rzeczywistej,  zwaną 
hyperboloida  obrotową  o  dwu  powłokach.  Gdy  a =b  =  c  otrzymujemy  równa- 

■       "  -z\ 
powłokach. 


nie*2— y*— s»=aJ  przedstawiające  hyperboloi  dę  obrotową  równoboczną  o  dwu 


-dó6 


Szczególny  przypadek  hyperboloidy  trójosiowej  o  dwu  powłokach  przedstawia  równa 
Ikastaltu: 


xH> 


«*c*~~  *» 


czyli : 


6' 


"f=-«2,  gdy 


=  0. 


Otrzymujemy  wtedy  równanie  postaci: 


Fig.  44. 


y* 


przedstawiające  stożek  elliptyczny,   którego  oś 
wpada  w  oś  ar-ów  (ńg.  44). 


3)     RówM&Bie    — j  +  ^  =  2s.    Paraboloida  elliptyczna. 

Przekroje  tej  powierzchni  płaszczyznami    równoległemi    do   płaszczyzny  XOY  okre- 
|ą  się  równaniami: 

2==*'       Ta*h+Tb*h  =  1' 

wiec  elli psami  o  półosiach  aV^2A  i  b\/2h.  Ellipsy  te  są  dla  A=»0  punktami  i  rosną 
u  z  A  nieograniczenie,  są  zaś  dla  A<0  urojone.  Powierzchnia  wznosi  się  więc  tylko 
I  płaszczyzną  XOY. 

Przekroje  równolegle  do  płaszczyzny  X0Z  określone  są  równaniami: 

b* 


2+M=2*> 


ii: 


y^fc,     *'  =  2«'(z-    £,) 


więc  przystającemi  parabolami  o  parametrze  2a',    mającemi  osie  zwrócone  w  kierunku 
latniej  osi  zów,  a  wierzchołki  odległe   od    płaszczyzny  X0Y  o  z=      ^. 
Przekroje  równoległe  do  płaszczyzny  ZOY  określone  są  równaniami: 


czyli : 


są  więc  znowu  parabolami  przystającemi  o  parametrze  261,  mają- 
cemi osie  zwrócone  w  kierunku   dodatniej  osi   *-ów,  a  wierzchołki 

odległe   od   płaszczyzny    X0Y   o    z—o-j-     Powierzchnia    ta    ma 

kształt  podany   na  fig.  45  i  zowie  się  paraboloida   ellipty- 
czną. 

Może  ona  powstać  z  przekrojów  widocznie  w  dwojaki  sposób, 
albo  1)  przez  ruch  zmiennej  ellipsy,  która  swemi  wierzchołkami 
porusza  się  po  dwu  parabolach,  mających  wspólną  oś,  a  leżących 
w  dwu  płaszczyznach  do  siebie  prostopadłych,  albo  2)  przez  ruch 
stałej  paraboli,  która  porusza  się  swoim  wierzchołkiem  po  obwo- 
dzie innej  paraboli,  pozostając  w  płaszczyźnie  prostopadłej  do  pła- 

scyzny  tej  paraboli  i  mając  oś  zwróconą   w   kierunku   osi    tejże    paraboli.    Jeżeli    a  =  b 

iowadza    się  dane  równanie  do  postaci: 

x*  +  y1  =  2a1z 

nadstawia  powierzchnię,  powstałą  przez    obrót   paraboli  x*  =  2alz  około  jej  osi,  zwaną 

traboloidą  obrotową.  Szczególny  przypadek  paraboloidy  elliptycznej  przedstawia 

Wnanie  kształtu: 


Fig.  45. 


ro+ife-*'     CZyli: 


S  +  f!-2.^gdy—0. 


1 
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Otrzymujemy   wtedy   równanie    postaci   -^  -f*  J-j^O,  które  uważane  jako  równanie  o  S-d 

zmiennych,  przedstawia  oś  z- ów,    a    więc    linię   prostą,  jako   odmianę   paraboloidy   ellip- 
tycznej. 

e)  Równanie      3— ^T  =  2«.    Paraboloida   hyperboliczną.    Przekroje   tej    powierzchni 

płaszczyznami  równoległemi  do  płaszczyzny  XOY  określają  się  równaniami: 


czyli : 


»-  ir^2*' 


-i, 


2a»A        26'* 
są  więc  hyperbolami  o  półosiach:  a\/2ki  b\/2k,  które   dla    h  =  0  przechodzą   w  dwie  osie 

o  równaniach  -   =±4-.  Nad,  względnie  pod  płaszczyzną  XOY przedstawiają  się  te  hyperbole 

jako  hyperbole   sprzężone  o  asymptotaoh  —  =  db  -?-  (fig-  46).  * 

o  o 


Fig.  46.  Fig.  47.  Fig.  48. 

Przekroje  równoległe  do  płaszczyzny  XOZ  określone  są  równaniami : 

'-*>    ••-»■•(■+£). 

są  więc  parabolami  przystającemi  o  parametrze  2as,  mającemi  osie*  zwrócone  w  kierunku 
osi  £-ów,  a  wierzchołki  pod  płaszczyzną  XOI  w  oddaleniu  s  =  =— .  Dla  lfe=0  mamy  para- 
bolę x7  =  2o*z,  jako  przekrój  płaszczyzną  XOZ  (fig.  47). 

Przekroje  równoległe  do  płaszczyzny  ZOY  określone  są  równaniami: 

x-,,    v  —  »■(—£) 

są  parabolami  przystającemi  o  parametrze  2ds,  mającemi  osie  zwrócone  w  ujemnym  kie- 
runku  osi  OZ,  a  wierzchołki  nad  płaszczyzną  XOY  w  oddaleniu  s  =  - — .  Dla  /  =  0  otrzy- 
mujemy parabolę  y7=  —  2biz  jako  przekrój  płaszczyzną  YOZ  (fig.  48). 

_s        ..i 

=  2z  ma  więc   kształt  podany  na  fig.  49 


Powierzchnia  określona  równaniem - 


6> 


Fig.  49. 


i  nazywa  się  paraboloida  hyperboliczną, 
albo  powierzchnią  siodełkowatą.  Może  ona,  jak  wido- 
czna z  przekrojów,  powstać  w  ten  sposób,  że  parabola 
porusza  się  po  innej  paraboli,  pozostając  w  płaszczyźnie 
prostopadłej  do  płaszczyzny  tej  paraboli  i  mając  oś 
zwróconą  w  kierunku  przeciwnym  osi  tejże  paraboli. 
Jeżeli  a  ==  6,  sprowadza  się  dane  równanie  do  postaci : 
a>1  —  ył  =  2a** 

i  przedstawia  paraboloidę  hyperboliczną  rów- 
noboczną. 

Zmieniając  w  tym  przypadku   układ  płaszczyzn 
spółrzędnych   w   ten   sposób,   że  zatrzymując  oś  *-ów 
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gniemy  zm  płaszczyzny  XOZ  i  FOZ  płaszczyzny  dwój  sieczne  danego  układu,  czyti 
■ii  słowy  obracając  dany  układ  około  osi  z-ów  o  kąt  45°,  otrzymamy  wzory  prze- 
ftłcenia  spóŁrzędnych  danych  (ar,  y,  z)  na  nowe  («',  y',  z')  w  postaci: 

V2 


(''-y'), 


»  =  z'. 


Równanie  «* — y*  =  2oł«  sprowadza   się   wskutek    tego  przekształcenia,  jeżeli   znaki 
l  zbyteczne  opuścimy,  do  postaci: 


1   '     '    *-^(*-»)». 


2-(*+y)' 


*2a%z,  czyli  *2;ry==2a,2,  t.  j.  ary  =  aV. 


isc  — j-  =  c,  otrzymujemy    równanie    paraboloidy   hyperbolicznej    równobocznej  przero- 

p»  do  takiego  układu  w  postaci:    z~cxy1  uzmysłowionej  na  figurze  89. 

Szczególny  przypadek  paraboloidy  hyperbolicznej  przedstawia  równanie  kształtu: 

aj'  i/*  a?'        i/* 

y    , -  2*,    czyli   a,  -  jL  =  2«*2,  gdy  «  -  0. 


*»&» 


X 

a 


:0,  które  uważane  jako  równanie  o  8  zmień- 
=  ±  -v-  przecinające   się   wzdłuż    osi  s-ów, 


symamy   -wtedy  równanie   postaci  -,  — 

k  x,  y,  c,   przedstawia  dwie  płaszczyzny 
•  odmianę  paraboloidy  hiperbolicznej. 

ew     Kształt  powierzchni,  określonej  róirnanlem  o  diru  zmionii)  eli,  uważanem  za  równa- 

•  trzech  zmiennych.  Jeżeli  równanie  o  dwu  zmiennych  xi  y  kształtu  y  -"/(as)  lub 
fcałtu  y(jr,  ^)=0,  przedstawiające  pewną  krzywą  na  płaszczyźnie  XOY  uważamy  za  równa- 
o  trzech  zmiennych  «,  y,  ar,  natenczas  należy  w  każdym  punkcie  krzywej,  wykreślonej 
płaszczyźnie*  XOY  wykreślić  równoległa,  do  osi  z-ów,  a  na  tej  równoległej  odciąć  do- 
bą wysokość  z.  Wszystkie  punkta  każdej  z  tych  prostych  równoległych  czynią  tedy 
DŚć  danemu  równaniu.  Wszystkie  te  proste  tworzą  powierzchnię  walcową,  której  kie- 
prica.  jest  dana  krzywa  na  płaszczyźnie  XOY,  a  której  tworzące  są  równoległe  do  osi  z-ów. 
Wszelkie  równanie  o  dwu  zmiennych  uważane  za  równanie  o  trzech  zmiennych  przedstawia 
m  powierzchnie  walcową  o  tworzącej  równoległej  do  jednej  z  osi  układu. 

Tak   np.  równanie  — : ^  +  -^  =  1,    uważane   jako    równanie    powierzchni,    przedstawia 


be  eliptyczny  (fig.  60)    równanie 


6* 


•■  1    walec   hyperboliczny   (fig.   51),    równanie 


y/  'v 

Fig.  60.  Fig.  61.  Fig.  52. 

tm2px  walec  paraboliczny  (fig.  52).    Kierownice  tych  walców  leżą  na  płaszczyźnie  X0Y1 
Nrarzące  są  równoległe  do  osi  OZ. 

Jeżeli  w  równaniu  brakuje  zmiennej  y,  tedy  równanie  ma  kształt  F(x,  z)  =  0  i  przed- 
Nria  walec  równoległy  do  osi  y-ów;  tak  samo  równanie  kształtu  F  (y,  z)  =  0  przedsta- 
fr  walec  równoległy  do  osi  a?-ów. 

Tak  np.  równania:  x*+y*  =  a\        y*+zi  =  a7}        yi+z2  =  a 

jtdstawiają,    proste  walce  kołowe  o  promieniu  a,  z  których  pierwszy  jest  oparty  o  pła- 
Lpmę.  XOY,  drogi  o  XOZ,  trzeci  o  YOZ. 
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6*    Znaczenie  geometryczne  pochodnych  cząstkowych  w   danym  punk- 
cie powierzchni.  Niech  będzie  dany  punkt  P(x1y,jz)  na  powierzchni  s  =  /(x,  y  ; 
zmieniając    x   o  dx,   bez  zmiany    drugiej    zmiennej    nie- 
zależnej   y    zmienimy    wartość    funkcyi    e  =  /(#,    y)    o 

,        dz  .         ,  "      ,  .  dz 

dwz=—dx=pdx,   gdzie  P-^,. 

Spółrzędnym  x+dx,  y,  z+pdx  odpowiadać  będzie 
tedy  na  powierzchni  z—f{x,  y)  punkt  Q  (fig.  63),  przy- 
czem  MQ  =  dxz  =  pdx}  jeżeli  PM=^PlQt  =  Px  Qs=dx.  Z  trój- 
kąta PQM  otrzymamy  tedy  MQ*=PM  tang  QPM,   zatem 

dxz=*dx.  tang  a.  a  więc-J-— tang  a,  czyli  j>  =  — —tang  a, 

CWJ  ox 

gdzie  a^2LQ^^i  przedstawia  kąt,  jaki  prosta  PQ  two- 
rzy  z  osią  £-ów. 
Fig.  68.  J  i 

Zmieniając  zaś  y  o  dy,   bez   zmiany    zmiennej    niezależnej  z,  zmienimy 


r 

wartość  z  o  dyZ^—dy^ądy,  gdzie  }=*— . 
dy  dy 


Otrzymujemy   tedy   nowy    punkt 


R  powierzchni  z=f(z,  y)  o  spółrzędnych  x,  y+dy,  z+qdy}  gdzie  RN^dyz=qdy^ 

jeżeli   PN=P,R'=dy.    Z   trójkąta    PP#   prostokątnego   przy    N   otrzymamy 

PJV=PiV\tang  RPN,  czyli  dy  z=dy  .t&ug  p,  gdzie  p^^JiPN  przedstawia  kąt, 

cLz  dz 

jaki  prosta  Pi?  tworzy  z  osią  y-ów,  a  więc  -^— =tang  /?,  czyli  ?=»  .-^tang  /?. 

«y  3y 

Proste  PQ  i  PP,  łączące  punkt  P  z  punktami  sąsiedniemi  C  i  R,  z  któ- 
rych pierwszy  leży  na  przekroju  powierzchni  *=/(#,  y)  płaszczyzną  równo- 
ległą do  płaszczyzny  X0Z,  drugi  R  na  przekroju  powierzchni  płaszczyzną 
równoległą  do  płaszczyzny  YOZ,  są  dwiema  stycznemi  do  powierzchni 
przez  punkt  P  przechodzącemi,  jedna  PQ  równoległa  do  XOZ,  druga  PR 
równoległa  do  YOZ. 

Wartości  pochodnych  cząstkowych  ^-—P  *  aT^*  w  ^anyfn  Pun^e  powierzchni 

z=*f(x,  y),  przedstawiają  zatem  tangensy  kątów,  jakie  styczne  w  tym  punkcie  do 
przekrojów  powierzchni  płaszczyznami  równoległemi  do  płaszczyzn  XOZ  i  YOZ 
poprowadzone,  tworzą  z  osiami  z-ów,  względnie  y-ów. 

Różniczki  cząstkowe  dxz=pdx  i  dyz*=qdy  przedstawiają  nieskończenie 
małe  zmiany  spółrzędnej  z  punktu  powierzchni,  wywołane  zmianami  nie- 
skończonemi  spółrzędnej  x  o  dx}  względnie  spółrzędnej  y  o  dy.  Równoczesna 
zmiana ~»  o  dx  i  y  o  dy  wywołuje  zmianę  z  o  dz,  gdzie  dz  jest  zupełną  róż- 
niczką funkcyi  z~f(x,  y),  określoną  wzorem : 


=dxz+dyz=*  —dz+  —dy,  czyli  dz=pdx+qdy. 


dz—dxz+dyz=>~dx+z^-dy,  czyli  dz=pdx+qdy.  (3) 

Jeżeli    powierzchnia   określona   jest   równaniami  kształtu  F(x,  y,  z)=0, 
tedy  mamy  : 


(4) 


dF  ,    ,  dF  ,    ,  dF  ,     n 

-r-  dx  +  -     dy+  —  «"-0, 
dx            dy    *      dz           ' 

dP 

dF 

dy 
dF" 

dz 

ds 

—  609  - 

ii  PtaMcayraa  styema  w  danym  punkcie  powierzchal.  Określając  sty- 

JD  powierzchni    w  danym    punkcie  P(x,  y,  ^),  jako   prostą,   łączącą   ten 

1 1  punktom    sąsiednim  S(x+dx}  y  +  dy,  z+dz),  gdzie  dz=pdx  +  qdy,  otrzy- 

XI  równanie    stycznej,  jako  równanie  prostej,  przez  dwa  punk  ta  P(x,y,  z) 

F+<k)y+<*y,  *  +  pdx+qdy)  przechodzącej  w  postaci: 

X— x  =  Y—  y  _      Z    z 

i  dx  dy    ""  pdx+qdy' 

dy  . 

kładąc  ^=^,    gdzie  i  przedstawia  tangens  kąta,  jaki  rzut  PS*  stycznej 

płaszczyznę    XOY  tworzy  z  osią  a;-ów,  otrzymamy   powyższe    równa- 
Ąycsnej   w    postaci: 

1    :(£-*),  Y-y^-L-AZ-z), 


p+*v      "  »   P+qr 

l  jest  dowolnym  parametrem. 

Praez  każdy    punkt  P(x,y,z)  powierzchni  przechodzi  więc  nieskończenie 

prostych   stycznych  do  powierzchni.  Każdą  poszczególną  styczną  okre- 

dy 
iwna  wartość    parametru  *=-£- 

Wyrugowawszy  z  powyższych  dwu  równań  parametr  A,  w  ten  sposób, 
ożymy  pierwsze  równanie  przez  p,  drugie  przez  q  i  tak  przekształ- 
lównania   do    siebie  dodamy,  otrzymujemy  równanie: 

P(X_*)+j(y_y)-(Z-#)f 

:  p{X-x)  +  q(Y-y)-(Z-z)=0, 

)  jest  pierwszego  stopnia  ze  względu  na  spółrzędne  bieżące  X,  F,  Z,  a  więc 

aniem  płaszczyzny,  przez  punkt  P(x,  y,  z)  przechodzącej. 

A  zatem :      Wszystkie  styczne  w  danym  punkcie  powierzchni  leią  na  jednej 

ttyśnie. 

Płaszczyznę  tą  nazywamy  płaszczyzną  styczną  w  danym  punkcie 

irschni. 

Równanie   płaszczyzny  stycznej  w  danym  punkcie  P(#,  y,  z)  powierzchni 

x,y)  przedstawia  się  więc  w  postaci: 

.p(X-x)+q(Y-y)-(Z-z)=0  (5) 

pss—j  q*** —    przedstawiają   wartości    pochodnych    cząstkowych  w  da- 

punkcie   powierzchni.     Jeżeli  równanie  powierzchni  dane  jest  w  postaci 
>y,*)  =  0,  tedy  mamy: 


dF 

dF 

dx 
dF' 

<>y 

de 

ds 

i  równanie   płaszczyzny  stycznej  w  danym  punkcie  P(x,y,z)  powierzchni 
i«  g)^0  przedstawia  się  w  postaci: 

f<x-*)+f(y-y)+f(Z-')=a  (6) 

89 
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Oznaczmy  przez  a,  /?,  y  kąty,  jakie  pion  płaszczyzny  stycznej 
z  osiami  układu,  to  otrzymamy  na  ich  wyznaczenie  na  podstawie 
nia  (6)  wzory : 

cos  a  __  cos  /?  __  cos  y  __  1 

i 


p 

i 

a  z  równania  (6)  wzory : 

cos  a      cos  § 

cos  ; 

dF          dF 

dF 

dx           dy 

de 

Y(S,+g),+©¥ 

8,     Przykłady.  1)  Płaszczyzna  styczna  do  powierzchni  z  =*  — ^  -f-  ^  w  punkcie 
przedstawia  się,  wobec  tego,  że:    p=.-^,  q  =  ^1  równaniem: 

^  (*-*)+  ^  ( r-»)  -  (*-«) = o, 

2JT*  ,  2  Fy       „  ,  2**      2y»      n 

2x*      2v* 

Na  podstawie  równania  powierzchni,  ze  względu   na  to,  że  — ^- -f"  ^s=2ff  c 

jemy  ostatecznie  równanie  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie  P(x1y,  z)  powierzchni: 


z  =  -j  +-  ^  w  postaci : 


«*"*"&*"  2      ""U' 

2)  Płaszczyzna  styczna  w  punkcie  P(x,yfz)  powierzchni: 

x*       y'       «'  x*       y*       z* 

-^  +  ^  +    j  =  1  przedstawia  się,    wobec  tego,   że:    F=— j  +  ih  +  -j  —  1| 

af     &    djp     a»     dF     2«     ,  A    . 

— —  =  —  ,    — —  ==  -^ ,    —     =  — -  ,  równaniem  w  postaci : 
dx        a2       dy        b*       dz         c* 

2xX  ,   2vr  ,    2*£       2*'    ,    2ył  ,   2*'       _ 

z  którego  otrzymujemy  ostatecznie  równanie: 

Xx       Yy       Zz 

n*   +    h*    +    ««    "  lł 


X" 


jako  równanie  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie    P(x,ij1z)  ellipsoidy  --t  n~rf  +  -j  = 

9.    Powierzchnie    różniczkowe   danej  powierzchni.    Uważając  w 

pochodnych  cząstkowych  P=A     i    ^  =  a"  ftinkcyi    e^f(x,  y),    które    są 

cyami  zmiennych    niezależnych    x  i  y,    a    więc   !>=/'*(#,  y),    ?=./%(*»  ^ 
spółrzędne  jer  punktów  powierzchni,  otrzymamy  równania: 

z=fx(x,y\        z~fy{x,y), 
przedstawiające  nowe  powierzchnie,    które    nazywamy    powierzchr 
róźniczkowemi  danej   powierzchni  £=/(#,  i/). 

Danej  powierzchni  odpowiadają  wedle  tego  dwie  powierzchnie  ró 
kowe.  Wysokości  s  jednej   z  nich  przedstawiają  wartości  pochodnej  ca 

wej  2>=      —tanga;  drugiej — wartości  pochodnej    cząstkowej  q=    -=1 
ox  dy 
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Tak  np.  powierzchni  g=xy  odpowiadają  powierzchnie  różniczkowe  *«y 
r~»x,  które  są  płaszczyznami  dwójsiecznemi  układu,  z  których  pierwsza 
zechodzi  przez  oś  x-ów,  druga  przez  oś  y-ów. 

10.  Powierzchnie  całkowe  danej  powierzchni.  Funkoyi  z=*f{x,  y)  odpo- 
adają  dwie  całki  pojedyncze : 

1)     $zdx=$f(x,y)dx-Fi(x,y)  +  <p(y) 

S)     l*dy=\f{x,y)dy=I%(x}y)  +  tl>(x) 
Izie  funkcye  Fx(x,  y)  i  F2(x,  y)t  zwane  cząstkowemi  całkami  głównemi  funk- 
i  /*(*,  y),  są  takiemi  najprostszemi  funkcyami  zmiennych  x  i  y,  że: 

dF,(x}y)  dFt(xhy) 

\i  ę(y)  i  tp(x)    są    dowolnemi   funkcyami   jednej    tylko    zmiennej    y    lub  #, 
nadto  jedna  całka  podwójna  kształtu: 

3)     [[*dxdy=Hf(x,  y)dxdy=F(x,  *)+?(*)+ *Gf), 
izie  funkcya  2^(^,  y),  zwana  podwójną  całką  główną    funkcyi   f(x}  y),   jest 
iką  najprostszą  funkcyą  zmiennych  niezależnych  #  i  y,  że: 

dxdy  ~  ~~d^d~x  /(*'  y)' 
(f{x)  i  tp(y)  są  dowolnemi  funkcyami,  każda  jednej  tylko  zmiennej  x  lub  y. 
'rzedstawiając  obrazy  tych  całek,  będących  funkcyami  dwu  zmiennych  nie* 
ależnych  %  i  y,jako  powierzchnie  w  przestrzeni,  otrzymujemy  nowe  układy 
owierzchni,  zwanych  powierzchniami  całkowemi  powierzchni  z=f(x}y\ 
Ograniczając  się  do  głównych  powierzchni  całkowych  odróżnimy  trzy 
odzaje  powierzchni  całkowych  danej  powierzchni  *=/(*,  y): 

1)  powierzchnię  całkową  o  równaniu: 

M/(*y)*p-JPifcy).  <10)' 

irzedstawiającą    wysokościami    z   swych    punktów    wartości   całki    cząstko- 
rej  według  zmiennego  x  w  danem  miejscu  (x,  y), 

2)  powierzchnię  całkową  o  równaniu: 

*-!/(*,  y)^-ł«(*iir)  (U) 

irzedstawiającą    wysokościami    z   swych    punktów    wartości   całki   cząstko- 
wej według  zmiennego  y  w  danem  miejscu  (#,  y), 

3)  powierzchnię  całkową  o  równaniu: 

*-  W/(*,  y)d*  dy  =F(x,  y),  (12) 

irzedstawiającą  wysokościami  z  swych   punktów   wartości    całki   podwójnej 
anej  fankcyi  w  danem  miejscu  (x,  y). 

11.  Catkl  określone  cząstkowe  £;/(«,  y)  dx  1  %/(x,  y)dy.   Wycho- 
Itąc  z  pojęcia   pojedynczej    całki   określonej    otrzymujemy   tu   następujące 

Hrtosci: 

£/(*,  y)dx^\l[[Fi(x,  y)+q>(y)]'Fl(xt,  y)-Ft(xu  y), 

£/(*,  y)dy^;t[Fi{x,  y)+iK*)l -*»(*,  y2)-F%(x,  yt). 
Raczenie  geometryczne   tych   całek   określonych   wypływa   bezpośrednio  ze 
(aaczenia  geometrycznego  całki  pojedynczej,  jako  wielkości  powierzchni  danej 
pan  krzywej. 
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Przecinając  powierzohnię  $=/(#,  y)  płaszczyzną  równoległą  do  płaszczy- 
zny ZOX  w  pewnym  odstępie  OB=y  otrzyma- 
my przekrój  PQBS'  (flg.  64),  określony  równa- 
niem jer=/  (o*,  y),  odniesionem  do  układu  Z'BX*\ 
gdzie  y  ma  pewną  przyjętą  wartość  stałą  01ł\ 
*  Wielkość  powierzchni  A^  ograniczonej  krzywąl 
przekroju  PQ,  osią  BX*  i  wysokościami  P/* 
i  QQ'  w  miejscach  xi  i  x%  wyprowadzonemu; 
przedstawia  się  w  postaci: 

Ay=]*;xf{x,y)ax.  (13)     \ 

Przecinając  powierzchnię  *=/(#,  y)  pła^ 
szczyzną  równoległą  do  płaszczyzny  ZOYw  odH 
stępie  OA*=x,  otrzymamy  przekrój  MNAl^ 
(fig.  64),  określony  równaniem  *-=/(#,  y\  odniesionem  do  układu  Z'AY%  gdzi^ 
x  ma  pewną  przyjętą  wartość  stałą  OA.  Wielkość  powierzchni  AX1  ograni- 
czonej krzywą  przekroju  NM,  osią  AY4  i  wysokościami  MM1  i  NN1  w  miejJ 
scach  yx  i  y2  wyprowadzonemi,  przedstawia  się  znowu  w  postaci: 

A*=?;f(x,y)dy.  (14) 

Całki  określone  Cjffay)dz  i  [*f{x,y)dy  wyznaczają  zatem  wielkości 
przekrojów  danej  powierzchni  e=f(x,  y),  równoległych  do  płaszczyzn  spół< 
rzędnych  XOZy  względnie  YOZ,  w  przyjętych  granicach. 

Tak  otrzymamy  np.  dla  powierzchni  *=xy,  powierzchnię  przekrój^ 
równoległego  do  płaszczyzny  ZOK  w  odległości  y  określoną  wzorem: 

A,=J   xydx*=y\   *<te--y|     g-  = ^ , 

powierzchnię  zaś  przekroju  równoległego  do  YOZ  w  odległości  x  w  postaci: 

r*»  r**    -  !y»  V2      X  (f/o 2 — f/« *)  ' 

Aa-$  xydy=xl  ydy^x\   |-°    U\  n  '.  ! 


Ćwiczenia  XXXVIII. 

I 
Zbadać  kształt  powierzchni   określonych   następuj ącemi    równaniami    i    przedstawić 
ich  obrazy  w  stosownych  granicach:  i 

l)z  =  xy\  2)z  =  x*yy  3)*  =  *y,  4)z  =  xy\  B)  *  =  x8y,  6)  z  =  xe*,  l)z  =  yt\ 
8)z=V^,  9)2  =  *VV,  \0)z  =  yV*>  U)  z  =  xy\  12)  z  =  yx*U,  1S)  c  =  x]og*\ 
14)  s—yloga?,  IB)  s«a!siny,  16)  *«=  x* siny,  17)  z*=*xlogy,  18)  *  =  x2tangj^ 
19)s  =  tfM-y',  20)  s^a^-y1,  21)  z  =  x*+y*-2x,  22)  z  =  x*-y*-~2x,  28)  *«+y»+*»  =  i: 
24)  a:»+yJ-s*=l,  2B)  *'  —  y'— sł  =  l,  26)  —  *«+y*+*«  — 1,  27)  *»_y2  +  r»  =  1, 
28)  -  *'-ył+*  —  1,  29)  -  x*+y*-z*  =1,  80)  x*+y*-z*  —  0,  81)  *>+4yH-9s*— 86  =0( 
32)  ff'+4y'-&*'-86<=0,  83)  *'-4yl-9sł-36=0,  84)  *ł-4y>-9*ł  =  0,  3B)  x«+y«— A-  =0| 
36)  «ł+ys— sin*  «  =  0. 

Wyprowadzić  równanie  płaszczyzny  stycznej  w  danym  punkcie  x,  y,  z  powierzchni 
i  wyznaczyć  jej  odległość  od  początku  układu,  jeżeli  powierzchnia  określona  jest  równaniem! 

37)  aM-y'4-si  =  a\      88)  **+y*_,i  —  a»,      89)  a'-y'-e»  =  a',     40)  ^  + -j£+  -*  =  L| 


«)^  +  ^-!t  =  1,     42)^- 


Z*1*     ^)-I  +  fi-2,  =  0,     44>-s-£s-*-0. 


6» 
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45)  Wyrachować  odcinki,  jakie  płaszczyzna  styczna    w   punkcie  *,  y,  z  powierzchni : 
^jr)»0  wyznacza  na  osiach  układu 

Wyznaczyć  odcinki  w  zad.  45  określone: 
I   46)  dla  elipsoidy:    —  +  £-+*-  =  i,     47)  dla  kuli:  x*+y*+z>  =  a*. 

r    48)   Na   danej    powierzchni  F(x,  y,  s)  =  0  wyznaczyć    punki,    w    którym   płaszczyzna 

kaa  wyznacza  na  osiach  układu  równe  odcinki. 

f    Wyznaczyć  położenie  punktu  zad.  48)  określonego: 

\   49)  na  ©llipsoidzie  *{  f^  +  ^  =  l,      60)  na  kuli  x2+y2+*2 «  a\ 
a*       o*        c* 

51)  Wyznaczyć    kąty,  jakie   płaszczyzna   w    punkcie   x,  y,  z  powierzchni  z  — /(*,  y) 
fey  z  płaszczyznami  spółrzędnemi.  Przykład  z  —  xy. 

X9         l/2         ~2 

52)  To  samo  dla  powierzchni,  danej  równaniem  :  /(x,  y,  z)  =0.  Przykład      +  \  -f  \  —  1. 
68)  Na  powierzchni  z  =/(#,  y)  wyznaczyć   punkta,    w   których    płaszczyzny    styczno 

W  X1         I/2 

hrooległe  do  danej  płaszczyzny  Ax-\- liy-\-Cz-\-l)  =  0.     Przykład  *  =  — , +  r-,. 

x2       V1      -z2 
64)  To  samo  dla  powierzchni  danej  równaniem  F(x,  y,  z)—0.  Przykład    -,  +  ?,+    ,  =  1. 

a        o*      c 

55)  Wyznaczyć  kąt,  jaki  płaszczyzna  styczna  w  punkcie  ur,  y,  z,  powierzchni  z  =  /(*,  y) 

?  x2       V2 

toy  z  promieniem  tego  punktu.     Przykład  z  =  -    —  J-r 


x2      w2      z2 
l    56)  To  samo  dla   powierzchni   f(x,  y,  z)  =  0.     Przykład     j+łj  — %=!• 


a2  ^  62       <;2 
67)  Wyznaczyć  odległość  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie  x,y,.z  powierzchni  z=  /(x,  y  ) 
ktu  początkowego  i  zbadać    kiedy    ta    odległość   jest    największą    lub  najmniejszą 
ad  «=1— *2+y2. 


58)  To  samo  dla  powierzchni:  i>T(je,  y,  r)  =  0.     Przykład  ~,  —  f  f  —    5  =  1. 

59)  Wyznaczyć  pierwsze  powierzchnie  różniczkowe  i  pierwsze  powierzchnie  całkowe 
jaj  powierzchni  z=f(x,y).  Przykład  z  —  xy. 

€0)  To  samo  dla  powierzchni  F(x,  y,  z)  =  0.  Przykład:  x2H-y2+<r2— a2  — 0. 

61)  Zbadać  powierzchnię  z «=       _  -_. i  wyznaczyć   wielkość  przekroju  tej  powierz- 

.  Vx(y—x) 

f  płaszczyzną  równoległą  do  X0Z  w  odległości  w  granicach  od  x  — 0  do  x^y. 

62)  Wykreślić  powierzchnię  z  =  l/a?y  i  obliczyć  jej  przekrój  płaszczyzną  y-^w  gra- 
leh  od  x  =  0  do  «  =a. 

655)   Jakie  znaczenie  ma  całka  określona   f  *f(xyy)dx1  a  jakie  całka   f  *f(x1y)dy,  od- 
aie  do  powierzchni  z  =/(x,  y). 

Wyprowadzić  następujące  całki  i  uzmysłowić  geometrycznie  w  myśl  zag.  63: 

64)  Cy~**) **  =  l  *W-**).  66)  £  **+»*  dx  =  A y. 

!     66)    f*VV— **<**  =  *- y/y1^5"  +  -*  arc  sin  * . 

67)  £v^&  =  ^L^Iog^. 

*>  j0V/4ył+»'^  =  -|v/4y'+»ł  +  -4  l06  ,  -• 

69)  (***<**  —  |  (l-«0-  7°)  fte~*-e~  y  )dx^y{ei-e"  V). 

Wyznaczyć  wielkość  przekroju  równoległego  do  płaszczyzny  A" OZ  w  odstępie  y  >  0 
ranicach  od  x  =  0  do  x  =  oo   dla  następujących  powierzchni: 

i    71)*  —  •-*»,        72)  *=«—»  cos*,        78)*=-«-*»Bin«I  74)  z  =  J*H^, 
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79)*=:        l 


76)  *  —  ----_, 


80)  S  = 


«— *— «— *y 


77)  *  ~  * «"**,  78)  *  =  »J«- ** 

81)  2r  =  «— *y  Bin  *,      82)  z  =  e—**  x*  sin  x. 


(x+y)» 

Wyznaczyć  wielkość  przekroju   równoległego  do  płaszczyzny  X0Z  w  odstępie  x  >  0. 
dla  następujących  powierzchni: 

83)  le^a^y  w  granicach  yt  i  y,. 

84)  *=\/l+(logx)2.a^  w  granicach  od  yi=0  do  yj=y. 
86)  3— Y^l+M-y   w  granicach  od  yi=0  do  y2=8  —  y. 


86)  z 


=     .  =  w  granicach  od  yi=0  do  y,=»  >/*(<*—*) • 

Vał-  a*1— y1 


Eo  z  wiąz  ani  a  XXXVIII,     i)  fig.  55.    3)  fig.  56.     7j  fig.  57.    8)  fig.  58.     14)  fig.  60. 
15)  fig.  59.    14)  fig.  60.    19)  Paraboloida  obrót.  20)  Paraboloida   hyperboliczna.    21)  Por.  19. 


Fig.  55.  Fig.  56.  Fig.  57.  Fig.  58.  Fig.  59.  Fig.  60. 

22)  Por.  20.  28)  Kula.  24)  Hyperboloida  obrotowa  o  1  powłoce,  o  osi  OZ.  25)  Hyperboloida 
obrotowa  o  2  powłokach,  o  osi  0X.  2G)-27)  Por.  24.  28) -29)  Por.  25.  80)  Stożek  obro- 
towy o  osi  OZ.  81)  EUipsoida  trój  osi  owa.  82)  Hyperboloida  o  1  powłoce.  38)  Hyperbo- 
loida o  2  powłokach.  84)  Stożek  elliptyczny.  85)  Pow.  powstała  przez  obrót  logarytmiki. 
86)  Pow.  powstała  przez  obrót  sinusoidy.     87)  Xz+Yy+Zz=-  a\ 


«)J— 0,     £-£-£,      51)  "gl-gif -^1-  .  „  i  -=.     68)4 


dx       dy       dz 


— 1 


JF 


dF 


dF 


VVH-«H-i 


B 


-1 


64)  —  :A  =  ~:B=-:C.  55)8incu==(px+3y-2r):V/(x«+y»+^)(p«+g»+l).  61)  *.  62)  ^  a%  ?■ ,. 


y         y'+i 

80)  log  y.       81) 


73) 


y*+i' 


74)^.      75)* 
'  2V/3  '  2y 


76) 


V 


*>?■ 


«»£ 


79)1. 


2y 


(y+i)* 


82) 


2(8y'-l) 

"(y'+i)s  * 


88) 


85)  |-  [8— \Z(l+y)«J.       86)  arc  sin"^ 


x 

a-\-x 


Literatura.  W.  Folkierski:  Zasady  rachunku  różniczkowego  i  całkowego  z  zasto- 
sowaniami. 2  tomy.  Paryż  1870—1878.  F.  H.  Grelle:  Leitfaden  zu  den  Vortragen  flber 
hflhere  Mathematik  am  kóniglichen  Poli technikum  zu  Hanno ver.  Hannover,  1871.  Dr.  W  l  a- 
dysław    Zajączkowski:  Geometryja  analityczna.  Warszawa,  1884. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1)  Kształt  i  własności  powierzchni  określonych  równaniem:  Ax*Ą-By*+Cz*+D  =  0. 

2)  Kształt  i  własności  powierzchni  określonych  równaniem:  -4x,+Był4-2O=0. 
8)  Powierzchnie  różniczkowe  i  powierzchnie  całkowe  danej  powierzchni. 


Wykład   XXXIX. 

Całki  określone  podwójne,  potrójne  i  wielokrotne. 

1.  Pojęcie  ealki  określonej  podwójnej.  Niech  będzie  daną  funkcya 
/(*,  y)  dwu  zmiennych  niezależnych  x  i  y,  skończona  i  ciągła  w  zakresie  od 
x=a  do  x=h  i  od  y=a  do  y=fi,  a  więc  w  zakresie  określonym  relacyami: 
a<«^6,  a^y^jff,  gdzie  a,  6,  a  i  fi  są  pewnemi  liczbami  stałemi.  Całkując 
ją  cząstkowo  względem  zmiennej  niezależnej  x  w  granicach  od  x*»a  do  z=J, 
uważając  drugą  zmienną  y  za  stałą,  otrzymujemy  całkę  określoną  kształtu : 
faf(x>  tf)  dx}  która  będzie  przedstawiała  nową  funkcyę  (p(y)  zmiennej  nieza- 
leżnej y,  ciągłą  i  skończoną  w  granicach  od  y=a  do  y=fi. 

Całkując  funkcyę  (jp(y)=faf(x1y)dx1  podług  y  w  granicach  od  y=-a  do 
y=/J,  otrzymujemy  całkę  określoną  kształtu: 


fm9W*»-fm(f/i*>  *)*»)** 


Całkując  zaś  daną  funkcyę  f(x,  y)  cząstkowo  najpierw  względem  zmien- 
nej niezależnej  y  w  granicach  od  y=a  do  y-»'j9,  uważając  zmienną  x  za  stałą, 
otrzymujemy  całkę  określoną  kształtu :  faf{x,y)dy,  która  będzie  przedsta- 
wiała pewną  funkcyę  tp(x)  zmiennej  niezależnej  2,  ciągłą  i  skończoną  w  gra- 
nicach od  x±=a  do  a?=*6. 

Całkując  funkcyę:  ip(x)—faf(x}y)dy1  podług  x  w  granicach  od  x*=a  do 
£=>&  otrzymamy  całkę  określoną  kształtu: 

jV(*)  dx-  £(  j7(«,  V)  dy)  dx. 
Całkę  określoną  kształtu: 

lub:  Ca($/(*,y)dy)dx, 

nazywamy  całką  określoną  podwójną.     Opuszczając  nawiasy,  należa- 
łoby zastosować  znakowanie  skrócone: 

J*(j'/(*i  9)d9)d*-?ff(*,  y)dydx}  (1) 
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i  ( J  /(*»  y)^)^y-J  l  f(*iV)***v 


któreby  wskazywało  porządek  podwójnego  całkowania  funkcyi  f(zy  y),  * 
wszym  przypadku  najpierw  podług  y  w  granicach  (a,  /?),  potem  pod 
w  granicach  (o,  i),  w  drugim  porządek  odwrotny. 

Powszechnie  przyjęte  zostało  jednak  znakowanie  dla  całek  określi 

podwójnych.:  \  \  f(x,  y)dxdy 

JaJa 

w  tej  myśli,  że  pierwszy  z  brzegu  znak  całkowania  ]a  stosuje    się   do 

wszej  napisanej  różniczki  dx,  a  drugi  znak  całkowania  $a  do  drugiej  j 
czki  dy. 

9.  Porządek  całkowania  podwójnego  przy  stałych  granleach  cali 
nia.  Załóżmy,  że: 

J/(*i  y)  dy=A  (*>  y\       J/i  (*>  y)  <&=/*  (*,  y), 

zaś :  j/(s,  y)dx=Fx(x,  y\        pi(«,  y)dy=F%(z,  y), 

wówczas  otrzymamy: 

0/(*>  y)^y=£(  J/(*,  y)dy)^-£|'/ł(*>  y)'*- 

-£(/i(*»  fl-/i(*i  «))*- jVt(*i  /»)<&- j/i (*,  «)<**= 

-f /i(«,  fl-f/,(«,  «)-^(»,  0-/i(«,  0-/i(», «)+/.(«,  «). 

'a  'a 

zaś:  0/(^,y)#^=^(  f /.*,  y)<fo)rfy=^i*^(*»  y)«fr- 

— £(*\(ft,  ?)-*>,  y))%= i^i(*.  y)rfy— ^i(«,  ?jdy= 

=  |"f,(6,  *)-'*>,  y)-F,(6,  /*)-.?,(&,  «)-*>,  /J)+F,(o,  a). 

Ponieważ  jednak: 

F2(x,  y)=f2(x,  y)  +  <p(x)  +  tp(y), 
przeto : 

F2(b,  j8)-Fa(6,  a)-F2(a,  p)  +  F2(a,  a)=f2(b,  /?)-/2(6,  a)-f2{a,  /»)+/, (a,  a 
zatem: 

\   f{x,y)dxdy=\    \f(x)y)dydx 

To  znaczy :  Porządek  podwójnego    całkowania    danej  funkcyi  dwu  emu 
niezależnych  w  granicach  stałych  jest  zupełnie  dowolny  i  nie  wpływa  na  wyn 

3.   Znaczenie  geometryczne   całki   określonej    podwójnej.    Niech 
wiada  równaniu  z=f(x1  y)  pewna  powierzchnia,  odstępowi  (o,  b)    odcin 
osi  #-ów,    zaś    odstępowi    (a,  /?)    odcinek    na    osi   y-ów,    natenczas    zak 
a<x^b,  a<^y</?,  odpowiadać  będzie    pewien    prostokąt  A'H'01)'  ni 
szczyźnie  XOY  (fig.  61),  jako  rzut   części  ABCD  powierzchni,    przeds 
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jącej  w  tym  zakresie  funkoyę  z=f(x,  y)    Całkująo  funkcyę  f(x,  y)  przy  pe- 

wnem  stałem  x  ze  względu  na  y  między  gra- 
nicami a  i  (i,  otrzymujemy  całkę  określoną 
kształtu:  [af(x,  V)dy}  przedstawiającą  powierz- 
chnię przekroju  EFPE',  poprowadzonego  w  od- 
stępie x  równolegle  do  płaszczyzny  YOZ, 
a  więc: 

fV(*>  y)dy^Pow(EFPE')=Ax. 

%  J^^w^^^  Iloczyn:        dxł  f(x,  y)dy=>Axdx, 

Ą      V      r  V       P  przedstawia  tedy  objętość  walca  równoległego 

do  osi  2-ów,  którego   podstawą  jest   przekrój 
FiS*  61*  AX}  a  wysokością  dx. 

Całkując  otrzymaną  funkcyę  As  podług  x  otrzymamy  całkę  po- 
dwójną : 

$«(  fu** y)  dy )  **-  £  ****'  (4) 

która  przedstawia  sumę  objętości  tych  walców,  a  więc  całą  objętość  bryły 
ABCDA'B'C'1)',  opartej  na  prostokąoie  A,B,C,Di. 

Przy  zmienionym  porządku  całkowania  otrzymamy  tę  samą  objętość, 
jako  sumę  objętości  walców,  których  podstawami  są  przekroje  powierzchni 
*=/(i,jf)  równoległe  do  płaszczyzny  XOZ1  a  których  osie  są  równoległe  do 
osi  y-ów. 

A  zatem:  Całka  określana  podwójna  kształtu  jaj*/*(#>  y)dxdy  przedstawia 
oljętoió  bryły  zawartej  między  powierzchnią  o  równaniu  z=f(x,  y),  płaszczyzną  X0Y 
i  czterema. płaszczyznami,  z  których  dwie  są  równoległe  do  płaszczyzny  XOZ  w  od- 
stępach a  i  fi,  a  dwie  do  płaszczyzny  YOZ  w  odstępach  a  i  b. 

4.  Całka  określona  podwójna  Jako  granica  sumy  podwójnej.  Niech  będzie 
daną  funkcya  f(x,y)  skończona  oiągła  w  zakresach  a<x<b  i  a<y<(l.  Po- 
dzielmy odstęp  (a,  b)  zmiennej  niezależnej  x  na  n  części  za  pomocą  warto- 
ści: xu  ar3,...,  xn-l\  a  odstęp  (a,  p)  drugiej  zmiennej  y  na  m  części  za  pomocą 
wartości:  yv  y2>—>  ^m-i  i  oznaczmy: 

x^ — a=Aj,  x% — x1«Aa,...,  xr — av_i=Ar, ...,  6— xn—i=hn 

Geometrycznie  znaczy  to,  że  prostokąt  AWCD'  (fig.  62)  na  płaszczy- 
źnie XOY  za  pomocą  równoległych  do  osi 
z- ów  i  y  ów  rozkładamy  na  mn  prostokątów 
o  wymiarach  hr  i  kM)  (r=l,  2, ...,  n,  s— 1,  2, ...,  w). 
Weźmy  pod  uwagę  iloczyn  kształtu: 

M,/(a?r-i,y,-i)=*(^r— «r-i)(yt— y«-i)/(«r  i,y,-i)(6) 

przedstawiający  objętość  graniastosłupa  (fig.  68) 
o  podstawie  hrk$  i  o  wysokości  równej  : 
/(.iV_i,  y#-i)  i  utwórzmy   sumę   takich   iloczy- 
Fig.  68.  nów,  t.  j.  sumę  objętości   takich  graniastosłu- 

pów,    przyjmując    dla    r   wartości    od  1  do  n, 


*.«».__*.*_  *•  j 


ii 


Fig  62. 
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a  dla  5  od  1  do  ffr,  przyczem  x0=a,  xn=h,  y0=a,  yj,=/J,  natenczas  otrzymamy 
sumę  podwójną,  kształtu: 

f-22^V(^»  y-o.  (6) 

którą  możemy  rozwinąć  w  sumy  częściowe,   uporządkowane  -podług  h  w  po- 
staci : 


+*«{*i /(««-ii  a) +*,/(«— i,  y1)+...+*m/(3i.-i,  ym-i)}. 
Weźmy  pod  uwagę  sumę  częściową  (r+l)-szego    wiersza,    przedstawia- 
jącą się  w  postaci: 

*rf Ąk{/(xn  a)  +  ktf(xn  y,)  +  ...+W(*r,  ym_i)}, 

to  suma  ta  przedstawia  sumę  objętości  graniastosłupów  zawartych  między 
dwiema  płaszczyznami  równoległemi  do  płaszczyny  XOZ,  mającemi  odstęp 
Ar+1.  W  przypadku  gdy  różnice  ku  k2  ...,  km  nieograniczenie  maleją,  dążąc  do 
zera,  suma  ujęta  w  nawiasie  {  }  dąży  do  granicy  f^/(xr,  y)rfy,  przedstawia- 
jącej powierzchnię  przekroju  równoległego  do  płaszczyzny  YOZ  w  odstępie 
xn  możemy  zatem  położyć: 

J  a 

gdzie  r]r-i  staje  się  wraz  z  różnicami  kn  ostatecznie  zerem. 

Połóżmy:  C  f{xny)dy=<p(xr), 

a  otrzymamy: 

a  więc: 

V=hi<p(x)+h2q>(xi)  +  ..  +*-»(*»- i)+*i%  +  Mi  +...+*»  1?«, 


r=l  r=l 

Jeżeli  odstępy  hr  maleją  nieograniczenie,  tedy:     limaki?,— 0, 


♦,==00r=l 

zatem  otrzymujemy  ostatecznie 


lim  F«lim2  2  *'**'(*'-*>  *-«> -  f  (f  /(*t  ?)<**)<**•  <8> 

Wyznaczając  wartość  sumy   V  kolumnami,  otrzymujemy: 

^=^2^/(^-1,  a)+*,2*'A*r-i,  yi)+...+*m2^A«r-j,y«-i), 


a  że: 


lim2*r/(«r-i,  y,)=C  /(*,  y,)  Ar, 
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przeto  otrzymujemy  ostatecznie : 

lim  F=lim2  l&KKffa-u  Sk-i)— J  ( I  /(*>  y)  <&)  ty 

zatem  :  7~  C  f  f  f(x,  y)dxdy^  f  (  f{x,  y)  dydx.  (9) 

Całka  określona  podwójna  przedstawia  się  więc  jako  granica  sumy 
podwójnej  iloczynów  kształtu  /(a?,  y)hk=*f(x,  y)AxAy  w  zakresach  (a,  6)  i  (a, /J). 
Geometrycznie  iloczyny  te,  podają  objętości  graniastosłupów  o  podstawie 
hlc=AzAy}  a  o  wysokości  równej  wysokości  punktu  P  powierzchni :  z=f{x^y)} 
którego  rzutem  na  płaszczyznę  XOT  jest  jeden  z  wierzchołków  podstawy 
dzAy,  a  granicą  tej  sumy  jest  objętość  graniastosłupa  opartego  na  prosto- 
kącie ABCD,  a  ograniczonego  powierzchnią  *=*/(#,  y). 

5.  Uwaga.  Że  suma  objętości  graniastosłupów  przy  wzroście  ilości  punktów  podziału 
dąży  do  tej  samej  granicy  niezależnie  od  rozmieszczenia  tych  punktów,  możemy  dowieść  na 
podstawie  następujących  rozważań: 

Połóżmy :  F=  ^  ^§(gr- gr-l) (y*-y*-l)  /(*r,  y,), 

Weźmy  pod  uwagę  prostokąt  częściowy  (*, — apr-i)(y#-y*-i)  i  przyjmijmy,  że  mr« 
jest  najmniejszą,  a  Mr»  największą  wartością'  funkoyi  z=f(x,  y)  w  obrębie  tego  prosto- 
kąta, niech  przedstawia  dalej  m  najmniejszą,  a  M  największą  wartość  z  w  całym  zakresie 
(a,b)  i  («,P). 

Oznaczmy  przez  V  wartość  sumy  podwójnej,  odpowiadającą  wysokościom  mr*,  a  przez 
V"  wartość, odpowiadającą  wysokościom  Mr»^  otrzymamy  nierówności: 
(&_a)(B-a)m<  F<  <  F<  F"  <(&-a)(P-a)lf, 


przyczem :  F"-  F'=J£  ^fo— **-*)  (*'  -* - 0 (*«-»«)  (10) 

r=l«=l 

Zwiększając  ilość  prostokątów  częściowych  możemy  wymiary  xr  ay— 1  i  y«— y«-i 
zrobić  mniej  szemi  od  dowolnie  małej  liczby  r„  a  przeto  także  różnicę  3/r#— mr#  =  ar*,  zwaną 
chwiej  n ością  powierzchni  *=»/(«,  y)  nad  prostokątem  (*r— av-i)(y# -y*-i),  uczynić  do- 
wolnie małą.  Oznaczmy  przez  a  największą  z  wartości  ar«,  tedy  otrzymamy: 

F'-F"<(6-a)(P-a).a.  (11) 

Ponieważ  liczbę  a  możemy  przez  zwiększanie  ilości  prostokątów  częściowych  zro- 
bić dowolnie  małą,  przeto  widzimy,  że  sumy  F"  i  V  dążą  do  jednakowej  granicy,  a  do  tej 
także  dążyć  musi  suma  F  między  niemi  leżąca.  Granicą  tą  jest  objętość  F  przedstawiona 
całką  określoną  podwójną: 

6.  Całki  określone  podwójne  o  zmienny  eh  granicach  całkowania.  Poję- 
cie całki  podwójnej  określonej  kształtu: 

\     \    f(^y)dxdy, 

w  której  granice  całkowania  xx  i  x2  odnoszą  się  do  zmiennej  x%  a  yx  i  y% 
do  y,  możemy  oznaczyć,  przyjmując  zakres  całkowania  tak,  żeby  granice 
pierwszego  całkowania  były  funkcyami  drugiej  zmiennej,  a  granice  drugiego 
liczbami  stałemi.  Przyjmując  y1=yi(^),  jako  granice  pierwszego  całkowania 
y%=(pt(x)j  a  jako  granice  drugiego:  #!=«,  #3=6,  otrzymamy  całkę  podwójną 
określoną  kształtu : 

f      /(*,y)<fcdy=C  dsf      /(*,*)(**  (12) 
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Jeżeli  §  f(xf  y)dy=0(x,  y),  natenczas  otrzymujemy  jako  wynik  pier- 
wszego całkowania: 

/(*i  y)dy=\        $(*,  y)=$[x,  q>2(x)}—0[x}  9i(z)]. 

Dana  całka  podwójna  określona  przedstawia  się  wobec  tego  w  postaci 
całki  pojedynczej  wzorem: 

\    \       /(*,  y)dxdy=  f  (#[*,  %(*)]- *[*,  »>,(«)])**  (13) 

•^  o  J  c>4(ar)  •*  a 

Przyjąwszy  zaś,  że  pierwsze  całkowanie  dotyczy  zmiennej  x  w  grani- 
cach zmiennych  xi=fi(y),  x2=f2(y)}  a  drugie  podług  y  w  granicach  stałych 
y,=a,  y2  =^S  otrzymujemy  całkę  podwójną  kształtu: 

f    \      f(x}y)dydx=\  dy\     f(x,y)dx.  (14) 

Jeżeli  J7(#,  y)dx*=*F(x}  y),  natenczas  otrzymujemy  jako  wynik  pierwszego 
całkowania: 

f     /(*,  y)<fc=       F(s,  y)=F[/2(y),  y}-F[fx{y\  y], 

a  całkę  podwójną  przedstawioną  wzorem  w  postaci : 

f  J/tW/(*.  y)dydx^f(F[f2(y)1  y]-F[Afy),  y])dy.  (15) 

7.  Znaczenie  geometryczne  podwójnej  cal  ki  określonej  przy  zmiennych 
granicach  całkowania  w  powyższy  sposób  wybranych  jest  bezpośrednio  wi- 
doczne. Jeżeli  bowiem  dana  funkcya  £=/(#,  y)  przedstawia  powierzchnię 
ciągłą  w  granicach,  związanych  relacyą    c>(x,  y)=0,    a    więc    nie    w    obrębie 

pewnego  prostokąta  (a,  b)  i  (a,  /?),  lecz  n& 
obwodzie  pewnej  linii  krzywej  na  płaszczy- 
źnie X0Y  położonej  (fig.  64),  a  krzywa  ta  ma 
tę  własność,  że  wszelka  poprzeczna  równoległa 
osi  y  ów  przecina  ją  tylko  w  dwóch  punktach 
y\=(P\(x)  i  y2=<p2(x)}  wówczas  zaczynając  całko- 
wanie od  zmiennej  y  w  granicach  y,  i  y2  przy 
stałem  x,  obliczamy  powierzchnię  Ax  prze- 
kroju równoległego  do  ZOY  (fig.  64)  w  gra- 
nicach jfj— yi(s)f   yi—Vi(*)i    gdzie  yi^^iW 

i  y2  =  q>2(x)  są    równaniami    górnego  i  dolnego 
ograniczenia   podstawy,   wypływającemi  z  ró- 
wnania q>(x1  y)=0.  Otrzymamy    tedy  Ax=\zf(x7y)dy.  Powierzchnia  ta  po- 

mnożona  przez  dx  przedstawia  objętość  warstwy  walcowej  danej  powierzchni 
w  odstępie  x  o  szerokości  dx.  Drugiemu  całkowaniu  podług  zmiennej  z 
kształtu  $Azdz  odpowiada  tedy  sumowanie  objętości  tych  warstw,  a  tu  już 
muszą  być  granice  stałe  xi-=a)  or2=&. 

Jeżeli  zaczniemy  zaś  całkowanie  od  zmiennej  y  przy  stałem  y  (fig.  65), 
obliczymy  najpierw  powierzchnię  Ay  przekroju  równoległego  do  Z0X  w  gra- 
nicach xi=fi(y)  i  x2^f2(y)  podług  wzoru  Ay=\  *    f(x}y)dx.  Iloczynowi  A9dy 

*  A  to) 
odpowiada  tedy  objętość  warstwy   walcowej  w  odstępie  y,    a   drugie   całko- 


Fig.  64. 


Fig.  66. 
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wacie  podług  zmiennej  x,  oznacza  tedy  sumowanie  tychże  warstw  w  grani- 
cach już  stałych  y,  =-a,  ys— l,  określonych  podstawą  q>(xt  y)«0. 

8.  Całka  określona  podwójna  o  zmiennych  granicach  przedstawia 
w  myśl  powyższego  objaśnienia  objętość  bryły  walcowej  opartej  na  danej 
krzywej,  jako  podstawie,  zawartą  między  daną  powierzchnią  a  płaszczyzną 
poziomą. 

Zmiana  porządku  całkowania  wywołuje  tu  zmianę  granic,  granice  pier- 
wszego całkowania  są  bowiem  zawsze  zmienne,  a  to  są  pewnemi  funkcyami 
drugiej  zmiennej,  granice  drugiego  są  zawsze  stałe,  a  oba  rodzaje  granic 
należy  w  każdym  przypadku  wyznaczyć  z  równania  q>(x,  *y)=0,  określającego 
podstawę,  czyli  rzut  tej  bryły  na  płaszczyznę  XOY. 

9.  Cal  ki  określone  potrójne.  Jeżeli  do  funkcyi  f(x,  y,  z)  trzech  zmien- 
nych x,  y,  e  zastosujemy  najpierw  całkowanie  według  zmiennej  *  w  grani- 
cach zi  i  #2,  które  mogą  być  stałe  lub  zmienne  zależne  od  dwu  pozostałych 
zmienych  x,  y,  a  następnie  do  tak  otrzymanego  wyniku,  przedstawiającego 
się  w  postaci  pewnej  funkcyi  zmiennych  x  i  y,  zastosujemy  całkowanie 
według  zmiennej  y  w  granicach  y,  i  y2,  które  znowu  mogą  być  albo  stałe 
albo  zmienne  zależne  od  pozostałej  zmiennej  z,  a  w  końcu  do  nowego  wy- 
niku, przedstawiającego  się  w  postaci  pewnej  funkcyi  zmiennej  x  zastosu- 
jemy ostatecznie  całkowanie  podług  zmiennej  x  w  granicach  stałych  xu  x2l 
natenczas  tak  określoną  całkę  kształtu: 

nazywamy  całką  określoną  potrójną. 

Trzymając  się  zasady,  że  pierwsze  całkowanie  mo£e  się  odbywać  w  gra- 
nicach zależnych  od  dwu  pozostałych  zmiennych,  drugie  w  granicach  zależ- 
nych od  pozostałej  trzeciej  zmiennej,  a  trzecie  w  granicach  stałych  możemy 
zachować  jakikolwiek  porządek  całkowania,  zmieniając  stosownie  granice 
całkowania.  Przy  stałych  granicach  całkowania  jest  porządek  całkowania 
jak  przy  całce  podwójnej  zupełnie  obojętny. 

10.  Całka  potrójna  jako  granica  sumy.  Jeżeli  dana  funkcya  /(*,  y,  e) 
jest  funkcyą  jedno  wartości  ową  w  zakresie  określonym  granicami  stałemi 
(xi»*2)>(yit  »2)}(z\igi\  przedstawiającym  się  geometrycznie  w  postaci  równo- 
ległościanu  o  krawędziach  równoległych  do  osi  układu,  a  mających  wymiary 
t2—  xu  y2—PiJ  *i—*\>  natenczas  podzieliwszy  odstęp  (£„£))  na  m  części  pun- 
ktami §,,  £2!->fm-i>  odstęp  (yn  y2)  na  n  części  punktami  tju  i?2,...,  i?n-i,  od- 
stęp (*,,  e2)  na  r  części  punktami  Jn  £i,..  ,£r-i,  utworzymy  potrójną  sumę 
iloczynów,  kształtu: 

2  22  ^"~£>-1)  fa»— *-0  (£*— &-0/(fti-i.  n*-u  5p-t)» 

/4=t    V=\    C—l 

gdzie:  $,-*!,  £■-*,,  %-yi,  «7.-y«  &-*i.  Cr-«i,  natenczas  zauważymy,  że 
ta  suma  przy  wzroście  liczb  m,  n,  r,  a  zarazem  przy  zmniejszaniu  się  rói- 
nic  £„-!,,  ,,^—17^.,,  £",— £^_,  dążyć  będzie  do  pewnej  granicy,  podobnie 
jako  suma   podwójna  art.  4,  a  tę  granicę  oznaczoną  symbolem : 


S=C{"Cf(x,y,z)dxdyd*,  (16) 
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otrzymamy,  jeżeli  do  funkcyi  f(xt  y,  jer)  zastosujemy  trzy  kolejne  całkowania 
w  pewnym  z  sześciu  możliwych  porządków  sumowania. 

Oddzielając  poszczególne  całkowania  i  przyjąwszy  np.  jako  pierwsze 
całkowanie  podług  *,  drugie  podług  y,  trzecie  podług  x)  przedstawiamy  tę 
całkę  potrójną  w  postaci: 


S=fdxCdyff(x,y)*)d*. 


To  potrójne  sumowanie  może  odbyó  się  także  w  granicach  zmiennych 
wyznaczonych  np.  pewną  zamkniętą  powierzchnią  o  równaniu:  F(x,  y,  *)=0. 
o  której  przypuszczamy,  że  każda  prosta  równoległa  do  osi  układu  przecina 
ją  tylko  w  dwóch  punktach. 

Zaczynając  sumowanie  podług  zmiennej  *,  otrzymujemy  z  równania 
F(x,  y,  *)«0  dwie  wartości  *,  i  *2  jako  funkcye  zmiennych  x  i  y.  Niech 
będzie  gx  =  <px  («,  y),  *s«7s(£yy),    tedy  pierwsze   całkowanie    daje  całkę  okre- 

J*.(«.  y) 
f(x,  y,  z)  da, 

dwu  zmiennych  x  i  y,  przedstawiającą  granicę 
sumy  pojedynczej : 

f/(«,  *,  *)  *,  od  C  do  P  (fig.  66). 

Niech  będzie  krzywa  C  rzutem  powierz- 
chni F(x,y,  s)=0  na  płaszczyznę  XOY.  Krzywa 
ta  obejmować  będzie  rzuty  tych  punktów  po- 
wierzchni F  (x,  y,  *)=0,  w  których  płaszczyzny 
styczne  są  prostopadłe  do  płaszczyzny  XOY, 
czyli  równoległe  do  osi  x?-ów.  Spółrzędne  tych 

dF 

punktów  czynią  zadość  warunkowi:  —  «0.    Wyrugowawszy  zatem  zmienną 

oz 

dF 

z  z  równań  F(x,  y,  js)=»0  i  -r-=0,  otrzymujemy   równanie   krzywej    C  w  pó- 
dl 

staci  0(x,  y)=0.  Z  tego  równania  możemy  dla  pewnego  x  według  założenia 

otrzymać  dwie  wartości  na  y.  Niech  będą  yt— ^(s),  Sfj-"^(«)  rzędne  punktów 

krzywej   C,    należące    do    odciętej    a:,    natenczas    drugie    całkowanie    podług 

zmiennej  y,  odbywa  się  wzdłuż  prostej  MN  i  daje  całkę  określoną  podwójną: 

\       dy\         f(x)yJz)dz. 
ę,v>,(*)     J  *(*,*) 

Trzecie  całkowanie  podług  zmiennej  x  musi  już  być  określone  stałemi 

granicami  x1=a1  x2=?b,   odpowiadającemi   prostej    AB    i    prowadzi    do  osta 

tecznego  wyniku: 


Fig.  66. 


<.**(*) 


Vito  y) 


S=*\  dx\       dy\         J(x,y,z)dz. 

Ja        «>,(*)        ^(a,  y) 


(17) 


Zakres  całki  określonej  potrójnej  obejmuje  geometrycznie  wszystkie 
punkta  pewnej  przestrzeni  trójwymiarowej,  samą  wartość  całki  potrójnej 
nie  możemy  już  uzmysłowić  geometrycznie,  analogicznie  do  uzmysłowień 
całki  podwójnej  przez  objętość,  całce  potrójnej  tak  pojętej  odpowiadałaby 
bowiem  pojemność  pewnej  formy  cztero  wy  m  terowej. 
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11.  Pojęeie  całki  wielokrotnej.  Formalne  tworzenie  całek  określonych 
podwójnych  i  potrójnych  może  byó  z  łatwością  zastosowane  do  funkcyi  n 
zmiennych  s,,  x2,  ...,»„.  Niech  będzie  daną  funkcya  u=f(xu  a?a,  ...,a?«)i  jodno 
wartościowa  i  skończona  w  pewnym  zakresie,  wyznaczonym  bądź  to  grani- 
cami stałem  i,  bądi  to  granicami  zmiennemi,  określonemi  za  pomocą  równa- 
nia F(xti  rr3,..., #n)=0.  Stosując  do  tejże  funkcyi  kolejne  całkowania  podług 
n  zmiennych  w  pewnym  obranym  porządku  np.  xni  «„_i,  ...,a?2,  xu  otrzymu- 
jemy całkę  określoną  n-krotną,  w  postaci : 

\ldxA  dx2..[*     dxn-! f  7(*i »  xi, -i x») d*n, 
która  powstaje  także  jako  granica  n-krotnej  sumy  iloczynów  kształtu : 

2(r(«?,)-4#1""1))  (S^-*?'-")  .-  (x£n)-X<f*-V)f(X'i-*\  ...  S%*~% 

jeżeli  różnice  a^> — «fr— f>f  (r=l,  2, ...,  n)  nieograniczenie  maleją. 

12,  Całki  rt  krotne  i  ieh  szczególne  przypadki,  całki  liniowe,  po- 
wierzchniowe i  przestrzeniowc.  Zakres  całki  ^-krotnej  obejmuje  punkta  prze- 
strzeni n  -  wymiarowej ,  ograniczone  formą  (n  —  l)  -  wymiarową  o  równaniu 
Ffoit  x2J  ...,£„)=(),  przyczem  dla  każdego  punktu  P(xu  sr2, ...,  xn)  przestrzeni 
n-wymiarowej  tworzy  się  iloczyn  dx± .  dx2 ...  dxn  i  danej  funkcyi  f(xu  x21  ...,xn) 
spółrzędnych  tego  punktu  i  wykonywa  w-krotne  sumowanie  tego  iloczynu 
dla  wszelkich  punktów  w  zakresie  F(xv  x21.  .,  xn)  <  0. 

W  tern  rozumieniu  jest  taka  suma  n-krotna  całką  n-krotną  odniesioną 
do  pewnej  części  przestrzeni  n-wymiarowej.  W  szczególności  nazywamy 
w  tern  rozumieniu  całkę  pojedynczą:  [*9J(x)dz,  dotyczącą  funkcyi  jednej 
zmiennej  :  y=-f(x),  a  więc  punktów  F(x)  na  osi  z-ów,  ograniczoną  punktami  xx 
ix2  tejże,  całką  liniową;  całkę  podwójną:  j**  dx  JjjJ/  (a?,  y)tfy,  dotyczącą  funk- 
cyi dwu  zmiennych  0=f(x}  y),  a  więc  punktów  P(x)  y)  płaszczyzny  na  polu 
ograniczonem  krzywą  F(x}  y)=*0  nazywamy  całką  powierzchniową; 
a  całkę  potrójną  trzech  zmiennych:  l^dx\y^dy\^f{x,y}  *)cfc,  dotyczącą  funk- 
cyi u<=*f(x,  y,  e)y  a  więc  punktów  P(x}  y,  z)  przestrzeni  w  obszarze  ograni- 
czonym powierzchnią  F(x,  y,  *)=0  nazywamy  całką  przestrzenną. 

Nazwy  te  tern  się  tłumaczą,  że  zakres  całkowania  przy  całce  linio- 
waj  uzmysławia  się  odcinkiem  linii  prostej,  przy  całce  powierzchniowej  czę- 
ścią płaszczyzny,  ograniczoną  prostokątem  lub  dowolną  krzywą,  a  przy  całce 
przestrzennej  częścią  przestrzeni,  ograniczoną  równoległościanem  lub  dowolną 
powierzchnią. 


ćwiczenia  XXXIX. 

Sprawdzić   wartości  następujących   całek  określonych  podwójnych  i  uzmysłowić  je 
geometrycznie,  objętościami : 

V*5 


n     n 


—  624- 


n         n 


—  ii 

8)  lo^Io  VcoB*H-»«sin»f4r  =  |  •  9)  £*■*»  j  \/cos»  y -|-*' sin*  y<*y  =  B~. 

10)  r^f^in^ćos^^-*,.       11)  f  f6-^=  =  larctaBg-— ^-        . 

12)  i!*^*^^^*"!?-  13)  ^^^^(^+ył)^  =  — " 

u)  [ad*v^v*=*~  l  a\       i5)  cVCT  ***_*-* 

Jo      Jo  3  JoJo  VV— ** 
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j 


20)  J°  j~(p*'+3y')«te  <*y  =»  ~  (8p+»«s)««. 

'-»j!n"-«'^**-T(T-i)- 

Sprawdzić  wartości  następujących  całek  potrójnych: 

—  i  +^i+- 

^J.   *3,*,10'*,=— W  Jo3^3_yiZj  2 

*2ff        /•£        /,2a  cos  y  4 

80)   l     dz\    dy\     .        a^siny «fe=--g-a37c(l-cos4P). 

Jo      Jo  Jo  5  abc 

faf*f«+y    ,+  +  ^4a         8e*«  R 

880   Wo      '  fc**ss"T-^-'-8- 

86)  J-Ij-iT! (1  -  **) V/ 1=?  *•  *  **  -  y • 

365  !-!£!£!  "'fl—wr^  ****-£. 


87)  J^!,1^(l-*,)*Vl=^^^^  =  g. 

™>  it\  $*!$!!  v-xt)i  i1-***  vi=a^  dxdydz= g. 

89)    f^f+^^^^Stf-.)":5. 

JO  J-v/o*— «»        J"*  ^ 


k       <fo\    tfy  V  xł  sin  ydx  =  —-. 

'O  JQ         J0  10 


41)  Obliczyć  za  pomocą  całki  podwójnej  objętość  bryły  ograniczonej  powierzchnią 
►  V* — y*s  płaszczyznami  x  =  y  \Za,  i  x  =  a,  tudzież  płaszczyznami  y  =  0  i  y  =*v  a, 
ipartej  o  płaszczyznę  poziomą  z  =  0. 

42)  Wyznaczyć  objętość  bryły  ograniczonej  powierzchnią  z  =*  Ax2-\-By*,    płaszczyzną 

» —  *,  płaszczyzną  a:=a  i  płaszczyzną  poziomą  z  =  0. 

43)  Jaką  objętość  ma  bryła  zawarta  między  powierzchnią  z  =  ax'1-\-^y\  płaszczyzną 
H-y  =  l  i  płaszczyznami  spółrzędnomi. 

44)  Obliczyć  za  pomocą  całki  podwójnej  powierzchnię  ograniczoną  kołem  (x  -  a)2+y ?=  a? 
parabolą  y*  —  ax. 

y  y/o*   X* 

45)  Wyznaczyć  kształt  powierzchni  określonej  równaniem:  z  = i  .obliczyć 

fotość  zawartą  między  nią   powierzchniami  spółrzędnemi  i  płaszczyznami :  //  =  c  i  x  =  a. 
Wyznaczyć  wartości  następujących  całek  określonych : 

46)  P  f  »V5E*I  *  fa  47)  f  f  ^"  ~p^ 

*°  * .  ł.     T-  •■*  -  Ł dx  *•       49)  U   Yhx  ~  i yl  * dy 

«oi_«J,      a**-  5i)  jo  jo«-<^,tódi,. 

2 


52)    f*  dy  Ce~**xdx.  53)    f1  fyt(l_  y/^)  <**  <ty. 


"o         "o  •'o   w0 

a      a— £x 
5(;)     j«  £a+ 1   «•-,•  ilj-c—^  -^  ^  rfy 


^      -oo»  a  «(a-  x  cos  a)  cos  a  dx  dy 

^o  ^o  ya*— (as  cos  a-J-//  sin  a)2 

5S)  Sa  prostokącie    o    wierzchołkach    A(xl}  yx)y    /?(*,,  //2),    C(xt,  //,;,    />(*2,  //2)  oparty 
t  graniastosłup  ograniczony  powierzchnią  z  =  xy,  okazać,  że  jego  objętość: 

Podać  znaczenie  geometryczne  następujących   całek    określonych   podwójnych,  zmie- 
ijąc  porządek  całkować,  wykazać,  że: 

*>>    ^  C"~ /(*.  y)  <**  ^  =  f  f 2^/(*  art  <*. '/  <**  +  f "  f *~  V(*.  //) dy  dx. 
*o  w^_  oo  "u  Jo 

4a 
Dr.  DsiwińakL  Wykł.  matem.  I.  Tom  II..  40 


-  626  - 


b  b  Hl-tl 


6+a 


64)  Podać  znaczenie  geometryczne  całki  potrójnej:  f    f    r  dxdydz  =  -  -    i  wyzi 

JoJoJo  6 

granice  odpowiadające  wszelkim  zmianom  porządku  całkowania. 

66)  Okazać,  że   j"  da?  J tfy  ^ /(x,  y,  s)  tfs  =  C  dy  C dx  ^ /(*,  y,  *)<&?  = 
=  f  rfy J* <** f°/(*,  y,  *)dy  ^CdzCdy  Cf(xy  y,z)dx  = 

=  f '  *»  J"  *-  f /(*,  »,»)**-$'**  f  dx  f'/(*,  y,  z)dV. 
oo"o  wo         *  * 

Rozwiązania  XXXIX.    3)  fig.  67.  8)  fig.  68.  16)  ńg.  69.  11)  i  26)  fig.  70. 

b  x 


Fig.  69. 


Fig.  70. 


Fig.  67.  Fig.  68. 

b(i-r)  "l 

43)    f  f  "    («■*+&')**  dy  =  *   a*  (*«*+ W  44)  '(  f     ,.  drdy^f  - 


46)  S  J        ,       «M*  =  -8-- 


49) 


2       * 


60) 


3nc« 

Ha 


4H) 


61)   4. 


47) 


r/i* 


48) 


a&c  r 


62)  r. 


54)  arc  taiig(x,  y,). 


56)     r.  66)    ~  (8n+8)a3. 

Ot  p  o 


2  "  ""'       G 

4 
53)  afiJfi  [1-T-  ci  ^a-i.^ii- 

o1 

57)  -.    - 

sin  a  cos  a 


Literatura.  Ernesto  Ces  aro:  Eleinentares  Lehrbuch  der  algebraischen  An; 
und  der  Infinitesimalrechnung,  deutsch  herausgegeben  von  Dr.  Gerhard  Kowalewski, 
zig  1904.  Dr.  Schnuse:  Die  Grundlchren  der  hóheren  Analysis  Zweiter  Theil  Int 
rechnung.  Braunschweig  1858.  I.  Tod  liun  ter:  A  treatise  on  the  integral  calculus 
its  applications.  London  188G. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych  : 

1)  Różniczkowanie  i  całkowanie  całek  określonych. 

2)  ('alki  określone  podwójno,  ich  powstawanie  i  przekształcanie. 

3)  Przekstałcanie  całek  określonych  potrójnych  i  wielokrotnych. 


Wykład  XL. 


Różniczkowanie,  całkowanie  i  przekształcanie 

całek  określonych. 


1.  Różniczkowanie  całki  określonej  względem  zmiennych  granic.  Niech 
Izie  daną  całka   określona  f  f(x)dx,    w    której    granice    a  i  b  są  zmienne. 


ilóżmy,  że  $f(x)dx=*F(x),  więc 


dF(x) 
dx 


=/(#),  wówczas: 


\bf(x)dx=  '*  F(z)-F{b)-F(a) 


(1) 


Przyjmując,  że  granica  górna  &  jest  zmienną,  a  dolna  a  stałą : 


d  f » 
reymujemy:  ^t)  f(x)dx= 


dj(b) 
db    ' 


a  ze 


JF(J) 
t/i 


-/(*), 


sta: 


d6 


•'o 


(2) 


To  znaczy :  Pochodna  całki  określonej  ze  względu   na  górną   granicę    b   jest 
wartości,  jaką  otrzymuje  funkeya  f(x),  stojąca  pod  znakiem  całkowania,  gdy 
niej  za  zmienną  x  podstawimy  górną  granicę  b. 

Przyjmując,  że  w  danej    całce    określonej    granica    górna    b   jest  stałą, 
granica  dolna  a  zmienną,  otrzymujemy    na  podstawie  (1)  pochodną  wzglę- 
lem  a  w  postaci: 


d  Cb 
da) /W 


dx* 


da 


da 


item: 


££/(*)*--*.>. 


(3) 


To  znaczy :  Pochodna  całki  określonej  ze  względu,  na  dolną  granicę  jest  równa 
ości,  jaką  otrzymuje  wzięta  z  przeciwnym    znakiem    funkeya  /(z),    stojąca  pod 
iem   całkowania,  gdy  w  niej  za  zmienną  x  podstawimy  granicę  dolną. 
Jeżeli   obie    granice  a  i  &  są    zmienne,  wtedy  otrzymamy  zupełną    róż- 
Imiczkę  danej  całki  określonej  : 

[*  f(x)dz=F(b)-F(a), 


t  postaci: 


i[*f(x)dz- 

•'a 


dF(b)  dF(a). 

-^-db-    -d-da, 
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czyli:  d\  f(x)dx=/(b).db— f(p).da. 

J  a 

Jeżeli  obie  granice  są  funkcyami  pewnego  zmiennego  paramet 
wówczas  otrzymujemy  pochodną  całki  określonej  względem  tego  parai 
w  postaci : 

£$>*-/«.£-/«.£ 

3.  Różniczkowanie  całki  określonej  ze  względu  na  zmienny  pan 
znajdujący  się  pod  znakiem  całkowania.  Całka  określona  pojedyncza  c 

łych  granicach  a  i  b,  kształtu:  )  /(«,  a)dx,  zawierająca  pod  znakiem  c 

wania    zmienny    parametr    a    określa    pewną    funkcję   tegoż    paramet 
Oznaczmy  ją  przez  F(a),  a  więc  połóżmy: 

F(a)=\b  f(x,  a)dx. 

Ja 

Nadajmy  zmiennej  a  przyrost  Aa,  natenczas  otrzymamy: 

F(a+Aa)  =  F(a)  +  AF(a)=[b f(x,  a  +  Aa)dx, 

a  stąd:  AF(a)=\  /(ar,  a  +  A  a)  dx—  \  f(x,a)dx, 

Ja  Ja 

czyli:  AF(a)=\    [f(x,  a+Aa)—f(x,  a)]dx, 

Ja 

m  A F(a)      f»  f(x,  a+Aa)-J(x,  a) 

a  więc:  — ^ =  \ — . —        -    ax. 

Aa         Ja  Aa 

Jeżeli  Aa  maleje  nieograniczenie,  dążąc  do  zera,  natenczas  mamy 

fjx}_a+Aa)—f(x,a)      df(x,  a)       . 

lim . =—  -, —f„(x,  o), 

Aa=0  ^«  da 

otrzymujemy  zatem  wzór  : 

.       dF(a)^  C> ■df^1a)(lx 
da        J„       da  ' 

czyh:  rf„J/^  «)*-)„       da      '** 

To  znaczy :  Całkę  określona  pojedyncza  o  stałych  granicach,  zawierając 
znakiem  całkowania  parametr  zmienny,  różniczkujemy  ze  iczylędu  na  ten  par 
różniczkując  ze  względu  na  ten  parametr  wprost  funkcyę  stojąca  pod  znaki  e) 
kowania. 

Stosując  do  danej  całki  różniczkowanie  w -krotne  według  paramei 
otrzymujemy  wzór  ogólny: 

dn  Cb  .,        x  J       f'  łnf(x,  a)  , 
ważny,  gdy  granice  a  i  b  są  stałe,  względnie  od  parametru  a  niezależ 
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3.  Różniczkowanie  całek  określonych  o  zmiennych  granicach  całko- 
wania.    Jeżeli  w  danej  calce  określonej   C  f(x}  a)dx,   zawierającej    pod    zna- 

"a 

kiem  całkowania  zmienny  parametr  a,  granice  całkowania  a  i  &  są  również 
zmienne,  wówczas  dana  całka  jest  funkcyą  złożoną  zmiennych  a,  a  i  b\  mo- 
żemy więc  położyć : 

i\f(x,a)dx=F(a,aib). 

Zupełna  różniczka   tej  funkcyi  przedstawia  się  w  postaci: 

jr/         ,v     dF  ,    ,  dF  -     ,  dF  „ 

dF(a,  a.  b)=—  -  da+  — -  da  +  — ,  db. 

x  da  da  db 

Jeżeli  przytem  a  i  b  są  funkcyami  parametru  a,  np  a=gpt(a),  b=q)2(a), 
wówczas  otrzymujemy  z  powyższego  wzoru  pochodną    względem  a  postaci : 

dF(a,  a,  i)      dF      dF  da      dF  db 


Ale : 

da 


da  da        da   da       db  'da' 

dF      Cbdf{x,a),  dF  dF 


f»d/(z,  a),  dF        xf       ,  dF     Xl.     . 

-  3.  —£-**>  da  ~ -f<*  ">■  db  =/(*'  ^ 

zatem  otrzymujemy  ostatecznie  wzór: 

podający  pochodną  całki  określonej  względem  parametru,  znajdującego  się 
pod  znakiem  całkowania,  jeżeli  granice  całkowania  są  funkcyami  tego  paraT 
metru. 

Na  podstawie  powyższego  wzoru  możemy  otrzymać  wyższe  pochodne 
danej  całki  określonej,  wzięte  względem  parametru  a.  Mianowicie  otrzymu- 
jemy stąd  drugą  pochodną: 

k2 


gdf{a9a)   da  d*b       df{b}  a)(db\\  0df(b,a)  db 

~Ł      da      m da+/  V'  a)  da*  +  ~db\da)  +*      da      'da 


a  stąd  pochodne  dalsze. 

4.  Zastosowanie  prawideł  różniczkowania  całek  określonych.  Na  pod- 
stawie prawideł  różniczkowania  całek  określonych  w  stałych  granicach  cał- 
kowania możemy  ze  znanej  całki  określonej,  zawierającej  pod  znakiem 
całkowania,  dowolny  parametr  wyprowadzić  szereg  nowych  całek  określonych. 
Tak  otrzymamy  np.  z  całki: 

w  której  a  jest  parametrem  zmiennym,  różnym  od  —1,  drogą  różniczkowa- 
nia podług  a,  kolejno  wzory: 


s. 


i  i 

as",  log  xdx>=- 


o  ;  («+!)' 


J|«.(log»)»*J-(7i^i,  £.-(108  *).&-- ^JN 


+  l)ł 
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ogólnie:  JV(l„g  ,>.&.,-£  (-L)_  L»j^.  (8, 

o  a 

gdzie  a>0,  otrzymujemy  drogą  różniczkowania  podług  a  wzory: 

o  a2      Jo  a3 


1.2 

.3"  » 


ogólnie  wzór: 


E*'-,*,-<-1>,«?(t)-5W-  (9) 

„^+^-2^'        gdzie  «> O, 

otrzymamy  na    podstawie    n-krotnego    różniczkowania    podług    parametru  u 
.  wzór : 

f-        dx  1.3.5...(2n-l)      n 

Jo(a*+x2)«+l        2.4.6...2n     'W+1'  K     ' 

(5)  Z  całki:  \    e~aecos  bxdi  =  — = — =-5-, 

Jo  a2+52 

otrzymamy   na   podstawie    n-krotnego    różniczkowania    podług    parametru  a 
wzór: 

$  /-*"  °08  6  *  ^-f"1)"  t  (ii^pr)-  (11) 

Uważając  zaś  parametr  i  za  zmienny  i  różniczkując  daną  całkę  w  kro- 
tnie podług  b}  otrzymujemy  wzór: 

JV—~  (*  +  ?)*"  £(s£l}  OT 

5.  Całkowanie  pojedynczej  całki  określonej  ze  względu  na  parametr 
zmienny,  znajdujący  się  pod  znakiem  eałkowania.  Jeżeli  całka  określona 
między  stałemi  granicami  a  \  b  zawiera  pod  znakiem  całkowania  pewien 
parametr  zmienny  a,  tedy  jej  wartość  jest  funkcyą  tego  parametru. 

Przyjmując,  że  funkeya  f(x,  a)  jest  ze  względu  na  &  funkcyą  ciągła 
między  granicami  a  i  i,  a  ze  względu  na  zmienny  parametr  a  między  gra- 
nicami g^  i  a2)  stałemi,  względnie  niezależnemi  od    a  i  6,   natenczas,  kładąc 

d<p(x,  a) 
f(x,  «)-      da      i  otrzymamy  : 

f6w       w      Cbdw(x,  a), 
a  więc,  korzystając  z  prawidła  różniczkowania  całek  określonych,  dostajemy 

czyli: 


wzór: 
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To  znaczy :  Całkę  określoną  granicami  stałemi  całkujemy  te  peumych  grani- 
cach stałych  ze  względu  na  parametr,  całkując  funkcyę  stojącą  pod  znakiem  całko- 
wania względem  tegoż  parametru. 

6.  Prawidło  całkowania  całek  określonych  może  być,  zarówno  jak  pra- 
widło różniczkowania,  użyte  do  obliczania  nowych  całek  określonych. 

Tak  otrzymamy  np.  z  całki  określonej : 

Ji  i 

o  o 

całkując  ją  ze  względu  na  a  w  granicach  a0  i  a,  całkę  określoną: 

'  Jo       Ja,  Ja,   8 

a  że:  \  dx\   xa-lda=\  dx\    -^ «=*\   h dx% 

J0      J«,  Jo       klogs      Jo        log  a? 

$««  da     .       at 
przeto,  otrzymujemy  wzór: 


dz=]<>g  -i.  (14) 


f1  a 

Jo       log  a?  a0 

eŁe*=log  (a+1). 

/7)  Podobnie  otrzymamy  z  całki  określonej : 

er"*dx=— ,        o>0, 
o  a 

wzór:  \ cfc=»log  — -.  (15) 

J0  z  a0 

Kładąc  au=*l,  a^a,  otrzymujemy  stąd  całkę  określoną: 

f  •  «-* — *- 


cte=log  a. 

•'o         * 

7.  Zastosowanie  prawideł  różniczkowania  i  całkowania  całek  określo- 
nych do  wyznaczania  niektórych  całek.  Prawidła  różniczkowania  i  całko- 
wania całek  określonych  mogą  byÓ  użyte  do  wyznaczania  niektórych  całek 
określonych,  jeżeli  nie  znamy  odnośnych  całek  nieokreślonych.  Mając  całkę 
określoną  kształtu: 

2«\  f(x,a)dxJ 

Ja 

otrzymujemy  na  podstawie  prawidła  różniczkowania: 

Gdybyśmy  więc  byli  w  stanie  wyznaczyć  drogą  bezpośrednią  całkę 
kształtu:  \  ffa,  a)dx=*<pi(a), 

wówczas  wyznaczenie  danej  całki  1  sprowadza  się  do  wyznaczania  całki 
kształtu:  $(p'(a)da+C,  przyczem  stała  C  może  być  na  tej  zasadzie  wyzna- 
czoną, że  musi  mieć  jednakową  wartość  dla  każdego  a. 
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8.  Przykłady.  1)  "Wyznaczyć  całkę  kształtu: 

T    f00         sin  x 
i=      e-"*- — dx. 
J0  x 

Mamy  tu  f(x,  a)=c~ax ,      --=—£-"* sin  #,    a    obie    te    funkcj 

x  oa 

w  obszarze  od  x=0  do  x=-~co  skończone  i  ciągłe. 
Jest  więc: 

dl  f00 

,    =  —  \    e~ax  sin  x  dx. 
da  J0 

Kładąc:  c"*r=t*,     du*=  —  ae-axdx,     smxdx=dv,    v= — cos  x} 
przedstawimy  otrzymaną  całkę  w  postaci: 

\c_axsin  xdx=  —  e~a*  cos  x— a\e~axGos  xdx, 

skąd  ze  względu  na  to,  że: 

\e~a:rcos  xdx=e~ax  sin  a;4-a\c~c"sin  #rfa;, 

otrzymujemy  wzór: 

\c-aarsin  xdx=  — e-flUf(cos  #+a  sin  z) — a2\c"arsina;rfx, 

a  więc:  (1  +  a2)\e-a* sin  je efe^e^^fcos  x+a  sin  z), 

a  stąd:  \e-a* smxdx= — - 5 

f°°  .        7  i*  e"a*(cosa?+asinx)  1 

zatem:  \    rarsm  xdx=  — ' — =— — , =^ ,-. 

J0  o  1  +  a2  l  +  «- 

Mamy  więc:  -^—  =  —  4        oł      zatem: 

'  aa  1  +  a2 

.     f  *         sin  a:  7  C    da  t  ,. 

''V"  — «fa— Ji-+^— «tgo+6. 

Dla  wyznaczenia  stałej    C  przyjmijmy  a=co  ,  wówczas    mamy  f-fl 

/f°°          sin  #       \ 
zatem  także:  (\    crax dx\=01    a  więc  równanie:   0=— aretg  00  +  ( 

V'o  #  /a— cc 

czyli:  0=  —  -<->-+£,  zatem:   C=      . 

Wobec  tego  otrzymujemy  wartość  danej   całki  określonej  przedstaw 
wzorem : 

_.     f*           sina:             tt  ,1 

/=\    <>-«*  dx  =  — aretang  a=arctang  --, 

j  ^  x  &  a 

czyli  ostatecznie: 

r°  sin  a;  ,  Ł  1 

\    e-«* a#=arctang — .  i 

J0  £  a 

9.  Kładąc  a=0,  otrzymujemy  z  wzoru  (16)  ważny  wzór: 

f  *  sin  cc  .         rc 
1,       s-"-*- 
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Zastępując  x  przez  ar,  gdzie  a>0,    zatem    dx    przez    adx,   otrzymamy 
wzór: 


\ 


sm  ax  ,        yr 


o        *  2 


ax  7  Ti 

aa;  =  —  -^  . 


Zastępując  a  przez   —a,  otrzymujemy: 

f  •  sin  (—aa;) f *  sinja 

Jq  #  Jo       # 

(*°°  sin  (Z27 

Całka  określona  kształtu:  \    dz,  przedstawia  więc   taką  funkcyę 

J0      x 

71 

unetru  a,  która  dla  a>0  ma  stale  wartość   -^-,   a   dla   a<0   stale  war- 
—  -,  dla  a=»0  ma  wartośó  równą  zeru. 

10.  Wyznaczanie  całek  określonych  pojedynczych  za  pomocą  całek  po- 
lnych. "W  szczególnych  przypadkach  możemy  daną  całkę  określoną  poje- 
,  której  całki  nieokreślonej  nie  znamy,  wyznaczyć  tą  drogą,  że  z  danej 
;,  wprowadzając  stosownie  pewien  parametr  zmienny,  tworzymy  całkę 
ójną,  której  obliczenie  można  wykonać  przez  zmianę  porządku  całko- 
ia  lub  stosowne  przekształcenie. 

\    Przykład.  Wyznaczyć  całkę  kształtu: 

1=[   e-*'dx, 
Jo 
tną  całką  Laplace'a. 
Zastępując  w  tej  całce  x  przez  ax,   zatem  dx  przez  adx,  otrzymujemy : 

j  V   e-x>fa=\    e-«'x'adx. 

Pomnożywszy  obie  strony  równości  przez  e~x%   i   całkując  je   podług  a 
granicach  od  a=0  do  a=oo,  dostajemy  równość: 

(  e-  *da.  Ce-**dx=  Ce~a*da.  Cc-a*x3adx, 

Jo  Jo  Jo  Jo 

irli:  P=fdx  Ce  <W+»*>ada. 


'0        vo 

Uwzględniając,  że  oałka  nieokreślona: 


^.+^«=-2(1|x,r"^+c, 


lem  całka  określona: 


J0  2(1+**)' 


nsymujemy  powyższą  równość  w  postaci: 

„     1  f-    (to         i;       .  1    n 

1  =¥J0  r+F»-  -a-|o«°t«.g«— g-.-a-  -, 

cc:  Ps=~ł>  zatem:      J-— y£, 

^:  j"e— eto— i-V»-  (18> 
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Zastępując  z  przez  ax,  zatem  dx  przez  adx,  otrzymujemy  stąd  : 

r00  1    »- 

Jo  * 

r"  1   i~- 

zatem:  \    e"aVdŁc=s  -Irc, 

J0  2aT 

jako  ogólniejszy  wzór  całki  Laplace'a. 

Różniczkując  powyższą  całkę    n- kro  tnie    względem   a   i    dzieląc 

przez  a,  otrzymujemy  wzór: 

j^c         *    *r=  2»+1.o2»+l 

11.  Przykłady  mieszane.  1)  Wyznaczyć  całkę  określoną  kształti 

I- {%-('  +  #&. 

Mamy  tu: 


Ja 


'o 


Połóżmy      =£,    a  więc       j  = — ^i  ^e^y  otrzymamy: 

£-aj*  ^0*--a£K-'*»*--az, 

zatem:  _   = — 27, 

do 

a  więc:  =—  2aa, 

skąd  otrzymujemy:     log   /== — 2a  +  C,         zatem:     7=6\e~2a, 

czyli :  j  VX^+«»)cfc-  Cr2". 

Dla  a=0  otrzymujemy  stąd:      \    c  x' dx=C) 

a  że,  jak  w  art.  10  wykazano:      l    e~**  dx=      \ny 

Ju  - 

zatem  stałą :  67=      \tt, 

a  więc  szukana  całka  ma  wartość: 

2)  Wyznaczyć  całkę  kształtu  : 

i  =  \    c-xJcos  axdx. 

Jo 

Mamy  tu:  =»  \    — xc~x  sin  a  saa;, 

a  że  na  podstawie  metody  całkowania  przez  części : 

\    -  -xc    'sin  ao;rfi;  =  ■    (      e~  'sin  </#  J  —       \    e~  ■*'  cos  axdx  = —       1 
u  |o  V  -  /       A  JQ  2 
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dl         a  T         r     dl         1      , 
:  s T/,    Myh:T— -g-aifa, 

a2  _* 

a :  log/« — jT+^     czyli:     J=  Ce    4 

/•*  1  1    — 

Dla  a  =  0   mamy:    i0"*j    e~x%dx^  ^^n,     zatem    stała:    C=^I0=-^-^u} 

co  1        _  a* 

je:  J=f  e-aj8oo8aa?da;=-ó-V^'^T-  (22) 

Jo  * 

rZastąpmy  w  powyższej  całce  a  przez  — ,  a  x  przez  a*,  pod  założeniem, 

>0,  to  otrzymamy: 

r*  1    f-  -  * 

\    er**  cos  bz.adz=  0  \rce    4a» 

Jo  * 

t  pisząc  znowu  £  zamiast  z  i  dzieląc  obustronnie  przez  a,  otrzymujemy 

e-^cos&rrcir^-Jpe    4a»,     ważny,  gdy  a>0. 

Uwzględniając,  że  funkcya  stojąca  pod  znakiem  całkowania  nie  zmie- 
li S^y  x  zastąpimy  przez  —x,  czyli  że  jest  funkcyą  parzystą,  otrzy- 
ly: 

V      e"°*  cos  6  *  (Łc  =    -  e    i*.  (23) 


18.  Przekształcanie  całek  określonych  podwójnych.  Jeżeli  w  całce  okrę- 
wj podwójnej:   l     \   f(x>y)dxdy,  w  której  granice  na  a?  i  y  są  albo  stałe 

»  związane  pewną  relacyą:  F(x,y)=*0)  wprowadzić   mamy  nowe  zmienne 
t,  które  ze  zmiennemi  x  i  y  związane  są  równaniami: 

Vi(*i  y»  u>  v)=°>         «Pj(*i  y,  «*,  v)=0, 
idy  zachodzą  między  różniczkami  tych  zmiennych  relacye: 

da:  dy  du  dv  7 

dz  dy  du  dv 

Ponieważ  różniczki  dx  i  dy  są  od  siebie  niezależne,  przeto,  chcąc  wyra- 
I  dy  przez  dv,  musimy  przyjąć  dx=0  i  następnie,  uważając  dv  za  stałe 
łazić  dx  przez  du.  Otrzymamy  tedy: 

,        du   dv        dv    du    .         d(u,  v)    , 

dy=^ — . -r—  .      dv=  — ^    ^-tfy 

dift  dqo2  _  dg^  dc>2  a  (ęy .  ^) 

dy   dw        dtt   dy  d  (y,  u) 

d^  dgp2  __  d<py  d(p^  d(<pu<p2) 

j^     dy   du        du   dy  d(y,  u)'  . 

dz  =  -  - *  du=  — ^ — -  du 

dtpi  djpA  _  d^  d^  *  (?LL?a) 

dr   dy        dy   dx  d(x,  y) 
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zatem :  j 

dxdy=~ — -■-      tfwtfo--    ,        \dudv=-*  dudv=  ^/*'-dudv=JJu<ii 

dx  by        dy   bx  d  {x,  y) 

gdzie    c/j    jest  Jakobianem   funkcyj  ^    i    y2  względem  zmiennych  wir, 
Jakobianem  tych  funkcyj  względem  z  i  y)  a  J  Jakobianem   przekształceń; 
(P^r.  wykład  XXV).  Dana  całka  określona  podwójna  sprowadza  się  więc 
podstawie  tego  przekształcenia  do  postaci: 

C  $*/(*>  y)d*dy=C  f7(*,  y).Jdudv,  (24 

gdzie  w  funkcyi  f(x,y)  i  jej  Jakobianie  zmienne  z,  y  mają  być  wyrażone  przi 
zmienne  u  i  t?#na  podstawie  danych  związków,  a  nowe  granice  calkowan 
wynikają  z  danego  równania:  F(z,  y)=0.  Jeżeli  zmienne  x  i  y  podane  i 
jako  wyraźne  funkcye  zmiennych  u  i  v  w  postaci:  z=fi(u1v)}  y=/iO,  *)» 

tedy:  J,  =  ^  _  *'i  d/w,     /,-!, 

a  dana  całka  sprowadza  się  do  postaci  określonej  wzorem: 

gdzie  granice  całkowania  wn  «2)  t^,  v2  wyznaczone  są  danym  zakresem. 
13.  Znaczenie  geometryczne  przekształcania  ealek  podwójnych.    Calk 

podwójną   \     \    f(x,y)dxdy    możemy    sobie   uzmysłowić    geometrycznie   jaki 

Xl         Vi 

objętość  powierzchni:  z=f(xy  y)9  ograniczonej  graniastosłupem  opartym  o  pla 
szczyznę  XOY  lub  pewną  powierzchnię  walcową  o  równaniu  F(x,  y}=( 
Dana  całka  występuje  tu  jako  granica  sumy  graniastosłupów  o  podstawi 
prostokątnej  Ax.Ay  i  wysokości  *.  Zakres  całkowania,  obejmujący  wnętrz 
krzywej  określonej  równaniem:  F(x,  y)=0,  został  więc  podzielony  na  prc: 
stokąty  za  pomocą  prostych  równoległych  do  osi  0X  i  OY. 

Wprowadzając  nowe  zmienne  u  i  V  na  podstawie  wzorów  przeksztal 
cenią:  x  =Ą{uy t>),  y=/2 («,  v),  wprowadzamy  podział  danego  zakresu  za  pomoci 
dwu  szeregów  linij  krzywych,  określonych  równaniami  x=fx (w,  t?),  y=f*' 'u.  r 
Równania  krzywych  jednego  szeregu  otrzymamy  z  danych  równań  prze; 
wyrugowanie  parametru  zmiennego  v;  —  drugiego  przez  wyrugowanie  para 
metru  zmiennego  u.  Krzywe  te  nazywamy  krzywemi  parametrowemi,  a  war 
tości  u  i  v,  które  danemu  punktowi  P(x}y)  odpowiadają,  nazywamy  para 
metrami  albo  też  spółrzędnemi  parametrowemi  (krzywolinij 
nem  i)  tegoż  punktu. 

Prostokąt  ograniczony  punktami  P(z)  y\  Q(x+dx1  y),  2?(s,  yĄ-*bi\ 
S(x+dx}y+dy)  (fig.  71)  przejdzie  wskutek  przekształcenia  z =ft (w,  v)}  y=/2(t#,  r 
na   prostokąt  o  spółrzędnych : 

P(/l,/i),     «■(*+?■}**  A+2J*).  B'(/l+^*'/,+5*)' 

fl,(/i+^*,+**'  f>+d£du+itdv) (fig- 72)- 
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Powierzchnię    prostokąta    PtyRS'   możemy    uważać    za    podwójną    po- 
lię  trójkąta  PC'!?,  na  jej  wyznaczenie  otrzymujemy  zatem  wzór: 


/;, 

r„ 

1 

f,+t*- 

«+£* 

1' 

'.+>• 

r>+t* 

1 

<V1 , 


'^ 


Fig.  71. 


Fig.  72. 


i    "a/; 

ńft 

j   « *»' 

du 

Id/; 

df, 

!     !*>' 

dv 

dudv=Jdudv.  (26) 


X 


=r. 


ioczyn    J  du  dv    przedstawia     zatem    powierzchnię    prostokąta  krzywo- 
igo    wywołanego  nowym  podziałem  zakresu  całkowania  (fig.  72). 
'Całka   przekształcona  przedstawia    tę    samą    objętość    opartą    tylko  na 
podziale  zakresu  całkowania. 

14.  Przykład.  Przekształcić  całkę  podwójną  kształtu:  f  '  \  f{pr9y)dxdy 

ocą  podstawienia  x=reoa<p9  y*=rslnq). 

ważając  x  i  y  jako  spółrzędne  prostokątne,    a    r  i  y  jako  spółrzędne 

biegunowe  punktu  P  płaszczyzny  XOY,  otrzy- 
mamy nowy  podział  zakresu  całkowania, 
przedstawiony  pękiem  .  promieni  z  punktu  0 
wychodzących  i  układem  kół  współśrodko- 
wych.  Jakobian  przekształcenia  otrzymuje  tu 
wartość : 

Element,  odpowiadający  temu  przekształ- 
ceniu, ma  wielkość  Jdrdq>=rdrdtp.    W  istocie 
tawia  się  on  w  postaci  czworokąta  PRSQ,  który  jest  wycinkiem  pier- 
l  kołowego  o  wymiarach  PQ*=*dr,  PR=rdq>  (fig.  73)  i  ma  powierzchnię: 
ir=rdrdę* 
Przekształcenie  danej  całki  przedstawia  się  zatem  wzorem : 

\     \    f(x,  y)dxdx=*\     \   f(r  cos  qp,  r  sin  q>)rdtpdr,  (26) 

J  pierwsze  całkowanie  podług  r  odbywa  się  dla  pewnego  q>  od  r1=03f 
Ui  =  OJVT  a  granice  następnego  wyznaczone  są  stycznemi  poprowadzonemi 
[krzywej    Ct  przedstawiającej  zakres  całkowania. 

15.  W  szczególności  skoro  f(x,  y)  =  c~(x,+^,  a  granice  całkowania  okre- 
fte  są  kołem  o  promieniu  Ii,  o  równaniu  x2  +  y2=Ił2,  otrzymujemy  całkę 
reśloną  : 

l  „ł  ~n  „U  „In         \ll        p-r*  „In  1 g-/,*5 

\e-&+ndx<ty=\   dę[  <r*r<lr=ł    t1q>\  —  ~=  f     dq>       0       -*(l-e-*) 

i 

i 


da; 

dy 

J= 

dr' 

dr 

dy 

— 

d<p' 

d<p 

cos  c>,     sin  go 

—  rsin  y,     rcosgp 


Fig.  79. 
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Gdy   zakres    całkowania    obejmuje   całą    płaszczyznę   XOY,    natenca 

mamyii=QO,  a  zarazem  ^==—00,  *j*t3 
y1-=— 00,  y2«~  +  oo,  zatem  otrzymujemy  cali 
określoną  kształtu :  | 

jako  objętość  zawartą  między  powierzchni 
*=«-(*•+*•)    i   płaszczyzną   XOY  (fig.   74). 

Powyższy  wzór  możemy  przedstawić  w  jm 


staci : 


\      er-^dz.    \      erdy=n, 


otrzymujemy : 


X    skąd  ze  względu  na  to,  że: 

|j      c-x'cŁr|  —  n,    zatem:       f     «-*■  dr -=)£*, 

wzór    przedstawiający    powierzchnię    zawartą    między    krzywą  .  Laplacea 
y— e***,  a  osią  s-ów. 

Równanie  xp = e~ r**+y*>  przedstawia  powierzchnię,  powstałą  przez  obru 
krzywej  Laplace'a  położonej  na  płaszczyźnie  XOZ  (fig.  76)  o  równaniu  z=rl 
na  około  osi  *-ów. 

16.  Przekształcanie  ealki  określonej  potrójnej.  Mając  do  całki  określo 
nej  potrójnej  kształtu:      ff  j    f(x,  y,  z)dxdyda,     której    granice    dotycz) 

*i      V\      *i 

przestrzeni  ograniczonej  daną  powierzchnią  F(xy  y,  £)=0,    wprowadzić   nowi 
zmienne  u,  v,  te  na  podstawie  wzorów: 

<Pi(*>  !*>*,  <*,  t;,  «0=O,  ?>2(*,  y,  *,  w,  t>,  u>)=0,  ^-(a?,  y,  *,  w,  t?,  tr)=0, 
znajdziemy  jak  w  art.  12: 

dxdydsf=  f*  dudvdtc=Jdudvdtct 

gdzie  e/i  jest  Jakobianem  funkcyi  q>i}  p2,  q>z  względem  zmiennych  «,  r,  te: -l 
takimże  Jakobianem  względem  zmiennych  z,  y,  *,  a  więc: 


1        *(*,  v,  w)     ' 


2        <*(*,  y,  *; 


W  przypadku  gdy  wzory   przekształceń   przedstawiają  się  równaniami 
wyraźnemi:     *-/i(«,  t>,  w),    y-/i(nf  v,  w),     *-/■,(*;  t>,  »), 

7  _  a(A,  A,  /i)  7    t 

^1""    *n.    .«    -x     ł  ''a88*1* 


otrzymamy : 


zatem : 


dxdyds=* 


d{u}  v,  w)     ' 

Wu  W,  Al 

du  dv  dw\ 

S'  $>  d/rdudvdw=Jdudvdw, 

du  dv  dw  ' 

dA  ^3  yą 

dw '  dv*  d  10! 
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^rr^^^^^^-rrr^^n/i//;)^^^^,   (28) 

w   dotyczą 


*   granice    całkowania    względem   nowych    zmiennych    t#,  v, 

au  danego  równaniem  F(fti  f2J  fz)=0. 

Całka  przekształcona  obejmuje  geometrycznie  ten  sam  zakres  prze- 
strzeni, sumowanie  oparte  jest  tylko  o  inny 
podział  tej  przestrzeni.  Jeżeli  elementem  pier- 
wotnego podziału  był  prosty  równoległościan 
prostokątny  PQRS  o  wymiarach  dx1  rfy,  de 
(fig.  76),  to  elementowi  temu  odpowiada  w  całce 
przekształconej  element  PQtRSl  ograniczony 
w  ogólności  powierzchniami  krzywemi,  który 
w  granicy  może  byó  uważany  jako  rów- 
noległościan skośny  (fig.  77).  Objętość  jego 
jest  równa  sześciokrotnej  objętoścj  ostrosłupa 
S'P'QłIi4j  zatem  wyraża  się  ostatecznie  wy- 
znacznikiem trzeciego  rzędu: 

dv 

dĄ 
dv 

df* 
dv 


Fig.  76. 


Fig.  77. 


du 


Vi 

dv 
dA. 


dv, 


dw 


du>   lśdv> 


du        ' 


dv 


-^dv, 
dv     ' 


dĄ 
dw 


dw 


i±dw 
dw 


dfs 
duy 

d/2 

du' 

dĄ 
du' 


dw 

dA 
dw 

dw 


du  dv  dw*=Jdu  dv  dw. 


W    szczególności,    jeżeli    spółrzędne    prostokątne  #,  y,  z   punktu    zastą- 

spółrzędnemi  sferycznemi  r,  ©,  qp,  gdzie  r  przedstawia  promień  punktu, 

;,   jaki    promień  ten  tworzy  z  osią  0  ów,  a  q>  kąt,  jaki   rzut   promienia 

aszczyznę  XOY  tworzy  z  osią  #-ów,  otrzymujemy  wzory  przekształcenia: 

x=r  sin  ©cos  g>7     y  — r  sin  ©sin  c?,     £=rcos©. 
Takobian  przekształcenia  przedstawia  się  tu  w  postaci : 

sin  8  cos  <p,  sin  8  sin  qp,  cos  0 

r  cos  0  cos  q>,  r  cos  0  sin  g>,  —  r  sin  0 

—  r  sin  0  sin  c>,  r  sin  0  cos  c>,         0 

muje  zatem  wartość: 

J=r2  sin  0, 

element  dxdy  dz  przekształca  się  na  element  r2  sin  0drd0d<p.  Element  ten 

jest  ograniczony  powierzchniami  kul  o  promie- 
niach r  i  r+dr,  dwiema  powierzchniami  stożko- 
wemi  o  osi  £-ów  pod  kątem  6  i  0+d0  i  dwiema 
płaszczyznami  przechodzącemi  przez  oś  £-ów, 
a  nachylonemi  do  płaszczyzny  XOZ  pod  kątami 
'  g>  i  (p  +  d(p.  Element  ten  ma  więc  kształt  wycinka 
pierścienia  kulistego  (fig.  78)  o  wymiarach: 

PQ=rd0,  PR*=r  sin  0d<p  i  PS=dr, 
zatem  jego  objętość  jest  w  istocie  równa : 
rdQ.r  sin  0  dc . dr=r2  sin  8  dr  d0  dtp. 


J^'i-1- 


/ 


Fig.  78. 
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Według  tego  przekształcenia  otrzymamy  np.  całkę  potrójną: 
7=  f +°  r*^?*^* dy  dz=  f0  f "  f %« sin  B dr  dB  d9- 

f  r'c7rC    %in9&Q\    dtp  =  ~.2.2n=^-azn. 

17.  Przekształcanie  całki  określonej  wielokrotnej  odbywa  się  w  g] 
analogiczny  do  przekształcania  całek  podwójnych  i  potrójnych.  Jeżeli 
nowicie  w  calce  określonej  wielokrotnej -. 


j     ...  j    f(xx ,  «,, ...,  a?.)  dxx  dx2 ...  rfs„ , 


której  granice  związane   są  relacyami  F{xu  x21  ...,xn)=0  wprowadzić  ch» 
nowe  zmienne  uiy  u2,...,uĄ  na  podstawie  wzorów  przekształcenia  : 

wtedy  otrzymamy  w  myśl  art.  19  str.  421  iloczyn : 

dxx  dx2  ».dxn=JdUi  du2 ...  du, 
gdzie  J  jest   Jakobianem  przekształcenia,   przedstawiającym    się    w   pc 
wyznacznika  funkcyjnego  w -go  rzędu  kształtu: 


\dttr 


(»'»  »— 1.  2, ...,»), 


Otrzymujemy  tedy: 


J  («,;  J  (ii,)       J  K)  (/W/- 


.rfw,  rfi#2  ...c7tt„ 


ćwiczenia   XL. 

1)  Wykazać,  że: 

i  zaznaczyć  możliwe  przypadki,  dotyczące  granic  a  i  6  i  parametru  a. 

2)  Wykazać,  że  skoro  granice  a  i  />  są  od  a  niezależne,  natenczas: 

rf*n  Ja*7  V  '  Ja         rfa» 

3)  Wyprowadzić  prawidło  całkowania  całek  określonych  przedstawione  wzon 

Wyprowadzić    następujące    całki    określone,    a    z    nich    nowe  na   podstawie  pi 
różniczkowania,  całkowania  i  przekształcania  całek  określonych: 

•l)    \    xa-\dx=      .  5)    l    *«-!  logxrfx=  —  -4. 

Jo  a  Jo  » ■ 

fi)    f    s«-i(log*)2rf.r^".;.  7)    f    as«-i  (log  z)3tfx  =  -  2*j . 

Jo  av  Jo  a* 

Jrt  »"  'Jo  &     '  V         ;      a»«+l 
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io>  j1.5^*-^*       ")  i;(^f^-i^)<te='^-i> 

|    12)  f%-«»«i*=.±.  18)  rx»-ie-«x<to  =  ^H.!. 

;  Jo  «  Jo  «" 

18)  j    ««*<**  =  —  - — .  19)  f  e«*dx  =  - i. 

rl  *"*— x*  m+1  _,.    p»      dx  r 

_    /■•  <**  1.8.5.„(2n-3)     r  ^   r»  a 

24)   V     «— «a  sin  x  £r  «  26)  f   «""**  *  sin  x  dx  ==  7-5-7  ■■  Vv 

Jo  «*+l  Jo  («M-l)ł 

/•oo  a*  —  1  z^00  1 

26)   \    e—**xcosxdx=*T-i—rri.  27)  l     e— 'cos  *xdx=  , •■-— . 

Jo  (*M-1)1  Jo  «*+l 

28)   f     e— *  sin  axdx=   «  t  „ .  29)   f    «-**  cos  bxdx=* _  *      (e-«*  cos  in— 1\ 

Jo  «*+*  Jo  «,+ft» 

30)   i     e—**BiTkbxdx  = z— —  (1  -  e™  cos  &*).  31)   l    e-«*  sin  6x  dx  = -5-— ^. 

J  o  al+*  Jo  «'+&* 

*>  3  o  — s~ cos  6x  rfx = 2  log  ^+»»-        ^  j,  •" "  -«-  d*  -  arctane  t- 

mm  e—** — e-P* 


34)   V sin  bxdx  =  ar c tang  -Jf  —  arctang  -=-. 

Jo*  b  0 

I     0_x    p«°  _     _             a                               _ ..    /••  x  cos  our             p»  *  sin  «x        t: 

'Jo  a*+6*                                '  Jo     b*+x*              Jo     6*+*ł        2fr 

n  ar 

/•  i  cŁc                         iz                        *  o\   C               C08*  x  dx                     1: 

87)  J0  **GOB*x  +  PBin*xsss2Zp  >  Jo  (a^coB^+p^siaT^1  —  4 a8?* 

*  

«w>x    r2  Bin*xdx                  n                        JA,  r*        *  ,         1  i/~ 

"»  J,  c?=i«5+pia--.)»-4^i-  40)  Jo*     "*=  2  Yt- 

,*v   r°°  1— cos  for  ,        1  .      /4  ,  62\  ^00  \/^" 

41)  £  *-~  — — *-T log  (1+-J.  42)  jQ  ---VAP- V- 

43)   f  e— ^^  ^^arctang A.  44)  f    --^^-^^-^ 

7   Jo  *  ^    «  Jo  V/l-2«łC0SX+a*        «ł 

,-"2  dx *    /  1         1  \  4f\   f 2  —         —         r'- 

45)  Jo  (i^ś^+fr4~sin^)T~4ap  W  +  £V'  >}  J0  a-t-6cos  x  "  \/^Ćrić' 

j.T dx __*     /3  2  3\ 

4?)  JoC^cos^+^sin^^^ieap  V«*  +  a»p»+  pV* 

aq\    r2  ^ *  '  im    f«  ar  cos  aj-  /•»  x  sin  ax  t: 

r»  1.3...(2»— l)-i/    «  C1X    f«      d«  1 

[ 
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64)  jV  ("+3&-^r1-.  5B)  £  *-*'  cos  „*->£>?. 

66)  C  e~  "**' cos  6*  *r  -j£-  <T  £.  67)  f +"  e"aV  cos  fcr dx  =  ^  *  ~  Ł\ 

S8)  \        •  dx=\e  69)1        «  cosr*dj?=" — <       cos  ft -r 

J-»  o  '  J—  oo  a  2a* 

60)  j  _e  smc*dx JL_#        sin  ~.  61)  l+r****-1-*?^ 

62)  r8in(«V)Ac==ffl°cos(«V)<te--,I-Vi-        63)  f"--* * 

64)  pcofl  (*') .  cos  2«*  <te  «  sin  (-£-+•«)  l/T.  65)  f°°  ?£=*  <*r  =      *     . 

•'O  \4         /•"  '  J0    1+sc  sin«s 

66)  jjsin  (*») .  cos  2«x  dx  =  sin  (^  -  **)\Zr7.  67)  01og  ^-)"*a-1  **  =  -~. 


n  sin 


74)  p, -**(,*•+«.  2«x)^=?vA /.  7B)  p1  — ^L      « ^  ^^. 

Jo  P  '  J-l(x— a)|/l— **  V«!-l 

?6)  £  c^  l0g  (a  C0S  *+1>  =  "S"  arc  8in  a' 

77)  Przekształcić  całkę  pojedynczą,  kształtu :   f*   y— -  za  pomocą  podstawienia: 
=  *+|/T+i2  i  wykazać,  że:   f1     f*      =  fH^T* 

Jov/i+i>     Ji        r 

78)  Wykazać,  że,  kładąc  a?  =  sin  ©,  otrzymamy : 

n 

r1 f^^^— =fT-      rfy 

JoV/(i^^(i=¥V)     J0  Y/i-^s^T' 

79)  Wykazać,    że,   zastępując   zmienne   x    i    y,    na  mocy    podstawienia:   *  =  rco6* 
y  =  rsin9,  otrzymamy  przekształcenie: 

J Xi  J y*  A*,  y) **  rfy  =  J  **  )T*  f(r  cos  <p,  r  sin  o) r  <*e  dr. 
Przy  pomocy  podstawienia  *  =  rcos<?,  y  =  r  sin  ©  wykazać,  że: 

l      e-(*'-M*y  cos  a+y*)  ^  rfy  —     — 
o   Jo  2  sir 


i  sin  a 


anff*       **dy  1         Ł  ab 

J—  J—  (*J+y,+«V/»  fcH-yM-**)''*  ""  o+S' 

85)  Wjkazać,  że,  kładąc  r  =\/;r*+y«,    f  =  — ,  otrzymamy  przekształcenie: 
85)  Wykazać,  że,  podstawiając  *  =  rcos<&,  y  =  r  sin©,  otrzymamy  przekształcenia: 

r*  rv^7     *     _  Ad,  r     -;J±  -  -  r a  _^=  r arC8in  >. 

87)  Wykazać,  że  wprowadzając  w  miejsce  x  i  y  zmienne  u  i  v  na  podstawie  wzorów 
r= *,  y  =  «r  otrzymamy  : 

\     \       dxdy=  \     \    u  dv  dit. 
Jo  Jo  Jo  Jo 

p 

88)  Jeżeli  x  —  — —  ,    y  =  apw,  okazać,  że  wówczas : 

,1    ra{l  +  u)pdudv 


s+ystir,    y  =  uvw'  okazać,  że 

p  f*  f*dxdydz=  f°°ff   u*vdudvdw. 

Jo  Jo  Jo  Jo  Jo  Jo 

frimy  x  =  r  sin  0  cos  ®,    y  «=  r  sin  6  sin  o,    * 

r*  p  r  dxdydz=  r  r6,  pr^e  *■*»*. 

Jz,  Jjr,  J«,  J'*!  Je,  J<Tt 


89)  Jeżeli  »+y+«s=sii,    s+y^-tir,    y  =  nt?M?'  okazać,  że: 

*OQ     f»00     j»00  ^00     ^1     ^1 

i: 

90)  Jeżeli  podstawimy  *  =*  r  sin  6  cos  ®,    y  =  r  sin  8  sin  ?,    *  =  r  cos  8,  okazać,  że : 

r*»  pyt  r*t  ,    ,    ,       ?*%  r 8*  r*» 


Rozwiązania  XL.  Wskazówki  podane  wykładzie. 

Literatura.  I.  Bertrand:  Traite  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral.  T.  II. 
bal  integral.  Integral  es  dófinies  et  indefinies.  Paris  1870.  I.  A.  Serret:  Lehrbuch  der 
Berent  i  al-  nnd  Integralrechnung,  deutsch  bearbeitet  von  Georg  Bohlmann.  II  Band  Inte- 
Jrechnniig.  Leipzig  1899. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Metody  obliczania  całek  określonych. 

2.  Całka  Laplace'a  i  jej  zastosowania. 

8.     Zastosowanie  szeregów  w  obliczaniu  całek  określonych. 


Wykład   XLI. 

Zastosowanie  całek  określonych  do  krzywych 

płaskich. 

1.  Kwadratura  krzywych  płaskich.  Obliczanie  powierzchni  A  (area) 
pola  płaskiego  krzy  wolinijnie  ograniczonego  nazywamy  kwadraturą  k  r  ży- 
wej płaskiej. 

Obliczanie  to  możemy  wykonywać,  albo  1)  za  pomocą  całki  pojedyn- 
czej, albo  2)  za  pomocą  całki  podwójnej.  W  pierwszym  przypadku  wyobra- 
żamy sobie  pole,  którego  powierzchnię  A  mamy  wyznaczyć,  podzielone  na 
elementa  nieskończenie  małe  rzędu  pierwszego  dA1  t.  j.  na  takie  elementa 
dwuwymiarowe,  których  jeden  wymiar  jest  skończony,  a  drugi  nieskończe- 
nie mały.  W  drugim  przypadku  wyobrażamy  sobie  pole  podzielone  na  ele- 
menta nieskończenie  małe  drugiego  rzędu,  d2A  t.  j.  na  takie  elementa  dwu- 
wymiarowe, których  oba  wymiary  są  nieskończenie  małe. 

Elementami  płaskiemi  nieskończenie   małemi  rzędu  pierwszego  są  np.: 
a)  prostokąty  o  wymiarach  y  i  dx1  a  więc  o  wielkości  dA=ydx  (fig.  79): 
/?)  równoległoboki  o  bokach  y  i  dx   i   kącie  y,   zawartym    między  tymi 
bokami,  a  więc  o  wielkości  dA=sirx  y.y.dz  (fig.  80); 

y)  wycinki  kołowe    o    promieniu    r    i    kącie    dc,    a    więc    o    wielkości: 

dA-r*pĄ-±r*aę  (fig.  81); 

<J)  pierścienie  kołowe  o  szerokości  dr,  a  więc  o  wielkości  dA=2nr.dr, 
lub  ich  wycinki,  odpowiadające  kątowi  środkowemu  gp,  a  więc  o  wielkości 
dA  =  rdędr. 

Elementami  płaskiemi  nieskończenie  małemi  rzędu  drugiego  są  np.: 

a)  prostokąty  o  wymiarach  dz  i  dy,  a  więc  o  wielkości  tfA^didy 
(fig.  86); 

/?)  równoległoboki  o  wymiarach  dx  i  dy  i  kącie  y  zawartym  między  tymi 
bokami,  a  więc  o  wielkości  d2-4=*sin  y.dz.dy  (fig.  86); 

y)  wycinki  pierścienia  kołowego  o  promieniu  r,  a  szerokości  dr,  odpo- 
wiadające kątowi  środkowemu  dc>,  a  więc  o  wielkości  d2A=*rdq>dr  (fig.  87). 

2.  Zastosowanie  całek  określonych  pojedynczych  w  kwadraturze  Unii 
krzywej.  Niech  będzie  y=f(x)  równaniem  krzywej,  odniesionej  do  układu 
prostokątnego,  wtedy  element  powierzchni  dA,  zawarty  między  daną  krzywą, 
dwiema  sąsiedniemi  rzędnemi  jej  punktów  i  osią  a?-ów,  otrzymuje  wartość: 

dA*=*y  dx} 
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zatem  powierzchnia  zawarta  między  krzywą,  osią  x-ów  i  dwiema  rzędnemi 
w  miejscach  końcowych  xi  i  x2  (fig.  79)  wyprowadzonemi  przedstawi  się 
wzorem : 

A-Cpd*-Cftx)dx,  (1) 

który  jest  zasadniczym  wzorem  kwadratury  krzywych  płaskich,  odniesio- 
nych  do  układu  prostokątnego. 


0    * 

Fig.  79.  Fig.  80.  Fig.  81. 

Jeżeli  równanie  y=f{x)  krzywej  odniesione  jest  do  układu  ukośnoką- 
tnego  o  kącie  osiowym  y  (fig.  80),  wtedy  otrzymujemy  element  (Łl=sin  y.y.dx 
i  odnośny  wzór  na  powierzchnię : 

J  =  sin  y\    ydx.  (2) 

Jeżeli  krzywa  określona  jest  równaniem  biegunowem  kształtu  »'=/(?>), 
natenczas  za  element  powierzchni  możemy  uważać  wycinek  koła  o  promie- 
niu r,  odpowiadający  kątowi  środkowemu  dqp,  a  więc  o  wielkości  dA=  A-r2tfc>, 

otrzymujemy  tedy  wzór  na  powierzchnię  ograniczoną  krzywą  r=f{(p)  i  dwoma 
promieniami  końcowymi  nachylonymi  do  osi  biegunowej  pod  kątami  q>A  i  q>2 
(fig.  81)  w  postaci: 

A-\l*r%*9.  (3) 

8.  Jeżeli  pole  zawarte  jest  między  dwiema  krzywemi,  natenczas  powierz- 
chnię jego  możemy  przedstawić  w  postaci  różnicy  dwóch  pojedynczych  całek 
określonych. 

A 

j 

By 


Mf 


H 


•      *, 


H 


K  X  H   *t 


Fig.  82.  Fig.  88.  Fig.  84. 

W  szczególności,  jeżeli  równania  tych  krzywych  odniesione  są  do  układu 
prostokątnego  (fig.  82)  postaci  y*=fx{x),  y=f2(x),  otrzymujemy  wzór: 

A=Cf,{x)dx-  C Mx)dx=C[fl(x)-fi(xj\dx.  (4) 

*l  xt  x% 

Analogiczny  wzór  dla  układu  ukośnokątnego  (fig.  83)  ma  kształt: 

A^smyf[fi(x)-f2(x)]dx,  (6) 
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a  dla  układu  biegunowego  (fig.  84): 


A=ir{[M<PW-lM<PW)  ty- 


to 


<Pt 


4.   Zastosowanie  całek  określonych   podwójnych   w  kwadratura© 
krzywej.  Niech  będzie  F(x,  y)=0  równaniem  krzywej,  odniesionem  do  ił 
prostokątnego,    natenczas    używając    elementów    nieskończenie    małych 
giego   rzędu  w  postaci    prostokątów   dzdy,   otrzymamy    na    wyznaczenie  j 
powierzchni  (fig.  85)  wzór: 

(7) 


A=>  \    \    dzdy  =  f  dz  f      dy, 
A=  \   \   dydz=*  \   dy\       dz 


względnie:  -4=  \    \    dydz=*\  dy\       dz  (8) 

gdzie  y1  i  y2    są    funkcyami    zmiennej  a;,    a    ^   i  x^    funkcyami    zmiennej 


ja        x  6  $  &    *  *f 

Fig.  86.  Fig.  86.  Fig.  87. 

wynikającemi  z  równania  krzywej :  F(z,  y)=0,  przyczem  a  i  h  wyrażają 
niczne  wartości  na  z,  a  a  i  /?  graniczne  wartości  na  y.  Przy  funkcyach 
lowartościowych  należy  zakres  całkowania   stosownie  podzielić. 

W    układzie    ukośnokątnym    (fig.  86)    otrzymujemy    analogiczny 

\    dz  dy  =*sin  y\    dx\       dy, 

«Jy.         V  J«      J/,W  % 

względnie : 

V     rfyrfx=siny\    rfyi       dz.  (10) 

aJx,  •'a        *><?,(«,) 

Jeżeli  krzywa  odniesiona  do   układu    biegunowego   (fig.  87)  ma   równanie 
F(ri  90  =  0,  gdzie  ri=f\(q>)i  r2=/2(g>)»   natenczas  otrzymamy  wzór: 


(9) 


,4=  V     i   rdq>dr=\     dq>\   rdr. 


(U) 


5.  Przykłady,  a)  Kwadratura  ellipsy :     2  -f  \ 2  =  *• 

6      y 6  /•*       

Va2-x2,     zatem:     A0..X'-=n\    \/al—x^dxy    a  że: 
a  *  Jo 


Marny  tu  y=  "  \/a2  — x2?      zatem: 


Iw-. 


•2  rfx^ 


c\/a2-: 


-f*  9  arc  sin      ,     zatem  otrzymujemy : 


6 '»/*V/ał— *1_  ,  a2 


_  6  *A 


czyli : 


^o-s 


bx\/a*- 
~~  ~~2a~~ 


+  -^  arc  sin  —  I 
^  a/ 


,   aft  .x 

+       arc  sin  --. 


Wprowadzaj ąc  spółrzedne  *,  y  punktu  końcowego  P,  otrzymujemy  stąd: 

xu  ,   ab  x 

4,....=  2  +2arosinv, 


(12) 
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jako  wzór  na  powierzchnię  wycinka  ellip tycznego  OPPB  (fig.  88)    Ponieważ  powierzchnia 

yx 
trójkąta  0/*P=^,    przeto   otrzymamy    (fig.    89)    po- 

ob  x 

wierzchnie  wycinka  elliptycznego :  OPB  =  —  aro  sin  — . 

Dla    x  =  a  wynika    stąd  powierzchnia  ćwierci  elipsy : 

OAB  =  -^.-^y  a    zatem    powierzchnia    elipsy  o    póło- 

siach  a  i  b  przedstawia  się  wzorem  A  =  abn, 

Dla  <»=&  otrzymujemy  powierzchnię  koła  A  =  ah:. 
Przy  użyciu  całek  podwójnych  przedstawia  się  po- 
wierzchnia elipsy  w  postaci  całki: 


Fig.  88. 


0    *  A 

Fig.  89. 


A=(    *dx[     l  dy==4fa<fcfa  dy  =  abr.t 

J-a       J__%/at_ast  JO       JA 


a* 


lub: 


5C* 


fr)    Kwadratura  hyperboli  ~|  —  j^  =  1.    Mamy  tu  y 


a* 


<4a  •••  *  = 


a 


zatem: 


Ja  Y/»ł-aJ  <**, 


ar\/ajs-a>       ?! 


a  że:      l\/x*—a*dx=*         2 

6  {z\/»*-a* 


log* 


+V/**-<i 


r(- 


?!iog.ap+v/*,-fl,1 


Fig.  90. 


przeto:      Aa»..  %-—      .         n  »»     „ 

Wprowadzając  s  pół  rzędne  końcowego  punktu  P,  (fig.  90) 
otrzymujemy  stąd: 

*...-ą_-L«k+i)        (i8) 

wzór  na  powierzchnię  odcinka  hyperbolicznego  ^4P'P. 

xv 
Ponieważ  powierzchnia  trójkąta  0PtP *=*-£,  przeto 

otrzymujemy  wzór  na  powierzchnię  wycinka  hyperbolicznego  OAP  w  postaci : 

<"*-**«(T  +  t> 

W  przypadku  hyperboli  równobocznej  a=-ft«=*l,  mamy  równanie  x'— y,=  l,  zatem: 

OAP  =  ~  log  (•+  v/i^P> 

Oznaczmy  OAP=  —  ,    to  otrzymujemy  u  =  log  (*+  y/l  —  x*),  a  stąd  x+\/i_ a-a  «  «•» , 
zatem  x— V/i—  x'  =  •— ■»,  a  więc  a:  =.  — ^- — *-  «*  cos  hip  «, 


zas: 


więc: 


y-YA-a 


•»+•- 


y  = 


€"— •—« 


=  sin  hip  u. 


Spółrzędne  x  iy  punktu  hyperboli  równobocznej  o  półosi  równej  1  przedstawiają 
zatem  funkcye  hyperboliczne  cos  hip  i  sin  hip  połowy  wycinka  hyperbolicznego,  opartego 
na  łuku  AP  hyperboli. 

Y)  Kwadratura  paraboli  y*=*2px.    Mamy  tu  y=^\/2px%  zatem: 

^  '*•  * ""  i"  ^2 **  dX  =  ^2 p I**''*  **  = ^  P  "8  xS/ł  =  B~  *V%P*' 
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Wprowadzając  spółrzędne  ziy  punktu  końcowego  P  paraboli  (fig.  91),  otrzymamy. 


Aa...*—  g^asy, 


(") 


jako  wzór  na  powierzchnię  odcinka  parabolicznego  OPF. 
Ponieważ  powierzchnia  trójkąta  OP'P=*      ,  przeto 

otrzymujemy  wzór  na  powierzchnię  odcinka  parabo- 
licznego, zawartego  między  łukiem  OP  a  cięciwą  OP 
paraboli  w  postaci: 

2  xy  xy 

6.    Rektyfikacya  Unii  krzywej.    Wyzna- 
czanie  długości   łuku    pewnej    linii    krzywej. 
Fig.  91.  którą  uważamy    za    granicę     długości    wielo 

kąta   weń  wpisanego,  nazywamy  rektyfikacyą  linii  krzywej. 

Elementem  łuku  krzywej  y=*f(x)  odniesionej  do   układu   prostokątnego 
jest  ds=^dz2+dy2=dx^l+y42i   zatem  otrzymujemy    wzór  na   długość  s  łuku 


Fig.  92. 


Fig.  98. 


Fig.  94. 


krzywej    y=/(a?)  w  granicach  od  a— xA  do  x=*x%  (fig.  92)  w  postaci  całki  okre- 
ślonej pojedynczej : 

s=  pYl+T"2**-  fYl  +[/'(*)] >dx.  (15) 

Jeżeli  krzywa  y=f(x)  odniesiona  jest  do  układu  ukośnokątnego  o  kącie 
osiowym  y  (fig.  93),  wtedy  otrzymujemy  element  łuku: 

ds= ^dx2+dy*+2dxdy  cos  y=*dx^l  +  yt2+)iyco9  y, 
zatem  wzór: 

s  -  C  Yl+y"+2y' cos  y.rfz\  (16) 

Przy  użyciu  równania  biegunowego  r=*f(ip)  mamy  (fig.  94): 

ds2-r*d<p%+dr\ 


a  więc 


ds^r2  d<p*+dr*=d<pVr*+(p\\ 


czyli:  ds=^r2+r'2d<p}  zatem  długość  łuku  krzywej    r— f(<p)    w   granicach  od 
<p^(pi  do  (p=*<p<x  wyznacza  się  wzorem: 


(17) 
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Jeżeli  krzywa  odniesiona  do  układa    prostokątnego    dana  jest    dwoma 
równaniami  o  parametrze  ł,  w  postaci: 


wtedy  mamy : 


dx-r<t)at,   dy=<pxt)at.  y--*-?^, 


Skoro  zatem  tt  i  t2  są  granicami  na  tf  odpowiadającemi  wartościom  krańco- 
wym  xx    i  x2   zmiennej  x}  tedy  otrzymujemy  na  rektyfikacyę  krzywej    wzór 


postaci : 


»-£Yl7W+[łW* 


(18) 


7.  Przykłady.    «)  Rektyflkaeya  ellipsy  f!  +  {£  —  *•    Mamy  tu : 


b     , 


*y 


te 


Zakładając,  że  a>&,  połóżmy  a,-6,  =  <J1,  — =»--=£,    gdzie   e<l,   otrzymujemy: 


a1— e*x> 
l+y'ł=- — j ,    zatem  różniczkę  łuku  ellip 

łuk  ellipsy  w  granicach  od  x  =  0  do  i  przedstawia  się  całką  ellip  tyczną: 


sy  w  postaci:     as  =  y — 8__  a  gg,    a    więc 


dr. 


Kładąc  x  =  a  sin  ?,  a  więc  y  =  6  cos  o,  gdzie  ?  przedstawia  kąt,  jaki  promień  0P,  koła 
wykreślonego  nad  osią  wielką  ellipsy,  odpowiadający  punktowi  P  odcinka  xy  tworzy 
z  osią  małą  fig.  96,  otrzymujemy: 

dx  =  o  cos  <f  dv,    a*—i1x* «  as(l— e*  sin1 9),    a*— **  =  a1  cos*  9, 


W^l— *ł  sin8  9 .  d». 


Otrzymaną  całkę  możemy  rozwinąć  według  potęg  mi 
mosrodu  1.  Mamy  bowiem : 

.li!  •  4  -1-8!6 

2  "~  T     ¥  T 8łn    •      2.4  6 


\^1 — ea  sin2  o=l — —  sin1 9—7^-  —  sin4  9—  ^    .  -rrSin0  o  — 


_1.3...(2»-8)    e^' 

2.4...(2*-2)    2n  ? 

przeto  dostajemy: 

rV  /        e*  1   e* 

*  =  SJ0  ;i-¥8in»?-^T8in»?-... 

1.3..(2»-8)  •*»    .  1  ,iq, 

wzór,  który  możemy  użyć  do  przybliżonego  obliczania 
Fig  95.  długości  łuku   ellipsy,  odpowiadającego   pewnemu  ką- 

towi 9. 

Dla  ellipsy,  której    mimośród  jest    ułamkiem    stosunkowo  małym  np.  £< — ,otrzy- 
mujemy: 

*  =  •  j  V~-  2"  sin'  ?)  *P=  C*[l-  ~(l-cosł  ?)]<*», 
a  stąd  wzór  przybliżony: 


8a.  .<p  =  a[y-  ^-(«-  —  8in2?)]v 
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e*yl*:  *.-»-•  [(l-  i)?+J  sin  2?], 

w  kole  jest  s  =  0,  zatem  8  =  a?. 

Dla  ćwiartki  ellipsy  mamy    o  «=  —  , 

2 

Jo  '  2.4.C...2»      2' 


(20 


a  więc: 

71 


JoV  8m  *  2ll      22        2   4-2.4      ~     2 . 4  ...  (2*-2)  2» '      2.4...2»  "?• 

zatem : 

Jl      W'      l2.J*8        •V     2.4...2»    )  2ii^i--h 
obwód  całkowity  ellipsy  o  mimośrodzie  c  przedstawia  się  więc  wzorem: 

O  —  2„Ji      fM'8'      f1^"*      /l.».6\»ł«  /1.8...(2»-1)\»    £»•  I      ,„ 

0-2«..{l-^j   T-^-4)    3- (o-g)   T--(2.4...(2„-2j)   fi=I  "4     <»' 

Dla  £«0  otrzymujemy  obwód  koła  0«2a». 

p)  Rekty  flkaey  a  hyperboli :  ~  -  |L  =  1.    Mamy  tu : 

a*      o* 

Kładąc  a2+&2  =*<:»,    =  «>1,    otrzymujemy:  14y"=-£  *  ""*    ,  zatem   łuk  hyper- 

boli  w  granicach'  *  =  a  do  x  przedstawiony  całką  elliptyczną : 

Uwzględniając,  że  *  ^  «,  połóżmy  x  =  asecT,  a  otrzymamy  y  ^fttang?. 


,        a  sin  *>  , 


przeto : 


cos*  9 
dv 


*  — «\     lA1— cos1*-— — *— 

Jo  COS7V 

..  fVl,         C082C>  1    C084V 

zyh:       s  =  ai\    \l— 


coalV\yt    d<p 


J<P(Ą      cos,V\ 
o  i1 3~) 


COSJV 


Fig.  96. 


1.8...(2n-8)     cos*»  y         1     dv  - 

2  4t*  """""  2.4...(2n-2)  ł  2#Mł«  •"lcostV  f  C  ~; 
wzór,  którego  możemy  użyć  do  przybliżonego  oblicze- 
nia łuku  hyperboli,  odpowiadającego  pewnemu  ką- 
towi V.  Kąt  9  otrzymujemy,  kreśląc  z  punktu  P*  sty- 
czną do  koła  o  promieniu  równym  a,  promień  OM  pun- 
ktu styczności  *3f  na  kole,  tworzy  wtedy  z  osią  ax>w 
kąt  <P  (fig    96). 

Dla  hyperboli,  w  której  mimośród  £  jest  tak 
wielkim,  że  możemy  szereg  przerwać  na  wyrażeniu  za- 
wierającym a,  otrzymamy  na  wyznaczenie  długości 
łuku  hyperboli  wzór  przybliżony: 

czyli :      8  —  ad  tang  *>—  ~^J,    gdzie  V  =  arc  cos  — . 
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Oznaczmy  przez  a  kąt  nachylenia  asymptoty  do  osi  *-ów,  a  przez  S  punkt  asymptoty 
powiadający  odciętej  *,  natenczas  otrzymamy: 

OS=x  sec  a  =^  x -—  =*zx  =  oł  sec  V. 

a 

zeto  różnica  pomiędzy  długością  odcinka  OS  asymptoty   a  lukiem  AP  hyperboli  przed- 
awi  się  w  postaci: 

S-AP  =  at  {sec  *-tang  *+  f  *(*  +  *   «-!*  +  ...  +  lj±^*=Q  «*-»?.  +\dA 
Kątowi  ^^-g"  odpowiada  punkt   nieskończenie   daleki  hyperboli.    Dla   tego  punktu 

st:  (sec^tang^  -(tl^if)         =  £  =  f00^ )         =  0. 

v  '*\cos?p/*0       \8in  ¥>/       * 

item- 


V=i 


1^  (O*-^-.^ 


1   COS1  <P 


\2i*^  2 


.  y  1 . 8 ...  (2»-3)  cos2—*  y         1 

4e*     +  w  +  2.4...(2»-2)      2»£J"»      +'T 


eft>=- 


o^  p »7  1    .    1  cos'  f  ,   1   3...(2»— 8)co8ł»   »y  ,       \. 

'«  3012^2      4t»    +  "•  +  2 .  4  ...  (2»    2)  2»e'—*   +  "  Z**'       . 

Jo  2.4...2w 


raeto  otrzymujemy  wzór: 

2«\2^V2/  ł4i»  +  l2.4/6l*+-  +  V     2.4...2n     /    '  (2*+2)  e*  +  "."  /' 
nay  pod  nazwą  wzoru  Lauden'a,   dowodzący,  że  różnica  między  odcinkiem  OS  asymp- 
oty,  a  odpowiednim  łukiem  AP  hyperboli  dąży  do  granicy  skończonej. 
T)  Rektjflkaeya  paraboli  yi  =  2px.    Mamy  tu  2ydy  =  2pdx,  zatein: 
dx       v  i 

zatem  długość  luku  paraboli  w  granicach  od  y  —  0  do 
pewnego  y  przedstawia  się  w  postaci  całki  oznaczonej : 

T%9  *  Że: 

przeto  otrzymujemy  wzór: 


Fig.  97. 


Zastępując  rzędną  y  punktu  końcowego  P  (fig.  97)  przez  jego  odcinek  a?,    otrzymamy 
n~  wzór  w  postaci: 


^••-f{^V'+?+^(Vf+V'+f)>- 


(28; 


8.  Kubatura  powierzchni  obrotowych.  Jeżeli  krzywa  y=f{x)  obraca  się 
około  osi  x-ówt  natenczas  utworzy  powierzchnię  obrotową,  dla  której  dana 
krzywa  jest  południkiem.  Punkt  P(x,  y)  krzywej  opisuje  wskutek  obrotu 
kolo  o  powierzchni:  Ax=*ny2,  zatem  objętość  warstwy  opartej  na  tern  kole 
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a  mającej  grubość  d-c  (fig.  98),  przedstawiającej  element  objętości   V  powst& 

w  ten  sposób  powierzchni  obrotowej,  bcdi 
wyznaczona  różniczką:  dV=ny*dz 
Cala  objętość,  zawarta  między  ón 
ma  przekrojami  odpowiadającymi  odci 
kom  xt  i  r2  będzie  zatem  przed  sta  wio: 
całką  określoną: 

V=n  Cyldx=n  f*[f(x))2  dx.    (24 

9.  Przykłady.  «)  Kubatura  ellipsoidy  obi 
towej.    Niech  będzie  daną   ellipsa   o   równani 

—  4-  -     =1 
ał  ^  &»        ' 

Obracając  ją  około  osi  *-ów  (fig.  99),  otrz 

mamy  element  objętości: 


Fig   98. 


b* 


dV=  ity*dx  =  k  .  -j  (a*— x*)dx, 


zatem  objętość  warstwy  ellipsoidy  obrotowej  w  granicach  od  x=0  do   pewnego  x  będ: 
przedstawiona  wzorem: 


czyli : 


Dla  as  — a    wynika   stąd    objętość    polów 
ellipsoidy  obrotowej : 

a  zatem  objętość  całej  ellipsoidy  obrotowej: 


Fig.  99. 


r-T*«* 


(25) 


Jeżeli  obrót  ellipsy  odbywa  się  około  osi  małej  26,  natenczas  otrzymamy  podobni 

4 
objętość  ellipsoidy  obrotowej  spłaszczonej,   czyli  t.  zw.  sferoidu:    F=  — «*'&*.    Dla  a  = 

ił 


otrzymujemy  objętość  kuli: 


r-9-«»*. 


p)  Kubatura  hyperboloidy  obrotowej  o  Jednej  i  dwi 

powłokach.    Jeżeli  hyperbola :  — ^  —  ~  =  1  obraca  su 

około  osi  urojonej  y-ów,  otrzymujemy  hyperboloidę  obro 
tową  o  jednej  powłoce.  Element  objętości,  zawartj 
między  dwiema  płaszczyznami  prostopadłemi  do  os 
obrotowej  w  odstępie  dy,  otrzymuje  wartość: 

dV=isx*dy, 

a  stąd  otrzymujemy  objętość  warstwy  w  granicach  o<3 
yt  =  0  do  yj  =  y  (fig.  100),  określoną  wzorem : 


F0...,= 


=  k  f   x*dy. 
Itf+b*),    Pr 


Mamy  tu:    arł  =  ^(y *+&*),    przeto 


Fig.  100. 


czyli : 


£('•+£). 


(*• 
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Dla  y  =  6  otrzymujemy  stąd:  F0...&  =  -5-a*6x. 

o 


Jeżeli  hyperbola:  — ^  — -  ~s 


■- 1  obraca  się  około  osi  rzeczywistej  x-ów,  powstaje  hyper- 
>ida  obrotowa  o  dwu  powłokach  (fig.  101).    Element    objętości,  zawarty  między  dwiema 

p 
p 


Fig.  101.  Fig.  102. 

iszczyznami  prostopadłemi  do  osi  ar- ów  ma  tu  wartość:  dV=  xy7dxy  gdzie:  y5  * 


b* 


y  (*'-«'), 


tern  objętość  warstwy  w  granicach  od  xt  =  a  do  xt  =  x  przedstawia  się  wzorem: 

«     Ja 

nb*(x*  a8  \ 

id  otrzymujemy :  F« ...  *  =  -^-^  g-  —  a*x  —  -g-  +  a»J, 


vii: 


k  6' 


ra  "*  =  ^?(^+^-2a>)(a!-a). 


(27) 


7)  Kubmtnra  paraboloidy  obrotowej.  Z  równania  paraboli  y'  =  2/xr  otrzymujemy  obje- 
ść bryły  powstałej  przez  obrót  tej  paraboli  dokoła  osi  ar-ów,  czyli  objętość  paraboloidy 
notowej   (fig.  102)  w  granicach  od  x1  =  0  do  xj  ■■  *  z  wzoru : 

V0...x  =  x\    2pxdx  =  2pr.  \    xdx  =  npx\ 
'prowadzając  spółrzędne  xi  y  końcowego  punktu  paraboli,  otrzymamy  stąd: 


f;....-^.^ 


(28) 


Objętość  paraboloidy  obrotowej  jest  więc  równa  połowie  objętości  walca,   który  ma 
nią  tę  samą  podstawę  i  wysokość. 

10.  Komplanacya  powierzchni  obrotowych.  Obliczanie  powierzchni  danej 
zwierzchni  nazywamy  komplanacya  tejże  powierzchni.  Jeżeli  krzywa  y*=f(x) 

obraca  się  około  osi  z-ów  (fig.  103),  wtedy 
element  ds  jej  łuku,  opisze  powierzchnię, 
którą  możemy  uważać  za  pobocznicę  stożka 
ściętego,  którego  średni  przekrój  jest  ko- 
łem o  promieniu  y)  a  długość  krawędzi 
równa  ds.  Element  dF  pobocznicy  odno- 
śnej powierzchni  obrotowej  otrzymuje 
zatem  wartość: 

dF-  2ny .  ds = 2nyfl~+y^dxy 

skąd    dostajemy    powierzchnię,    zawartą 

między  przekrojami  prostopadłemi  do  osi 

#-ów,  przeprowadzonemi  w   miejscach  xA 

Fi*.  103.  *  ^2  wyrażoną  wzorem: 

F=Vn  Cy  YrTy^<Łc~2rc  C  f{z)  Yl  +  [/'(*)]T  dx.  (29) 
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11.  Przykłady,  a)  Komplanaeya  ellipftoldy  obrotowej.  Z  równania  ellipsy : 
obracającej  się  na  około  osi  s-ów,  otrzymujemy: 


l./Ti-r,  *y hx 


«V  <**  a\/a*-x*  dx        V+ a*{a*-x 

przeto  pobocznica  ellipsoidy  obrotowej  w  granicach  od  a?,  —  0  do  *j  =  x  (fig.  9 
wia  się  całką  określoną: 

FQ...x  =  2k  -,  f*  Y/a*— (a1— 6l)  **<**. 
a   Jo 

Celem  wyznaczenia  otrzymanej  całki  odróżnimy  dwa  przypadki  o</>  i 

wiadające  dwom  rodzajom    ellipsoidy   obrotowej,    t.  j.  wydłużonej    i    spłaszczc 

l/ał-&>         c 

mując  a>6,  a  więc  ellipsoidę  wydłużoną,  połóżmy:  — : —  =  — =  c,  gdzie  £ 

a  a 

mamy : 

F0...x  =  2r.—  t*  \S**-t*x*d*. 

a  Jo 

Używając  podstawienia  tx  =  zy  a  więc:  dx=  —  dz,  otrzymamy: 

/'o..  x  =  2n  ~  j**  y/aCJi  <fe, 

r « /-^ — i-  j      «VV— «ł  .  a*        .    *  .  ^ 

a  że:  V  VV— *'  <**  *  ■     -  -g h  -g-  aro  sin  --  +  C, 

/•«*     y uD^ai—tiz1  ,  a*  e* 

a  więc :  l     y/a1— **  »*  = : h  75-  arcsm  —  , 

Jo  'Z  Z  a 

przeto  otrzymujemy  wzór: 

F0...z*s*  —  [tx  y/a1— 6*«*4*  «'arcsin  — 1, 

Kładąc  tu  x  =  a  i  mnożąc   wynik   przez  2,   otrzymamy   pobocznicę    całe 

wydłużonej : 

r,      rt      ,  /.  y .   arcsin  e\ 

F  =  2«o6^V/l_£J  + e y 

skąd  dla  a  =  6,  a  więc  £  =  0,  wobec  V/l— e*  =  1; =  1    wypada   wzór 

chnię  kuli:  /,=  4a2*. 

Przyjmując   a<6,    a    więc    ellipsoidę    spłaszczoną,  połóżmy:  == 

mamy : 

skąd,  podstawiając  ex  — er?,  da;=       dz1  otrzymamy: 

CS 

V/i+^  ,    1 


j  \/  1+**  <**  =     ~2        +  "2  log  (MV  l+.»)+C, 


/;-— .[-:Vi+ł?+-l  log  (7  +  ^+'-^)]. 

możąc  wynik  przez    2,    otrzymujemy    powie: 
wzorem : 

F=2abr.\\/l+^  +  *   log  (•+  \/T+?)]. 


Kładąc  x  =  a  i  mnożąc  wynik  przez    2,    otrzymujemy    powierzchnię    całe 
spłaszczonej,  wyrażoną  wzorem: 
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enplanmeya  kyperboloity  obrotowej  o  jednej  i  o  4wu  powłokach.   Z  równania 

-,  —  ^,  =  l,    otrzymamy: 
b  w  y    m        m  a  m  y— xdx       ydy  dy      b*x 

byperbolę  około  osi  y-ów    otrzymujemy   hyperboloidę   o  jednej    powłoce,    której 
lia  ograniczona  równoleżnikami  y,  =  0  i  yt  «y  (fig.  100),  przedstawia  się  wzorem: 

ozmy:  5 — =  -=£>,  gdzie  £>1,  tedy  otrzymamy:    xds—       vb*+t*y*dy, 


F        -20 


rjV^+cły^y  =  2an^yi+(£6y)łrfy, 


*o-.y  =  — -  \    Vl+*idz* 

»     Jo 


iracając    hyperbolę:  — j  —  !•  =  1  około  osi  a?-ów,   otrzymujemy  hyperboloidę  obro- 
lwu  powłokach.  Elementem  jej  powierzchni  jest  dF=2izydat  gdzie: 
,         b  t  _ .  -,  /"    ~b*  x»  ft  1  /("aH^»)^-a*  ^ 

y*=-v/*'-«j y n-aV *«  a  y^11-^ — <**• 

ai_i_£i       ci  ^       

tadąc :      ^ —  =  —  «  e1,    otrzymamy :  yda  =  -    y/e1**  -  a'  «fcrT  zatem  powierzchnia 

od  x,  -^r  a  do  Jj=fl5  (fig.  101)  będzie  określona  wzorem : 

Fa ...  x  =  -   n  f *  l/c»  ir- o*  Ac, 

•   Jo 

jo  otrzymujemy : 

ex  ex 


„         =  2abr.  c  a  ^  y_  _  _  _  ^  _  2aftn  ' «  /*  y/z*—  1    ,     1 
a 
ostatecznie : 


j;vm  „_^  ;;C^'n  +  ■  ,og(,_  v/,,_, ,}, 


(83) 


V. 

)  Kraiplanaeya  paraboloidy  obrotowej.  Jeżeli  paraboloida  y'  =  2px  obraca   się  około 
*,  wówczas  powstaje  paraboloida  obrotowa,  której  element  powierzchni : 

dF=  2izyds  =  2* .  \/2px  .  V 1+  Ę  dx  =  2n  Y/Śtys+p1  <**• 

fc  powierzchni  tejże  paraboloidy  obrotowej  w  granicach  od  ar,  =  0  do  xt  =  x  (fig.  102) 
litia  się  wobec  tego  wzorem: 

F0... x  —  2*  f *  V2px~+p> dx  =  2r  \/p    f * (2x+p)V,  dx, 

•trrymujemy :         F0...  *  =  2*  Vp  \~ 3" 3  />    czyh : 

F^.x  -  I  a  V/p  ((2*+/>)V.  -  jfl.).  (34) 

prowadzając   w    ten  wzór,  zamiast  odcinka  x,  rzędną  y  punktu  kolcowego  paraboli 
mj:  *'.-• »  =  lrp  {w+pW-Ą  (35) 
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12.  Momenta  statyczne  luków  i  pól   plaskieh.    Momentem  statycznyn 
dM  elementu  dm  jakiejkolwiek  formy  geometrycznej  względem   linii  proste 
lub  punktu  nazywamy  iloczyn  z  wielkości  dm    tegoż   elementu   i  jego    odleJ 
głości  q    od    tejże  prostej  lub  punktu,  zatem  dM=cdm.    Momentem  statycd 
nym  całej  formy  jest  tedy  suma  momentów  statycznych  wszystkich  jej  ele- 
mentów, Więc  M=*$Qdtn.  Na  płaszczyźnie  mamy  elementa  liniowe  i  element* 
powierzchniowe,  zatem  odróżniamy  momenta  statyczne  łuku  i  momenta  sta- 
tyczne pól. 

13.  Moment  statyezny  łuku  względem  prostej.  Oznaczmy  przez*<Ł9f,  mo- 
ment statyczny  elenJentu  ds  łuku  krzywej  y«=/(rc)  względem  osi  ar-ów,  naten- 
czas mamy  według  określenia: 

dM.=f,.ds=y^l+V*dx, 
skąd  dostajemy: 

J/.- py  YITy71  dx=  Cf(x) Yl+[/WP<fc,  (36. 

wzór  podający  moment  łuku  krzywej  y<=f[x> 
względem  osi  #-ów  .  w  granicach  od  x=x^  do 
x=x2.  Analogicznie  otrzymamy  moment  sta- 
tyczny   łuku    krzywej    y=f{x)    względem   osi 

N*  y-ów  w  postaci:      M,=  \    x^l+x*2dy. 

Moment    statyczny    łuku    względem   po- 
czątku układu  określi  znowu  wzór: 

m.= p  i^+p  ds=  p  y?+^~  yr+p  lb- 

14.  Moment  statyezny  powierzchni  zamkniętej   względem  linii  prostej. 

Elementa  powierzchni  mogą    być    elementami    nieskończenie    małemi    rzędu 
pierwszego  lub  rzędu  drugiego. 

Jeżeli  jako  element  pola  weźmiemy  element  nieskończenie  mały  rzędu 
drugiego:  d*A=dx.dy,  natenczas  moment  tego  elementu  względem  osi  ?-ów 
będzie  również  nieskończenie  małym  rzędu  drugiego.  Oznaczmy  go  przez 
d*Ma,  a  otrzymamy : 

d2Ma=y.dxdy, 


skąd  otrzymujemy : 


MŁ 


cx*  ctft 


y  dx  dy 


(37) 


wzór  na  wyznaczenie  momentu  pola  dowolnie  ograniczonego.  Przyjmując 
jako  element  pola  element  nieskończenie  mały  rzędu  pierwszego  kształtu: 
dA=ydx  (fig.  106)  otrzymujemy  jego  moment  dMa  względem  osi  x-ów 
określony  wzorem : 


dMa<=\   ydxdy  =  dx\   ydy=--y2dx, 


czyli  wzorem:  dMa=ydx.^j  który  w  ogólności  dowodzi,  że  moment  staty- 
czny prostokąta  względem  jego  podstawy  jest  równy  jego  powierzchni  po- 
mnożonej przez  pół  wysokości. 
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tymojemy  zatem: 


M--Tfytd*—iOnx)]lti" 


wzór,  podający  moment    pola   zawartego  mię- 
p  dzy  krzywą  y*=f(x)  a  osią  x-ów   w    granicach 
od  x=^xi   do  x=x2  (fig    105). 

11.  Moment  statyczny  dMa  elementu  ydx 
względem  osi  y-ów  określi  zaś  wzór:  dMas=sxydx, 
stąd  otrzymujemy  : 


Ma 


■r 


xydx 


(38) 


ir 


wzór  podający  moment  statyczny  względem 
osi  y-ów  pola  ograniczonego  krzywą  y  =/'(#), 
osią  a:  ów  i  dwiema  rzędnemi  w  punktach  xx 
i  x2  wyprowadzonemi. 


y  cr 

Fig.  105. 

Moment  statyczny  Ma  pola  dowolnie  ograniczonego  względem  początku 
idu  wyznacza  wzór: 


Ma 


■TT*- 


2+y2dxdyy 


(39) 


ry  przy  użyciu  spółrzędnych  biegunowych  r,  g>  sprowadza  się  do  postaci: 

Ma=\     \    r.rd<pdr=\     \    r2d<pdr.  (40) 

12.  Środki  ciężkości  łuków  i  pól  płaskich.  Środkiem  ciężkości  formy 
metrycznej  nazywamy  punkt,  który  ma  tę  własność,  że  moment  staty- 
czny tego  punktu  skupiającego  w  sobie 
N  wielkość  całej  formy  jest  równy  mo- 
mentowi statycznemu  tejże  formy. 
Oznaczmy  przez  r\9  odległość  środka 
ciężkości  Słuku  s  od  osi  as-ów  (fig.  106), 
to  otrzymamy  na  jej  wyznaczenie  wzór: 

s.Tia=M,,     przeto: 
Fig.  107.  '  '     F 

m  r**  r>Yi+^.<fc 

Odległość  £,  środka  ciężkości  <S  łuka  s  od  osi  y-ów  określi  analogicznie 


Fig.  106. 


(41) 


6r: 


&- 


(41') 


Oznaczmy  przez  |a,  iyai  spółrzędne    środka    ciężkości    pola    A   dowolnie 
raniczonego  (fig.  107),  to  otrzymamy  według  określenia: 
A.ga=(Ma)y,     A.rja  =  (Ma)x,     przeto  wzory: 


Dr.  D^wttaki.  Wjkł.  matem.  I.  Tom  U. 


42 
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które,  dla  pola  ograniczonego  krzywą  y=f(x),  osią  x-ów  i  dwiema  rzędnem: 
w  punktach  xt  i  xt  wyprowadzonemi,  sprowadzają  się  do  postaci: 

fxydx  |jV* 

.    £«—£ "i  ^=    ^T '  (43' 

\    y<fc  l   ydx 

13.  Wzory  Guldin'a.    Zestawiając  wzory  kubatury    i    komplanacyi  po- 
wierzchni obrotowych,  wyprowadzone  w  art.  10.  i  11.  w  postaci: 


z  wzorami  na  środki  ciężkości  łuków  i  pól  wyprowadzonemi  w  art.  12  w  po- 
staci : 

tI*****   "sir*1**  £vvr+****    j%vr+fr,lb 

Jar,  •"», 

czyli:  C%»cb-24q.,  C*  yYI+ y71** =«.»/.,  (44) 

otrzymamy  wzory : 

F«ił.2;ri7a,  JF=s.2^ri?„ 

znane  pod  nazwą  wzorów  Guldin'a,  wypowiadających  następujące  dwa  twier- 
dzenia : 

1)  Objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  pola  A  jest  równa  iloczynowi  potcier:- 
chni  tego  pola  i  obwodu  koła  opisanego  przez  środek  ciężkości  tego  pola. 

2)  Powierzchnia  powstała  przez  obrót  łuku  jest  równa  iloczynowi  długości  tego 
łuku  i  obwodu  koła  opisanego  przez  środek  ciężkości  tegoi  łuku. 

14.  Momenta  bezwładności  luków  1  pól  plaskieh.  Momentem  bezwła- 
dności dl  elementu  dm  formy  geometrycznej  względem  prostej  lub  punktu 
nazywamy  iloczyn  z  wielkości  dm  tegoż  elementu  i  kwadratu  jego  odległo- 
ści q  od  tejże  prostej,  względnie  od  tegoż  punktu,  zatem  dI=*Q*dm. 

Momentem  bezwładności  1  całej  formy  geometrycznej  nazywamy  tedy 
sumę  momentów  bezwładności  wszystkich  jej  elementów,  jest  więc  I=$Qtdm. 

Na  płaszczyźnie  odróżniamy  elementa  liniowe  i  elementa  powierzchniowe, 
zatem  mamy  momenta  bezwładności  łuków  i  momenta  bezwładności  pól  pła- 
skich. 

15.  Moment  bezwładności  Inku.  Oznaczmy  przez  dl,  moment  bezwła- 
dności elementu  ds  łuku  krzywej  y=sf(x)  względem  osi  £-ów,  natenczas  ma- 
my według  określenia,  kładąc  £=*y,  wzór: 

dl.~y*ds=y*fL+y*dx 

zatem  moment  bezwładności  I  łuku  s,  w  granicach  od  x=xx  do  x=xXl  wzglę- 
dem osi  £-ów  przedstawia  się  wzorem: 
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Analogicznie  otrzymamy  moment  bezwładności    tegoż   luku    Względem 
osi  y-ów  w  postaci: 


Moment  bezwładności  tegoż   łuku    względem    początku    układu    określi 
natomiast  wzór: 


7,=  CV<fc-  \'\x*+y2)  YT+y"dz. 


16.  Moment  bezwładności  pola.  Przyjmując  jako  element  pola  element 
nieskończenie  mały  rzędu  drugiego  kształtu:  d2A=dxdyy  otrzymujemy  mo- 
ment bezwładności  tego  elementu  względem  osi  a;  ów  jako  wielkość  nie- 
skończenie małą  drugiego  rzędu  d*i"a,  określoną  wzorem: 

d2Ia^y*.dxdy} 
stąd  otrzymujemy : 


dxdy 


(46) 


wzór  na  wyznaczenie  momentu  bezwładności  pola  dowolnie  ograniczonego. 
Przyjmując  jako  element  pola  element  nieskończenie  mały  pierwszego  rzędu 
kształtu  dA  =  ydxf  otrzymujemy  jego  moment  bezwładności  względem  osi  tf-ów, 
również  nieskończenie  mały  pierwszego  rzędu,  określony  wzorem: 


dla= ^y2dxdy^dx^  y2dy~^  dz, 


który  dowodzi,  że  moment  bezwładności  elementu  prostokątnego  ydx  wzglę- 
dem  osi  z-ów,  jako  jego  podstawy,  jest  równy  -^dz^ydz.-^,  t.  j.  iloczy- 
nowi powierzchni  tego  prostokąta  i  trzeciej  części  kwadratu  jego  wysokości. 
Otrzymujemy  zatem : 

wzór  podający  moment  bezwładności  pola  zawartego  między  krzywą  y=f(%) 
i  osią  sów  w  granicach  od  x=xi  do  x=x2. 

17.  Przykłady  a)  Moment  bezwładności  powierzchni  trójkąta  względem  Jego  podstawy. 

Niech  będzie  dany  trójkąt  ABC  o  podstawie  a  i  wysokości  h. 
Dzieląc  jego  powierzchnię  za  pomocą  prostych  równoległych  do 
podstawy  na  elementa  nieskończenie  małe  pierwszego  rzędu  o  po- 
wierzchni l .  rfy,  otrzymujemy  moment  bezwładności  takiego  ele- 
menta ze  względu  na  podstawę  trójkąta  określony  wzorem: 

dla  =  l.dy.y\ 
skąd,  ze  względu  na  to,  że: 

a  (h—y) 
l:a=*(h—y):h,    a  więc:  l  =        ł        ' 


otrzymujemy: 
a  więc: 


dla"       Ł  *'y*dy, 


Ł- TJ.^^^^-TLU-y^AU-T)'  czyh:   Ł=Ł15- 
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$)  Moment  bezwładności  powierzchni  kota  względem  Jego  średnicy.    Dzieląc  powierz* 
ohnię  koła  na  elementa  równoległe  do  jego  średnicy  2r,  otrzymamy: 

dla  =  2x.dy.y\ 
skąd,  ze  względu  na  to,  że:  x  =  V  r J— y1  otrzymujemy: 
d  Ia  **  2  y '  V^ł    J/?   <*y>  aatem : 
Ia  =  j^ 2ył  \Zr*^j*dy  =  4  Ty 'y/*1*11^ ** 

Jo 


a  że: 


Fig.  109. 


więc: 


/.— 4-. 


Y)  Moment  bezwładności  kola  względem  jego  środka.  Chcąc  wyznaczyć  moment  bez- 
władności powierzchni  koła  względem  jego  środka, 
czyli  względem  prostej,  przechodzącej  przez  środek 
koła,  a  prostopadłej  do  jego  płaszczyzny,  możemy  po- 
dzielić powierzchnię  koła  za  pomocą  kół  współśrodko- 
wych  na  elementa  o  powierzchni  2r.p .  dp.  Moment  bez* 
władności  takiego  elementu  względem  środka  koła 
będzie : 

dla  =  2np  .  dp  .  p>  =  2n?*dp, 


Fig.  110. 


zatem : 


l*r  f"*JS 


18.  Poteneyał  łuku  i  pola  płaskiego.  Potencyałem  dU  elementu  dm 
formy  geometrycznej  ze  względu  na  pewien  punkt  P  nazywamy  iloczyn 
wielkości     elementu     i     odwrotnej     wartości     odległości    tego    elementu    od 

dm 
punktu  P,  zatem  dU=* — .     Sumę  tych  iloczynów,  obejmującą  wszystkie  ele- 
menta danej  formy,  nazywamy  potencyałem  tej  formy  ze  względu  na  przy- 

— .    Niech    będą    a,    b    spółrzędne    danego    punktu 
P,  a  x,  y  spółrzędne  punktu  formy,  to  ich  odległość: 

r«V(s-a)2+(y-6)a. 

Elementowi  ds  łuku  krzywej  y«/(#)  odpowiada  zatem  ze  względu  na  punkt 
P(a,  b)  poteneyał  : 

ds       yr+^ 


dU.-* 


te, 


zatem  poteneyał    łuku  tego  w  granicach  od  k=*xi    do   x=x%  ze  względu  na 
punkt  P(a,  b)  przedstawia  całka  określona: 


P_PV~       W         dx.    ["\T   1+[/'^ł        ds         (48) 

Elementowi  powierzchniowemu  dxdy   odpowiada   ze    względu  na  punkt 
P(a}  b)  poteneyał : 

dxdy 


d*Ua= 


V(*-«)»+(y-J)»  ' 
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zatem  potencyał  pola  płaskiego  ograniczonego  krzywą  #—/(#),  osią  x~ów 
i  dwiema  rzędnemi  w  punktach  xt  i  x2  wyprowadzonemi,  przedstawia  się 
wzorem: 

T*»  f  AO  dxdy 

a_ 3,,  J0    V(a:-a)2+(»-6)a  ' 
ogólnie  dla  jakiegokolwiek  ograniczenia  w  postaci  F(x,  y)=0  potencyał  pola 
ze  względu  na  punkt  P(a,  b)  będzie   oznaczony  wzorem : 

gdzie  granice  a?1%  a?2,  y|f  y2  wyznacza  się  z  równania  krzywej  .F(#,  y)«=0, 
pole  ograniczającej. 

19.  Przyciąganie  punktu  przez  luki  lub  pola  płaskie.  Wielkością  przy- 
ciągania dW  danego  punktu  wywołanego  przez  element  dm  formy  geometry- 
cznej nazywamy  iloczyn  z  wielkości  elementu  dm  i  odwrotnej  wartości  z  kwa- 

dm 
dratu  odległości  r  tego  elementu  od  danego  punktu  P,  zatem  dTF=— y.     Sumę 

tych  iloczynów  obejmującą  wszystkie  elementa  danej  formy  ze  względu  na  dany 
punkt  P  nazywamy  wielkością  przyciągania  danego  punktu  przez  daną  formę 

~2 .  Niech  będą  a,  b  spółrzędne  danego  punktu  P,  a  x1  y 

spółrzędne  danego  punktu  formy  geometrycznej,  to  kwadrat  ich  odległości: 
r'=(x-a)*+(y-J)*. 

Element  ds  łuku  krzywej  y=f(x)  wywiera  przeto  na  punkt  P(a,  b)  przy- 
ciąganie o  wielkości: 

dW  ds  Yi+7'tf* 

fr^(«-a)>+Cv-6)>"s(a?-a)^+[/p(^)-6)]2, 
zatem  przyciąganie  wywarte  na  tenże  punkt  przez  łuk  *,  ograniczony  rzęd- 
nemi odpowiadaj ącemi  odcinkom  xx  i  z2,  otrzymuje  wielkość: 


ir.-r_3&±£*L_.  (60) 


Element  powierzchniowy  dxdy  przyciąga  punkt  P{a,b)  silą  o  wielkości : 

dxdy 

zatem  wielkość  przyciągania  wywieranego  przez  pole  ograniczone  krzywą: 
P=f{x)}  osiąz-ów  i  rzędnemi  w  punktach  xu  x2  wykreślonemi,  na  dany  punkt 
P{a}  b)  wyrazi  się  wzorem : 

W-Fł1" *&■ (61) 


Ćwiczenia  LXI. 

Wykazać,  ie:  1)  powierzchnia  odcinka  elipsy  —j  4-^  =  1  w  granicach  od  a?t  =0  do 

xj  =  x  wyznacza  się  wzorem: 

b  i  x  m  y— ,  a*  .     x\      xy  .   ab  x 

^-  —  TIW^*     *    f  2-arcsinTJ  =  ¥  +  ¥arcsin  -. 
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2)  Powierzchnia  odcinka  hyperboli:    — ^  —  '-,=»!  w    granicach   od   jr,=  a    do  asj  =  » 


wyznacza  się  wzorem: 

b  /xV/*^o~>      a*         /*+V/i^^\\      xy      aft.       /*    ,    y\ 

8)  Powierzchnia  paraboli  y*  =  2px  w  granicach    od    *j  =  0    do    Xj=x    wyznacza  sie  I 

wzorem : 

2  2 

4o..  x  —  g-  x\/(2px  =  g  *y.  i 

Wykreślić  następujące   linie  i  wyznaczyć   ich   powierzchnie   w   granicach  odx,=0 

do  ffj  «x  a: :  ! 

4)  y  =  «r,        6)  —  +  -£  =  1,  6)  *  J+y  '  =  a*  7)  x>+y>— 2ox  «.  0t  8)  yJ  =  <u. 

a        o  « 

9)  y  =  e*  (logarytmika),    10)  y  =  — lea  +e     a  J  (linia  łańcuchowa). 

11)  Wykazać,  że  odcinek  elipsy  (o,  6)  ograniczony  prostą,  przechodzącą  przez  punkty 
AC^ił  yi)  i  Ą(y*»  ya)  elipsy  ma  powierzchnię: 

A  =  —  (x,  y,-x,  yi)+^-  (we  sin  ^  -  arc  sin  ^  j. 

12)  Wykazać,  że  wycinek  ellipsy  (a,  b).  ograniczony   promieniami   łączącemi  środek 
ellipsy  z  punktami  Pi(ar,,  y,)  i  Pjfa,  ys)f  ma  powierzchnię: 


A       ab  l  x,  .    x,  \ 

4  ==.  -s- 1  arc  sin  —  —  arc  sin  —  I. 

2  V  a  a  / 


18)  Wykazać,  że  powierzchnię  krzywej  :    r  =*  z — w  granicach  od  V  «=  0  do  9j  =* 

określa  wzór: 

*.-,-? I--1- >-+-*-?]■ 

*     8  tang3  y      tang  * 

14)  Wykazać,  że  łuk  paraboli  ya  =  2px   w   granicach   od    yt  =  0  do  ys  =  y  wyznacza 
wzór : 

Ą...y  =  2"  V/pł+ył  +  2"  l0g p " 

16)  Wykazać,  że  luk  krzywej  r  =  a(l+cos  V)  w   granicach   od  <PX  =  0  do  f|  =  *  m* 
długość :     £0 ...  tp  =  4a  sin  £  ,    a  więc  dla  v  =  w,  długość  4a. 

16)  Wyznaczyć  objętość  warstwy  sferycznej  powstałej  przez  obrót  łuku  koła  *ł+ys=fl! 
około  osi  sc- ów  w  granicach    od  xx  do  x,. 

X 

17)  Wyznaczyć  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  logarytmiki  y  =  ae     *  około  osi 
x-ów  w  granicach  od  xi  =  0  do  x^  =  oo . 

18)  Wykazać,  że  objętość  odcinka  sferycznego  o  wysokości  h  określa  się  wzorem: 


r=*.,(«-A). 


19)  Wykazać,  że  objętość  stożka  powstałego  przez  obrót  prostej  y  =  xtang«  w  gra- 
nicach od  x  =  0  do  x  =  h  ma  wartość : 

y=*  -„- .  r.  h*  tang2  a  =  —  rtKf  gdzie  r«A  tang  a. 

20)  Obliczyć  pobocznicę  powierzchni  powstałej    przez    obrót   prostej    y  =  a  około  osi 
x-ów  w  granicy  od  xx  do  0T|. 

21)  Obliczyć  pobocznicę  stożka  powstałego  przez  obrót  prostej  y  =  ar  tang  a  około  om 
x-ów  w  granicach  od  xx  do  xt. 
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22)  Wykazać,  że  pobocznica  paraboloidy  obrotowej   powstałej   przez   obrót  paraboli 
i*  =  2px  około  osi  x-ów  w  granicach  od  »,  =  0  do  xt=x  określa  wzór : 

*•—§- *Vp{(2*+p)"/.- pi,}. 

29  Wyprowadzić  wzory  na  pobocznicę  ellipsoid  obrotowych: 
«)  wydłużonej  a>&: 

F=2«i*{V/i=?  +  ^™_*}I    gdzie  .  =  VHE!Ł<1, 
P)  spłaszczonej  a<6: 

i^  2a**  {y/l+i^  +  y  log  (e+  V/l+6> )},    gdzie  c  =        ^~"g1  <  *• 
24)  Wyprowadzić  wzór  na  pobocznicę  odcinka   hyperboloidy   obrotowej  o  jednej  po- 
włóce,  powstałej  przez  obrót  hyperboli :  — y  —  4y  —  1  około  osi  y-ów : 


'-  ">{if+¥+T  **  (Vy+ Vl+¥)l-  *dzie  - 


V/a»+6» 


a 


25)  Wyprowadzić  wzór  na  pobocznicę  odcinka  hyperboloidy  obrotowej  o  dwu  po  wio - 

kach,  powstałej  przez  obrót  hyperboli :    — =-  —  4r  - 1  około  osi  *-ów : 

a*        o* 


F=  o*k  (-^  - 1  -  v/£'-l  +  T  log       t_v^_f-[    gdzie  «  =  — ?—. 

26)  Wyznaczyć  moment  bezwładności    trójkąta  prostokątnego   o  przyprostokątniach 
x  i  y  względem  przy  prostokątni  x. 

27)  Wykazać,  że  moment  bezwładności  koła:    x,+y,  =  r'   względem    jego    średnicy: 

<J  =  2r  ma  wartość:    Ja  =  -^r. 

28)  Wykazać,  że  powierzchnia  ellipsy  o  równaniu:    ■4a?,+22fcry-l-Cy,  =  l  ma  wartość 

x 


Vac-b* 

29)  Za  pomocą  całki  podwójnej  wyznaczyć  powierzchnię  A  ellipsy: 

a*  b%  * 

Wykazać,  że  stosując  całki  określone  do   prostej   y  =  x   w  granicach  (xt,  arj),  otrzy- 
mujemy : 

80)  A-?^^-^),  31)  5  =  (*—0l/2  ,  32)   F  = -J  ( V~*i 3), 

83)  F»» y^fo*-*1),  34)  lf.=  V/2(Y""a?l>)  86)  #„  =  *»'"*'', 

8ą)Ł-vT.a^,  37)  Ł-*^.  «>*-&£&, 


89)  i)«* 


6       '  v  "  12 


8(^+04) 

Zastosować  całki  określone  do  paraboli  y  =  xx  i  wykazać,  że  w  granicach  od  xt  =  0 
do  xj  s  x  otrzymujemy : 

40)  ^  =  |* ,  41)  S  . łN/l2+4jł  +  1  log  (2*+  V/l+4ir*) ,  42)  F,... .  -  2L*, 

48)  F0...»  =  ^r .  <*)  *-  ■§■  {(8**+*)  \/i+toS  -  \  log  (2x+  V/l+4S5)}  , 

46)  Jb-. ^ (*(l+8x»)  V/l+4^  -  -j  log  (2»+  \/l+4V')} , 
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46)    JT—jg,  47)    I.  =  ^(u»+u-')+ ^t{»*+u- *)-  £^ (*+«->)+ ^  logu, 

gdzie  «  =  2*+ \/i-M*»: 

Wykazać,  że  w  przypadku  hyperboli  równobocznej  *y  =  l  w  granicach  (xtJ  xj)  otrzy- 
mamy: 

50)^  =  log||;  F=It(y,-ył).  61)  1T._  i  (*-*);  *»=  -g-CTk*— «■*> 

Przy  pomocy  całek  określonych  wyprowadzić  następujące  wzory  elementarne: 
62)  Powierzchnia  trójkąta  -*«='.  53)  Powierzchnia  trapezu  4  =  -      y*  h. 

64)  Powierzchnia  koła  <4  =  r,n.  65)  Obwód  koła  0  =  2rx. 

66)   Powierzchnia  elipsy  A  —  abx.  67)  Powierzchnia  kuli  F  =  4r8r. 

4 
68)  Objętość  kuli    r=g-r8K.  59)  Pobocznica  stożka  F=mk. 

R+r 


60)  Pobocznica  stożka  ściętego  -F=2rm*.fc,   gdzie  rm  = 

3* 


61)  Objętość  stożka    V=r*n.— .  62)  Środek  ciężkości  trójkąta   r,«  =  T. 


63)  Objętość  stożka  ściętego:   V=*  %■  (R*+Rr+r*m. 

o 

64)  Moment  statyczny  trójkąta  ze  względu  na  podstawę:  lfa  =  —  . ^-  =  — . 

65)  Moment  bezwładności  trójkąta  ze  względu  na   podstawę:     Ia  =    jr. 

66)  Wykazać,  że  środek   ciężkości  ćwierci  ellipsy  (a,  b)  ma  spółrzędne: 

e      Aa  Ab 

C"S'         ''"Bi- 

67)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  hyperboli  ry=Y  około  jej  asym- 
ptoty  w  granicach  od  x  =  l  do  x  =  oo  ma  wartość  V=n. 

68)  Wykazać,  że  całkowita  powierzchnia  ograniczona  krzywą  o  równaniu: 


(^ +  (!_)%« 1  ma  wartość  A  =  ^abx. 


69)  Wyznaczyć  powierzchnię  zawartą  między  liniami  krzywemi  o  równaniach: 

y* — iax  =■  0,        *ł — 4oy  =  0. 

70)  Wyznaczyć  całkowitą  powierzchnię  ograniczoną  krzywą:  a4y,+6!lx*  =o*b*z\ 

71)  Wyznaczyć  całkowitą  powierzchnię   ograniczoną   krzywą   o   równaniu   bieguno- 
wemi :    r  =  a  (cos  2<P +sin  2<p). 

72)  Wykazać,  że  łuk  krzywej  o  równaniu:  sp4+6ała:ł— 8asy  =»0  mierzony  od  początku 

x 
układu  ma  długość:    8  =  ^— -2 (x,+4a*)"/». 

78)  Wyznaczyć  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  krzywej:  y*(x— 4a)  =  ax(x—$o) 
około  osi  £-ów  w  granicach  od  xt  =  0  do  xs  =  Ba. 

74)  Wyznaczyć  objętość  bryły   powstałej    przez   obrót   krzywej   (yl— 6,),  =  asx  około 
osi  y-ów. 

75)  Wyznaczyć  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  trójkąta  prostokątnego  o  przy- 
prostokątniach  a  i  b  około  jego  przeciw  prostokątni. 

76)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  odcinka  kołowego  około  śred- 
nicy równoległej  do  jego  cięciwy  2y  jest  równy  objętości  kuli  o  promieniu  y. 

77)  Wyznaczyć  powierzchnię  F  i  objętość  V  pierścienia  (annuloidu)  powstałego  prze/ 
obrót  koła  o  promieniu  a  około  prostej,  której  odległość  od  środka  równa  b  jest  większa  od  a. 
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78)  Jak  wielkim  jest  moment  bezwładności  prostej  AB  o  długości  Z : 
*)  względem  jej  punktu  początkowego  A, 

P)  względem  punktu  leżącego  na  jej  przedłużeniu  w  odległości  a, 
i)  względem  punktu  P,    którego  rzut  P*  na    prostą    leży    na    przedłużeniu    prostej    l 
Biegłości  a,  a  odległość  od  prostej  równa  b. 

79)  Wyznaczyć  potencyał  prostej    l   ze   względu  na    punkt  P,  w    przypadkach  P)  i  y) 
ag.  78  podanych. 

80)  Wyznaczyć  wielkość  przyciągania  wywieranego  przez  prostą  l  na  punkt  w  przy- 
kach  P)  i  y)  w  zag.  78  podanych. 

Zbadać  krzywą  określoną  równaniami:    x  =  t2,    y  ==  *  —  —  tl  i  wykazać,  że  w  grani- 

o 

k  od  art  =  0  do  «j  =  3,  otrzymujemy : 

4=Jy/3,      82)»-2v/8,        88)5— y,    ^^^y/s         84)  Ł=  *  f     r,,=  ~V3 

B  72  ^8 

F,=  4-  iz.         86)  Fx  -  3n.        87)  Vy  =  ^  y/3  •  *•        88)  *'„  =  -g-  \/3  .  *• 


Rozwiązania    XLI.    4)   -  ax1.       b)     -  x(2a—x).       6) ~ \-  ■„  arc  sin  — . 

~  arc  cos  ^^-  —  -^  (a— x)  V/x(2a-iy.  8)  —  a  y/ai.  9)  «x— 1. 


*r,...xJ  =  2a;:(*,-*,).  21)  n  tang  a.  sec  «.(*,'- V)-  26)^-.  69)  -5-  o5. 


*-.        71)  a>,  73)^05-16  log  2).  74)  ™%.  TĘ-^.f 

log  (l+T),    log  _____   ^   .1  _  _^    |(arctaD6  .+   _arctangy). 

Literatura.     Fr.  Autenheimer.    Elementarbuch    der   Differential-  und  Integralrech- 
ig  mit  zahlreichen   Anwendungen    aus  der  Analysis,    Geometrie,  Mechanik  und  Physik. 
Luflage.  Leipzig  1901.     Dr.  Arwed  Fuhrmann:  Naturwissenschaftliche  Anwendungen 
Integra  lrechnung.  Berlin  1890. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Ellipsa  i  całki  określone  z  nią  związane. 

2.  Hyperbola  z  uwzględnieniem  całek  określonych  z  nią  połączonych. 
B.  Zastosowanie  całek  określonych  do  paraboli. 


Wykład  XLII. 

Przykłady  krzywych  płaskich  algebraicznych. 

1.  Ogólne  uwagi  o  równaniach  krzywych  płaskich.  Równanie  między 
dwiema  zmiennemi  spółrzędnemi  x}  y  w  postaci  F(x}y)=0  lub  y=/(a?)  przed- 
stawia linię  krzywą  na  płaszczyźnie  XOY.  Najprostsze  spółrzędne  są  pro 
stokątne.  Zamiast  nich  dadzą  się  wyprowadzić  za  pomocą  stosownych  prze- 
kształceń i  inne  spółrzędne,  jak  ukośnokątne,  biegunowe  i  t.  d.  Tym  sposobem 
otrzymamy  dla  tej  samej  krzywej  rozmaite  równania,  każde  o  dwu  zmien- 
nych. Możemy  także  jedną  z  dwu  spółrzędnych  przyjąć  jako  dowolną  funk- 
cyę  trzeciej  zmiennej  t,  uważanej  jako  zmienny  parametr,  np.  x=q> (t)}  wtedy 
druga  zmienna  y  będzie  nową  zmienną  parametru  t,  np.  y=ip(t).  Krzywa 
przedstawia  się  wtedy  dwoma  równaniami  parametrowemi  w  postaci: 

*-»Wi     y=v«,  (1) 

z  których,  po  wyrugowaniu  parametru  ż,  otrzymujemy  jedno  równanie  mię- 
dzy x  i  y  jako  równanie  pewnej  linii  krzywej. 

2.  Krzywe  algebraiczne  i  przestępne.  Stosownie  do  rodzaju  równań 
w  spółrzędnych  prostokątnych  punktu,  dzielimy  krzywe  na  krzywe  alge- 
braiczne i  krzywe  przestępne. 

Krzywe  algebraiczne  dzielimy  podług  stopni  równań  na  krzywe  pier- 
wszego, drugiego,  trzeciego,  ...,w-go  rzędu.  Rząd  krzywej  wyznacza  się  geome- 
trycznie największą  ilością  punktów,  w  których  krzywa  przez  dowolną  pro- 
stą przeciętą  być  może.  Krzywą  pierwszego  rzędu  o  równaniu  ogólnem: 
Ax+ By+C^O  jest  linia  prosta.  Krzywemi  drugiego  rzędu  o  równaniu  ogól- 
nem: aux*+auy*+ 2a12xy+2aiZx+2a2Zy+azz^0  są  przecięcia  stożkowe :  elli- 
psa,  hyperbola,  parabola  i  ich  odmiany.    Krzywa   n-go  rzędu    ma   w   swem 

równaniu  ogolnem:    - ~^ Współczynników  i  jest  ogólnie  wyznaczana: 

— — — -  punktami  płaszczyzny.    Krzywą    przestępną    przecina    linia  prosta 

w  nieskończenie  wielu  punktach  rzeczywistych  lub  urojonych. 

3.  Wyprowadzanie  równania  linii  krzywej  z  danej  własności  jej  punk- 
tów. Mając  daną  własność  linii  krzywej,  dotyczącą  ruchu  jej  punktu,  mo- 
żemy wyprowadzić  równanie  tej  linii  krzywej.  W  tym  celu  należy  przyjąć 
dowolny  układ  osi  a  daną  własność  przyoblec  w  równanie  między  spółrzę- 
dnemi  jej  punktów.  Otrzymane  równanie  może  znowu  posłużyć  do  badania 
kształtu  tej  krzywej  i  do  wyprowadzenia  nowych  jej  własności. 
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W  niniejszym  wykładzie  zajmiemy  się  niektóremi  liniami  krzywemi, 
■e  uzyskały  pewne  znaczenie  historyczne  i  z  tego  powodu  także  szcze- 
le  nazwy. 

4.  Cissoida  Dioklesa.  Jeżeli  w  jednym  końcu  B  średnicy  AB=2a  danego 
l  wykreślimy  styczną,  a  z  drugiego  jej  końca  A  poprowadzimy  w  dowol- 
ft  kierunku  promień  AD,  który  przetnie  dane  kolo  w  punkcie  C,  a  wy* 
iloną  styczną  w  punkcie  D  i  ode  tniemy  na  tym  promieniu  długość: 
f«=  CD,  natenczas  punkta  M  utworzą  krzywą  zwaną  cissoida  Dioklesa 
okles,  geometra  grecki  200  lat  p.  Chr.,  używał  jej  przy  rozwiązywaniu 
jadnienia  o  podwojeniu  sześcianu).    Jej  równanie  znajdziemy  z    warunku 


Fig.  111. 


Fig.  112. 


Fig.  113. 


lf=CZ)  (fig.  111),  wprowadzając  weń  spółrzędne  punktu  bieżącego  JM,  Wpro- 
tdsając  spółrzędne  biegunowe  r  i  q>>  otrzymamy  przy  biegunie  A  i  osi  bie- 
faowej  AB  równości: 


AM=r,     CD=AD-AC= 


2a 


-2a  cos  gp= 


2a  sin2  g> 
cos  ę     ' 


r=- 


cos  q> 
lem  równanie  biegunowe  cissoidy  w  postaci : 

2a  sin2  g> 
cos  q> 

Z  równania  tego  otrzymamy  równanie  cissoidy  w  spółrzędnych  prosto- 
itaych,  kładąc  z=rco8q>,  y=rsinqp  w  postaci: 

V^rpp-_„2ay2     V^+yJ_      czyli  xz+xy*_2ay*=0.  (3) 

x  *+y*         x 
Cissoida  należy  zatem    do    krzywych    algebraicznych    trzeciego    rzędu. 
fcedstawiwszy  jej  równanie  w  postaci : 

(3') 


(2) 


y2= 


2a—x' 


•najemy  bezpośrednio,  że  cissoida  ma  w  punkcie  A  punkt  zwrotu,  a  sty- 
oa  do  koła  w  punkcie  B  wykreślona  jest  jej  asymptotą. 

5*  Biorąc  pod  uwagę,  jak  to  czyniono  w  starożytności  tylko  oba  te  kawałki 
fców  cissoidy  AP  i  AQ,  które  się  mieszczą  wewnątrz  koła  ograniczone  od- 
inym  Inkiem  kołowym  PBQ,  (fig.  111)  otrzymuje  się  postać,  przypomi- 
jącą  liść  bluszczu  (Ą  xioaoc),  stąd  też  pochodzi  nazwa  cissoida. 

6.  Odcinając  na  każdym  promieniu  0}f,  przecinającym  styczną  do  koła 
Istawowego  w  punkcie  2),  długość  DM'-=DM  (fig.  112)  otrzymamy  nową 
tywą  (fig.  112)  o  równaniu  biegunowem : 
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2a     ,  0  2a(l  +  cos%<p) 

r= —  — h  2a  cos  w  =  — — , 

cos  q>  cos  q> 

r                                                     2a(l  +  cos*o>) 
czyli:  r— — - — : — . 

COS  (p 

z  którego  dostajemy  równanie  w  spółrzędnych  prostokątnych  w  po 
y2(2a— x)=x2(x— 4a);  krzywa  ta  jest  także  trzeciego  rzędu  i  nazy* 
sprzężoną  cissoidy  (fig.  112). 

7.  Powierzchnia  A  zawarta  między    cissoidą  a  jej  asy  mp  to  tą    (fig. 

określona  jest  wzorem: 

f2° 
A=2\    ydx, 

Jo 
a  że  w  cissoidzie  : 

o      •    2  2asin3  q>  . 

#=2asin2a>,      y= -,    ycfc=8a2sin4  9><*a>, 

cos  <p 

n 

f 2fl     ^  O     2  fT    •      4         j  O     ,      1         3        *  24      1  3        2 

a  więc:       \    ydx  =  8a2\    sin4  tpdq>  —  8a  •-q--x,~9~  =  T***  ^rs="^"a  n* 
przeto  A  =  ?Sa2n}  t.  j.  trzy  razy  tak  wielka  jak  powieizchnia  danego  k 

8.  Objętość   V  bryły  powstałej  przez  obrót  cissoidy  około  jej  asyn 
(fig.  113)  określa  wzór: 

V=2n    P(2a— x)2dy, 

a  że  w  cisssoidzie: 

o  o         *  jo  3  sin*  qpcos2  c>+sin4c> 

2a— rr=2a  cos2  a>,        dy=2a ~ ■  eto, 

cos4  (p 

(2a  — x)2 dy =8az  (3  sin2  gpcos2  gp  +  sin4  g>)cos2  q>d<py 

n 

Ccc  /»  ^ 

a  więc:  \    (2a—  x)2dy  =  8a2  \    (3  sin2  qp  — 5  sin4  gp  +  2  sin6  <p)d<p=~ 

QI1        -    1     3    t  0  1  .3.51  jt      Q  ,    1     n        , 
=  8aL8'a  ~5*  2  -  4  +2-2:4.8j-2-8a,-4-  2  -"  *' 

przeto:  V=^2n  .a2  n=-2a:i  n2. 

Przedstawiając  znalezion}r  wzór  w  postaci: 

V=  a2n.2an) 
widzimy,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  cissoidy  około  jej  a 
toty  jest  równa  objętości  pierścienia    powstałego  przez    takiż    obrót    d 
koła  około  tejże  asymptoty. 

9.  Parabola  Neila.    Kształtem  przypominającym    cissoidę    jest    k 

określona    równaniem:    y2=x2,    zwana    parabolą    Neila    (fig.   114).     M 

w  punkcie  początkowym  punkt    zwrotu,    a   jej    asymptota    leży    w    ni 

czoności  prostopadle  do  osi  #-ów.    Powierzchnia    w    granicach  od    x=( 

ma  wartość : 

fx  2,2 

A=\   x'!*dx= -*•»«==--- *.y, 

gdzie  x  i  y  są  spółrzędnemi  punktu  końcowego  krzywej. 
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Łuk  krzywej  ma  w  tych  granicach  wartość : 


-SW--Ś[K-)M 


a  objętość  bryły    powstałej    przez    obrót    paraboli  Neila 
około  osi  x-ów    ma   znowu    w   tych  granicach  warfcośó: 

r*        1 


x*dx= 


nx" 


=  ^x.y2n, 


-X  jest  więc  czwartą  częścią  objętości    walca    o    tej    samej 
podstawie  i  wysokości. 

10.  Strofoida.    Jeżeli  przez    punkt    A    na    przedłu- 
żeniu ramienia  0X  kąta  prostego    Y0X    poprowadzimy 
dowolnie  promień  AC,  który  przetnie  drugie  ramię  w  pun- 
Fig.  114.  kcie    C   i    odetniemy    CM=*CMś*=C0}    natenczas  punkty 

Mi  M'  utworzą  krzywą,  zwaną  strofoida.  Przyjmu- 
ramiona  kąta  prostego  za  osie  układu  i  kładąc  0A~*ay  OC=d,  otrzy- 
emy  na  podstawie  warunku:  CM=0C  (fig.  115)  równanie: 

czyli : 

d 


a  że: 


x+a 


x2  +  y2-2dy=0, 
a  więc:    <5  = 


ay 

~x+a' 


x*  +  y2- 


■o, 


przeto  równanie  powyższe  przyjmuje  kształt: 

2ay2 
x+a 
czyli:  x(x2+y2)  +  a(x2-y2)=0.  (6) 

Strofoida  należy  więc  także  do  krzywych 
trzeciego  rzędu.  Przedstawiwszy  powyższe  ró- 
wnanie w  postaci : 

.    *a(q+g) 

u—x     ' 

maje  my  wprost,  że  krzywa  rozciąga  się  symetrycznie  względem  osi  j-ów 
granicach  odx=»— a  do  #«=+a,  mając  w  prostej  #=a  asymptotę  prostopadłą 
osi  jc-ów. 
Kładąc  x=rcos  q>, 


Fig.  115. 


y=^r  sin  c>,  otrzymujemy  : 
r3(co83  y+cos  gpsin*  tp)  +  2ax2 (cos2  9?—  sin2  <p)-=0, 


li: 


em: 


r  cos  q>* 


—a  cos  2qp, 

cos  2<x> 

i -, 

COS  (p 


(«) 


o  równanie  biegunowe  strofoidy. 

Z  równania  tego  wynika  bezpośrednio,  że  styczne  w  punkcie  węzło- 
m    O  stoją  do  siebie  prostopadle,  tworząc  dwusieczne  układu  osi. 

11.  Liść  Deseartesa.  Kształtem  zbliżony  do  strofoidy  jest  liść  Descar- 
iaf  t.  j.  krzywa  o  równaniu:  x2-\-y*  =  3axy.  Krzywa  ma  w  punkcie  począ- 
wym  węzeł,  którego  styczne  wpadają  w  osie  układu,  jest  symetryczną 
ględem  dwójsiecznej    kąta  układu    XOT7    składa    się    z    liścia    o    długości 
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.  3aV2 
równej  - ,  a  jej  gałęzie  nieskończone  zbliżają  się  asymptotycznie  do  pro 

stej  x+y+a=*0  (fig.  116). 

Kładąc    x=r  cos  q>}  y=*r  ain  g>f   otrzymu- 
jemy równanie  biegunowe  krzywej  w  postaci: 


Ba  cos  q>  sin  q> 
cos^  +  sin3^ 


(<> 


Na  podstawie  tego  równania  otrzymamy 
powierzchnię  liścia,  określoną  wzorem: 


._9aJf2     cos2  q>  sin2  q> 
2  J0  (cos3c>  +  sin3  q>)2 

Kładąc  tang  <p=u,  a  więc  sin  <p= 


)«-t1 


Fig.  116. 


COS 


9~W+i'    ^"jf^,  otrzymamy: 


fJ    sin^sin'?     ,       f    «sd«  lf    1  1  Ł  .3, 

J,  (cos*  y+sin'  ,)"**"  J,  («•+ i,» —  3  ,  «°+l  "  3  '    Zatem:     ^-S8"' 
Taką  samą  wielkość  ma  powierzchnia  zawarta    między    oba    gałęziami 
nieskończonemi  a  asymptotą  liścia  Descartesa. 

12.  Konehoida  Nikomedesa.  Jeżeli  z  danego  punktu  A  wyprowadzimy 
dowolny  promień  AB,  który  przetnie  daną  prostą  MN  w  punkcie  B  i  ode- 
tniemy  na  nim  po  obu  stronach  punktu  B  stałą  długość  BM«=BM*=a,  na- 
tenczas punkta  M i  M1  utworzą  krzywą,  zwaną  konchoidą  Nikomedesa. 
Przyjmijmy  daną  prostą  za  oś  y-ów  (fig.  117),  a  prostopadłą  AO  za  oś  s-ów, 


Fig.  117. 


Fig.  118. 


Fig.  119. 


a  punkt  O  za  początek  układu,  natenczas,  kładąc  OA=-b,  OB*=ó,  otrzymamy: 

d      y 


BM*=^z2+(y—ó)2}     zatem  równanie:     o?J+(f/— (J)2— a2,    gdzie: 

hy 


b      b+x' 
czyli:    0=."^— ;  wstawiwszy  tą   wartość   w   powyższe   równanie   warunkowe 
otrzymamy : 
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*ł+(y~6+y,==a2'     CZyli:    X*+ {£+&"**>  *  8tąd  *V=(«ł-*łK&+*),2 
ako  równanie  szukanej    krzywej.    Konchoida    Nikomedesa   należy  do  krzy- 
wych czwartego  rzędu.  Z  powyższego  równania  otrzymamy: 


/*= 


(a2-**)  (&+*)» 


b+x  ,     - 
czyli:  y= yoł— 


18) 


o;  x 

Krzywa  mieści  się  między  dwiema  równoległemi  do  osi  y-ów  przeci- 
aającemi  oś  ar-ów  w  punktach  — a  i  +  a,  posiada  asymptotę  w  osi  yów  i  ma 
jeden  z  trzech  kształtów  następujących: 

1)  a=i  konchoida  zwyczajna  (fig.  117); 

2)  a<&  konchoida  skrócona  (fig.  118); 

3)  a>b  konchoida  wydłużona  (fig.  119). 
Konchoidy  Nikomedesa  używano    do   po- 
działu   kąta  na  trzy  równe  części. 

Mając  mianowicie  podzielić  kąt  AOB=a 
na  trzy  równe  części  należy  przez  punkt  B 
na  kole  AOB  poprowadzić  tak  prostą  BD, 
aby  odcinek  DC  był  równy  promieniowi  koła, 


Fig.  120. 


wówczas  kąt  ADB=-^A0B  (fig.  120).  Punkt  C  jest  tedy  punktem  przecięcia 

choidy  Nikomedesa  z  kołem. 

13.  Konchoida  Pascala*  Jeżeli  z  punktu  A  danego  koła  o  średnicy  2a 
wyprowadzimy  dowolną  prostą  AB,  która  przetnie  koło  w  punkcie  B,  i  ode- 
tniemy  na  niej  stałą  długość  BM=b,  natenczas  punkta  M  utworzą  krzywa, 
zwaną  konchoida  kołową,  albo  też  ślimakiem  Pascala. 

Przyjmijmy  dany  punkt  A  za  biegun,  a  prostą  AX  za  oś  biegunową, 
natenczas  punkt  M  będzie  miał  spółrzędne  AM=r,  ^MAX=q)  (fig.  121). 
Otrzymamy  wtedy:  BM*=*AM—AB*=*r — 2acosc>, 

zatem  równanie  konchoidy  Pascala  w  postaci  r— 2acos  q>=b,  czyli: 

r=2acos  q>+b.  (9) 

x 

Kładąc  a;=rcos  c>,   y=rsin  <p7   zatem  r=^x*+y\  G08  yg^-  2    -  2> 

. 2ux  i - 

otrzymamy:  yx1+y2=^-—+b,  a  więc  x2+y*=2ax+byxt+y%1 


czyli : 


(s2+y2— 2az)*=b(x2+p2)1 


(10) 


Fig.  121.  Fig   122.  Fig.  128. 

jako  równanie  konchoidy  Pascala  w  spółrzędnych  prostokątnych.  Konchoida 
Pascala  należy,  jak  widzimy,  do  krzywych  rzędu  czwartego. 
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Chcąc  wykreślić  tę  krzywą,  musimy  odróżnić  trzy  przypadki: 
1)  b<2a  (fig.  121)  konchoida  wydłużona;  2)  b~2a  (fig.  122)  konchoidi 
zwyczajna;  2)  6>2a  (fig.  123)  konchoida  skrócona. 

W  każdym  z  tych  trzech  przypadków  jest  krzywa  symetryczna  wzglę- 
dem osi  z-ów  i  jest  w  pierwszym  przypadku  owalem  z  jednej  strony  zgnie* 
cionym,  w  drugim  ma  kształt  przekroju  serca  i  nazywa  się  też  kardioidą, 
w  trzecim  ma  w  wierzchołku  A  punkt  węzłowy. 

14.  Kardioidą.  Szczególny  przypadek  konchoid  Pascala,  odpowiadający 
warunkowi  fc=2a,  tworzy  kardioidą  (fig.  122),  której  równanie  biegunowe 
przedstawia  się  w  postaci:     r=2a(l+cos  q>). 

Powierzchnia  całkowita  kardioidy  ma  wartość: 

A=\   4a1(l  +  cos  c>)2dg>=4a2.  Q  ,    czyli:  A=6a*x,  I 

jest  więc  sześć  razy  tak  wielką  jak  powierzchnia  koła,  użytego  do  kon- 
strukcyi  kardoidy. 

15.  Krzywe  Cassinie'gO.  Krzywe  mi  Cassinie'go  nazywamy  miejsce 
geometryczne  punktów,  których  odległości  od  dwu  stałych  punktów  dają 
stały  iloczyn.  Niech  będą  JF,  i  F%  (fig,  124)  dwoma  stałymi  punktami,  zwa- 
nemi  ogniskami,  w  odległości  FiF2=2cJ  a  M  dowolnym  punktem  szuka- 
nej krzywej,  natenczas  mamy  warunek:  M JP,  .MF1= a1,  czyli:  rt  r2=a*,  gdzie 
a%  jest  stałą  liczbą  dodatnią. 

Z  powyższego  określenia  krzywych  Cassi- 
nie'go  wypływa  wprost  sposób  konstrukcyi  do- 
wolnego punktu  szukanej  krzywej,  oparty  na 
twierdzeniu  planimetry cznem,  że  iloczyn  odcin- 
ków każdej  cięciwy,  przechodzącej  przez  pewien 
punkt  wewnątrz  koła,  jest  ilością  stałą  równą 
kwadratowi  połowy  najkrótszej  cięciwy  przez 
tenże  punkt  przechodzącej.  Wykreślmy  zatem 
w  Fi  prostą  prostopadłą  do  Ft  F2  o  długości 
FxG=a  (fig.  126)  i  wykreślmy  z  punktu  0  jako  ze  środka  koło  o  promieniu 
OG,  a  przez  Fi  dowolną  cięciwę  DE,  natenczas  będzie:  FiD.FiE=FiG%^al. 
Odcinki  FXD  i  FXE  mogą  więc  być  przyjęte  jako  promienie  wodzące  punktu 
M  szukanej  krzywej.  Wykreślając  zatem  z  punktu  FiJ  jako  środka,  łuk  pro- 
mieniem F,!),  a  z  punktu  F2  jako  środka  łuk  promieniem  F2E,  otrzymamy 
w  punkcie  przecięcia  tych  łuków  punkt  M  szukanego  miejsca  geometry- 
cznego o  warunku  MFĄ  .MF2=a2.  Chcąc  otrzymać  równanie  szukanej  krzywej, 
przyjmijmy  środek  O  odległości  ogniskowej  FXF2  za  punkt  początkowy  ukła- 
du, a  prostą  FA F2  za  oś  o?-ów  (fig.  114),  natenczas  otrzymamy: 

M Fi «  ^^(x+~c)\      MF\  -  }lt,*+(x-c)* 

a  więc  równanie:  \jt*+(x+ć)*].\3f*+(z—  c)]*=ak,  (11) 

jako  równanie  krzywej  Cassiniego  Krzywe  te  są,  jak  widzimy,  krzywemi 
czwartego  rzędu,  a  ich  kształt  zależy  od  stałych  a  i  c.  Z  powyższego  równa- 
nia otrzymujemy  następujące: 

(*2+y*+cy— 4c2s2«a4,  a  stąd  równanie:  ya=  —  (x2+c2)-T^atk+4tc1x\    (12^ 


Fig.  124. 


Fig.  126. 
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które  dowodzi,  że  krzywe  Cassinie'go  są  symetrycznemi  względem  osi  tf-ów. 
Każdej  wartości  na  x  odpowiadają  dwie  wartości  na  y,  równe  a  przeciwnego 
znaku,  które  są  jednak  rzeczywiste  tylko  wówczas,  gdy: 

Ya*+4c*a^>s2+c2,  a  więc  gdy  a4-ł-432c2>(s2+c2)2t 

czyli,  gdy  a?4— 2c2a52  +  c4<«4,  a  więc  gdy  (x% — £2)2<a4. 

Krzywa  Cassiniego  przecina  więc  oś  a?-ów,  gdy  będzie  (a?2+c3)2»o4, 
czyli  x2— c2=*dba2,  a  więc  gdy  będzie  s2=c2+a2,  jako  też  gdy  będzie  a;2—*?2— a2, 
zatem  w  czterech  punktach  a?1,2«±V<?,  +  ^2 >  **i  4==dbVc2— a2.  Dwa  z  tych 
punktów  określone  wzorem  a?=»±Vc2+a2  są  zawsze  rzeczywiste;  krzywe 
Cassiniego  są  więc  zawarte  wewnątrz  koła  o  promieniu  Va2+c2.  Drugie  dwa 
punkta  określone  wzorem:  aj—j^c2— a2  są  rzeczywiste  i  różne,  gdy  a<c; 
rzeczywiste  i  w  jeden  punkt  wpadające,  gdy  a=c;  urojone  zaś,  gdy  <*;><?. 
Istnieją  zatem  trzy  główne  postacie  krzywych  Cassiniego: 

1)  a<ic  Dwuowal  Cassiniego  (figi  126); 

2)  a=»c  Lemniskata  Cassiniego  (fig.  127); 

3)  a>c  Pojedynczy  owal  Cassiniego  (fig.  128). 


Fig.  127. 


Fig.  126. 


Fig.  128. 


16.  Celem  zbadania  kształtu  pojedynczego  owalu  wyznaczmy  jego  naj- 
wyższe i  najniższe  punkta.  W  tym  celu  otrzymamy  z  równania: 

y2=-(s2+c2)+Ya4+4cV 

różniczkę:  2y<fy=|  —  2x  +  y|a4+4c2x2J     2  8c2a;]efc, 

a  stąd  pochodną: 

ty^lj^  2c2s       1       2c2s-sVtt4+4c2a2 

<** ~  y  L     *    \a4+4c2«2J  ~~        yV^+4c"2~^       ' 
która  staje  się  równa  zeru,  gdy: 

2<?2s— *Ya4+4c2s2=0,  czyli  gdy  s[2c2— Va4+4c2^]-0, 
a  więc  zarówno  gdy : 

a)  a?=-0,  jako  też  gdy:  0)  Va4+4c2iT=2c2,  czyli  a4+4c'2£2=4c4, 


a  więc  gdy : 


**= 


4c4-a4 


4c 


2      > 


zatem  :    a?=± 


Yi^^ 


2c 


Pojedynczy  owal  Cassiniego  ma  więc  styczne  równoległe  do    osi   s-ów 
w  trzech  punktach,  odpowiadających  odciętym: 
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1)  *,-(>, 


*-4 


V4e*-i 


3)     *,  =  - 


V4« 


2c       '       "'     ~ł  2e 

Ostatnie  dwa  punkta  są  rzeczywiste  tylko  wówczas,  skoro  oł<4c*, 
ożyli  skoro  a2<2cł,  a  wieo  skoro  a<«Y2.  Mamy  wieo  trzy  rodzaje  poje- 
dynczego owalu,  zwanego  niekiedy  ellipsą  Cassiniego: 

1)  Owal  wklęsły  «<o<c>,2  (fig.  128); 

2)  Owal  plaski  c<a=cY2   (fig.  129); 

3)  Owal  wypukły  o>cV2  (fig.  130). 


c 

^-- 

*\T» 

V* 

V 

y 

l  y*  ^ 

■Y*   yf 

D\ 

Fig.  180. 


Fig.  181. 


Do  owalów  wypukłych  należy  też  koło  (fig.  131),  któremu  odpowiada 
0=0,  a  równanie  s2+y2«=a2. 

17.  Wprowadziwszy  spółrzędne  biegunowe  r  i  q>  i  przyjąwszy  biegun 
w  środku  O  ogniskowej  JPt  F^,  otrzymamy  z  równania  krzywych  Cassiniego, 
przedstawiającego  się  w  postaci:  (a?1 +-ya4-«J;l=o4+4c,«2  następujące: 

(r,+ca)1—a4+4c2  r2  cos2  c>, 

czyli :  r4+2r2c2  (1—2  cos2  c>)=a4-<?4, 

a  stąd  :  r4— 2r2c2  cos  2c>«*a4— c4, 

zatem :  r 2= c2  cos  2y±Va4— c4  sin2  2y 

jako  równanie  biegunowe  krzywych  Cassiniego. 

18.  Lemniskata.  Szczególny  przypadek  krzywych  Cassiniego  tworzy 
krzywa,  dla  której  c=a,  zwana  Lemniskatą  (fig.  127). 

Jej  równanie  w  spółrzędnych  prostokątnych  otrzymuje  na  podstawie 
równania  (11)  kształt: 

(s2+y2)2-2a2  (s2-y2)=0,  (13) 

skąd  otrzymujemy  jej  równanie  biegunowe  w  postaci: 

r2=2a2cos2c>.  (14) 

Powierzchnia  wycinka  jej  owalu  otrzymuje  wartośó: 

^o...*— o-\  r2dc)-=»a2\  cos  2c>dc>=^sin  2c>,     zatem:  A0  .,  *=^, 

a  więc  całkowita  powierzchnia  owalu  jednego:  A=a\ 

19.  ltóia  czterolistna.  Po  ramionach  kąta  prostego  T0X  poruszają  się 
końce  prostej  AB,  mającej  stałą  długośó  2a.  Wykreśliwszy  z  wierzchołka  0 
prostą  OM  prostopadłą  do  prostej   ruchomej   AB,   otrzymamy  jako  miejsce 
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geometryczne  punktu  M  (fig.  132)  krzywą,  którą  nazywamy  różą  czte- 
rolistną (fig.  133). 

Przyjmując  punkt  0  za  biegun,  a  ramię  0X  za  biegunową  i  oznacza- 
jąc przez  r  i  <p  spółrzędne  biegunowe  punktu  M,  otrzymamy  na  podstawie 
równości :  OM  =  O  A  cos  q>,     OA=AB  sin  cp=2a  sin  q>, 

równanie :  r=2a  sin  q>  cos  c>, 

czyli:  r=a  sin  2c>,  jako  równanie  biegunowe  szukanej  krzywej,  zwanej  różą 
czterolistną,  albo  także  korollą.  Z  równania  powyższego  wynika  bezpośre- 
dnio kształt  krzywej  (fig.  133).  Krzywa  składa  się  z  czterech  liści  o  długości  a. 
stycznych  do  ramion  kąta  prostego.  Przyjmując  ramiona  kąta  prostego  za 
osie  układu  prostokątnego,  otrzymamy  z  równania  biegunowego  równanie : 


Fig.  182. 


2axy 


Fig.  183. 
czyli:    (s2+y2)8=4aa*V, 


(IB) 


jako  równanie  krzywej  w  spółrzędnych  prostokątnych. 

Róża  czterolistna  jest  więc  krzywą  algebraiczną  szóstego  rzędu  i  po- 
siada w  punkcie  O  punkt  czterokrotny. 

17.  Astroida.  Prosta  AB=*0  poruszająca*  się  swymi  końcami  po  ramio- 
nach kąta  prostego  YOX  obwija  krzywą,  zwaną  astroida.  Oznaczając  od- 
cinek OA  wyznaczony  na  osi  x-ów  przez  c,  otrzymamy  odcinek  OB=^a2—c2, 
(fig.  132)  zatem  równanie  prostej  ruchomej  w  postaci: 

y 


c     ya*-^ 


=-i. 


Różniczkując  to  równanie  względem  zmien- 
nego parametru  c,  otrzymamy: 

cy 


-*-  + 


ci  T(fl»LJc»)V 


*  —      y 

cy      (a»— c2),/ł 


=0,  stąd  równe  stosunki : 


c2+a2-c2 


1 


r.3' 


Fig.  184. 


z  których  wypada:  c3=-oła;;  (oł — c,),'«=oIy, 
zatem:  c=a'l>x\  (u* — cJ),'»=a,'»y'',. 
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Wstawiwszy    te    wartości    w    równanie    prostej    ruchomej ,  otrzymamy 

równanie :  i^Ylz  +  U  \  ^  =  1,  (16) 

jako  równanie  obwiedni  danego  układu  prostych.  Krzywa  ta  zwana  astroidą 
jest  symetryczną  względem  osi  układu,  posiada  cztery  punkta  zwrotu  i  ma 
kształt  przedstawiony  na  fig.  134.  Równanie  astroidy  możemy  zastąpić 
dwoma  równaniami  parametrowemi  w  postaci  :- 

z=a  cos3  c>,    y-=a  sin8  c>, 
które   możemy  z  korzyścią  używaó  przy  zastosowaniu  całek  określonych  do 
astroidy. 

Równanie  astroidy  sprowadzone  do  wymierności  przedstawia  się  w  po- 
staci: (*2+02— a1)*+27a*x2y*=0, 
która  dowodzi,  że  astroidą   jest  krzywą  algebraiczną  szóstego  rzędu. 

Powierzchnię  astroidy  wyznacza  wzór: 

J.«-4\   ydx=4a2\     sin39>.3acos2c>sin  ęd<p= 
T 

=  12a2  \   sin4  q>  cos2  <pd(p= 12a2\    (sin4c>— sin6c>)<fy, 


1.3.5    n 
*2.4.6'2  ' 


n  n 

.  f2  .   4      ,       1.3     n  fT.   6      , 

a  że:  \    sm*  tpatp^^— j  .^-,  \    sm^cpdcp- 

przeto  otrzymujemy:       .4=»12a2.Q    '    a'~o>     czyli:  .4=»^-a2jr. 

o 

Całkowita  powierzchnia  astroidy  zajmuje  zatem  —  powierzchni  kola  na 

o 

astroidzie  opisanego. 

Długośó  łuku  astroidy  określa  wzór: 

Q  f*   .  ,       Ba   .   , 

*»3a\    sm  c>cos  q>dq>=- =-  sin2c>, 
J0  2 

stąd  wynika,  że  całkowity  obwód  astroidy: 

n 

c    4.3ary  .   t       4.3a       • 
S g-J    sm2c> g 6a, 

jest  więc  sześó  razy  tak  wielki,  jak  promień   koła   opisanego   na  astroidzie. 

Całkowita  objętość   bryły  opisanej  przez  obrót  astroidy  około  osi  y-ów 
przedstawia  się  wzorem: 


n 


V=2.n\   x1dy=-n\   a2  cos6  <p.  3a  sin*  <p  cos  <pd<p=* 

Jo  •'o 

—  aa 

c=6a3^\    cos7  q>  sin2  cpd(pSaz7i\   (cos7  c>— cos9  <p) d(p, 
Jo  Jo 

n 

.   .  fT,      .  ,    .  ,       2.4.6      2.4.6.8         2.4.6 
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lymujemy  przeto:     F— 6afn. 


8 


2.4.6 


3.6.7.9       105 


32       3 


r       v     8     4     s 


j.  równa  ^  obiętości  kuli  o  promieniu  a. 

Całkowita  powierzchnia  bryły  powstałej  przez  obrót  astroidy  około  osi 
piw  przedstawia  się  natomiast  wzorem  : 

T  n  ,  n 

fe  F=*2.2*r\   xds=±n\    a  cos3  q>.3a  sin  g>  cos  c)rfqp=12a%\    cos4g>  sin  q>d(p  = 

f  i! 

*  *«  *    'V     cos5a>\      12a2^ 

>  -12a'*  Li-"  T*)— T-' 

I  g  o 

byli:  J?=-=r-.4a2^,    jest  więc  równa  powierzchni  kuli  o  promieniu  a. 

"      21.    Skarabea  jako   uogólnienie   róży   czterolistnej.   Jeżeli   prosta  AB 

Iatałej  długości  2a  porusza  się  swemi  końcami  po  dwu  prostych  prostopa- 
lych  QA  i  OB,  a  z  punktu  leżącego  na  dwusiecznej  kąta  prostego  w  odległości 
\p=b  wykreślimy  prostopadłą  PM  do  prostej  ruchomej  AB  (fig.  136),  na- 
tenczas punkta  M  utworzą  krzywą,  którą  na- 
zywamy skarabea  (chrabąszcze m).  Przy- 
jąwszy  punkt  P  za  biegun,  a  dwusieczną  0P 
za  oś  biegunową,  otrzymujemy  jako  spółrzędne 
biegunowe  punktu  M :  MP*=r,  X,MfX=y,  Wy- 
kreśliwszy z  punktu  O  prostą  OC  prostopadłą 
do  AB,  otrzymamy: 

0C=0P. cos  q*+r=b  cos  y+r, 
czyli :  r=~  OC—b  cos  q>. 

Aby    wyznaczyć    długość    OC    połączmy 
rodek  D  prostej    AB  z  punktem  0,    a    otrzymamy: 

D0=*DB=DA=a, 

X_BOC=-2ŁDAO=X.DOA="—2<p, 

a  więc:       2LCOD=*2q>,     zatem: 
06=  02). cos  2c?=acos  2q>, 
a  więc:       r— acos2qp — &cosqp, 

jako  równanie    biegunowe    szukanej 
krzywej  (fig.  136). 

Wprowadzając  spółrzędne  pro- 
stokątne, a  więc  kładąc: 


Fig.  186. 


r=\x2+y2, 


cos  a>—    - , 
r 


gr  2 «j2 

cos2c>= -f-y 


otrzymujemy : 

c*+-tr»=a(*2-y'j)- 


Fig.  136. 


Y*2+y2 


fo 


a^+y11 


\Wy,ł 


więc: 
lyli: 


(sHyW+yHM^a^-y1)2, 


(17) 
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jako  równanie  krzywej  w  spółrzędnych  prostokątnych.  Skarabea  jest  więv 
krzywą  algebraiczną  rzędu  szóstego.  Jeżeli  6=0,  natenczas  równanie  bie- 
gunowe krzywej  sprowadza  się  do  postaci:  r=*a cos  2q>,  która  przedstawia 
różę  czterolistną  jako  szczególny  przypadek  skarabei. 

22.  Róże  wielolistne,  Dalszem  uogólnieniem  pojęcia  róży  czterolistnej 
są  róże  wielolistne,  t.  j.  krzywe,  określone  równaniem  biegunowem  ogólnego 
typu :  r=a  sin  nq>.  (18) 

Krzywe  tego  rodzaju  leżą  wewnątrz  koła  o  promieniu  a,  zwanego 
kołem  podstawowem  róży.  Jeżeli  n  jest  liczbą  całkowitą,  to  krzywa  składa 
się  z  2n  lub  n  liści  oddzielnych,  stosownie  do  tego,  czy  n  jest  liczbą  parzy- 
stą, czy  też  nieparzystą;  jeżeli  n  jest  ułamkiem  — ,  tedy  liście  krzywej  na- 

krywają  się  nawzajem,  tworząc  niejako  q  warstw  liściowych ;  warstw  tych 
jest  nieskończenie  wiele,  gdy  spółczynnik  n  jest  liczbą  niewymierną.  Wszy- 
stkie liście  róży  r=a  sin  tup  są  symetryczne  względem  największego  swego 
promienia  równego  a. 

Powierzchnia  każdego  takiego  liścia  otrzymuje  wartość: 


A=Y)   r%dq>^\S  sin*nc>tfc>«2-j  (np-^sin  2nc>)* 


lo  -  '  **  ' 

,.  *      1    a2n 

czyli : 


n"  4 


ćwiczenia  XLII. 

1)  Znaleźć  długość  łuku  cissoidy  x(xl-\-y1)— 2ay,  =  0  w  granicach  od  **,  *=  0  do  .r,  =x. 

2)  "Wykazać,  że  różnica  między  całkowitą   długością   cissoidy   a  jej  asymptotą  jest 
skończoną,  równą  2aV/3  .  log  (2+  )/$  )— Aa. 

8)  Wykazać,   że  powierzchnia   zawarta  miedzy  cissoidą  y*  (2a— x)— x*  «  0,  osią  x-ów 

i  jej  asymptotą:  4  =  -g-  o*n. 

4;  Wykazać,  że  środek  ciężkości  pola    zawartego    między   cissoidą   a  jej   asymptotą 
dzieli  odstęp  między  wierzchołkiem  cissoidy  a  jej  asymptotą  w  stosunku  5 : 1. 

5)  Znaleźć  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  cissoidy  około  prostej  przechodzącej 
przez  wierzchołek  cissoidy  równolegle  do  jej  asymptoty. 

6)  Wykazać,  że  łuk  cissoidy  x  =  2a  sin*  9>,  y  =  2a  sin1 9  tang  9  ma  w  granicach  od  ^-0 
do  V1=V  wartość: 

a  =*  2a  [y  ^y0--  -  3  log  [Y/Scos  <P+  Y/1+3  cos^]-2+\/31og  (2+ y/3 )). 

7)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  cissoidy  x*=y*(2a-x)  około  o$\ 
*-ów  ma  w  granicach  od  atj^O  do  x^=x  wartość: 

r=*{8a3log  ^--4a»*-oaJ'-i-*>}. 

8)  Wykazać,  że  objętość  powstała  przez  obrót  cissoidy  »s==y,(2a— *)  około  jej  asym- 
ptoty ma  w  granicach  od  x1=0  do  ofj«*  wartość: 

V  =  a*n  arc  cos —  j:  (Ba%— hax-\*xl)  \/2ax— »'. 

9)  Wykazać,  że   powierzchnia    bryły   powstałej    przez   obrót  cissoidy   y,(2a-at)=^J 

około  osi  x-ów  ma  w  granicach  od  xi  =  0  do  x1=>x  wartość: 

_      _      /x— 4o .  y- —  ,     2a  3x— 4o        Sa      i 

F=*a«\x^2a  V«i=rto.+  v_ arccos-^  -  ^ic}. 
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10)  Wykazać,  że  całkowita  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  oissoidy  około  jej 
asymptoty  ma  wielkość:  F=2k*«s. 

11)  Znaleźć  podstyozną  i  podnormąlną  oissoidy  y*(2a— »)  =  **. 

12)  Wyznaczyć  ewolutę  oissoidy:  sp^-fy1)- 2ay1  — 0. 

Zbadać  kształty  krzywych: 

2n  sin'  9 
18)    r  s= r    i   \  »    ozy^ :   fcM-y1)  (*  cos  a"^y  8in  *)  =ss  %aV*  (cissoida  skośna); 

14)  r=asin* — ,      czyli:  a?(*'+y*)=:y(«p— *y),  (ofiuryda  czyli  węży  ogon). 

15)  Wyznaczyć  łuk  paraboli  Neila  ay*  =  x*  w  granicach  od  %  =  0  do  ajj  =  x. 

16)  Dane  są  dwie  proste  równoległe  l  i  P,  a  na  pierwszej  z  nich  punkt  .4,  wykreślmy 
poprzeczną  AB  i  wyznaczmy  na  -4B  punkta  styczności  Pft  i  Pt  kół,  które  są  zarazem  sty- 
czne do  prostych  l  i  /',  wykazać,  że  punkta  Pt  i  P,  tworzą  strofoidę. 

17)  Obliczyć:  a)  powierzchnię  zawartą  miedzy  gałęziami  strofoidy  a  jej  asymptotą; 
3)  powierzchnię  owalu  strofoidy. 

18)  Na  osi  rr  dane  są  dwa  punkta  -4(0,  P),  4'(0,  -£),  a  na  osi  XX'  punkt  C(— «,  0). 
Wykazać,  że  skoro  przez  punkt  C  przeprowadzimy  styczne  do  kół  przechodzących  przez 
punkta  A  i  A',  natenczas  punkta  styczności  P  tworzą  krzywą  o  równaniu : 

*(^+y,H-P(*,-y1)+«,(*+y)=oJ      . 

zwaną  panstrofoidą. 

19)  Zbadać  kształty  krzywej  określonej   zag.  18  dla  różnych  wartości  stałych  a  i  0. 

20)  Porównać  kształty  krzywych: 


■)*-V£i.       P>'~*V; 


aĄ-x 
a — 8»" 


21)  Dany  punkt  O  i  prosta  l.  Poprowadźmy  przez  punkt  O  promień  OH,  który  prze- 
tnie prostą  l  w  punkcie  M  i  odetnijmy  na  tym  promieniu  od  punktu  Jf  począwszy  taką 
odległość  JfP,  aby  było  OM.MP=k\  znaleźć  miejsce  geometryczne  punktu  P. 

22)  Zbadać  kształt  krzywej  zag.  21  określonej  i  wyprowadzić  jej  równanie  w  spół- 
rzędnych  prostokątnych. 

28)  Zbadać  kształt  krzywej  określonej  równaniem: 

*y*=a(ar+y)», 
zwanej  krzywą  Bolle'go. 

24)  Zbadać  krzywą  o  równaniach  x  =  a+b  cos  9,  y  =  a  tang  P-J-5  sin  9. 

25)  Wykazać,  że  powierzchnia  konohoidy  Nikomedesa:  r-^asecP-f  ft,  ma  w  grani- 
cach od  ?{=0  do  Pj—  V  wartość: 

A  —  \  {•' tan*  *+2a&  log  tang  (-J  +  -J)}+»f* 

26)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  konchoidy  xy  *»  (o+y)\/b*^y* 
około  osi  x-ów  w  granicach  od  *,  =  0  do  xt  =  x  ma  wartość: 

F«  !^1  _  «&«*  aro  sin  -J  +  -J-  (ft»-y»)V»  (y»+26»). 

27)  Wykazać,  że  całkowita  powierzchnia  liścia  Descartesa:  »*+y8=»8«wy  ma  war- 
tość: A  =  ^o\ 

28)  Wykazać,   że   całkowita   powierzchnia   kardioidy:   r  *=a(l+cos  9)  ma  wartość. 

i-i... 

29)  Wykazać,  że  łuk  kardioidy  r=»a(l+cosP)   w   granicach  od  ^=0  do  Pa=»P  ma 

9 
wartość:  *  =  4asin— . 
A 
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80)  Wykazać,  że  obwód  kardioidy  r  =  a(l+coBf)  jest  równy  6a. 

81)  Wykazać,  że  łuk  kardioidy  r  =  a(l+cos?)  ma  w  granicach  od  9X  do  *a  wartość: 

a  =  8a  (cos  -^  —  cos  y)' 

82)  Wykazać,  że  łuk  kardioidy  w  granicach  od  ^  =  0,  ^=-0   ma  wartość: 

88)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  połowy  obwodu  kardioidy:  r=a(l — cos  V)  ma  spól- 


rzędne : 


c  8  8 


JP||a»v+2a6  log  tang  ( ~  +  ^)+*'  tang*  ¥>}. 


84)  Wykazać,   że   powierzchnia   konchoidy   o   równaniu   biegunowem:   r  =  «H 

ma  w  granicach  od  Vt  do  9>s  wartość: 

85)  Wykazać,  że  powierzchnia  zawarta  między  krzywą  donny  Agnesi :  xy  =  2a\/2*y— y* 
a  jej  asymptotą  jest  cztery  razy  tak  wielką  jak  powierzchnia  koła  tworzącego. 

86)  Wykazać,  że  całkowita  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  krzywej  Agnesi 
xy  =  2a\/  2ay~ y1  około  jej  asymptoty  ma  wartość  F=4*?a8. 

87)  Wykazać,  że  w  konchoidzie  Pascala:  r  =  dco3  9,+^  gdy  a>m  powierzchnia 
wewnętrzna : 

*  -  i{(0'+26»)(*-«)-8&  Y/i5^^} , 
a  zewnętrzna: 

^  =  i|(ai+26>+8d  y/^Zft»  }  ,    gdzie  a  «  arc  cos  (-  -). 

88)  Wykazać,  że  powierzchnia  wycinka  lem  nisk  a  ty:  r*  =»a,cos2*>  ma  wartość: 

a* 

-4=-  ^(sin29»1-8in2y1). 

89)  Wykazać,  że  powierzchnia  astroidy :  x  =  a  cos1  <P,  y  =  a  sin9  ?  ma  w  granicach  od 

3  S 

asj=0  do  xt==o  wartość:  A  =  ^=a*n,    a  odpowiedni  łuk  astroidy:  *  =  — a. 

40)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  astroidy  »=-acos,7ł  y=a  sin5 ^ 

16 
około  osi  2-ów  ma  w  granicach  od  9  =  0  do  a?  =  a  wartość:     ^r=sTnha>,c'   a   odpowiednia 

powierzchnia  bryły:    F=    -a1*. 

41)  Zbadać  kształt  krzywej  określonej  równaniami  parametrowemi :  x  =  acos?, 
y  =         .        i  wyprowadzić  jej  równanie  w  spółrzędnych  prostokątnych. 

42)  Dane  koło  o  środku  C  i  promieniu  a  i  punkt  0  w  odległości  d  od  C;  dowolny 
promień  przez  0  poprowadzony  przecina  koło  w  dwu  punktach  M  i  N,  jakie  jest  miejsce 
punktu  P  tegoż  promienia,  jeżeli  0P=MN. 

48)  Oznaczając  przez  r,  i  r,  odległości  punktu  H  od  dwu  stałych  punktów  Fx  i  >s 
znaleźć  miejsce  punktów,  dla  których  suma  arlĄ-$ri  =  o  jest  ilością  stałą. 

44)  Wykreślić  krzywą:  y  =  V/2a5— x*-\-\/at— **  i  obliczyć  całkowitą  powierzchnię 
jej  owalów. 

Zbadać  krzywe  określone  następuj ącemi  równaniami  parametrowemi  i  podać  ich 
konstrukcyę  i  równania  w  spółrzędnych  prostokątnych: 

46)  a;  =  a  cos  ?,    y  =  fccotg7>;  46)£  =  asecP,    y  =  fccosec*. 

47)  Dane  są  trzy  punkta  A,  B}  C  znaleźć  punkt  P  tak,  aby  2l  AFB  =  2£  APC. 
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48)  Zbadać  różne  kształty  krzywej  określonej  zag.  47. 
Zbadać   kształty  następujących  krzywych: 
a  cos  9 


49) 


W)    r=-|sec^. 


-      •    :r-  +  &c°B*»   y  =  6 siny; 
cos  V  -  sin  V  1   9 

51)  Zbadać  kształt  i  konstrukcyę  krzywej,  określonej  równaniem  biegunowem: 

r  =  a  cos  2p—  b  cos  ?. 

52)  Zbadać  kształt  i  podać  konstrukcyę  krzywej    r  =  a+2a  sin  -^-. 


Rozwiązania  XLII.    1)  8 ^ a  [\2a- x)V*£-^ dx.  5)    F^lO^a*. 

vq  y  Za — x 

T=*-^=T>    y°^^'         12)27y»+1162a'y'+4096a'*  =  0.         18)  fig.  187. 
«g.  18&         16)  fig.  189.        17)    a)  2C°*"\/— <*«,      P)  2f°    *"\/— <**•        18)    fig.  142. 

•'O      la — *  •'—a       f  a — * 


Fig.  187.         Fig.  188.      Fig.  189.    Fig.  140.  Fig.  141. 

i»)  strofoida,  0)  liść  Descartesa.        21)  O  biegun,  OXJ_l  biegunowa,   odległość    0  od  l 

na  a  (fig.  148),  to  a(r  cos  P— a)  =  fc,cosly,  konchoida  Sluze'go. 

\m{m— a)  («s-ł-y*)  «£>«'.  24)   konchoida   Nikomedesa. 

f  (*5+2ay—  a1)*— y '(a*-**)  =  0  krzywa  formy  piroga  (fig.  144).       42)  r  =  «Y/aJ— o** sin1* 

Makata  Booth'a  (fig.  141).     48)  Owale  Kartezyusza.      44)  Liście  Bernouillełgo  (fig.  145) 


6* 


45)  — j j  =■=  1  krzywa  węgla  (fig.  140). 


46) 


6* 


-  -  _  A — =  =  1     krzywa   krzyża 
x*       y1 


^-IM).  47)  Kładąc  A£  =  a,  AC=-b,  BAC=a  2LBAC=*  przyjmują  proste  AB  i  ^4£ 

otóe  układu  otrzymuje  się   :    (ay—bx)  (a?2+yi+2a&y  cos  a)— ad  (y*— as8)  =  0. 


Fig    142. 


Fig.  148.  Fig.  144.  Fig.  145.  Fig.  146. 


Fig.  147. 


}(*y+6ł— y1),  =  (*+y— a)ł(ał— y')  muszla  DUrera.        50)  (x*+y*)(a*— y*)  =  ^  Trisektrysa 

gsieczna).        51)  (x*+y*)(x*+y*+bx)*  =  a\x*-  y2)  (chrabąszcz). 
(*»+ya)(arł+y,-aJ),  =  4aJ(««H-y«~2ar)J  (Nefroida)  (fig.  147). 

Literatura.     Dr.  Gino  Loria:  Spezielle  algebraische   und    transcendente  ebene  Cur- 
L  Nach  dem  Italienischen  bearbeitet  von  Fritz  Schtitte.  Leipzig  1902. 

lematy  do  rozprawek  naukowych: 

1)  Cissoida,  strofoida  i  ich  uogólnienia. 

2)  Konohoidy  Nikomedesa  i  Pascala. 

3)  Krzywe  Cassinie'go  i  ich  uogólnienia. 


Wykład   XLIII. 


Przykłady  krzywych  płaskich  przestępnych. 

1.  Krzywe  logarytmiczne.    Krzywą    logarytmiczną   nazywamy  krzywą, 
w  której  odcięta  x  każdego  punktu  jest   proporcyonalną  do  logarytmu  rzę- 1 
dnej  y  tegoż  punktu,  a  więc  krzywą,  określoną  równaniem: 

#=mlog— ,  lub  y=*nem.  , 

Ogólnie  piszemy  równanie  krzywej  logarytmicznej  w  postaci: 

y-he    '•  (1) 

Krzywa  przecina  oś  y-ów  w  punkcie  JB, 
gdzie  OB*=b,  zbliża  się  nieograniczenie  do  do- 
datniej części  osi  g-ów,  która  jest  jej  asym- 
ptotą.  Podstyczna  w  każdym  punkcie  tej  krzy- 
wej jest  stałą,  równą  a  (fig.  148).  Powierzchnia 
zawarta  między  dwiema  rzędnemi  ma  wartość: 

ydx~b\   e    adx}    czyli:  -i—a^— y,), 

jest  więc  równa  różnicy  rzędnych,  pomnożonej 
przez  długość  stałej  podstycznej.  Dla  *,«=<» 
mamy  ya— 0,  zatem  A=ay;  powierzchnia  nieograniczona  zawarta  między  krzy- 
wą, jej  asymptotą  i  jedną  rzędną  jest  więc  równa  powierzchni  prostokąta, 
którego  bokami  są  ta  rzędna  i  stała  podstjrczna. 

Objętość  powstała  przez  obrót  tej  .krzywej  około   osi  s-ów   ma  w  gra- 
nicach od  ffj^gdo  £2»oo  wartość; 

7 


Fig.  148. 


(-„-*,         ab*    _?? 


czyli:  7-***.-=-, 


jest  więc  równa  objętości  walca,   którego   podstawą*  jest  koło  opisane  przez 
rzędną  y,  a  wysokość  równa  połowie  stałej  podstycznej. 

Objętość  tej  krzywej  powstała  przez  obrót  około  osi  y-ów  ma   w  gra- 
nicach od  y1=0  do  ya=ft  wartości: 

0  x 

(x*+2ax+2a*)e"ź ,    czyli:    V=*a*7*. 26, 


Jb  b?iC0        _jL 

x*dy*=—      \   x*e    *  dx*=*bn 
a  a  Joo 


jest  więc  równa  objętości  walca,  którego  podstawą  jest  koło  o  promieniu 
równym  stałej  podstycznej,  a  wysokość  równa  podwójnej  rzędnej  krzywej 
w  punkcie  początkowym. 


-  683  - 
2.  Linia  łańcuchowa.    Tak   nazywamy   linią   krzywą   określoną   równa- 


m: 


-;-(•"+•-•). 


(2) 


Postać  tę  przyjmuje  nić  zawieszona  w  dwu  punktach   końcowych,  pod 
łożeniem,   że  ciężar  nici  jest  proporcyonalny    do  jej    długości.    Geometry- 


Fig.  149.  Fig.  160.  Fig.  151. 

nie  określa  się  ją  tą  własnością,  że  długość  łuku  liczonego   od   jej  najniź- 
Bgo  punktu  C  jest    proporcyonalną    do    tangensa    kąta  a,    jaki  styczna 

końcu  łuku  tworzy  z  osią  x-ów  (fig.  149),  a  więc  wzorem:  s=a  tang  a=a  ,-. 

dx      dy  ds 

własności    tej    otrzymujemy    stosunki :    -  =  —  «=  — -    —  , 

a        s       V  +« 

Mamy  więc  z  jednej  strony:  dx=*a    __     ,  zatem:  —  =  log  ł!±li!±^! 

)s2+a*  a  « 


więc: 


ea  =» — , 


5— ljs*  +  t 


S 


*eto:  <?•+*    a  -    — ^     ,  a  więc:  \s2+a*=  -g  le"  +e    «1, 

stf*  f 

drugiej  strony  zaś:      dy=^ -,         a  więc:    y=>«a  +  aa, 

tern  otrzymamy  szukane  równanie  w  postaci:  y==     (c«+e    «). 

Linia  łańcuchowa:    y=-^[ea+c    a     może  być  też  określona  jako  miej- 

»  geometryczne  środków  cięciw  równoległych  do  osi  y-ów  (fig.  150)  zawar- 
ch  między  krzywemi  logarytmicznemi: 


Pi 


€"i  y*— ««     a.  Jest  bowiem  :  y=     (yt+yj). 


Wykreśliwszy  w  każdym  punkcie  P  linii  łańcuchowej  stj^czną  PM  i  od- 
lając   na  niej  długość  PM  równą  łukowi  liczonemu  od  wierzchołka  C  krzy- 
j  łańcuchowej    s=CP,   otrzymamy  jako  miejsce    geometryczne  punktu  M, 
jrli  jako    odwiniętą   linii   łańcuchowej,    nową    linię    krzywą    zwaną    trak 
ysą  (fig.  161). 

Łuk  krzywej  y=--lea  +  e    a\  w  granicach  od  xx  =-0  do  x2=x  ma  wartość: 


|-(e«-«    -)=>y-«2, 
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możemy  więc  go  wyznaczyć  konstrukcyjnie,  kreśląc  z  punktu  0  jako  środka 
kolo  o  promieniu  a,  styczna  do  tego  koła  wykreślona  z  punktu  Q  obranego 
na  osi  yów  w  odstępie  OQ=*y}  ma  długość:  CT«Vy2— a2,  a  jej  kierunek 
oznacza  właśnie  kierunek  stycznej  w  punkcie  P(x}  y)  linii  łańcuchowej,  jest 

bowiem  tang  0="^  —  o  \e<Ł — *    BJ— — •     Prosta  MP  jest  równoległa  do  TQ 

wyznacza  kierunek  i  długość  stycznej  w  punkcie  M  traktrysy  równą  pro- 
mieniowi a  koła  pomocniczego. 

Oznaczając  przez  x}  y  spółrzędne  punktu  M  traktrysy,  odpowiadają- 
cego punktowi  P  linii  łańcuchowej  i  oznaczając  przez  q>  kąt  jaki  styczna  MP 
w  punkcie  M  traktrysy  tworzy  z  dodatnim  kierunkiem  osi  x-ów  otrzymamy: 

MM'  y 


dy y  _ 


zatem  równanie  różniczkowe  traktrysy  w  postaci: 
Z  równania  tego  dostajemy: 

dx=~  — —dy,  kładąc   a2— y2=*a,    otrzymujemy:    dx=  2- — 2, 

y  i*      # 

przeto :  x=a  log  g+ yq  — y  i    yai_vi 

y  T        *  ! 

jako  równanie  traktrysy,  która  jest,  jak    widać,    także    krzywą    przestępną. 
Powierzchnia  traktrysy  w  granicach  od  xi—0  doa^™00  przedstawia  się 
wzorem : 


A~[y**=ty^7'd»Ą(^a%p?  +  £ arc sin  ±),  zatem : 


jest  więc  równa  ćwierci  koła  pomocniczego. 

3.  Kraywe  gonlometryczne,  a  w  szczególności  krzywa  Dinostrata.  Krzy- 
wemi  goniometrycznemi  nazywamy  krzywe,  w  których  każda  rzędna  punktu 
jest  funkcyą  goniometryczną  odciętej  tego  punktu  jak  np. : 
y=sinx(T.  L  fig.  292),    y=coss(T.  I.  fig.  293), 
y=tangs(T.  I.  fig.  294),    y^cotg  x  (T.  I.  fig.  295), 
y-sec  x  (T.  I.  fig.  296),    y- cosec  x  (T.  I.  fig.  297). 
Dinostratus,  matematyk  szkoły   Platońskiej,   zajmując    się    kwadraturą 
koła,  t.  j.  zagadnieniem  zamiany  koła  na  kwadrat  o  tej  samej  powierzchni, 
względnie  zagadnieniem  przedstawienia  obwodu  koła  w  postaci  odcinka  pro- 
stolinijnego, używał  do  tego  celu  krzywej,  przezwanej  z  tego  powodu  kwa- 
dratryką  Dinostrata. 

Niech  będzie  dane  £oło  AOC  (fig.  162)  o  promieniu  a,  jeżeli  promień  OA 
obraca  się  jednostajnie  około  punktu  O,  od  OA  do  0C,  a  zarazem  prosta 
AD  porusza  się  także  jednostajnie  równolegle  do  swego  położenia  od  AD 
do  0C}  natenczas  punkta  przecięcia  promienia  i  prostej  utworzą  krzywą 
Dinostrata.  Przyjąwszy  środek  koła  za  początek  układu,  a  promień  OA  za 
oś  sów  i  oznaczając  OA-=ay  ON=x,  NP=y  ^AOD^ę  otrzymamy: 
_     n  ,    ,  a  — x    n       n        x  n 


—  686  - 


ji:  9"=x  tang  <p,  przeto  otrzymujemy : 
\ 


y=a?tang  f^  — ^|j,    czyli:  y=xcotang 


TtZ 

2aJ 


(3) 


Fig.  162. 
Dla  jc  =  0  otrzymujemy: 
OE=y0=lim 

*=0 


jako  równanie  szukanej  krzywej. 
Krzywa  przecina  oś  #-ów  w  nieskoń- 
czenie wielu  punktach  o  odciętych  : 
±0,  =b3a,  ±5a, ...,  które  są  punkta- 
mi przegięcia  krzywej,  posiada  nie- 
skończenie wiele  asymptot  o  równa- 
niach : 

i  składa  się  z  jednej  gałęzi  parabo- 
licznej i  nieskończenie  wielu  ga- 
łęzi z  punktami  przegięcia,  jak  na 
fig.  152. 


nx 
tang  2a 


..     2a 
=  hm    -  cos    0 
TT  2a 


2nX  _ 


2a 


tern:  y0  = — ,  skąd  otrzymujemy:  n  = 

I  Możnaby  więc  przy  pomocy  y0,  a  więc  przy  pomocy  punktu  C,  w  któ- 
p  krzywa  Dinostrata  przecina  oś  y-ów,  wykreślió  liczbę  n. 

Jako  linie  wyznaczające  liczbę  n  mogłyby  ostatecznie  służyć  wszystkie 
tywe  goniometryczne.  Nie  będzie  to  jednak  konstrukcya  geometryczna 
ligająca  na  wyłącznem  użyciu  cyrkla  i  lineału. 

1  4.  Cykloida.  Cykloidę  opisuje  punkt  stale  połączony  z  kołem  toczą- 
i  się  po  linii  prostej.  Niech  będzie  AC=r  promieniem  koła  toczącego  się 
[prostej  AX,  zaś  PC=a  stałą  odległością  punktu  P  od  środka  koła. 
Itli  koło   C  tocząc  się  po  AX  zajmie  położenie  C\  natenczas   łuk  AB    od- 

ftie  się  na  prostej  AA4  tak,  że  będzie  AB^rco,  gdzie  co  przedsta- 
wia miarę  kąta  A'0'B',  o  który  koło  C  obró- 
cił się  podczas  toczenia.  Punkt  P  zajmie  teraz 
położenie  P',  przyczem  będzie  QF*=CP=a. 
Chcąc  otrzymać  równanie  miejsca  geometry- 
cznego punktu  P,  przyjmijmy  prostą  AX.  za 
oś  #-ów,  a  punkt  A  za  punkt  początkowy 
układu,  natenczas  spółrzędne  punkta  JP  będą 
AM'=x,  MP^y  (fig.  153). 

Do  punktu  P/  prowadzą  z  punktu  A  dwie 

Igi,  jedna:  (JJf)+(lf'F')l  druga:  (AAt)  +  (AtC')  +  {C'Pt).    Bacząc   na  to,  że: 

f— i4'J?=- ro)}  B,Ct=r}  OM'*=a,  otrzymujemy  równanie: 


x+yi=rco+ri+ 


Ą  cos(zf  —<A+i  sin  f -^  —co)  , 


ii: 

irięc: 


xĄ  yi=ro>-j-W— a  sin  co — ai  cos  co, 
x+yi-*(rco—a  sin  co)  +  (r — a  cos  co)i, 
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skąd  otrzymujemy  dwa  równania  o  dowolnym  parametrze  <u,  w  postaci: 

x*=r(o — a  sina,  y=r—  a  cos  w,  (4; 

jako  równania  cykloidy. 

Z  równań  tych  otrzymamy    po    wyrugowania    zmiennego   parametru  o 
na  podstawie  wzorów: 

'.U*,   ^..S:?!,    — .MCco.^-V«'-(r-y)», 


COS  Cc>  = 


a    '    *  a  a 

t — y       i — 

jedno  równanie  kształtu:        #.=-r.arc  cos ya2 — (r — y)2, 


(6) 


jako  równanie  cykloidy  w  spółrzędnych  prostokątnych  jej  punktów.  Jest  to 
równanie  przestępne  ze  względu  na  zmienne  x  i  y,  cykloida  należy  zatem 
do  krzywych  przestępnych.  Szczególne  postacie  cykloidy  zależą  od  związku 
między  stałemi  a  i  r.  Jeżeli  a=r  mamy  cykloidę  zwyczajną  (fig.  154)  o  rów 
naniach : 

x=>a(aj — sinco),  y=a(l  — cos  g>),  (6) 


Fig.  156. 

gdy  a>r  nazywamy  cykloida  wydłużoną  (fig.  165),  gdy  a>r  skróconą 
(fig.  156).  Cykloidy  wydłużone  i  skrócone  zowią  także  trochoidami.  Problem 
cykloid  rozszerzony  na  przypadek,  gdy  koto  toczy  się  po  innem  kole  pro- 
wadzi do  epi-  i  hypo-cykloid. 

5.  Zastosowanie  całek  określonych  do  cykloidy  zwyczajnej.  Dla  cykloidy 
zwyczajnej  o  równaniach:      x-=a(ct)  —  sin  <a),    y=a(l— -cos  o), 
mamy  dx=a (l— cos  <o)d(ó,  zatem  element  powierzchni: 

£Łi«ycfcc-=a2(l  — cos  cci)2e?w=a2(l—  2  cos  o  +  cos2  <o)d<o— 

=a2(~9 ^  cos  6>  +  -c~cos2G>)tfe>. 
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Na  tej  podstawie  otrzymujemy  powierzchnię  liczoną  od  początku  układa 
określoną  wzorem: 

-4ow»=«2\  I-o — 2  cos  £t>  +  -£- cos 2<yWct>f 

z  którego  wypływa: 

-^a...*— -q-(8g)— 4  sin  <o+-n  sin  2o> V 

Podstawiając  (ó=2n,  otrzymamy  stąd  całą  powierzchnię,    zawartą  mię- 
dzy jedną  gałęzią  cykloidy    zwyczajnej    a  jej  podstawą,  wartości:  A=3a2n, 
t.  j.  trzy  razy  tak   wielką,   jak    powierzchnia    koła    toczącego  się.    Element 
luku  cykloidy:  «=»o(o) — sino),  y=a(l — cos  <o)„   otrzymuje  z  powodu,  że: 
cŁe=*a(l— co  8  (o)d(o1  dy=*a  sin  to  da,  wartość: 
ds=ci)j(l— cos  o))a+sin2  o)  .  d<o^a)jl — 2  cos  o>+cos2  w  +  sin2  o)  .  d<o, 

czyli :  ds=a^2  (1— cos  (o)  d<o=2  sin  -^  d(ot 

zatem  łuk  cykloidy  zwyczajnej  liczonej  od  wierzchołka  w  wartość: 
So...»=2a\  sin-^-rf<i)=— 4oi  cos  — =*4a{  1—  cos  -^r- 1,  czyli:  £0...«=*8a.  sin2  -^-. 

Podstawiając   tu   o=2^,    otrzymamy    długość   jednej    gałęzi    cykloidy: 
S=8a. 

Długość  cykloidy  zwyczajnej  jest  zatem  ośm  razy  tak  wielka,  jak  pro- 
mień koła  toczącego  się. 

Objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  cykloidy : 
s=a(o>— sin  g>),    y=a(l— cos  g>), 
około  jej  podstawy,  otrzymuje  z  powodu,  że  element: 

dV=nyldx*=naz(\— cos  (&)z  d(0=*8a*n  sin6  --  d(o 

Ł 

wartość  określoną  wzorem: 


Fn...tt=8a3j 


'ki.  sin6  -~-dw. 


Gdy  G>«2*r,  otrzymujemy: 


lfilB     2*^-8^ 
zatem  objętość  bryły,  powstałej  przez  obrót  jednej  gałęzi  cykloidy  zwyczajnej 
około  jej  podstawy,  otrzymuje  wartość:   V*=bn2.az. 

Pobocznica  powierzchni  powstałej  przez  obrót   cykloidy  około  jej  pod- 
stawy otrzymuje  ze  względu  na  to,  że  element  jej  : 

dF=2nyds^2n .  a(l — cos  to) .  2a  sin  —  do)^8a%n  sin3  0- eto, 

J6*  (O 

sin3 --eto. 


0 


Gdy  <t>— 2rc,  otrzymujemy: 


r*  •  3  *  ^    8 
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zatem  całkowita  powierzchnia    bryły    powstałej  przez    obrót    cykloidy  zwj- 

64 

czajnej  około  jej  podstawy  przedstawia  się '-wzorem:  F=-^a2n. 

6.  Eplcyklolda  i  hypocyklolda.  Epicykloidą  nazywamy  linię  krzywą, 
którą  opisuje  punkt  stale  połączony  z  kołem,  które  toczy  się  po  zewnętrznej 
stronie  obwodu  innego  koła,  hypocykloidą  zaś,  gdy  koło  toczy  się  po  stronie 
wewnętrznej  obwodu  drugiego  koła. 

Niech  będzie  OA=B  promieniem  koła  podstawowego,  AC—r  promie- 
niem koła  toczącego  się,  CD=a  oddaleniem  punktu  P,  stale  z  kołem  C  połą- 
czonego od  jego  środka;  jeżeli  koło  C  zajmie    położenie  O   (fig.  167),    gdzie 

AA'=*AB}  natenczas  oznaczając  przez  <p  miarę  kąta  AOA%  a  przez  to  miarę 
kąta  A*OB%  otrzymamy  związek  B.q>=r<o.  Punkt  P  wpadnie  teraz  w  punkt 
P,  gdzie  C'P'=CP. 

Przyjmijmy  środek  O  za  początek  układu,  a  prostą  OC  za  oś  x-ów. 
Do  punktu  P  prowadzą  dwie  drogi,  jedna:  xĄyi}  druga:  (OC)9,ą-(OP')t^x^^ 
czyli:  (U +*%,+(*,,+*+«,  otrzymujemy  zatem  równanie: 

x+yi=(R+r)(p+an+ip+a, 
a  stąd  dwa  równania: 

x=(B+r)  cos  c>— a  cos  (y  +  o)), 
y=(jR+r)sin  y-asin  (y+co), 

które  z  powodu,  że  Jty>=rG>,    a   więc  g>=-    ę, 


<p+(o* 


B+r 


sprowadzają  się   do    dwu  równań 


o  jednym  dowolnym  parametrze  g>  kształtu: 

(7) 


x=(E+r)  cos  q> — a  cos c>, 


Fig.  167. 


y=(/c+r)sin  c>—  a  sin y, 


jako  parę  równań  ogólnej  epicy kloidy.  Z  równań  tych  otrzymujemy  wprost 
równania  hypocykloidy,  zastępując  w  nich  r  przez  — r,  a  przez  —a,  otrzy-| 
mujemy  tedy  równania  parametrowe  hypocykloidy  w  postaci:  ! 


x=*(li—r)  cos  q*+a  cos c>, 

ysB^Jt—r)  sin  c>— a  sin q>. 


(8) 


W  przypadku,  gdy  a=*r  nazywamy  epi-  lub  hypocykloidy  zwyczaj nemi, 
gdy  a>r  wydłużonemi,  gdy  a  O  skróconemi. 

Epi-  i  hypocykloidy  wydłużone  i  skrócone  nazywają  także  epi-  i  hypo- 
trochoidami.  Epi-  i  hypocykloidy  są  krzywemi   przestępnemi,    gdy   stosunek 

B  B 

—  jest  liczbą  niewymierną,  zaś  krzywemi  algebraioznemi,   gdy  stosunek    - 

jest  liczbą  wymierną.     Rząd  krzywej  i  jej  kształt  zależy   od   wartości   tego 

B 

stosunku  wymiernego-  Jeżeli  stosunek  —  jeit  liczbą  całkowitą  m,  natenczas 
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ttocsące  się  odwija  się  w  razy  na  kole  podstawowetn,  a  epi-  lub  hypo- 
bidy  składają  się  z  m  gałęzi.  Na  figurach  168—163.  jest  w^3,  zatem  R=3r 
ida  z  tych  epi-  i  hypocykloid  składa  się  z  trzech  gałęzi,  jest  stosownie 
warunku  a=r,  a>r,  a<*",  zwyczajną,  wydłużoną  lub  skróconą. 


Fig.  168. 


Fig.  15!).    g 


Fig.  160. 


Fig.  163. 


m 


;    Jeżeli  stosunek  — -  jest  liczbą  ułamkową        ,  natenczas   nJl=mr,    koło  r 
t  n 

Ifija  się  ni  razy  na  n  obwodach  koła  podstawowego;  krzywe  składają  się 

dy  z  m  gałęzi  opasujących  n  razy  obwód  koła  podstawowego.  Jeżeli  sto- 

'     S 

tk —  jest  liczbą  niewymierną,    natenczas    krzywe  składają  się  z  nieskoń- 

Iftie   wielu  gałęzi,  opasujących  koło  podstawowe  nieskończenie  wiele  razy. 
7,  Uwaga.    Z  równania  (8)   otrzymujemy   niektóre   ciekawe   przykłady   hypocykloid, 

l  otrzymamy :  «)  gdy  a*=r  =  —-   równania:    x  =  2r  cos  tf>,    y  =  0,    przedstawiające    linię 

bą,  a  to  średnicę  koła  podstawowego  wpadającą  w  oś  x-ów. 

f)  Gdy  r  =  -~-,  a  przytem  a  ^r,  natenczas  otrzymujemy  z  równania  (8):  a?  =  (r-\-a)  cos  ?, 

r— a)  sin?,  przedstawiające  ellipsę. 

Jeżeli  wiec  koło  toczy  się  wewnątrz  drugiego  koła  o  podwójnym  promieniu,  naten- 
tkaidy  punkt  obwodu  opisuje  średnicę  koła  podstawowego,  a  każdy  inny  punkt  z  ko- 
bcowem  stale  połączony  opisuje  elipsę. 

_|)  Gdy  a  =  r=—  otrzymujemy  z  (8)  równania: 

■  8r cos  TĄ-r  cos 8*\    y  =  8r  sin  V— r  sin 3^,      czyli:    a:  =4r  cos3  7\     y  -^  —  4r  sin3  r, 

iwiające  astroidę,  jako  szczególną  postać  hypocykloidy  zwyczajnej. 


WjkŁ 


L  Tom  IL 


44 
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Fig.  164. 


S.  Odwinięta  linii  kołowej.    Jeżeli   po  danem    kole    toczy    się    zamiast 

innego  kola  linia  prosta,  natenczas  punkt  tej 
prostej  opisuje  linię  krzywą,  którą  nazywa- 
my odwiniętą  linii  kołowej  (fig.  164;. 
Niech  będzie  a  promieniem  koła,  O  jego  środ- 
kiem. Przyjmując  O  za  początek  układu,  0A 
za  oś  s-ów,  otrzymamy  spółrzędne  punktu  P  na 
mocy  równości :  z+yi^a+Ą-iBP)     **,    gdzie : 

BP=AB<=a.<o  w  postaci: 
x—a  cos  o>+a  <o  sin  <a, 
y  «-a  sin  <o—a  co  cos  co, 
skąd  otrzymamy  równania  parametrowe  odwiniętej  koła  w  postaci: 

#=*  a  (cos  (o+(o  sin  o>), 
y— a(sin  co—oj  cos  g>).  (9) 

9.  Krzywe  spiralne.  Krzywemi  spiralnemi  nazywamy  linie  krzywe, 
których  równania  biegunowe  są  równaniami  algebraicznemi  ze  względu  na 
spółrzędne  biegunowe  r  i  q>  ich  punktów.  Stopień  równania  w  zmiennych  r 
i  ę  nazywamy  też  rzędem  spiralnej,  a  szczególną  nazwę  spiralnej  okre 
clonej  równaniem  r«=/(gp)  stosujemy  zwykle  do  nazwy  krzywej  algebraicznej, 
określonej  takiemże  równaniem  w  spółrzędnych  prostokątnych  x  i  y,  więc 
w  postaci  y=/(x). 

10.  Spiralna  Archimedesa.  Spiralną  Archimedesa  nazywamy  krzywą  o  ró- 
wnaniu biegunowem  r=aq>}  która  powstaje  geometrycznie  w  ten   sposób,    że 

prosta  OA  obraca  się  dokoła  jednego  ze  swych 
punktów  O,  a  na  tej  prostej  porusza  się  równo- 
cześnie punkt  P  tak,  że  drogi  przezeń  na  pro- 
stej odbyte  są  proporcyonalne  do  wielkości 
obrotów  przez  prostą  wykonanych.  Spiralnej 
Archimedesa  r=*aq>  odpowiada  w  spółrzędnych 
prostokątnych  linia  prosta  y-*Ox}  której  obrazu 
możemy  też  użyć  do  wykreślenia  obrazu  spi- 
ralnej Archimedesa.  Najłatwiej  wykreśli  się 
tę  spiralną,  kreśląc  z  początku  O  koło  o  pro- i 
mieniu  a  i  odcinając  na  promieniu  nachylonym  | 
pod  kątem  c>,  długośó  odpowiedniego  łukuj 
kołowego  o  wielkości  a.p  (fig.  166).  i 

11.  Spiralna  hyperboliezna.  Tak  nazywamy  krzywą  o  równaniu  r= 


Fig.  165. 


której 

czna   o   równaniu   y= — .  Spiralna  hyperboliezna  (fig.  166)  wychodzi  dla  qp=Q 


w  spółrzędnych    prostokątnych  x  \  y  odpowiada   hyperbola   równobo* 
a 
x 

z  nieskończoności  w  wysokości:    ^^(r.sin  cOyso—fli —  1       =af      posiada 

więc  asymptotę  o  równaniu  y«a,  i  wije  się  około  punktu  O  nieskoń 
czenie  wiele  razy,  osiągając  punkt  O  po  nieskończenie  wielu  zwojach.  Punkt 
O  nazywamy  też  punktem  asymptotycznym  spiralnej  hyperbolicznej 
Ujemnemu    q>    odpowiada    analogicznie    druga    gałęź    o    asymptocje    y*=—i 
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i  o  fcymże  samym  punkcie  asymptotycznym,  odpowiadającym  wartości  tp  _  -oó  . 
Równanie  r-^  przedstawia  sp  iralną  hy  per  boi  iczną  trzeciego 


Fig.  166.  F1g   16? 

rzędu,  zwaną  ślimacznicą  (litnus)  (fig.  167).  Krzywa  ta  ma  w  punkcie  O 
punkt  asymptotyczny,  a  oś  s  ów  za  asymptotę. 

18.  Spiralna  paraboliczna.  Tak  nazywamy  krzywą  o  równaniu  r=a.w\ 
której   w  spółrzędnych    prostokątnych   x  i  y  odpowiada   parabola  y=az\ 

Spiralna  paraboliczna  ma  punkt  zwrotu  w  punkcie  0,  z  którego  wy- 
chodzi  stycznie  do  osi  a-ów,  oddalając  się  w  swych  nieskończenie  wielu  zwo- 
jach coraz  bardziej  od  punktu  O  w  nieskończoność  symetrycznie  wzglę- 
dem osi  biegunowej. 

13.  Spiralna  logarytmiczna.  Tak  nazywamy  krzywą  o  równaniu  r-e* 
której  w  spółrzędnych  prostokątnych  z  i  y  odpowiada  logarytmika  o  równaniu 

y«e*.  Krzywa  wychodzi,  gdy  y=0,  z  punktu 
A  na  osi  z  ów  i  wije  się  około  punktu  O  nie- 
skończenie wiele  razy  w  jednym  kierunku  zbli- 
żając się  coraz  bardziej  do  punktu  O,  który  owi- 
ja, gdy  cp=  — qo,  a  więc  dopiero  po  nieskoń- 
czenie wielu  zwojach.  Spiralna  logarytmiczna 
r=&>  ma  zatem  w  punkcie  O  punkt  asympto- 
tyczny (fig.  168). 

14.  Styczne  w  punktach  krzywej  określo- 
nej równaniem  biegnnowem.  Niech  będzie  MT 
styczną,  a  MN  normalną  w  punkcie  M  krzy- 
wej r-=/(gp).  Poprowadźmy  przez  punkt  0 
prostą  prostopadłą  do  promienia  OM<=r,  to 
prosta  ta  przetnie  styczną  MT  w  punkcie  T,' 
#  Nazywamy  wfcedy  MT  ^  T  długością  biegun 
nouą  stycznej,  MN=N,  długością  biegunową  nor- 
malnej,  OT=T  biegunową  podstyetną,  ON=N' 
biegunową  podnormalną  punktu  M. 

Oznaczmy  przez  a  kąt,  który  styczna 
w  punkcie  M  krzywej  tworzy  z  osią  biegu- 
nową OX,  a  przez  tp  kąt,  jaki  taż  styczna 
tworzy  z  promieniem  punktu  M,  o  spólrzę- 
dnych  biegunowych  OM=r  i  ^M0X^tp}  na- 
tenczas otrzymujemy  relacyę :  a=q)  +  tp. 

Na  wyznaczenie  kąta  tp  otrzymujemy: 
dr=ds. cos  tp,    rdę^ds  sin  tp,    skąd  dostajemy: 

rd(P     —i:  x r        ,   .       t     dr 


Fig.  168. 
a   normalną    MN  w  punkcie 


Fig.  169. 


tang#=  - ^  ,    czyli  tang  ^=  T,  gdzie  r{ 


dq>' 
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2/     .     n      tang  d> -ł- tang  V> 
wzoru:  tang  a = tang  (w  f  t/>)  =  .  -  ^-^      -— — — , 

e  gkytyj     i  _  tang  cp  tang  # 

otrzymujemy  zatem  : 

__  tang  <p.dr  +  rd<p  __  sin  q>dr4-r  cos  c>cfyp 

tfr— tang  cp.rdcp  """  cos  q>dr—r  sin  c>  tfgp  ' 

..  A  r1  sin  ©+r  cos  cp 

czyli:  tanga« .—  r  . 

°        r'cos  c>— rsin  c> 

wzór  wyznaczający  kąt,  jaki  styczna  w  punkcie  M  tworzy  z  osią  biegi 
Biorąc  pod  uwagę  trójkąt  prostokątny  OMT  (fig.  169),  otrzymujemy: 

T  =  OT=r  tang  *-^,- 

r2 
zatem  podstyczną    biegunową:     T— — . 

Długość  biegunową  stycznej  określa  zaś  wzór:  T= -,  a  że: 

sin  tf>       cos  tp  i  __  1  __  1 

rdtp  ~  "dr"  =  Y^^+^r2  ~  <fy>Yr2+~rT2  ~~  *' 

dr  r'  ,        „,    rY^+r12 

a  więc :  cos  tp=  -■  ■  -  =  —  -  -  -  .     przeto :    T«~— — : . 

ds      yr24r12  r 

Z  trójkąta  prostokątnego  OMN  otrzymujemy  natomiast: 
OiV=A7'=rcotg^=r*r  ,   zatem:  N,^rt  =  -,  . 

Biegunową  podnormalną  podaje  zatem  pochodna :    ^-  =r/. 
Długość  biegunową  normalnej  określa  zaś  wzór: 


JfJVr=jv=V0Jłf2+0iV2=lV2  +  r12,     czyli:  AT-Yr2  +  r'2. 
Odległość  p  stycznej    w    punkcie    M(r,  cp)    krzywej    r=/(qp)  od  bi 
jest  określoną  wzorem : 

r2.dq>  r2 


p=r  sin  tf)  =  - 


dr         yr2  +  r'* 


•i  111 

z  którego  wynika,   ze:  =    2  +    |2. 

15.    Zastosowania,    a)  W  spiralnej  Archimedesa    r=a(p    mamy    dr 
a  więc:  =a,  czyli:  r'  =  «,  zatem:  N=a. 

To  znaczy:    Biegunowa  podnormalną    jest    w    spiralnej    Archimedesa 
stałą,  równą  a. 

Na  podstawie  tego  twierdzenia  możemy  z  łatwością    wykreślić  st 
w  każdym  punkcie  spiralnej   Archimedesa. 

/?)  W  spiralnej   logarytmicznej   r*=*vv  mamy  dr  =  c(*)d(p1  a   więc: 

dr  r 

=  cv,  czyli:  r=r',  zatem:     ,=1,  czyli:  tang  tp=l. 

Spiralna  logarytmiczna  r^ev  przecina  więc  każdy  ze  swoich  proce 
pod   kątem  stałym  i/>=  — . 
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Ogólnie  przy  spiralnej  logarytmicznej  o  równania  r**av  mamy  : 

dr 
dr=avdq>  log  a,  -    —a*  log  a=r  log  a, 
**™ 

r        1  1 

a  więc:  tang #=—**i ,    zatem:   #=-arctang 


r'     log  a'    ~~w~'    *— ""--aioga 

16.  Asymptoty  krzywych,  określonych  równaniami  blegunowemi.  Pankta 
nieskończenie  dalekie  krzywej,  określonej  równaniem  JP(r,  y)— 0  określa  waru- 
nek r=*oo,  czyli  «*= — =0,  któremu  na  podstawie  danego  równania  odpo- 
wiada pewne  równanie  ze  względu  na  c>,  którego  pierwiastki  określają  kie- 
runki asymptotyczne  krzywej. 

Położenie  asymptoty,  odpowiadającej  jednemu  z  takich  pierwiastków  qp, 
możemy  wyznaczyć  za  pomocą  biegunowej  podstycznej,   kładąc   we  wzorze: 

T'=     ,     =  — ,  przy  r=oo,  odpowiednią  wartość  na  g>. 

Kładąc — =-«,  mamy:   — y  «=<*«,    zatem:  T*=*—^-*= -, 

du 
gdzie:  u'—  -=--  ,  jako  wartość  podstycznej   biegunowej,    czyli    wzór,  podający 

odległość  asymptoty  od  bieguna. 

17.  Pnykład.  Mając  np.  krzywą  określoną  równaniem  r=»a(sec  ?-f-tang  ?),  otrzymu- 

1  COS  9 

jemy:  i#=*  —  =  — — ■- -,  przeto   warunkowi   r  =  oo,   czyli   u  =  0   odpowiadają  kierunki 

asymptotyczne  określone  wzorem :  cos  <Jp  =  0,  który  wskazuje  na  nieskończenie  wiele  asym- 
ptot  odpowiadających  kierunkom :  ?  =  i    - ,  ±  ^ , ...  ± — ~L       . 

W  szczególności  otrzymujemy  np.  dla :  ^  =  -o"  i  j-  =  —  o  >  zatem :  2"  ■=  2a.  Pro- 
stopadła do  osi  biegunowej  w  odległości  2o  od  bieguna  jest  więc  asymptotą  danej  krzywej. 

18.  Kola  i  pankta  asymptotyczne  krzywych  spiralnych  Jeżeli  wartość 
promienia  r  krzywej  r*=*f(ip)  dąży  do  pewnej  stałej  granicy  a,  gdy  q>  dąży 
do  nieskończoności,  wtedy  krzywa  zbliża  się  coraz  bardziej  do  koła,  zakre- 
ślonego promieniem  a.  Koło  takie,  do  którego  krzywa  zbliża  się  asymptoty- 
cznie nazywamy  kołem  asymp  to  tyczne  m  krzywej,  a  jeżeli  promień 
tego  koła  jest  zerem,  punktem  asymptotycznym. 

CL  V 

19.  Przykład.  Mając  np.  krzywą  o  równaniu:  r  =  -  ,  ,4,  zauważymy,  że  dla  do- 
datniego V  jest  promień  r  stale  mniejszym  od  a.  Gdy  9  rośnie  nieograniczenie,  rośnie  także 
r,  dążąc  do  granicy  stałej  równej  a.  Koło  zakreślone  z  bieguna  jako  środka  promieniem  a, 
jest  więc  kołem  asymptotycznem  krzywej.  Dla  ujemnych  wartości  <P  otrzymamy  drugą 
gałęź  krzywej,  dla  której  to.  samo  koło  będzie  także  kołem  asymptotycznem. 

20.  Promień  krzywizny  w  danym  punkcie  krzywej  określonej  równaniem 
Megunowem.  Krzywizną  w  danym  punkcie  krzywej  (patrz  T.  I.  str.  637) 
nazywamy  stosunek  między  kątem  styczności  da  a  łukiem  ds  w  tym  punkcie : 

a  więc:  k=  r.  Jeżeli  krzywa  określona  jest  równaniem  biegunowem  r=f(tp\ 

natenczas:  efe=dc>Yr2+r'2,  da=d<p  +  dtp  (lig.  169),  zatem: 

da  dii)        .  .  r  dtp       r'*—rrM 

,    =l+j— i    gdzie   tang  tf>=— -,    zatem:  tt1552 r* — "9S 

dtp  d<p}    6  6  ^     r'  '  cos2^  r*2        T' 
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a  więc:  ^= — —t — cos2^. 

.    .  •      r*  ■  .  dip     r'2 — rr*       r'2         i       ,, 

A  ze:  costft--*^    ,   przeto  otrzymujemy:  -_----* r*— ^«— ri — t*=— * — rr 

^     Yr2+r/2  <*?>         r  r2+r'2      r*^1 

c?a     ,      r,2—rr"       r2+2r*2—rr" 

zatem:  —  =  1-1 — = =r „ . 

dtp       ^ T»+r'»  r2+r'2 

Otrzymujemy  zatem  krzywiznę: 

rł+2r'2— rr"        1       _r2+2r'1— rr" 

r*~+Fr~ '  p +~r^        F+^ł7'r~ ' 

a  stąd  promień    krzywizny:     c=-— --^-j^---,  (15) 

HOT 

21.  Uwaga.    Do  tego  samego  wyniku  dojdziemy  na  podstawie  wzoru:    p  =  ^—- — t 

określającego  promień    krzywizny   w   dowolnym   punkcie  krzywej,   określonej  równaniem: 

y=/(«)  w  spółrzędnych  prostokątnych  punktu. 

Kładąc  mianowicie :  x  =  r  cos  V,  y  =  r  sin  V,  otrzymamy : 

4      sin  V  dr+r  cos  V  dv      r'  sin  v-fr  cos  V 

*=  cos  y  dr—r  sin  V  dv      r'  cos  V— r  sin  y  ' 

„       <*'y  __  d  (r*  sin  V+r  oos  Vi    d<P  _  f (r'  cos  y — r  sin  y) (r"  sin  y +2r'  cos  V—  r  sin y)  _ 

eto1       dv Ir'  cos  V  -  r  sin  vi  '  <Łr       L  (r'  cos  V— r  sin  V)1 

(r'  sin  V+r  cos  y)  (r"  cos  V — 2r'  sin  V— r  cos  V)  "1    _ 

________  J^cosy— rsinf ' 

r'+2r'— rr" 


zatem:  *"=*■,  ,  u. 

(r'  cos  V— r  sm  Vj* 

Wstawiwszy  otrzymane  wartości  y  i  y"  we  wzór  na  p  otrzymamy,  jak  powyżej: 

=    (r*+r**yu 
p      r*+2r"— rr"* 
W  szczególności,  dla  spiralnej  Archimedesa  r  =  a<P,  mamy  r'  = «,  r"  =  0, 

r         rs+2al  (y*+2)    ł 

wzór  podający   promień  krzywizny   w   dowolnym   punkcie  spiralnej    Archimedesa,  który 

łatwo  można  wykreślić.  Jeżeli  V=-0.  otrzymujemy   stąd:   pc=—m 


ćwiczenia   XLIII. 

1)  Wyznaczyć  powierzchnię  logarytmiki  y  =  loga>  w  granicach  od  «,  do  *j. 

2)  Wyznaczyć  długość  łuku  logarytmiki  y  --  log  *  w  granicach  od  xt  =  l  do  »i  *-*>!■ 
8)  Znaleźć  podstyczną  T  i  długość  stycznej    I,  podnormalną  _V  i  długość  normalnej 

X 

N  w  logarytmice:  yc__fo°. 

4)  Znaleźć  wielkości  J,  7',  _f  i  2V'  w  linii  łańcuchowej  y  =  — le    +e        1. 
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q  /    a  a  \    . 

5)  Wykazać,  że  promień  krzywizny  linii  łańcuchowej  y  ===  -^-1 «   +  e       )  ma  wartość 

■   i! 

2* 

Wy/kasać,  ie  dla  log&rytmiki  y=»«*  w  granicach  i,,  x,,  otrzymamy: 

^,^„      ,)S_|:;(m*-4.oe^|±i|. 

8)     K=4(y,»-yt'),  9)  *"=  |*[e»*+a*.|-2  log  (2«»*-l)J, 

J  i«t 

10)  ir.-£{i«»*+l«.+  ilog(2«ł«-l]),  11)  Jtf„  =  i  (y,1-*1), 

'      12)  /,  =  i  £  (l+e*)V.,  18)  /„  =  1  (y,  »-y,  •). 

14)  Wykazać,  ze  powierzchnia  powstała  przez  obrót  logaiytmiki  y  =  ae     «  około  jej 
£mptoty  ma  w  granicach  od  a?j»0  do  a:,  =•  oo  wartość: 


'■"(fY^s+wG+yi+sH- 


IB)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej    przez   obrót  logarytmiki  x  =  ae     «  około 

|  9-6w  w  granicach  od  ^=0  do  x,  =  x  ma  wartość:     F  =  —       (l—  f  a\. 

v 

16)  Wykazać,  że  powierzchnia  zawarta  między  logarytmiką  *«=<»«  «,  osią  f/ów,  a  pro- 
mi  y  =  jfi  i  y=sy%  ma   wartość:    A  =  a («2— art ),  a  objętość  bryły  powstałej   przez  obrót 

|  krzywej  około  osi  y-ów  ma  wartość:    K=  —  (ar,1—  a^1). 

17)  Wykazać,  że  powierzchnia  linii  łańcuchowej  y  =  -_  I  e   +e        I  ma   w   granicach  od 
do  x,  wartość: 

^— 5"i#  —  i- -2\°  -e  y 

odpowiedni  łuk  ma  wartość: 

?*      __  ^?  f  *      _  .5 

a/  a  «\      a/  a  «\ 

'—al*    -'       J-2V    ~e       ) 

X  X 

a  (  i      ~~  «  \ 

18)  Wyznaczyć   powierzchnię   linii    łaiicuchowej   y  =  --le   +e        Iw  granicach  od 

—0  do  x,==;a?; 

19)  Wyznaczyć  długość  łuku  linii  łańcuchowej:    y  =  —  \eaĄ-e     "  )  w  granicach  od 

=  0  do  X}  =*x. 

20)  Wykazać,  że  powierzchnia  powstała  przez  obrót  linii  łańcuchowej : 

X  X 

«=-—(*    +e       J  około  osi  ar-ów  ma  w  granicach  od  ^=0  do  x,  =x  wartość: 

'-?{-j(«?-"W 

21)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  linii  łańcuchowej : 

x_         _*  ' 

mHL(€a 0         I  około  osi  a;-ów  ma  w  granicach  od  a?1  =  0  do  ar,  =ar  wartość: 


-  696   - 

x  m 

22)  Wykazać,  że  powierzchnia  linii  łańcuchowej  y«— (e    -fe        )   w    granicaci 

xj=0  do  x8  =  x  ma  wartość  -4«=  a1  tang  ©,  gdzie  ©  jest  kąt,   jaki  styczna  w  punkcie 

cowym  linii  łańcuchowej  tworzy  z  osią  ar-ów,  a  odpowiedni  łuk  8  =  a  tang  ?  =  Y/y1— « 

28)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  linii  łańcuchowej: 

X  X 

y  =  —  \e    -\-e        \  około  osi  x-ów  ma  w  granicach  od  Xj  =  0  do  xj=x  wartość: 

r=^H-a»log*±'-), 

gdzie  8  jest  długością  łuku  krzywej  a,  y  rzędną  końcowego  punktu. 

24)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  linii  łańcuchowej : 

X  X 

a  (  a  a\ 

y  =  9  \e   +e        I  około  osi  y-ów  ma  w  granicach  od  xj  =  0  do  x, —o?  wartość: 

K'  =  ah:  {  y  (log  y+*)-28  lo*  yt'+2  (y~°))- 

25)  Wykazać,  że  powierzchnia  bryły  powstałej  przez  obrót  linii  łańcuchowej: 

X  X 

a  (  a  «\ 

V~  2  v    "^e       J  około  osi  y-ów  ma  w  granicach  od  a5j  =  0  do  x,  ==x  wartość: 

F=  2an  {*  log  *+*  -  (y-a)}, 
gdzie  «  jest  długością  łuku,  a  y  rzędną  końcowego  punktu. 

X  X 

d  /    a  a  \ 

26)  Jeżeli  y  =     I  e    +e        Iwykazać,  że : 

^o  ...*  =  f  («*+y  V/y2-^8),  Va...y  -=  *  [(2a»+«i)y-2(a'+x  l/J^T)]. 

27)  Wykazać,  że  pobocznica    bryły,    powstałej    przez    obrót   logary tmiki   y  =  a. 
około  osi  «r-ów  w  granicach  od  x,  =0  do  x 2  =  oo  określa  się  wzorem : 

x 

Znaleźć  posocznice  powierzchni  powstałej  przez  obrót  krzywej:  y=  0(«°  +  f 

28)  około  osi  x  ów  w  granicach  od  x,  =0  do  x2  =  x; 

29)  około  osi  y-ów  w  granicach  od  yt  =  0  do  y8  ==y. 

X  J 

30)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  łuku  linii  łańcuchowej:    y=      («a-j-c        f* 
nicach  od  x,  =0  do  x3  =x  określają  wzory  : 

x  x  x  x  8x  2x 


x| 

c   _ 


V  =- „ 


które  możemy  zastąpić  przez  następujące: 

a{y—a)  1   /        ax\ 

;*  =  *-    ■-—,  T"=i\'+  ;h 

gdzie  x  i  y  są  spółrzędne  punktu  końcowego,  a  s  długością  łuku. 

31)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  (;«,  rJfi)  powierzchni  linii  łańcuchowej: 

X  X 

i/'  -----  4.  (c"+e     "I  w  granicach  x,  -=  0    do    xa  —  x    określają    wzory:     Ca  =  h,     rttt  =  t) 
gdzie  ;,,  r|tf  maja  wartości  w  zag.  36  podane. 
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82)    Wykazać,    że   moment  bezwładności  łuku  linii  łańcuchowej :  y  =  i -^  ea+  e     °  1 
względem  osi  y  ów  w  granicach  od  xx  =.  0  do  x\=*x  wyraża  się  wzorem : 

X  X 

Ia=^{(x*-Vax+2a*)ea-(x*+2ax+2x*)e     '"}. 

33)  Wykazać,   że   całkowita   powierzchnia   cykloidy  #  =  <*(•  — sin  ?),  y  =  a(l  — cos  y): 

34)  Wykazać,  że  długość  łuku  cykloidy  a?  =  a  (©—sin  <p),  y  =  a(l— cos  ?)  w  granicach 

od  ?i==0  do  ¥1=?  ma  wartość:   5«=8asin,~. 

2 

35)  Wykazać,  że  całkowita  długość  cykloidy  as  =  a(«— sin  9),  y  =  a(l— cos?)  równa 
się  ośmiokrotnemu  promieniowi  koła  ruchomego. 

36)  Wykazać,  że  całkowita  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  cykloidy  r=a(f— sin  ©), 
y  =  a(l — cos  »)  około  jej  podstawy  ma  wartość:  V  =  ba%n*. 

37)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  cykloidy  około  stycznej  w  jej 
wierzchołka  jest  równa  a8*8. 

88)  Wykazać,  że  całkowita  powierzchnia  powstała  przez  obrót  cykloidy  »=a(y — sin  9), 

64 
y  =  a(l— cos  f)  około  jej  podstawy  jest  równa  •    a1*. 

o 

89)  Wykazać,   że    środek   ciężkości    pola    cykloidy  x  =  a(y-- sin  f),    y  =  a(l— cosi), 
w  granicach  od  ©j=0  do  ?j=rc  ma    spółrzędne:    Ca=al      +   -),      rja=-^-a. 

40)  Wykazać,    że    środek    ciężkości    całkowitego    pola    cykloidy:    *=»a(?  —  sin  ©), 

y  =  a(l— cos  o)  ma  spółrzędne:    Ca=a?c,    rłfl=A  o. 

b 

41)  Wykazać,    że   środek   ciężkości    łuku   cykloidy   oB  =  a(c— sin  ?),   y  r=a(l— -cos  a), 

4  4 

liczonego  od  punktu  zerowego  do  punktu  najwyższego  ma  spółrzędne:  C*  =  -q-«,    ')*=sB-o. 

42)  Wykazać,    że   objętość    bryły    powstałej    przez    obrót    cykloidy    x*=  a(»— sin  ©), 
y  =  o(l — cos  7)  około  osi  ar-ów  ma  w  granicach  od  <?\=0  do  <pj  =  ©  wartość: 

F=  «*«( -a-  9— ^  sin  o  +  -7-  8*n  2?  +  -q  *in2  ?)» 

(2  ©        1  ©\ 

— COS   0   +  ~n  CO8*  "o  )• 

48)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót   pół   cykloidy   około  osi  «-ów 

fi  82 

ma  wartość:  V=-^aln\  a  odpowiednia  powierzchnia:  Fs=—-a%K. 
&  o 

44)  Wykazać,  że  powierzchnia  cykloidy  a5  =  a(?— sin  ?),  y  =  a(l— cos  ?)  ma  w  grani- 
cach od  xi=0  do  xi=x  wartość: 


[  =•  a1  (y  *~~2  8in  *  +  T  sin  2*)- 


45)  Wykazać,  że  powierzchnia  zawarta  między  cykloidą  x  =  a (?— sin  ?),  y  =  o(l  —  cos  9, 

8 
osią  x-ów  i  cięciwą  koła  ruchomego  odpowiadającą  kątowi  ¥>  ma  wartość:  A  =  —  aJ(y— sin  V). 

46)  Wykazać,  że  długość  łuku  zwyczajnej  epicykloidy: 

Dl    f  P    I    r 

x  =  (J*-|-r)co8  V— r  cos  — ^"—  9>,       y  =  (#+r)  sin  y—r  sin  ^H-  c>, 

w  granicach  od  ^1  do  T%  ma  wartość: 

4r/TłI    w        R  R      x 

*  —  £  (/?+r)  (C08  2r  *ł  ""°0S  2^  **)' 

47)  Wyprowadzić  równanie  epicykloidy  zwyczajnej  w  przypadku,  gdy  R~r=*a  i  wy- 
kazać, że  ta  epicy kloida  ta  jest  kardioidą. 

48)  Wyprowadzić  równanie   hypocyklóidy   zwyczajnej  w  przypadku,   gdy  a  =  r  =  — 
i  wykazać,  że  ta  hypocy kloida  jest  astroidą. 
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49)  Wyprowadzić  równanie  hypocykloidy  ogólnej  w  przypadka,  gdy  r  =  —  wykazać, 
że  hypocykloida  ta  jest  elipsą  o  półosiach  r|ai  r—a. 

60)  Wykazać,  że  hypocykloida  w  przypadku  a  =  r  =  -=-  jest  linią  prostą,  a  miano- 
wicie  średnicą  koła  podstawowego. 

51)  Wykazać,  że  łuk  epicykloidy  zwyczajnej  zawarty  miedzy  dwoma  punktami  zwrotu 

Ar  Ar 

ma  wartość:   s=  —  (R+r\  a  odpowiedni  łuk  hypocykloidy  zwyczajnej:  a  =  — (#— r). 
■**  «** 

52)  Wykazać,  że  powierzchnia  epicykloidy  zwyczajnej  zawarta  miedzy  promieniami 

a1* 
dwóch  sąsiednich  punktów  zwrotu :  A  =  —"  (BR— 2r). 

68)  Wykazać,  że  promień  krzywizny  w  astroidzie  xtU-\-y*U  =  «*/•  ma  wartość: 

64)  Wykazać,  że  powierzchnia  zawarta  miedzy  traktrysą  o  długości  stycznej  równej  a 

.   .         A      a** 
a  jej  asymptotą:    A=s— . 

55)  Wykazać,  ze  długość  traktrysy  od  wierzchołka  do  pewnego  y  ma  wartość: 
8  -»  a  log  — . 

y 

56)  Wykazać,  że  całkowita  powierzchnia  bryły  powstałej  przez  obrót  traktrysy  około 

jej  asymptoty  ma  wartość:    F  =  Aa%x. 

2a       9> 
67)  Wykazać,  że  powierzchnia  krzywej:  r  =  — .  -:  —  ma  w  granicach  od  ^=0  do 

^i  =  —  wartość :  A  =  —  log  2. 

Ł  TC 

58)  Wykazać,  że  powierzchnia  spiralnej  Archimedesa:  r  =  av  w  granicach  od  ^=0  do 

TC  tj3 

q>  =  _-  ma   wartość :    ul  =  -^  ał. 

59)  Wykazać,  że  powierzchnia  krzywej  r  =  ea<p  zwanej  spiralną  logarytmiczną  w  gra- 
nicach  od  rx  do  r  ma  wartość  Art...rt  =      a-—- 

60)  Wykazać,  że  spiralna  hiperboliczna :  r  =  —  ograniczona  promieniami  r,  i  rs  two- 
rzy powierzchnię:  A  =  --(rl—ri). 

61)  Wykazać,  że  spiralna  Archimedesa  r=»av  ma  w  granicach   od   *,=0  do  ?j  =  ? 

łuk :  a  «  [*>  Y/l+y*  +  log (HVl+**)]- 

62)  Wyznaczyć  długość  łuku  krzywej  r  =  ae*  (spiralnej  logarytmicznej)  w  granicach 
od  9>j  =0  do  *,  =  ¥>. 

•  63)  Jaką  jest  długość  łuku  krzywej    r  =  aeip  w  granicach  od  9t  =  —  od  do  Vt  «=0. 
64)  Wykazać,  że  powierzchnia  spiralnej  Archimedesa  o  równaniu :  r  mm  —  ma  w  gra- 

OK 

nicach  od  9>,  do  *i  wartość:   4— g^fo1— **^>  ft  odP°wieom  łuŁ: 


a 

?4tc 


hvi+v-„vT+V  +  .»«rg^;]. 


66)  Wykazać,  że  powierzchnia  spiralnej   logarytmicznej  *•=»<**   w   granicach  od  f\ 

do  V*  ma  wartość :    A  = r . 

4      log  a 

66)  Wykazać,  że  łuk  spiralnej  logarytmicznej  rm*aP  ma   w   granicach   od  9X  do  f i 
długość-    8  =  \/i+(l0gayt.!^±. 

67)  Wykazać,  że  powierzchnia  spiralnej  n-go  rzędu  r  =  a<P*  ma   w   granicach  od  f j 

do  V%  wartość:    A  =  ~  ~ r? 

2  #•+! 
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68)  Wyznaczyć  podstyczną   biegunową  spiralnej    Archimedesa  r  =  a7>. 

69)  Wyznaczyć  pods tyczną   biegunową    spiralnej    hyperbolicznej  r  =  — . 

1 

70)  Wyznaczyć  podstyczną  biegunową  spiralnej  logarytmicznej  :  r  =  b.ea. 

71)  Wykreślić  krzywą  r=  i  wyznaczyć  jej  podstyczną  biegunową  7'  i  odległość 
itycznej  od  bieguna. 

72)  Wykreślić  spiralną  o  równaniu  9>\/2ar— r'=&  i  wykazać,  że  koło  o  promieniu  2a 
it  jej  kołem  asymptotycznem,  a  biegun  jest  punktem  asymptotycznym. 

78)  Wykreślić  spiralną  r  =    a  — -  i  wykazać,  że  ona  ma  dwie  asymptoty  nachylone 
» osi  biegunowej  pod  kątami  y  =  -|-l  i  y=— 1  i  koło  asymptotyczne  o  promieniu  a. 
Wyznaczyć    promień   krzywizny:    74)  kardioidy:    r  =  a(l— cos  y),     75)   lemniskaty: 

l=«'cos29>,    76)  spiralnej  Archimedesa:  r  =  a<P,    77)  spiralnej  logarytmicznej  r  =  — . 


Rozwiązania  XLIII: 

1)  ^-Mlog^-lWlog^-l]  2)  Ą...,  =  \/I+^-  \/2  +  log  ~^t^,. 

l+Vl+xł 

lx  2x 

_  _  _  X  * 

'—!(•"-•    ")•    *"-?•    18M  =  a\/y,::^-  19)  ą„«-|  («•-•""). 

Jar  Ic  ar  ar  x  x 

i ?{£(«"- •    ")  +  **}.  *)} «(a»»+« («"— ~  *)  - «'(«a+  •"  '")}. 

ią._jr  =  o\/2(«,,-l).  68)  5_....0=aV/*2.  68)2"=—.  70)2  =  «r. 

r(«a+ri)»/, 
f Ti • 


Literatura.  G.  Sal  mon:  Analytische  Geometrie  der  httheren  ebenen  Curven;  deutsch 
trbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Fiedler.  Leipzig  1873.  Dr.  F.  Gregory:  Examples  of  the 
icesses  of  the  differential  and  integral  calculus.  Cambridge  1891. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Linia  łańcuchowa,  jej  własności  i  uogólnienia. 

2.  Cykloidy  i  ich  uogólnienia. 

3   Linie  spiralne  i  ich  własności. 


Wykład  XLIV. 

Zastosowanie  całek  określonych  do  krzywych 
przestrzennych  i  powierzchni. 

1*  Równania  krzywej  przestrzennej.  Dwa  równania  między  trzema 
zmiennemi  x,  y,  z  kształtu  ogólnego: 

/ifo  jr,  i)-0,   /2(*,y,*)-0  (l) 

przedstawiają  jako  równania  jednoczesne  zbiór  punktów  wspólnych  dwom 
powierzchniom,  z  których  jedna  odpowiada  równaniu  /i(«,  y,  *)=*(),  druga 
równaniu  /2(s,  y,  *)=(),  a  zbiór  ten  określa  pewną  krzywą  w  przestrzeni, 
jako  przekrój  dwóch  powierzchni. 

To  znaczy :  Dwa  równania  niezależne  o  3-ch  zmiennych  określają  w  ogólności 
pewną  krzywą  przestrzenną  i  nawzajem  każdej  krzywej  przestrzennej  odpowiadają 
dwa  równania  od  siebie  niezależne. 

Za  pomocą  tych  dwu  równań,  zwanych  równaniami  krzywej  przestrzen- 
nej, możemy  wyprowadzió  szereg  innych  powierzchni,  przez  tę  krzywą  prze- 
strzenną przechodzących.  Mianowicie  wszelkie  równanie  kształtu: 

f1(x,y,z)+Xf2(x,y,z)=0  (2) 

gdzie  X  jest  dowolnym  spółczynnikiem,  przedstawia  powierzchnię,  przecho- 
dzącą przez  krzywą  przestrzenną,  określoną  równaniami: 

/i(*>y>*)=0,    /i(*iJfi  *)-o. 

Spółrzędne  a?,  y,  z  punktów,  czyniące  zadośó  danym  dwu  równaniom 
spełniają  bowiem  zarazem  i  równanie  (2). 

Mając  do  rozporządzenia  parametr  X  możemy  go  tak  obrać,  aby  w  równa- 
niu (2)  znikła  jedna  zmienna  np.  raz  zmienna  x1  drugi  raz  zmienna  y,  tym 
sposobem  możemy  dane  dwa  równania  krzywej  przestrzennej  zastąpić  dwoma 
innemi  równaniami  kształtu : 

Ft{*,  J0-O,     F2(x,  j)-0,  (3) 

które  uważane  za  równania  o  3-oh  zmiennych  x,  y,  z  przedstawiają  dwie 
powierzchnie  walcowe,  jedną  o  równaniu  Ft(xf  y)—0,  prostopadłą  do  płaszczy- 
zny XOY}  drugą  o  równaniu  I2(x}  *)«0  prostopadłą  do  płaszczyzny  X0Z. 
Równania  te  uważane  jako  równania  o  dwu  zmiennych  przedstawiają  rzuty 
ortogonalne  danej  krzywej  przestrzennej,  a  to,  pierwsze  równanie  F^y)^ 
określa  jej  rzut  (poziomy)  na  płaszczyznę  X0F,  drugie  równanie  F2(x,  z)-^ 
jej  rzut  (pionowy)  na  płaszczyznę  XOZ. 
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Krzywa  w  przestrzeni  może  być  wyznaczona  dwoma  rzutami,  które  wy- 
czają  jej  położenie  w  przestrzeni,  jako  krzywą  przenikania  dwóch  po- 
rzchni   walcowych  rzucających,  o  dane  rzuty  opartych. 

Przedstawiając  te  równania  w  formie  wyraźnej  otrzymujemy  zatem 
niania  kształtu: 

y=c>(:r),    *=#(*)  (4) 

co  równania  krzywej  przestrzennej.  Równania  te  możemy  zastąpić  trzema 
■nianiami  o  dowolnym  parametrze  /,  w  postaci : 

*-/(<)»   y-v(0i   *=-W)  (6) 

óre  nazywamy  równaniami  parametrowymi  krzywej  przestrzennej. 
Częstokroć  używa  się  przy  przedstawianiu  krzywych  przestrzennych 
tmiast  spółrzędnych  prostokątnych  x,  y,  z  punktu  P  spółrzędnych  wal- 
rwych,  jakiemi  są  spółrzędne  biegunowe  na  płaszczyźnie:  r,  g>  i  wysokość  z. 
amy  tedy: 

as-=rcosc>,    y=r  sin  c>,     z=z, 

równania  parametrowe  krzywej  przestrzennej  w  spółrzędnych    walcowych 
nedstawiają  się  w  postaci : 

r-/i(0.     »-/,(*),     #-/.«  (6) 

Przy  użyciu  spółrzędnych  sferycznych  r,  0,  qp  mamy : 

£=rco8  Osin  q>,     y  =  r  sin  Osin  q>,     xr  =  rcosc>, 

wnania  parametrowe  krzywej  przestrzennej    w    spółrzędnych    sferycznych 
nedstawiają  się  tedy  w  postaci: 

r-JPtf),     9-F%(i),    <p=Fz(t).  (7) 

2.    Linia  śrubowa  na  walcu  kołowym  jako  typowy   przykład    krzywej 
nestnennej.  Linię  śrubową  opisuje  punkt,  który  tak  porusza  się  na  walcu 

kołowym,  że  jego  odległość  od  podstawy  walca  jest 
proporcyonalną  do  kąta  obrotu,  jaki  wykonywa  jego 
rzut  na  podstawę  walca   około  osi   tego  walca. 

Przyjmijmy  oś  OZ  jako  oś  walca  kołowego 
o  promieniu  r,  to  równanie  takiego  walca  kołowego 
przedstawi  się  w  postaci:  x2+y2— r2.  Wysokość  z 
punktu  ruchomego  ma  być  proporcyonalną  do  kąta  % 
opisanego  w  czasie  ruchu  przez  jego  rzut  na  pła- 
szczyznę XOY,  będzie  zatem  z=ci(p,  a  że: 

v  y 

tang  c>=      ,    a  więc:  qp  =  arc  tang       , 
x  x 


przeto : 


z=a  aretang 


V 


Mamy  więc  dwa  równania: 


czyli : 


x2  +  y2=r2,     z=a  arc  tang 
x'1  +  y2  =  r21      y=x  tang 


(8) 


Fig.  170. 


jako  szukane  równania  linii  śrubowej  (fig.  170).  Pier- 
wsze przedstawia  walec  kołowy,  drugie  powierzchnię; 
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zwaną  powierzchnią  śrubową,  powstałą  przez  ruch  prostej-  posuwającej  się 
po  osi  *-ów,a  zarazem  obracającej  się  około  tej  osi,  tak,  że  jej  przesunięcia  są 
proporcyonalne  do  wielkości  obrotu. 

Linia    śrubowa    występuje    tu    zatem   jako    przekrój    walca    kołowego: 

a;2-f y2=*r2,  z  powierzchnią  śrubową:  y=a?tang — . 

Z  tych  dwu  równań  znajdziemy  rzuty  linii  śrubowej  na  poszczególne 
płaszczyzny  rzutowe  w  postaci : 

x*+y2*=r2,    x=rcos — ,     y=rsin — . 

Wprowadzając  parametr  ł= — ,     otrzymujemy    parametrowe    równania 

linii  śrubowej  w  postaci: 

s— rcosż,    y=r  sin  l}    z*=at.  (9) 

3.  Rektyflkacya  krzywej  przestrzennej.  Element  ds  łuku  s  krzywej  wy- 
znacza odległość  dwu  punktów  krzywej  po  sobie  następujących,  a  więc  pun- 
któw P(x,  y,  z)  i  Q(x+dx,  y  +  dy,  s+dz),  określoną  wzorem: 

ds^dx2+dy2+di\ 
Jeżeli  krzywa  przestrzenna  dana  jest  równaniami : 

y=c)(x),    *— tf*}, 
wtedy  mamy :  dy=*f'(x) .  dx1     dt^ip^z)  &xi 

zatem:  as=^\  +  ^ +  ^dx^l  +[tp\x)f+[tp\x)ydx. 

zatem  długość  łuku  krzywej  zawartego  między  punktami  A  i  B,  którym 
odpowiadają  odcinki  xi=a1  x2*=b  przedstawi  się  wzorem: 

5=  [hyi+[<P'(*)]2+[nx)]%  dx.  (10) 

Jeżeli  krzywa  przestrzenna  dana  jest  trzema  równaniami  w  postaci: 
*-/«),     y-»Wt    *-lK')i 

wtedy  otrzymamy  wzór :      ^=^V(^)'+  (*)*+  (%)%  •  *. 

czyli:  [htf'(t))2H9\t)]2+mWM,  («) 

podający  długość  łuku  w  granicach  od  t=tt  do  t=tź. 

4.  Uwaga*  Jeżeli  krzywa  przestrzenna  odniesiona  jest  do  spółrzędnych  walcowych 
a?t  y,  z,  wtedy  mamy:  a?  =  r cos  V,  y  =  r  sin  V,  z=z, 

zatem :  d a  =  —  r  sin  V dy+cos  <Pdr ,  dy  =  r  cos  V  dyĄ-sin  V dr,    dz  =  dz} 

zatem :  da*  =  dx*+dy*+dz*  =  dr^r*  d<P%Ą-dz\ 


zatem :  ds  =  \/dr*+r*  d<P*+dz*  =  s  §**  V{^l+r*+(^*  dvy 

jeżeli  T  uważamy  za  zmienną  niezależną. 

Jeżeli   krzywa   przestrzenna   odniesiona  jest   do    spółrzędnych    sferycznych  r,   B,  f, 
wtedy  mamy: 

x  =  r  cos  0  sin  9\  y  =  r  sin  0  sin  *>,  z  =  r  cos  *>, 
dx  =  r  cos  0  cos  *>  d<p—r  sin  0  sin  V  40+cos  0  sin  V  tfr, 
dy  =  r  sin  0  cos  *>  df+r  cos  0  sin  9>  d0+sin  0  sin  9  dr, 
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<fe>: 


dz  »  —  r  sin  9  <fr>+cos  V  <fr\ 
s  da:«+dy  1+ <fci  —  rł  <ft>»+r  J  8in»  y  d&Ą  dr\ 

ds  =  y/r»  dv*+r*  sin*  ¥>  <*e*+«*r* , 


-£f'+-<°"(£)'+(£J'*- 

5.  Przykłady,  a)  Rektyftkaeya  linii  śrubowej :  *  =  rcos<,  y  =  rsint,  *=a*.  Mamy  tu 
dx=  —  rBint.dt,    dy  =  r  cos  t.dt,    dz  =  a.dt, 
*atem :  ds  =  V/r»sinł<+racos»<+as.  dt  =  Y/H+^fc, 

£)  Bektyfikacya  krzywej  przestrzennej  określonej  równaniami,: 


1/  •=  —  x 
y       2 


»     2  =  - 


Mamy  tu: 


dy  =  xdx,    <&  =  — z3  dv, 


<b»=.(l+*»+-i- *»)<**»  = 


.(!+-£- *»)><**>, 


zatem  otreymujemy  dlugofó  łuku  w  granicach  od  *,«- 0  do  *,  =*  w  postaci: 


■J>4 


051)(ter>ear+- 


czyli : 


=  *+*! 


gdzie  x,  y,  z  są  spół rzędne  końcowegomi  punktu  krzywej. 

6.  Komplanacya  walca  rzucającego  krzy- 
wą przestrzenną.  Przypuśćmy,  że  krzywa  prze- 
strzenna określona  jest  jako  przekrój  walca 
o  równaniu:  y=c>(x)  i  powierzchni  o  równaniu: 
*— f(*i  »)•  Element  dF=PQPQ',  powierzchni 
tego  walca  możemy  uważać  za  prostokąt  o  pod- 
stawie PQ',  który  jest  elementem  łuku  krzy- 
wej :  y=f(x)  i  o  wysokości: 

PP-g-ffa  <p(x)]=tp(x), 

zatem  :  dF~g A— jyi+y7* ***=* *(*)Y  1  +  [<p\x)Y **, 

wobec  tego  otrzymamy  powierzchnię  walca  w  granicach  od  x=xi    do   x=x2 

określoną  wzorem: 


"X. 


(12) 


7.  Kubatura  powierzchni  dowolnych.  Obliczauie  objętości  bryły  ogra- 
niczonej powierzchnią  o  równaniu:  F(a?,  y,  *)«0  nazywamy  kubaturą  tej 
powierzchni.  Obliczenie  to  możemy  wykonywać  albo:  1)  za  pomocą  całki 
pojedynczej,  albo:  2)  za  pomocą  całki  podwójnej,  albo:  3)  za  pomocą  całki  po- 
trójnej. W  pierwszym  przypadku  wyobrażamy  sobie  objętość  V%  którą  mamy 
wyznaczyć,  podzieloną  na  elementa  bryłowe  nieskończenie  małe  rzędu  pier- 
wszego dV}  t.  j.  na  takie  elementa  trójwymiarowe,  których  jeden  tylko  wy- 
miar jest  nieskończenie  mały ;  w  drugim  przypadku  wyobrażamy  sobie  obję- 
tość V  podzieloną  na  elementa  nieskończenie  małego  rzędu  drugiego  d2  V, 
t.  j.  na  takie  elementa  trójwymiarowe,  których  dwa  wymiary  są  nieskończe- 
nie małe;  w  trzecim    przypadku  wyobrażamy    sobie    objętość    V  podzieloną 
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na  elementa  nieskończenie  małe  trzeciego  rzędu,  t  j.  na  takie  elementa  trój- 
wymiarowe, których  wszystkie  trzy  wymiary  są  nieskończenie  małe. 

Elementami  przestrzennymi  trójwymiarowymi  a  nieskończenie  małymi 
rzędu  pierwszego  są  np.  1)  warstwy  walcowe  o  podstawie  y*n}  a  o  wyso 
kości  dx,  a  więc  o  wielkości:  dV*=*ny*dx,  albo  pierścienie  kuliste  o  promie- 
niu r,  a  o  grubości  dr}  a  więc  o  wielkości;  dV=4r2n  .dr  i  t.  p. 

Elementami    bryłowymi    nieskończenie    małymi    rzędu    drugiego  są  np. 
1)  graniastosłupy  o  podstawie  prostokątnej  o  powierzchni  dx dy,  wysokości* 
a  więc  o  wielkości:  d%V*=zdxdy1   2)  graniastosłupy  o  podstawie  w  kształcie 
wycinka  pierścienia  kołowego  o  powierzchni  rdę .  dr,  a  wysokości  £,  a  więc 
o  wielkości:  d*V=zrdq>dr. 

Elementami  nieskończenie  małymi  rzędu  trzeciego  są  np.  graniastosłupy 
o  wymiarach  dx}  dy,  de,  a  więc  wielkości  d*V=dxdyde. 

8.  Zastosowanie  całek  określonych  pojedynczych  w  kubaturze  powierz- 
chni. Niech  będzie  F(x,  y,  *)=0  równaniem  powierzchni,  wtedy  element  dT 
objętości,  zawarty  między  dwiema  płaszczyznami  prostopadłemi  do  osi  a>ów 
w  odstępie  dx  otrzymuje  wartość:  dV±=A9dx}  gdzie  Ax  przedstawia  wiel- 
kość przekroju  powierzchni  F(xiy\e)^0  płaszczyzną  równoległą  do  ZOY 
w  odstępie  x.  Znalazłszy  powierzchnię  Aa  jako  funkcyę  zmiennej  x,  otrzy- 
mujemy : 


A  *Asdx} 


wzór  przedstawiający    objętość    powierzchni    zawartą    między    dwiema  pła- 
szczyznami prostopadłemi  do  osi  x-ów  w  miejscach  xx  i  x2. 
Analogicznie  otrzymujemy  wzory: 


gdzie  Ay  i  As  przedstawiają  wielkości  przekrojów  prostopadłych  do  osi  y-ów 
i  *-ów. 

9.  Zastosowanie  całek  podwójnych  w  kubaturze  powierzchni.  Niech 
będzie  $=/(#,  y)  równaniem  powierzchni,  natenczas  używając  elementów  nie- 
skończenie małych  rzędu  drugiego  w  postaci  graniastosłupów  o  objętości: 
d2V=*adxdy  otrzymamy  na  wyznaczenie  objętości  wzór: 


F=  [*  C*  *dx  dy-  [**  {*/(*,  V)  dxdy  (13) 


gdzie  granice  całkowania  są  wyznaczone  przekrojem  powierzchni  *=/[$,  y) 
płaszczyzną  X0T  czyli  krzywą  f{x,  y)«0,  względnie  zależą  od  ograniczenia 
objętości  wyznaczyć  się  mającej  za  pomocą  walca  opartego  o  płaszczyznę  X0Y. 
Jeżeli  powierzchnia  daną  jest  równaniem  F  (a?,  y,  *)=0,  a  chodzi  o  obję- 
tość bryły  powierzchnią  ograniczonej,  wtedy,  przyjmując,  że  każda  prosta 
równoległa  do  osi  £-ów  przecina  powierzchnię  w  dwu  punktach  o  wysoko- 
ściach 0i  i  j&2,  otrzymamy  dwie  objętości,  których  różnica  daje  żądaną  obję- 
tość w  postaci: 

{)dxdy. 


C *2  Cv* 
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Granice  całkowania  określa  tedy  walec  styczny  do  powierzchni  F(x}  y,  *)=*07 

którego  krzywa  styczności  określona  jest    równaniami  F(x}  y,  *)«0,    -7-— 0, 

oz 

z  których  po  wyrugowaniu  zmiennej  e   otrzymujemy    równanie:    <p(x,  y)=0, 

jako  równanie  jej  rzutu. 

10.  Zastosowanie  całek  potrójnych  w  kubaturze  powierzchni.  Rozkła- 
dając daną  powierzchnię  na  elementa  nieskończenie  małe  trzeciego  rzędu  w  po- 
staci: dz P=  dx dydg,  otrzymujemy  objętość  V  określoną  całką  potrójną: 

V—[*\*\Hd*tydit  (14) 

J*x  Jyt  ^*i 

gdzie  granice  całkowania    wynikają    z    równania    powierzchni    F(x,  y,  ^r)=0. 

Przy  użyciu  spółrzędnyoh  sferycznych  r,  e,  c>,  otrzymujemy  wzór: 

— .     Cr*  f  ©i  Cv* 

F=\     \      \     r*ain8drd8d(p.  (16) 

Jeżeli  równanie  powierzchni  w  spółrzędnych  sferycznych  przedstawia 
się  w  postaci  r=/'(6,  <p),  natenczas,  przyjmując,  że  początek  układu  O  znaj- 
duje się  wewnątrz  szukanej  objętości,  otrzymujemy  ze  względu  na  to,  że: 

objętość  w  postaci  całki  podwójnej : 

F-4-  \e*  ("'  r3  sin  B  dQd<p,  (16) 

odpowiadającej  podziałowi  szukanej    objętości   na  stożki  z   wierzchołkiem  0, 
o  podstawie:  r2sin  SdSdq>  i  wysokości  r. 

Całą  objętość  w  granicach  od  ^=0  do  c)2=2jr  i  od  e^O  do  &%=n 
podaje  tedy  wzór: 

1    f  2*        Cn 

7«— \    dc>J    r3 sin© de.  (17) 

Cc'        1/'        2?' 

U.  Przykłady,  a)  Kubatura  ellipsoidy:  —j  +  w*  + -j  =»  *•  Przekrój  ellipsoidy  prosto- 
padły do  osi  OZ  w  odległości  z  od  początku  układu  (fig.  172)  jest  ellipsą : 

_£ i 


której  powierzchnia:  ^g  =  xa&(l j).    Objętość  war- 

stwy  ellipsoidalnej   w   granicach    od    z=zx  &o  z  =  z^ 
przedstawia  się  zatem  wzorem : 

czyli:         ni...^  =  «&n[(Sł-i8l)-i-^=^]. 
Przyjmując  «|=0f  *j=s,  otrzymujemy  stąd: 

Fo....  =  ab .  {*-  ^}  =  «6**(l- 1  *), 

2 

skąd  dla  2  =  c  wypływa:   Fo...c  =  aJxc.  — e,    a    stąd   objętość   całej    ellipsoidy   trój  osiowej  : 

'=s-crabex.    Objętość  ta  wyraża  się  za  pomocą  całki  podwójnej  wzorem: 

Dr.  Dshrttski.  Wyki.  matem.  L  Tom  U.  45 


—  706 


>-S 


*-m;s0  "yi-s-s**-*** 


a  za  pomocą  całki  potrójnej  wzorem: 


F==4\     \  l  dxdydz 


as1 


3 


afreK. 


?)  Kubatura  hyperboloidy  o  jednej  powłoce :  ^  +  ^  -  ^  —  t.    Przekrój  powierzchni 


2 

prostopadłej  do  osi  OZ  w  odstępie  *  (fig.  173)  jest  ellipsą 

2' 


której  powierzchnia:  4*«*ff&*(l+^j.  Objętość 

warstwy  hyperboloidalnej    będzie  więc  wyzna- 
czoną wzorem: 

rH...H  -  «&*£  (1+  g)  <**«  ***  \l  (*+  £)- 

czyli :      rv„  ^  =  «6  jc  {(*,-*i)+  3^,  (%•-«! s)  }• 
Przyjmując  ^=0,  *,=**,  otrzymujemy  stąd: 

4 
skąd  dla  s  =  c  wypada:    Fo  ...«=-«- «&«*• 

T)  Kubatura  hyperboloidy  o  dwu  powłokach:  ^-^-^  =  1.  Przekrój  prostopadły 
do  osi  x-ów  w  odstępie  x  (fig.  174)  jest  ellipsą: 

-S-)  "(5-0 

której  powierzchnia   A*  =  &ćk(^j  —  lj.   Objętość 
warstwy  w  granicach  x^  i  «j  będzie  zatem: 

r„  .....  =  *.£  g  -l)  to  -  6cn£  (£  -), 
czyli :     F*, ... *,  =  ben  {*»  "f1 fo  -*j  )}• 


•Fig.  178. 


Przyjmując  as^a,  04=*,  otrzymujemy". 

F«...«  =  &c*p]^r-  -  (*-*)}  = 

*=bcK  (x-a)  [ 2? T 


Fig.  174. 


Dla  *=2a  wypływa  stąd:  Fa .«!•»* y •*"■ 
8)  Kubatura  parabololdy  ellipty  cznej :  ^  +  ^  =  2*.    Płaszczyzna  prostopadła  do  osi 
*-ów  w  odległości  s  od  początku  układu  (fig.  175)  przecina  ją  podług  ellipsy:  2^  +  3^' 

której  osie  są  a\/23  i  &Y/2«,  więc  powierzchnia  przekroju: 

Az  =  aV/2i .  &y/2s  .  Tc  =*=.  2adrc*. 
Objętość  warstwy  tejże  paraboloidy  ellipty  cznej  przedstawia  się  zatem  wzorem: 

VZx ...  ł  =  2ab  tc  I     ar  dz  =  ad*  (sił— *i '), 

ożyli:  F=a&TB  fo+*i)(*i  — 2^). 
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Kładąc    jg%—zx=sh   i   uwzględniając,  że   2abizz1=*  At,    2abnzl—  Ax    przedstawiają  po- 
chnie  przekrojów :  górnego  w  wysokości  2j  i  dolnego  w  W3'Sokości  zx ,  otrzymamy  po- 
wyższy wzór  w  postaci:    V=(Al+Al)—. 

Dla  zx  =  0,    z7  =*=  z, 

otrzymamy : 

Vo ...  f  =  ab  z1,  k,  czyli: 

z  z 

Vo...t=2abi:z.—  =  A  .  -^ . 

c)  Kubatura  para- 
boloidy  hyperbolicznej : 

S-Ji883*'  Paszczy- 
zna  prostopadła  do  osi 
x-ów  w  odległości  x  od 
początku*układu  (fig.  176) 
przecina  powierzchni ę"po- 
dług  krzywej : 


Fig-  175. 


Fig.  176. 


Powierzchnia  przekroju  wzniesionego  nad  płaszczyzną  X0Yt  otrzymuje  tedy  wartość: 
4  4   **     b  .  2   &     3 

Objętość  warstwy    tejże    paraboloidy  hyperbolicznej  przedstawia  się  zatem  wzorem 
Dla  *i=0,  x^  =  ar,  otrzymujemy  stąd: 


2ft    *, 

Sa3  #  ~~ 


*-a 


Fo...*  = 


8a3*  4 


2  6     ,    x 

SB3  . 

3  a3         4 


czyli:   Fo...a 


13.  Komplanaejra  dowolnych  powierzchni.  Niech  będą  x,  y,  s  spółrzędne 
mktu  P,  zaś  x±dx,  y+dy,  z+dz  spółrzędne  sąsiedniego  punktu  Q  (fig.  177),  po- 
erechni  *=/(#,  y)  Przeprowadzimy  przez  punkta  Pi  C  po  dwie  płaszczy- 
zny:  jedną  równoległą  do  XOZ,  drugą  do  YOZ, 
to  płaszczyzny  te  ograniczą  na  danej  powierz- 
chni element  czworokątny  PQ}  którego  rzut 
na  płaszczyznę  X0Y  będzie  prostokątem  1J,Q* 
o  powierzchni:  d2J=dxdy.  Element  FQ  po- 
wierzchni mieści  się  na  płaszczyźnie  stycznej 
punktu  P(art.  6  str.  608),  t.  j.  na  płaszczyźnie: 
p(X-x)  +  q(Y-!f)-Z-*, 
dz  dz 


p=Tx> 


gdzie : 

i  otrzymuje  wartość 


Jtiri     dxdy       .   . 

dAF= — ,  gdzie  yiest 

cos  y    &  '  J 


cos  y*» 


kątem,  jaki  ta  płaszczyzna  tworzy  z  płaszczy- 
zną XOY.  Mamy  tedy : 

._ -,  zatem  otrzymujemy:  d2F=dxdy  .^p2+q2+], 

W2+q2+l 

bfir  podający  element  pobocznicy  danej  powierzchni.  Stąd  otrzymujemy  wzór 
£  komplanacyą  powierzchni  w  postaci  : 

F=\'*\Xlp2  +  q2  +  l.dxdy1 


►li: 


MMSR3' 


+  l.tfx<fy, 


(18) 
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gdzie  granice  całkowania  zależą  od    ograniczenia   rzutu    powierzchni,  która 
ma  być  obliczoną. 

Zamiast  elementu,  którego  rzut  na  płaszczyznę  XOY  jest  prostokątem 

o  powierzchni  dxdy>  możemy  niekiedy  z  korzyścią  przyjmować  na  danej  po 

„  wierzchni    *=/(£,  y)    takie    elementa,    których 

-  rzuty    przedstawiają  się   w   postaci  wycinków 

pierścieni  (fig.  178)  o  powierzchni rdq> .  dr,  gdzie: 

x-*r  cos  c>,    y «=r  sin  q>. 
W  takim  razie  otrzymujemy   wzór  komplana- 

-A  cyi  w  postaci :  -P=  \     \    — - — .  (19) 

r  Jr.Jy,    cosy 

Niekiedy  upraszcza  się  rachunek  wskutek 

wprowadzenia  spółrzędnych   sferycznych  r,  p, 

#  określonych  wzorami: 
Fig.  178.  .  ,  •  •      fc 

Wzór  na  komplanacyę  powierzchni  otrzymuje  w  takim  razie  kształt: 


MXrdy*V'"in'"+(!)'"in'y+(#)'- 


(20) 


18.  Przykłady,  a)  Komplanacya  kuli:  x*+y*+g*  *=  a*. 


Mamy  tu: 
ożyli : 
przeto  wzór: 


x  dx+y  dyĄ-z  dz  =  0, 
dz  = o*—  —  ay,  a  więc:  —  = 


te 
adxdy 


'-ccys5+?**-ci:»^ 


Dla  jednej  ósemki  kuli  (fig.  179),  otrzymujemy 
zaczynając  całkowanie  od  zmiennej  y,  granice  yi=0.j 
y>=V/o2— »ł,  a  następnie  *i=0,  a^=a,  zatem: 

A  że: 


'o*o 


adxdy 
V/aa— *»— ii 


,V^e2— »■ 


^Vtf    *         <*y         =  ™      *y  __ 
Jo  Y/ał-s*-y*      JoY/p^" 


zatem 


as 


?       .   y     * 

arcsin-r-^-ot 
o  P      * 

'  2  ' 


Fig.  179. 


Powierzchnia  całej  kuli  jest  zatem: 


Gdybyśmy  chcieli  całkować  najpierw  podług  x,  a  potem  podług  y,  wówczas  mieli- 
byśmy przy  ósemce  kuli  dla  zmiennej  *  granice  xt«0,  os,  =~  V**— y*  >  a  dla  y  granic* 
yl==  0,  yi  =  a,  a  więc  wzór : 

f_.CC  ,      y     — —  \    dy  \       , «  \    ady     arc 9in  —  =  „- \  *y *=  -y 

P)  Komplanacya  powierzchni  xy  =  az.  Przekroje  tej  powierzchni  płaszczyznami  rowu* 
ległemi  do  ZOX  i  ZOY  są  liniami  prostemi,  a  powierzchnia  sama  paraboloid*.  hypert* 
liczną.  Mamy  tu: 


o*< 


y   ,    .    x   ,        d*       y       da?       * 
:-*-(**+  —  oy.    1-  =  —  ,    -r  =  — »   więc: 
a      ^  a    *ł    d*       a1    óy       a1 
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m:kv^5-*- 


Ograniczając  powierzchnię  płaszczyzną  równoległą  do  ZOF  w  odstępie  OA  =  *\  rów- 
Igłą  do  ZOX  w  odstępie  OB  =  p,  otrzymamy  rzut  tej  części  powierzchni  na  płaszczyznę 

X0Y  w  postaci  prostokąta  o  bokach  a  i  p,  zatem: 

Gdybyśmy  daną  powierzchnię  ograniczyli  jej 
przekrojem  z  powierzchnią  walca:  xt-\-y*  =  c',  tedy 
przedstawiłby  się  rzut  tej  części  powierzchni  na  pła- 
szczyznę XOY  jako  koło  o  promieniu  c  (fig.  180). 
Element  powierzchni,  którego  rzut  na  XOY  jest  rdvdr 
otrzymuje  tedy  wartość: 


Fig.  180. 


d*F 


-y»s 


+  ^rd<Pdr  = 


a*  a 

kie  r,  =  «:,+y,. 

Zatem  powierzchnia  rzucająca  się  jako  koło  o  promieniu  c  ma  wielkość: 


r  dv  dr, 


*"  Cc  V<**+t 


■=nc 


więc: 


C2nd9>Cc       , 

-rdTdr=  \      —  \    \/ai-i-r* .  rdr, 

J  o     a  J  q  ' 

2* 


F==ii[(a,+c,),/,~a8)]- 


7)  Komplanacya  ellipeoidy  trójosiowej.  Z  równania:  -j  +  -tj+-i  =1  dostajemy: 


»m  element  powierzchni: 


dz 


dx 


-V-5-6 


te 


«y 


*y-S-« 


<***  =  (terfy 


Przyjmując,   że  a>b>c,    możemy    położyć: 
iłamkami  właściwymi,  zatem: 


fc^-c1 


&* 


=  Pl,   gdzie   a  i  p 


Powierzchnia  ósemki  ellipsoidy  jest  tedy  określona  wzorem: 


ry  prowadzi  do  całek  eliptycznych 

iers 


3)  Komplanacya  powierzchni  śrubowej  :  z  =  a.  arc  tang  — .    Mamy  tu : 


dx 


*'+y 


»» 


dar 


im: 


"-y^^+p^**--^^** 
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a  więc: 


'-£CV^'** 


Przetnijmy  daną  powierzchnię  walcem:  05,+y,=»r1,   wtedy  otrzymujemy  na 
czenie  tej  części  powierzchni  śrubowej,   której    rzut   na  płaszczyznę  XOY  przedstawia 

jako  ćwiartka  koła  o  promieniu  r  (fig.  181),  wi 

Zamiast   spółrzędnych   prostokątnych  i 
punktu   P*   położonego  wewnątrz  koła  (r),  hm 
t      my    tu    użyć    spółrzędnych    biegunowych  p  I 
Połóżmy  zatem :  x= p  cos  9",  y  =  p  sin  7,  xJ-f  y1** 
wtedy  powiększając  p  o  dp,  a  f  o  d?,  o 
na  płaszczyźnie  JSCOy(fig.  182)  element  prosto) 
p  rfyrfp  jako  rzut  elementu  pobocznicy  powi 
śrubowej  o  wielkości: 


Fig.  181. 


Fig.  182. 


d%F^?~^t~  —  P***  V1+^'  czyli:  ^^^l/oH^^P^- 
Szukaną  powierzchnię  wyznacza  zatem  całka: 


l 


a  że: 


Va*+' 


przeto  otrzymujemy: 

14.  Homenta  statyczne  i  środki  ciężkości  powierzchni  i  bryt.  Na  pod 

wie  określenia  momentu  statycznego  danej  formy  geometrycznej,  jako  si 
momentów  statycznych  jej   elementów,  otrzymujemy    moment    statyczny 
wierzchni  z=f{x,  y)  w  dowolnem  ograniczeniu    względem  płaszczyzny  X0IJ 
określony  wzorem: 

moment  statyczny  odnośnej  objętości  wzorem: 

M=\    \    \    zdzdyde.  (21) 

Moment  statyczny  tejże  powierzchni    względem    osi  x-ów  określa  wzór. 
M=  f '  piWy*  ^p2+q^+ldxdy}  (22) 

a  moment  statyczny    odnośnej    objętości    względem    osi    x-ów    wyznacza  sty 


wzorem : 


M 


-m* 


z2+y2dxdydg. 


(23) 


Moment  statyczny  tejże  powierzchni  względem    początku  układu  okrt> 
śla    wzór: 


^     f"  r*,  f-»y^+ya+^  ^v*+qi+idxdy, 

*  V.   *  X.   v  z. 


(24) 
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a  moment  statyczny  odnośnej  objętości    względem  początku   układu   wyzna- 
cza się  wzorem: 

M -  \H  {*  \*  y**+y2+*2 .  dx dy  de.  (26) 

^H  J*  ^*x 

Na  wyznaczenie  spółrzędnych  prostokątnych  £,  tj}  f,  środka  ciężkości 
powierzchni  *=f(x,y)  dowolnie  ograniczonej  służą  wzory:  ^.F=>MX}  rj.F=Myi 
C.F=*Ma,  z  których  otrzymujemy: 

f'  f "  *Yp2+32+1  *p  dy  f"  l*3  yVl>2+3a+T  rf*  dy 

J* r  JVp*+flf *+l ** <fr '  j* £ Vp2+S2+T <& dy  ' 

£=  J  *  J  *«  (26) 

podczas  gdy  spółrzędne  £,  17,  f  środka  ciężkości  odnośnej  objętości  będą  okre- 
ślone wzorami : 

f*  C* f *  xdxdyd8  f  f*  f*y <fody A 

t=lJHJ»xJ*t  17-"     **      *       * 

rrr***'         m*^*' 

J*»%'»t%;*I  •''l    •'fi    J*4 

g-£££  ■ — •  (27) 

ccc*** 

15.  Momenta  bezwładności  powierzchni  i  bryl.  Na  podstawie  określenia 
momentu  bezwładności  formy  geometrycznej,  jako  sumy  momentów  bezwła- 
dności jej  elementów,  otrzymujemy  moment  bezwładności  powierzchni: 
*=/*(#,  y)  dowolnie  ograniczonej  względem  płaszczyzny  XOY  określony 
wzorem : 

i-  C*  P*  **  YP+^H-T  .  dx dy,  (28) 

względem  osi  a?-ów  wzorem: 

^pr^+^^+iHi.ft*,        (29) 

a  względem  początku  układu  wzorem: 

J-  C*  p(*a+ya+jr»)Yjp*+«»+l .  <*r<*y,  (30) 

podczas  gdy  moment  bezwładności   odnośnej    objętości   wyznacza   względem 
płaszczyzny  X0Y  wzór: 

I=[Zt[V2\Xl^dxdydss1  (31) 

J»i  J»t  J*% 

względem  osi  x-ów  wzór: 

/=  C*  C*  C%  (,i +y 2)  ^  jy  ^  (32) 

Jh  JVl  Jxt 

a  względem  początku  układu  wzór: 


°T  C*  ?*(**  + **+**)  **«***•  (33) 

Ji,  Jyt  Ja^ 
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16.  Potencyaly  powierzchni  i  objętości.  Na  podstawie  określenia  potaj 
cyału  formy  geometrycznej  jako    snmy   potencyałów  jej     elementów  otn 
mujemy  potencyał  powierzchni   g*=*f(x,  y)   dowolnie   ograniczonej    względl 
płaszczyzny  XOY  określony  wzorem: 

Vwm f"  f % YP+F+1  dxdy  ^  (34), 

względem  osi  x-ów  wzorem : 

r*  c**  Yp2+g*+l  dx  dy 


»,"*,       Y^+y1 


(36) 


względem  początku  układu  wzorem: 

■'*  J«k    Y*2+ya+*2    ' 

podczas  gdy  potencyały  odnośnych   objętości   wyznacza  względem  płaszcz 
zny  XOY  wzór: 

U=f("fdxd*de,  (37> 

względem  osi  «-ów   wzór: 

p-rrr^g,  (38> 

względem  początku  układu  wzór: 


77_  f*1  f%  f*1     dzdydz 
^t^ViK^x2+y*+e* 


(39) 


17*  Przyciąganie  punktu  przez  powierzchnie  i  bryty.    Na  dany  punl 
P(a,  6,  c)  w  przestrzeni    wywiera  element  dm  formy  geometrycznej  przyci 

ganię,  którego  wielkość  wyraża  się  różniczką:  — «-,  gdzie  r   jest   odległość 

T 

elementu  od  punktu  P. 

Wielkość  przyciągania  punktu  P(a,  6,  ć)  przez  powierzchnię    *=/"(*> 
dowolnie  ograniczoną  wyraża  się  zatem  całką : 

wielkość  przyciągania  tegoż  punktu  przez  odnośną  objętość  zaś  całką: 

TF=  C"  C*  C* **** (41) 

Np.  kula  pełna  o  równaniu    x2+y2  +  z2  =  r2   wywiera   na  punkt    P(a1b^c)  \ 
wnątrz  niej  położony  przyciąganie  o  wielkości : 
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Ćwiczenia  XLIV. 

z  z 

1)  Znaleźć   długość   łuku   linii   śrubowej  o  równaniach :   *  =  a  cos  -=- ,    y  =  a  sin  -=r- 

w  granicach  od  *i=0,  do  z^=*z, 

xl  x* 

2)  Wykazać,  że  długość  łuku  krzywej  :  y  =  — ,  *  =  — a   w    granicach    od   xl^=0   do 

asj  =  as  przedstawia  się  wzorem  8  =  »  +  *. 

<te       1 

3)  Wykazać,  źe  krzywe  o  równaniach  y  =/(*),  x:  =  tt  [/' (*)Pi    ma^   d*uS0Ó<*    luku 

określoną  wzorem:  *  =  a?+*+0. 

4x3 

4)  Wykazać,  źe  dla  krzywej  przekroju  powierzchni:  (z-—  a?)^  — ,  (y-fa?)*  =  4o* jest 

*  =»  ar+y— 2f. 

5)  Wykazać,  że  długość  łuku  linii  śrubowej :  x  =  a  cos  V,  y=*a  sin  7,  z  =  b.V  w  gra- 
nicach od  9X  do  Tj  wyznacza  się  wzorem:  *  =  (*,—  9j)  Y/«M-&ł« 

6)  Wykazać,  że  długość  łuku  krzywej :  x  =a  a0*  cos  P,   y  =*  ea*  sin  V,  *  =  6eay.    zwanej 
spiralną  stożkową,  w  granicach  od  ?t  do  ?Sv  względnie  od  **  do  *s  wyznacza  się  wzorem: 

*  =  -jj-  V/l+ a*+a» 6* (**-*"*),     względnie:    *  =  ^^- V/l+ał+aH». 

*  _f_ 

7)  Znaleźć  długość  łuku  krzywej  o  równaniach:  —  +  ^=1,    a!="oU    +g        l» 
Uczoną  od  punktu  s  =  0. 

8)  Wykazać,  że  długość  łuku  krzywej  określonej  równaniami: 

liczona  od  początku  układu  ma  wartość:  *=y-{ — y=» 


układu. 


9)  Znaleźć  długość  łuku  krzywej:  y  =  2V/oas— »,     s  =  » — =-y — ,  liczoną  od  początktu 


10)  Wykazać,  że  długość  łuku  krzywej :  y  =  2\/2px ,    z  =  p  log  — ,  liczonego  od  x  =  a 
ma  wartość  *  =  as+s— a. 

11)  Znaleźć  długość  łuku  krzywej:  y  =  Y/2aa>— as1 ,     «  =  alog» -,  liczoną   od   po- 

czątku  układu. 

x  1  <i-4-a? 

12)  Zbadać  kształt  krzywej  określonej  równaniami:  y  =  a.arcsin — ,  *=^-alog-_— 

i  wykazać,  że  długość  łuku  liczona  od  początku  układu  wyraża  się  wzorem:  8  =  x+z. 

13)  Znaleźć  długość  łuku   krzywej :    y  =  \/a J— *' ,    z  =-  -^  a  log  — -=-  x  od  xt  =  0 

do  2)  =s  *. 

14)  Wykazać,  że  długość  krzywej    przekroju   walca   parabolicznego  (y+s)ł  =  4aa?  ze 

4 
stożkiem  elliptycznym  -5-  as*+ył— z1  =  0,  liczoną  od  początku  układu  możemy  wyrazić  wzo- 
rem :  8  =■  zY/sT. 

16)  Wykazać,  że  wzór  *  =  «\/2   przedstawia    także    łuk    krzywej    przekroju   walca 

parabolicznego  (z — y)1— 8a(s+y)  =  0  z©  stożkiem  elliptycznym  -Q-»*+y2— «'=0. 

16)   Dane   są   dwie   powierzchnie    obrotowe    o    wspólnej   osi  obrotu:    1)  ellipsoida: 
*M-2J+-^f- —  a*,  2)  hyperboloida:  aj,-f*J ^ — y *=:«';    wykazać,    że  powierzchnie  ich 
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zawarte  między  dwiema  płaszczyznami  prostopadłemi  do   osi   obrotowej    mają  jednakowa 
wielkość. 

17)  Wyznaczyć  objętość  bryły,  jaką  walec  x*-\-y*  =  b*  wycina  z  kuli  x*+y*+z*  =  a\ 
gdzie  b<Za. 

18)  Wyznaczyć  wielkość  objętości,  jaką  kula :  x1-\-y*Ą-z1  =  d1  ma  wspólną  z  walcem 
x*+y'  =  «*• 

19)  Wyznaczyć  objętość  walca:  x,+y,  =  ał  ściętego  płaszczyzną:  *  =  xtang«. 

20)  Wyznaczyć    całkowitą    objętość    bryły    powstałej    przez    obrót    konchoidy: 
xy  =  (o+y)(dł— y1)1!*  około  osi  a?ów. 

21)  Zbadać  kształt  powierzchni:  cV=*(a*— xv)y%  i    wykazać,   że  całkowita  jej  obję- 
tość jest  równa :  a*c .  n. 

22)  Wykazać,   ie   całkowita   objętość   walca   kołowego:   x%-ł-y*^a*    wspólna  z  wal- 

16 
cem  x*~\-z*=*a*  ma  wartość:    J  =  — -a*. 

I 

28)  Jak  wielką  objętość  kula :  »*+y*+*2  =  a1  ma  wspólną  z  walcem :  a?M-y*  =  b\       ' 

24)  Wyznaczyć  wspólną   objętość,  jaką   paraboloida   obrotowa  y,+z1  =  4<w  zawierał 
z  walcem:  ap^+y1  =*=* 2<wr. 

26)  Obliczyć  objętość  bryły   powstałej    przez  obrót  ćwierci   linii   kołowej  około  sty- 
cznej w  jednym  punkcie  końcowym  łuku. 

x         z  x'       y' 

26)  Po  prostej 1 =  1  leżącej  na  X0Z  i  po  elipsie:    — i  +  Xj=l  leżącej  na  X0Y 

b* 

porusza  się  parabola  o  parametrze:  2p  = ,  równolegle  do  YOZ,  obliczyć  objętość  bryły 

c 

w  zakresie  jednej  ćwiartki  układu. 

27)  Obliczyć  objętość  bryły  zawartej  między  pięcioma  płaszczyznami:   z  =  0,  x  =  a, 
*  — d,  y=-«,  y  =  P  i  powierzchnią  krzywą  o  równaniu:  xyz  =  c*. 

28)  Wyznaczyć  objętość  zawartą  między  walcem  oliptycznym:  l -ł  +  (    ^~)  -1* 

a  paraboloidę  hyperboliozną :  z  =  —  .  xy. 

c 

29)  Obliczyć  objętość  bryły,   zawartej    między  paraboloida  hyperboliczną :  *=—  xy, 

płaszczyzną:  xfy+z«=c  i  płaszczyzną  X0Y,  (««0)   w  obrębie   ósemki  układu  o  spólrzę- 
dnych  dodatnich. 

80)  Wykazać,  że  komplanacya  powierzchni,  określonej  trzema  równaniami: 
»«/(*,*),     y  =  ¥>(«,  r),     *  =  ł(«,  v) 
o  dwu  parametraoh  w,  »,  prowadzi  do  wzoru: 


J *.  J «.  V ty*  »y     ty*  'y     W* «0' 


dudv. 


81)  Obliczyć  całkowitą   pobocznioę  powierzchni,   ograniczonej   walcem:  x5+yJ  =  « 
i  kulą:  i^^+j^a1, 

.    82)  Wykazać,  że  część  powierzchni  kuli :  a^+y^*1  —  a*  wycięta  przez  dwie  powierz- 
chnie walcowe  o  równaniach:  x*+y*  *=  ax  i  *,+y,  =  — -a*  ma  wartość:  F  =  4a*K—8a\ 

88)  Wykazać,  że  część  powierzchni  śrubowej:   y  —  *tang  —  zawarta  między   dwoma 

c 

walcami  kołowymi  spółśrodkowymi   o   równaniach:   x*-\-y*=*a  i  *ł+y1  =  6  i  dwiema  pła- 
szczyznami :  z=r  —  u  i  *  =  —  -^k  ma  wartość: 

34)  Wykazać,  że  całkowita  pobocznica  powierzchni:  (x*+-y%+**p  =  a*(x*—yl)  ma  war- 
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86)  Wyznaczyć  tę  część  powierzchni  kuli:  x*-\-y*-\-z*  =  1,  której  rzut  na  płaszczyznę 
T  obejmuje  wnętrze  krzywej  o  równaniu  biegunowem:   r  =  y —\/ 1  -  tang*  9 . 

36)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  bryły  powstałej  przez   obrót   około   osi   se*ów  pola 

»*      y1 
erboli :  — ^  —  j-^ «=»  1  ograniczonego  rzędnemi  wi,  ix,  ma  spółrzędną : 

87)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  bryły  powstałej  przez  obrót  jednej  gałęzi  cissoidy 

Aa 
—  y'(2a— *)«=0  około  jej  asymptoty  leży  na  tejże  asymptocie  w  wysokości:  tj  =  — . 

TC 

38)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  powierzchni  powstałej    przez   obrót  połowy  jednej 
lezi  cykloidy:  x  =  a(v—Bin<P),  y  =  a(l— cos?)   około  jej  podstawy  leży  na  tejże  podsta- 

26 
ie  w  odstępie :  !•  =  —  r. 
15 

39)  Wykazać,  że   środek   ciężkości   bryły    zag.  38.  określonej  leży  także  na  osi  s-ów 
(ostępie:  c_.(|+  *L). 

40)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  powierzchni  paraboloidy  obrotowej,  powstałej  przez 
paraboli:  y*  =  2px  około  osi  #-ów  w  granicy  od  ^=0  do  x,  *=a?  znajduje  się  na  osi 

lotu  w  odległości : 

^  1  (6a:'+yg-Pł)V/2yg+Pa+P> 

41)  Wykazać,  że  środek  ciężkości  powyższej  objętości  znajduje  się  także  na  osi  ar-ów 

2 

odległości:  C=  — *. 

Ir       42)  Wyznaczyć  środek  ciężkości   połowy   ellipsoidy   obrotowej  powstałej  przez  obrót 

■psy:  — j+  ^c«  1  około  osi  ar-ów. 

48)  Wyznaczyć  środek  ciężkości  polowy  powierzchni   ellipsoidy  obrotowej  w  poprze- 

zaga  dnieniu  określonej. 

i  xl      y* 

j       44)  Wyznaczyć  objętość  bryły, jaką  walec:  -*+  rj  =  l  wycina  z  paraboloidy: 

46)  Wyznaczyć  objętość   bryły   ograniczonej  płaszczyzną  XOY,  walcem:  x*-\-y*  =  ax 
paraboloidą  obrotową:  **+y*  =  cz. 

46)  Wyznaczyć  objętość  wspólną  dwu  walcom:  o^+z1  =*a*  i  a?,+y,  =  a!l. 

47)  Wyznaczyć  wielkość  objętości,- jaką  ma  wspólną  kula:  a^-J-y^z^a1  z  walcem: 

48)  Jak  wielką  objętość  obejmuje  część  powierzchni :  ay+xV— r?xł  =  0  ograniczona 
fbazczyznami :  x  =  0  i  x  =  a. 

*  x*       y*       «' 

49)  Jak   wielką   objętość    zajmuje    ta    część   ellipsoidy:    — ^  Ą-  -rj+  -5  =  1,  która  jest 

35       y 
graniczona  płaszczyznami  spółrzędnemi  i  płaszczyzną : \-  -=-  =  1. 

50)  Wykazać,  że  całkowita  objętość,  ograniczona  powierzchnią: 

©Mi/My)''-1  -  ™***  '-£** 

x'       y'       2?' 

51)  Wykazać,  że  moment  bezwładności  ellipsoidy:  -j  +  Tt+  "i  =  1    ze    względu    na 

4 
a&zczyzn ę  YOZ  m a  wartość :    I=  —  albcK> 

r2 

52)  Wyznaczyć  moment  bezwładności    stożka    kołowego  o  równaniu:  a;,+y,=  j^z1 

względu  na  oś  z-ów. 
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68)  Wykazać,  że  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  odwiniętej  koła  o  równaniach 
x=  a  (cos  9+9  sin  9),  y  =  a(sin  ?— *  cos  9)  ma  w  granicach  od  0  do  9  wartość : 

F—  2a**(8  sin  *— 8*  cos  9— 9*  sin  9). 

54)  Wyznaczyć  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  krzywej :  y  =  a9}  x  =  a(l— cos?) 
około  osi  x-ów. 

55)  Wykazać,  że  powierzchnia   części   walca :  x*Ą-z'i  =-  a1  ograniczonej   krzywa  jego 
przenikania  z  walcem:  a?,-|-y,  =  a,  ma  wartość:  F  =  8a\ 

56)  Jak  wielką  jest   powierzchnia   części   kuli :   x,+y,+*ł  =  a*  ograniczonej  krzywą 
jej  przenikania  z  walcem:  x*-\-y*=*ax. 

57)  Jak  wielką  jest  część  powierzchni  walca:  x*-ł-y*  =  ax,  ograniczona  krzywą  jego 
przenikania  z  kulą:  ar5+y '+Z1  =  a1. 

68)  Obliczyć  objętość  bryły  powstałej  przez  obrót  ellipsy:  y  =  c±  —  y/a*— *s  °^° 

osi  a?-ów. 

59)  Wykazać,   że  powierzchnia   paraboloidy  hyperbolicznej   o   równaniu:  *=»  — *y 
ograniczonej  płaszczyznami  »  =  0  i  x  =  a,  tudzież   y  =  0  i  y«i  przedstawia   się  wzorem: 

,  (ScM-fc1)*,       a+Vc*+*l+h%      c*  ab 

4-  - — i — —  log     '      ,         — 5-  aro  tang  —  — ■ 

60)  Wykazać,  że  powierzchnia   paraboloidy   hyperbolicznej  o  równaniu:  a?1— ys  =  2j« 
ograniczona  krzywą  jej  przenikania  z  walcem:  x*-\-y*=o  przedstawia  się  wzorem: 

F~J il^^o  °+VpM-*M-ył<*y=g [&+**) VvH^ -?*)• 

Rozwiązania  LXIV.      l)*=^-^±^*.        7)   V^a^t"6>\/^i==^-        »)  *+*-*• 

u)  al0g^/£-v/^     18)  *+*     17)  F=lj:fB,-^-»w     18>  t(t-})- 

19)  y  a'  tang  «.      20)  %  *'(*«+  -|-  6).    28)  ^  *(a*-  6^      24)  2a»  (*+-§)■    26)  ^  t10-8*)- 
^TtG-b)"       ">  e'l0«  7 lo«  f      "9^*      29)(g-log4)e».      »)MA. 

86)|-+  V^log(V^+l)-V|lo«(V^'+  V/2).  42)  C=--| a.  43)  C  = »<l-fl-'^ f 

b  '  J  a  8.tv/l^T'+-|-»»siii£] 

47>t(t -?  +  ">« 4  ■Dt"*?"''   w) /-Irt  r.  M)  r«....(^). 

56)  JF  — a«(|-— lY        57)  4ał.        58)  r=2abcn\ 

Literatura.    Dr.  Oskar  SchlOmlich:  tftmngsbuoh   zum   8tudium   der  hfiherer  Ana- 
lysis.  Zweiter  Theil.  Aufgaben  aus  der  Integralreohnung.  Vierte  Auflage.  Łeipzig  1900. 

lematy  do  rozprawek  naukowych 

1.  Teorya  momentów  statycznych  i  środków  ciężkości. 

2.  Teorya  momentów  bezwładnośoi. 

8.  Teorya  potencyałów  i  przyciągania  mas. 


Wykład  XLV. 

t         Teorya  styczności  i  krzywizny  krzywych 

przestrzennych. 

1.  Styczna  do  krzywej  przestrzennej.  Niech  będzie  daną  pewna  krzywa 
taneatrzenna  za  pomocą  trzech  równań  parametrowych  kształtu: 

[  *-/«,    Jf— flKO,    *-*(0i  (l) 

ttdzie  *,  y,  z  są  spółrzędne  bieżącego    punktu    tej    krzywej,    a    t   dowolnym 
parametrem. 

Kierunek  stycznej  w  pewnym  punkcie  krzywej  przestrzennej  wyznacza 
linia  prosta,  łącząca  punkt  styczności  z  sąsiednim  punktem  krzywej,  który 
do  punktu  styczności  nieograniczenie  się  zbliża. 

Punkt  nieskończenie  blizko  punktu  x,  y,  z  położony  będzie  tedy  miał 
spółrzędne:  x+dx,  y+dy,  z+dz. 

Niech  będą  X  Yf  Z  spółrzędne    zmienne    punktu    linii    prostej,    to  jej 
równanie  będzie  miało  kształt : 
y  X~mZ-\-fi,     Y=nZ+v. 

Jeżeli  ta  prosta  ma  być  styczną  krzywej,  to  muszą  spółrzędne  punktu 

S'**yczności  a?,  y,  z  i  punktu  z  nim  sąsiedniego:  x+dx,  y+dy,  z+dz,  dogadzać 
wnaniu  tej  prostej;  na  tej  podstawie  otrzymujemy  równania  warunkowe: 
x=mz+fi,  y=*nz+v,  jakoteź:  x+dx=m(z+dz)+fi1  y  +  dy=n(z+dz)  +  v, 

*  których  wypływa: 

dx  dy 

dx=mdz1  dy=ndz1  a  więc:  m=^-,    w=^-, 

dx  dy 

przeto:  ii=x—mz*=x—z-j-,    *>=y — nz=y—z-r-. 

Podstawiwszy  te  wartości  w  równanie  prostej,  otrzymamy  równanie 
itycznej  w  punkcie  x,  y,  z  w  postaci: 

_-     „dx  ,  dx      v     r7dy  ,  dy  .. 

x-,-£<2-.),   J-y-%(Z-»  (2) 

lbo  w  postaci  równych  stosunków : 

Z— a?  _  Y—y  _  Z— z  ^ 

~dx  dy   ~~    dz 
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Element  krzywej  zawarty  między  dwoma  sąsiednimi  punktami  krzywej 

nazywa  się  różniczką  łuku  i  oznacza  przez  d$*=^dz2-\-dyl  +  d**.  Kierunek  tego 

elementu  zgodny   jest  z  kierunkiem   stycznej  w  punkcie  z,  y,  *,  jeżeli  więc 

Z,  fi,  vy  oznaczają  kąty,  jakie  styczna  tworzy  z  osiami  układu,  wtedy  mamy 

wzory : 

,     dz  dy  de  A 

cos  X=^- ,     cos  ii=*-t-  t     cos  v=^-.  (4) 

ds1  ds'  ds 

2.  Asymptoty  krzywej  przestrzennej.  Asymptoty  są  styczne,  których 
punkt  styczności  z  krzywą  leży  w  nieskończoności.  Niech  będzie  daną  krzywa 
przestrzenna  zamocą  równań: 

ABC 
X=D'    y~~D>     *~D' 

gdzie  Aj  B%  C,  D  są  funkcyami  całkowitymi  n-go  stopnia,    zmiennego  para- 
metru, który  oznaczamy  przez  ł    Celem  wyznaczenia  równania  stycznej  otrzy-    j 
mamy  tu :  i 

,      DA'-AD*4      7      DB'—BD>4      ,      DQ-CD*4 
dz= -pi—  dt,    dy= D2 dt,     de= ^ dt 

Równania  stycznej  przedstawiają  się  przeto  w  postaci: 

X-x  Y-y Z—b 

DA'-AB~CD*—CD'~DB>—Biy" 

ABC 

skąd  jeżeli  podstawimy:  s=  — ,     y*88-^*    g~s7)'  otrzymamy  równania  sty- 
cznej w  postaci: 

{DO— CD')  X={DA'-AD')  Z+{AO  -A'C), 
{DO -CD')  Y={DB'-BD')Z+(BO-B'C).  (6) 

Styczna  staje  się  asymptotą,  skoro  punkt  styczności  wpadnie  w  nie- 
skończoność, w  tym  razie  musi  byó  Z>=0. 

Równania  asymptoty  otrzymują  więc  kształt: 
D*CX-DlAZ+AtC-AC\  \ 
DlAY=D'BZ+B>C—BC        i    D~0' 

Równanie  D=0  jest  stopnia  n-go  ma  więc  w  pierwiastków:  *,,  <j, ....  U* 
które  określają  w  punktów  w  nieskończoności.  Istnieje  tu  zatem  w  ogólności 
n  asymptot.  Rzeczywistym  pierwiastkom  t  odpowiadają  asymptoty  rzeczy- 
wiste, urojonym  urojone.  Jeżeli  równanie  D— 0  ma  dwa  pierwiastki  równe, 
wtedy  będzie  dla  tych  pierwiastków  także  7)4=0.  Równanie  asymptoty  otrzy- 
muje tedy  kształt; 

0-A'C-OA,    0=*B'C-CB 
i  przedstawia  prostą    w    nieskończoności.    Równym    pierwiastkom   równania 
D=0  nie  odpowiadają  przeto  żadne  asymptoty. 

8.  Płaszczyzna  normalna  krzywej  przestrzennej.  Proste  prostopadle  do 
stycznej  w  punkcie  styczności  a;,  y,  e  tworzą  płaszczyznę,  zwaną:  płaszczy- 
zną normalną  krzywej  w  punkcie  x,  y,  e.  Jej  równanie  znajdziemy  w  spo 
sób  następujący:  Równanie  wszelkiej  płaszczyzny  ma  kształt: 

AxĄ-By+Ce+D*=0. 
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Jeżeli  ta  płaszczyzna  ma  przechodzić  przez  punkt  x,  y,  0  krzywej  prze- 
strzennej, tedy  musi  się  spełnić  warunek: 

Ax+By  +  Cz+D=0, 
który  w  połączeniu  z  równaniem  ogólnem  płaszczyzny    daje    równanie    pła- 
szczyzny przechodzącej  przez  punkt  a?,  y,  0  w  postaci : 

A(X—z)+B(Y-y)4-C(Z-0)=*O. 

Jeżeli  ta  płaszczyzna  ma  być  płaszczyzną  normalną,  to  musi  być  pro- 
stopadłą do  stycznej  w  punkcie  £,  y,  *,  która  ma  równanie: 

X— x     T— y     Z— 0 
dz    ~~   dy    ***    d0    ! 
muszą  przeto  zachodzić  równania: 

dx    dy~~  d07 
na  tej  podstawie    ma    równanie    płaszczyzny    normalnej    w    punkcie  z,  y,  0 
postać : 

d*(X— z)+dy(Y—  y)  +  <fe(Z-*)-0.  (6) 

4.  Płaszczyzna  ściśle  styczna.  Płaszczyzna,  przechodząca  przez  trzy 
nieskończenie  blizkie  punkta  krzywej  przestrzennej,  nazywa  się  płaszczy- 
zną ściśle  styczną  krzywej.  Niech  będzie  a;, y, 0  danym  punktem  krzywej 
przestrzennej,  tedy  otrzymamy  równanie  płaszczyzny  przez  ten  punkt  prze- 
chodzącej w  postaci: 

A(X-z)  +  B(Y-y)  +  C(Z— *)=0.  (a) 

Jeżeli  ta  płaszczyzna  ma  także  przejść  przez  punkt  sąsiedni  z+dz7 
y+dy,  £+d*}  tedy  musi  zajść  warunek: 

A[(z+dz)-x]+B[(y+dy)-y]+C[(0+d0)-0]~O, 

czyli:  Adx+Bdy+Cd0=O.  (b) 

Warunek  ten  otrzymamy  wprost,  różniczkując  równanie  płaszczyzny  (a) 
ze  względu  na  spółrzędne  x,  y,  *,  stąd  ważny  wniosek:  Warunek,  aby  pła- 
szczyzna przechodząca  przez  dany  punkt,  przechodziła  także  przez  punkt 
sąsiedni,  otrzymamy,  różniczkując  jej  równanie  ze  względu  na  współrzędne 
tego  punktu.  Zastosowując  to  twierdzenie  jeszcze  raz  do  warunku  (6),  otrzy- 
mamy warunek,  aby  płaszczyzna  jeszcze  przez  trzeci  następny  punkt  prze- 
chodziła w  postaci: 

Adht+Bdty+Cd^O.  (c) 

Z  równań  warunkowych: 

Adx+Bdy+Cd0=O  i  Ad*x+Bd*y  +  Cd*0=O, 
otrzymamy:  A  (dxd*0—d0d*x)+B(dyd*0—d0d1y)***O1 

A  (dz  d*y—dy  d2z)  +  C(d0  d*y—dy  d2*)=0, 

rzeto-  A  =  B  =  °  (d) 

^       °*  dyd*8—d0d*y     dzd2z—dxd%z    dxd2y — dyd2x  , 

Równanie  płaszczyzny  ściśle  stycznej  do  krzywej  w  punkcie  z,  y,  0  otrzy- 
muje przeto  kształt : 
O-(X-z)(dyd*0--d0d*y)+(Y--y)(d0d*x--dxd*0)  +  (Z— 0)(dxd*y-dyd*x)  (7) 
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czyli  w  postaci  wyznacznika: 

X— x, 

T-y,     Z-z 

dx 

dy         da 

d*x 

d2y        d2e 

-o, 


(8) 


(9) 


który  rozwinięty  daje  równanie: 

P{X— z)  +  Q  (Y-y) +B  (Z—*)-Q, 
gdzie:         P^dydH — d*d2y,     Q=d#d2x—dxd2e,    B—dxd*y—dyd*x. 

Jeżeli  krzywa  jest  płaską,  wtedy  są  spółczynniki  P,  Q,  B  dla  każdego 
punktu  z,  y,  0  krzywej  stale  jednakowe;  płaszczyzna  ściśle  styczna  jest 
przeto  płaszczyzną,  na  której  leży  ta  krzywa  płaska.  Spółczynniki  równa- 
nia płaszczyzny  ściśle  stycznej  tworzą  więc  kryteryum  dla  krzywych  pła- 
skich i  przestrzennych. 

5.  Normalna  główna  i  binormalną.  Normalną  główną  do  krzywej 
w  przestrzeni  nazywamy  przekrój  płaszczyzny  normalnej  z  płaszczyzną  ści- 
śle styczną.  Prosta  ta  daną  jest  przez  dwa  równania:  równanie  płaszczyzny 

normalnej : 

dx(X-x)+dy(Y—  y)+dg(Z-e)=0 

i  równanie  płaszczyzny  ściśle  stycznej: 

P(X-x)+  Q  (Y-y)+B  (Z-i)«0. 
Z  tych  dwóch  równań  otrzymujemy  równanie  głównej  normalnej  w  po- 
staci symetrycznej: 

~  Y—y  Z-* 


X-x 


(10) 


Qdz—Rdy     Rdx—Pdz    Pdy—Qdx' 
Binormalną  nazywamy  prostą  prostopadłą  do  płaszczyzny  ściśle  sty- 


cznej : 


P(X-x)+Q(Y-y)+R(Z-z)=0. 
Równania  binormalnej  mają  przeto  kształt: 

X— x     Y—y      Z—$ 


(U) 


P  Q  H 

Płaszczyzna  prostopadła  do  głównej  normalnej,  a  więc  przechodząca 
przez  styczną  i  binormalną  w  punkcie  x}  y,  e  krzywej  jest  jedną  z  osobliwszych 
płaszczyzn  stycznych  krzywej  w  punkcie  xt  y,  0,  którą  nazywamy  płaszczyzną 
rektyfikacyjną  linii  krzywej  w  punkcie  x,  y,  0.  Jej  równanie  ma  kształt: 

(Q  cfe-i?  dy)  (X— x)  +  (B  dx-Pd0)  (F-y)  + 
+  (Pdy-  Q  dz)  (Z-0)=O.      (W) 
Płaszczyzna    ta    tworzy     z     płaszczyzną 
ściśle  styczną  i  płaszczyzną  normalną  punktu 
układ  prostokątny  trzech  płaszczyzn,  których 
przekroje,  jako  to:   -styczna,  główna  normalna 
j-r  i  binormalną  tworzą  w  danym  punkcie   krzy- 
wej układ  trzech  osi  prostokątnych  (fig.  183). 
Jest  to  układ  naturalny  osi  i  płaszczyzn  spół- 
rzędnych,  jak   i  wyznaczyć  można  w  każdym 
punkcie  krzywej  przestrzennej.  Układ  ten  zo- 
wie się  także  podstawowym  kątem  trój- 
ściennym danego  punktu  krzywej. 


Fig.  183. 
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6.  Kolo  ściśle  styczne  i  krzywizna  pierwsza.  Kolo  przechodzące  przez 
trzy  następujące  punkta  krzywej  przestrzennej  nazywa  się  kołem  ściśle 
stycznem,  albo  kołem  krzywizny  pierwszej.  Wszelkie  koło  w  prze- 
strzeni określić  możemy  jako  przekrój  kuli  z  płaszczyzną ;  jeżeli  ta  pła- 
szczyzna przechodzi  przez  środek  kuli,  wtedy  będzie  promień  kuli  zarazem 
promieniem  koła.  Niech  będą  tedy  £,  17,  f  spółrzędne  środka  kuli,  a  c  jej 
promieniem,  wtedy  przedstawią  się  równania  koła  w  postaci: 

A{X-S)+B(Y-i)  +  O(Z-Q-0. 
Jeżeli  to  koło  ma  przechodzić  przez  punkt  x,  y,  0  krzywej  przestrzennej  : 
*=■/(*),  y=*(p(t)}  8=tp{t\    wtedy  otrzymamy  dwa  równania  warunkowe: 

A(x-£)  +  B(y-r})  +  C(*--C)=0.  (6) 

Warunki,  pod  jakimi  to  koło  przechodzi  jeszcze  przez  dwa  inne  punkta 
nieskończenie  blizko  danego  punktu  położone,  otrzymamy  przez  dwukrotne 
zróżniczkowanie  powyższych  dwóch  równań  ze  względu  na  x,  y,  z,  z  czego 
wypadną  równania: 

(x-i)dx+(y-fi)ay+(z-C)de~0,  (c) 

Adx+Bdy+Cd0=>O,  (d) 

jakoteż:         (x-C)d2x+(y-fi)d2y+(*-C)d*g+d*x2+d*y*  +  d*s2~Oi  (e) 

Ad2x+Bd2y+Cd20~O.  (/) 

Równania  (6),  (d)  i  (/)  wypowiadają  warunki,  aby  płaszczyzna  koła 
była  płaszczyzną  ściśle  styczną  w  punkcie  x,  y,  0  krzywej  (art.  4.  str.  719) 
i  prowadzą  do  równania: 

P(*-S)+Q(9-V)+B{'-Q-0. 
Na  wyznaczenie  spółrzędnych  £ ,  17,  f  otrzymujemy  przeto  trzy  równania  : 

(*     i)dx+(y    fi)dy+(0-C)d0=O,  (x-i)d2x+(y-v)d2y+(0-C)d2z (<fc)2, 

z  których  otrzymamy: 

0     Q    R  P     0     B 

0    dy    dz  dx     0     dz 

ds2  d2y  d2z  d2x  ds2  d2z 


*-s. 


czyli : 


P  Q  B 
dx  dy  de 
d*x  d*y  d*e 


y-v= 


P  Q  B 
dx  dy  de 
d*x  d*y  dh 


Bdy—Qde 


Pde-Bdx 


#-t- 


Q  dx—Pdy 


p 

Q 

0 

dx 

dy 

0 

d*x  d}y 

ds* 

P 

Q 

JB 

dx 

dy 

dz 

d*x  d*y  dh 

(13) 


Tym  sposobem  wyznaczony  jest  środek  koła  ściśle  stycznego  w  punkcie 
Xj  y,  0  krzywej  przestrzennej.  Jeżeli  do  tych  równań  dołączymy  dwa  równa- 
nia krzywej  przestrzennej  kształtu:  f(x,  y,  0)=O,  q>(x,  y,  z)=0,  wtedy  otrzy- 
mamy pięć  równań,  z  których  możemy  wyrugować  trzy  zmienne  x}  y,  0. 
Tym  sposobem  otrzymamy  dwa  równania  między  £,  17,  £,  przedstawiające 
miejsce  geometryczne  środków  kół  ściśle  stycznych,  które  będzie  w  ogólno- 
ści pewną  krzywą  przestrzenną,  odpowiadającą  ewolucie  u  krzywych  pła- 
skich.   Promień  koła  ściśle  stycznego   w  punkcie  x,  y,  z)  otrzymamy  z  wzoru: 


Dr.  DsiwJtaki.  Wykł.  matom.  Tom  III. 


46 


jeieli  weń  wstawimy  wartości  pod  (18)  otraymane,  Będaie  wtedy: 

.    (Jdy-gd»)H(Pds~J8dg)>4»(gdp-P<?y)»,J.„ 

9 .(l»+fl»+Ani     (  } 

Na  mocy  tożsamości  Lagrange'a: 

będsie: 

(2Jdy-cds)*+(Pds~2J<fc)*+(«&J--Pdf),«- 

-(P»+«»+-B*)(«te*+<ir'+dsł)— (P«k+  cdy+J 
a  śe:  Pdx+Qdy+Bd$-*0,  prseto  otraynrajemy  i 

{Rdy—  ^f/^)s+(P^-i^rfa?)I^-(^<Ł»-Prfy)I=(/,s+ea+i^J)(<fo)^ 

b*d«e  wice:  >,-(y+y+SłjiW'-p1+g/+Jgl, 

czyli:  p=  r  . 

Otóż    to   jest    wzór    na    obliczenie    promienia,    kola    ściśle 
w  punkcie  #,  y}  js   krzywej    przestrzennej. 

Dla  krzywych  płaskich  położonych  na,  płaszczyźnie  XOY%  a  wufi 
słonych  równaniami;  z*=f(l),  y**p(j),  ^=^0,  otrzymamy: 
(<fe)*-<fe*+<ity',  F~d9d**—a*d*y-Ot   Q-d$d*x-dxd**~Oy  lł  =  dxd*9- 

ds*  _  ldx*+dy2yu 

Jeżeli  uważać  będziemy  s  jako  zmienną  niezależną,  tedy  będzie 

[i+^vr 

(ds*+<W-  _l*\d*)  J      (1+y")^ 
rfxrfV  ^  y"     * 

eto1 

7.  Koło  ściśle  styczne  z  krzywą  przestrzenną  w  pewnym  jej  pani 
nazywamy  zarazem  kołem  krzywizny  linii  krzywej  w  tym  pani 
Wychodząc  z  określenia  krzywizny,  podanego  przy  krzywych  płaskich,  i 
dziemy  promień  krzywizny  w  sposób  następujący:  Z  trzech  po  sobie  na 
pujących  punktów:  A,  B,  C  krzywej  przestrzennej  połączmy  pierwszy  s  < 
gim,  a  drugi  z  trzecim,  proste  łączące  dadzą  dwie  po  sobie  następujące! 
czne,  które  zawierają  między  sobą  kąt  de,  zwany  kątem  styczności, 
kreślmy  w  środkach  obu  różniczek  łukowych  AB  i  BC  prostopadłe,  UĄ 
leżyó  będą  w  płaszczyźnie  ściśle  stycznej  i  utworzą  między  sobą  także 
de,  a  ich  punkt  przecięcia  P  będzie   środkiem  koła  krzywizny,  będzie 

cde=ds. 

Celem  wyznaczenia  kąta  styczności  de  poprowadzimy  z  punktu  poci 
wego  O  równoległe  do  stycznych  AB  i  BC  i  odetnijmy  na  każdej  s 
jednostkę  długości  0M=0N=l,  tedy  będzie  łuk  MN  miarą  kąta  styczności! 

Niech  przedstawiają  a,  /?,  y   kąty,   jakie    prosta    OM    tworzy  z   osi 
układu,  tedy  będą  współrzędnymi  punktu  M: 

xt  =cos  a,    yx  —cos  |8,    »x  =oos  y. 

Punkt  N  otrzymamy,   jeżeli    na    krzywej    przestrzeni    przyjdziemy 
sąsiedniego  punktu,  którego  spółrzędne  są:     x+dx,    y+dy,    M+dg,    wski 
tego  zmienią  się  kąty  a,  jff,  y  tak,  że  spółrzędnymi  punktu  N  będą : 
a?2«cos  a+dcos  a,    ya=cos  fi+doos  /J,    *2«oos  y+rfoos  y. 


przeto  otrzymamy:       ę  = 


(H 
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Na  tej  podstawie  znajdziemy: 


J«-lCV-V(«i-«1)«+fy,  -  Jfi)ł+(*i-*i)\ 

czyli:  de^d  cos  a)T+{d cos  /S)2+(<? cos  y)1.  (16) 

Uwzględniając,  że:    <łr=»<focosa,    dy=cte  cos/?,    <te=s<fccosy, 

,/«to\    (fedlc-djjd1*       .       fl     ,Afy\    dsd2y—dyd2s 
otrzymamy:   dcosa~d^j ^- ,     dcosP~d\^) ^  . 

,              ,(de\    dsd2s—ded2s 
dcosy-d^)- & , 

(dsdhs— dxd2s)2  ,  (dsd^-dydh)2 ,  (dsd2z-ded2s)2 
przeto:        {de) ^  +  ^  +  ^  . 

Z  wzoru:  ctoa=-dŁp*+ dy*+ d<ra,  wynika: 

dsd^—dzd^+dyd^Ą-dedfy  przeto  będzie: 

ds2d2x—dxdsd28={dx2+dy2+de2)d2x—dx(dxd2z+dyd2y+dsd2g)=* 

*=d2xdy2+d2xde2—dxdyd2y—dxded2e— 

=de  {de  d2x — dx  d2e)—dy  (dx  dhj—dy  d2x) = Q  de — R  dy, 

podobnie:  ds2d2y—dydsd2s=*Iłdx—Pde, 

ds2  d2e—ds  ds  d2s~>Pdy— Q  de. 
Wskutek  tego  otrzymamy: 

(ds2d2x— dxdsd2s)2+<&     (Qde-Rdy)2+(Rdx-Pde)2  +  (Pdy-Qdx)2 


(de)2^- 


<fo«  ds' 

(P2+Q2+R2)ds2    P2+Q2+R2 
"  ds6  ds* 


*_V£^±E.  (16) 

ds                ds 
Na  tej  podstawie  znajdziemy:  Cg— =  ?  wzór  zgodny  z  wzo- 

rem  pod  (13)  otrzymanym. 

Stosunek  kąta  styczności  do  różniczki  łuku,  czyli  odwrotną  wartość  pro- 
mienia krzywizny  nazywamy:  pierwsząkrzywizną  krzywej  przestrzennej, 

,.....,                1     de     ^P2+Q2+B2  /171 

jej  wartość  jest  tedy:  — =-=- -— - -^ .  \l<) 

Wzory  powyższe  znacznie  się  uproszczą,  jeżeli  jako  parametr  przyj- 
miemy długość  łuku  *,  liczoną  od  pewnego  punktu,  a  więc,  jeżeli  równa- 
nia krzywej  przedstawimy  w  postaci  x>=f(ś),  y=-9>(s),  *=if>(s).  Otrzymujemy 
wtedy : 

(dx\\  (<ty\\  {*\%_i     **  *te  .**  #9  .  *[  ^_0 

czyli:  *'2+y'a+*"«l,     s's"+y'y"+*'*"«0,  przeto: 

c        ds       ]\ds*J  ^\ds*J  ^{ds/1     *    l//d2*\2  L  /<*2y\2  ,   (d20\2' 

nW>)  +  (ds2)  +  (W) 

czyh:  ^-a-V- 


•»Ui/"2x«"I 


^        &       f~  '        y     ^z"2+y"2+g"2' 
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jeżeli  weń  wstawimy  wartości  pod  (13)  otrzymane.  Br  steDuiace  dIs- 

(Rdy-Qd0y+(Pd0-Rdx)i+(Qdrr    '/  .zywamy  kątem 

9  (Pł+ «*+*')»        '■'/        .  do  różniczki  laka 

Na  mocy  tożsamości  Lagrange'a:  żywej  przestrzennej. 

(ab'-o'b)3+(b&-b'c)3+(ca'-ac')3=(a3+b3-;  enia  ^  Wiemy,  że  ró- 

bedzie:  ^  ^  krzywej  przestrzen- 

(Rdy-Qd0)2+(Pd0-Rdx)2+(Qd  ■ 

-(PJ+'  _g)^Q 

a  że:  Pdx+Qdy+Rd0=O,  prze'  .  (^  M(  v)  oznaczony  wzorami: 

(R  dy—Q  de)*+  (Pde-  R 

będzie  więc:  ,»-'  -J+«;  YP'+C*+*> 

*oie  stycznej  będzie  miał  dostawy  kienin- 
czyli:  t    ,-acosj*,  cos  f+dcos  *>,    a    kąt   między   obu  pio- 

tó  ń$    będzie    kątowi   skręcenia  drj.     Wykreślmy  przez 

Otóż    to       (<  ^^irnoległe  do  tych  pionów  i  odetnijmy  na  nich  jednostkę 

w  pnnkcie       /y^^^ie   odległość    końcowa    promieni    miarą    kąta   skręcenia. 

Dl*   jtftdf".  

ślonyr'    i^upf**      dfi^idcoaW+idcoatf+idcoap)7. 
(ds^      ptf0  p  p 

„„.    cos  X—  . ==-7^,  gdzie  M= P2  +  Q2+R\  dostaniemy: 

_  1      dM  i 

d  cos  * ^ W(i . 

ponieważ  atoli:  P^dydU—dedhf,  przeto  jest: 
^p^dtydi0+dyd3g—d10diy—d0d3y,  czyli:  dP-~dyd3e—ded'y,  podobnie: 
dQ=d*dax-dxdi*,    dR=*dxd3y-dyd% 
ftZfttem:  dM=2(PdP+QdQ+RdR)- 

=2(Pdyd3z—Pded*y+Qdzd3x-Qdxd30+Rdxd3y-Rdyd3x)  = 
-2[d3x(Qde-Rdy)+d3y(Rdx—Pd8)+d3e(Pdy-Qdx)]. 
Uwzględniając,  że:  Pdx+Qdy +Rde*-0,  otrzymamy: 

M  dP- y  PdJf=(P2+  Ci+R1)  dP-P(PdP+  QdQ+RdR)~ 

=*(Q*+R*)dP-P(QdQ+RdR)= 

=*(Q1+Ri)(dyd30-d0d3y)—P(Qded3x-Qdxd30+Rdxd*y—Rdyd3x)= 

=d3x(PRdy-PQd0)+diy(-Q1d0-PRdx-Ride)+d30(Q3c[y+R1dy+PQdx)= 

=  Pd3x(Rdy-Qd0)-d3y[Q*d0+R(Pdx+Rd0)]+d30[Rtdy+Q(Pdx+Qdy)]= 

=Pd3x  (R  dy-  Q  dz)-d3y  {Q2  d0-  QR  dy) + d30  (R2dy-  Cficbr)- 

=Pd3x  (R  dy-  Qd0)  +  Q  d*y  (R  dy-  Qd0)+R  d3e  (Rdy-Q  eto)  - 

-(Rdy-Qd»)  (Pd3x+Qd3y+Rd30), 

.        .    (Rdy-Qd0)(Pd3x+Qd3y+R_d30) 
przeto :  d  cos  X — i - — - —        -.,ft — - — , 

a  więc :  (o  cos  /)'= -^ , 

,  ,    .               ,,          ,.     (Pd*-Bdx)*(Pd*x+Qd*y+Bd*0)*  I 

podobnie :  (d  cos  fi) 2  «= — - — ™ — - — — , 


(d  cos  v)2= 
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(Q  dx—Pdy)i(Pdix+  Q  d*y+B  d»*)ł 


M* 

*^  szy  te  wartości  we  wzór  na  (fy,  otrzymamy: 


\ 


.  ^orem : 


<?*)'+(P4>-Ji,)»+(Q^P^)'  + 

Jłld 

skręcenia  krzywej  w  punkcie  s,  y,  *  krzywej  prze- 
wino czyli  tak  zwana  draga  krzywizna  będzie  przeto  wyzna- 
dij    Pd3x+Q<Py+Rćns 


ds  P*+  Q*+B* 


(19) 


Oznaczywszy  — -= — ,  rozumiejąc  przez  ct,  promień  skręcenia  czyli 
promień  drugiej  krzywizny,  otrzymamy : 

* -pft+QĄ+gft  '        °Zyh:  * A '  (20) 

dx,   dy,   dz 

gdzie:  A=*Pd3x  ±Qd*y+Bdze~  <*2MW*  . 

rf3x,  (Ty,  tf3* 

Krzywe  przestrzenne  są  więc  krzywymi  podwójnej  krzywizny.  Dla 
krzywych  płaskich  jest  kąt  skręcenia  (krzywizna  draga)  zerem,  promień  ct 
krzywizny  drugiej  będzie  zatem  nieskończenie  wielkim.  W  tym  razie  musi 
być  4=0,  równanie  to  stanowi  zatem  kryteryum  krzywych  płaskich. 

V.  Kula  ćeiśle  styczna*  Kulą  ściśle  styczną  nazywamy  kulę,  która  prze- 
chodzi przez  cztery  nieskończenie  bliskie  punkta  krzywej  przestrzennej. 
Oznaczmy  jej  promień  przez  r,  a  spółrzędne  jej  środka  przez  £,  17,  £,  wtedy 
otrzymamy  jej  równanie  w  postaci: 

(X_ft)»+(r-Vl)»+(Z-f1)»-r». 
Ażeby  ta  kula   przechodziła    przez    punkt  %,  y,  $  i  trzy  nieskończenie 
bliskie  mu  punkta,  muszą  się  spełnić  następujące  równania  warunkowe: 

(*— ft)ł+Cir— ^t)ł+(*— ffi)1— r»  (a) 

(ar— |1)<r*+(y-i?1)tfy+(«— £,)<fe=0, 
(z-^d^+bt-iWy+ie-^dig+m^O, 
(x— fi)  d*x+ (jr— to)  d*!/+ (e— f, )  d*e +3  (fce^s-O. 
Z  tycb  czterech  równań  dadzą  się  niewiadome :  £, ,  i^ ,  fj  i  r  wyznaczyć. 
Ostatnie  trzy  równania    dają    mianowicie   na    wyznaczenie   f,,  i/,,  C, : 

(*— li)  (P<f  3*+ C  d3y+B  d3g)=ds1dP-3  Pdsd*s  | 
(y— tj1){P<Px+Qd*y+Bd30)~ds*dQ-S  Qdsd*s\  (21) 

(*-£,)  (PeP*+  Qd3y +B  d^t^ds^dBSBdsd^ 
ikąd  za  pomocą  równania  (a)  obliczyć  możemy  promień  r. 
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Prostszymi  będą  wzory  na  £1?  f]u    f4    i  r,   jeżeli  weźmiemy  do  porno* 
promienie    pierwszej  i  drugiej  krzywizny   c  i  ft*   Poprzednio  otrzymaliśmj 
2  (fc*  P*-1-QHP» 

C  e=sP2+Q2+i221      ClS=sPcJ3tf+Qtf3y+-R<f3*  ' 

ds6 
będzie  zatem:  C^Ci^-rr^ — ,  ^  j3 — r^ir*  W[ 

*  *  V1     PeT3s+Qtf3y+jRd3*  *\ 

Oznaczy  wszy  przez  19  fi,  v  kąty,  jakie  pion  płaszczyzny  ściśle  stycml 
w  punkcie  x,  y,  0  tworzy  z  osiami  układu,  mamy: 

cos^=-=,     0081*=-=,     cos  *■—==.,  gdzie  M=P*+Q2+R2. 

Ylf  V^  V**  J 

-r»   ,   .         A  cos  X       P       cos  u       Q       cos  v       R  4 

Będzie  zatem :  =  — ,    —  —  — = ,    «  -=-5. 

q  ds*'        c         ds*'       q         ds* 

Różniczkując  te  wyrażenia,  otrzymamy: 

/cosyU  _  ds*dP~BPds2d2s       ds*  dP-3  P  ds  d*s 

\    q    l  ds9  ~  ds6 

podobnie  : 

ds*dQ— 3Qdsd2s        ,/cos*>\     ds*dR-aiłdsd2s 


d 


_/cos/*\      ds*dQ — 3Qdsd2s        _/cosy\      . 

*(—)- — s5 — •    \~9~r      *>> 

Wstawiwszy  te  wartości  w  (21),  dostaniemy: 
x~^a  Pd^+Cd^+Rd^1        ,7_%=     BPx+& ~~*     *-fl  =     Pd3*+<fc  ', 

.        _/COS*\                             .        ,/COS|tł\  -       7<508l'\ 

czyli:      *_fc- \-l-l,     y-Vi )-*-±  ,     ,_£-  V     ^ 


<b  '     *     '"  ds  '     "     61  (fs         'j 


skąd  wypadają  wzory : 

X— cos  Adę),         y— rji=^  (cd gos /i — cos  fidę) 

(23) 


x— £,  =~^((>(fcos  ^— cos  ^</ip),  #— l?i=^  ((»(f  cos/t — cos/ttfc) 

Uu  (tS 


^? — &t  =  V  (cdcos  v— cos  *>tfc) 

Jeżeli  te  równania  podniesiemy  obustronnie  do  kwadratu  i  dodamy,  to 
otrzymamy : 

o  2 
r2=^-2  {ę2[(d  cos  ^)2+<£]  +  (tf<>)2[cos2  A+<&]— 2<xT<>[cos  *ef  cos  Z+&]}, 

czyli,  ze  względu  na  to,  że:     (d  co3  X)2  +  (d  cos  fi)2 +  (d  cos  v)2= (di])1 , 

cos2  A  +  cos2  fi  +  cos2  v=l,     cos  ^ef  cos  A-fcos^tfcos/fc+cos  v  d cos  *>=0, 

nowy  wzór:  r >-*,» {^(5)V  (§)'}. 

Zważywszy  wreszcie,  że:  -7  = —  otrzymamy:     r2  =  ę2  +  cl  2(  —  1  , 

przeto:  ^^i+^i^'  (24) ; 

wzór  na  wyznaczenie  promienia  kuli  ściśle  stycznej.  « 


cos 
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Środki  kul  ściśle  stycznych  tworzą  krzywą  przestrzenną,  której  równa- 
nie otrzymamy,  jeżeli  z  równań  (21)  na  £n  if1?  £x  otrzymanych  i  równań  danej 
krzywej  przestrzennej  wyrugujemy  zmienne  x,  y,  0. 

10.  Związek  między  promieniem  kola  ściśle  stycznego  i  promieniem 
koli  ściśle  styeznej.  Niech  będzie  M(x,  y,  z)  punktem  krzywej,  C(£,  17,  £) 
środkiem  przynależnej  mu  kuli  ściśle  stycznej,  tedy  będą  dostawy  kierun- 
kowe promienia  r  określone  stosunkami: 

r    '         r    '         r 
Promień  ten  utworzy  z  płaszczyzną  ściśle  styczną  kąt,   który  oznaozmy 
przez  co.  Kąt  ten  jest  dopełnieniem  kąta,   jaki    tworzy   promień  r  z  pionem 
płaszczyzny  ściśle  stycznej,  który  ma  dostawy  kierunkowe: 
P  Q  B 

VPM:G2"+i^T,      YP2TQ2+i^2,      yF*+Q*+&' 

będzie  zatem: 

("    J-H.         p  y-Vi         Q         .  *-Ł         R 

\2         )         r     ypi+Qi+K2^      r     yp*+Q*+R*  r     V^2+<?2+-Rł' 

czyli :  sin  nr     *(«-ft>  +  qfr-*>+*t-gi>  (26) 

Biorąc  do  pomocy  wzory  na  £,,  t]t,  ft  pod  (23)  otrzymane,  dostaniemy 

P(f\  (Q  d  cos  X— cos  X  dp)%+ & 
sin  G>= — m± ,  — — , 

skąd,  kładąc: 

P=cosXyP*+Q*+R\     Q=cos/łVPJ+Q*+i?2,    i?-cos«'V-p2+^+-R2» 
otrzymamy : 

_  Qi  (q  cos  /l  <f  (cos  X)— cos  *  >l  tCp) + <fe    cAc  [cos  Xdcoą  X+<6]—dc[coa2  X+db]} 

rds  rds 

Zważy  wszy  atoli,  że: 

cos2  Jl+cos2^+cos2  f— 1,    cos^rfcos  i  +  cos^cJcos^+cos  *>tfcos  v=0, 
dostaniemy  z  poprzedzającego  wzoru: 

gino>^"~^  ^  ,      przeto:   r  sin  <«>=—(>, -^,     czyli:    r2sin2  w^^f-j-J 

Na  mocy  wzoru  (24)  mamy  jednakże : 

CjM-^-J  =r2— c2,     przeto  będzie:  r2 cos2  o>=r2— c2, 

czyli:  c3=r2(l— sin2o>)=r2 cos2o>,  a  więc:  c=rcoso>,  (26) 

t.  z.:  Promień  koła  ściśle  stycznego  jest   rzutem  promienia   kuli   ściśle  stycznej  na 
płaszczyznę  ściśle  styczną. 

Wnioski:  1)  Prostopadła  wyprowadzona  z  środka  C,  kuli  ściśle  sty- 
cznej na  płaszczyznę  ściśle  styczną  przechodzi  przez  środek  S  koła  krzy- 
wizny. 

2)  Środek  S  koła  krzywizny  i  środek  C  kuli  ściśle  stycznej  w  pewnym 
punkcie  M  krzywej  przestrzennej  leżą  na  płaszczyźnie  normalnej  tegoż  pun- 
ktu M. 
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11.  Wzory  Freneta.     Oznaczmy  przez  a,  /?,  y  kąty,  jakie  styczna,  przez 

!,  17,  £  kąty,  jakie  główna  normalna,  a  przez  X,  fi,  v  kąty,  jakie    binormalna 

w  punkcie  P(#,  y,  *)   krzywej    przestrzennej  tworzy  z  osiami  układu,  wtedy 

otrzymujemy  na  podstawie  wzoru  (3), 

a)  z  relacyj : 

cos  a  __  cos  §       cos  y  1  1 

~~dś  dy    "  ~~d*         Vc&3+dya+^  "  * f 

cir  „    dy  <?je?  /t. 

wzory :  cos  a-=  -=- ,     cos  j8=-j- ,      cos  Y=*-f-  (I) 

na  podstawie  wzoru  (11), 
fł)  z  relacyj  : 
cos  I  cos  17  cos  Cl  1 


Qd0-Rdy      Rdx—Pdz      Pdy-Qd*      lj(Qdx—Rdy)2+&      dsfP*+Q*+łi*' 
wzory : 

Cds—Rdy  Rdx—Pdz  „        Pdy—Qdx      njs 

OOSg  = ,  -^,        COS17=» =====.         COs£  = p  ^    —=    (II) 

(feV-P2+g2+iia  c?sV-P2+e2+^2  efcV-P2+C2+-R2 

które  ze  względu  na  to,  że  na  mooy  (I): 

,             ds  d2x— dz  dH      Q  dz—R  dy 
dcosa Wt gs—, 

a  więc:  Qdz— Rdy=d  cos  a  .  cfc3, 

^a  podobnie:    łidx—Pdz=d cos  0 .  cfc8,    Pdy—  Qdx=d cos  y.  eto3, 

ds3 
a  nadto:  9^-fp  >  możemy  przedstawić  w  postaci: 

*       d  cos  a  d  cos  fl  «.       d  cos  y  /TTA 

cos  1=9—^—,    cosi7=c— ^,     cos£=(>  — ^-.  (II) 

y)  Na  podstawie  wzoru  (11)  z  relacyj  : 

cos  X      cos  /*  __  cos  v  1  c 

wzory:  oos^=|^,     ~«  ^-g,    cos  r«^.  (HI) 

Na  podstawie  powyższych  wzorów  w  połączeniu  z  wzorami  na  promie- 
nie krzywizny  i  skręcenia  c  i  ct  możemy  wyprowadzić  wzory,  podające  sto- 
sunki między  różniczkami  dostaw  kierunkowych  stycznej,  głównej  normalnej 
i  binormalnej  a  różniczką  łuku,  zwane  wzorami  Freneta. 

Przedewszystkiem  otrzymujemy  z  II4  wzory,  podające  stosunki  między 
różniczkami  d  cos  a,  d  cos  /?,  d  cos  y  dostaw  kierunkowych  stycznej  a  róż- 
niczką łuku  ds  postaci: 

doos  a       cos  §       d  cos  §       cos  r\       d  cos  y  __  cos  J  9_ 

~ &        cT~'  — ir      ^~ł  ~~" &~~~^~'        (  } 

Między  dostawami  kierunkowemi  binormalnej  (^,  ^,  v)  i  stycznej  (a,  /?,  7) 

zachodzi  związek  prostopadłości:    cos  acos  >l+cos/?cos /i-foos y cos  *>=0. 

Różniczkując  ten  związek,  otrzymujemy: 

cos  ad  cos  ^+&+cos  ^dcos  a  +  &=0, 

ds 
a  że  na  podstawie  (27):     cos  4dcos  a+&=(cos  ^cos|+&).  — , 
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a  z  powoda  prostopadłości  kierunków  binormalnej    (X,  fi,  v)   i    głównej  nor- 
malnej (£,  17,  f) :       cos  X  cos  £+oos  p  cos  17+ cos  v  cos  £=*(), 
przeto  otrzymujemy  związek:     cos  adcos^  +  cos /Sdcos /i+cos  ydcos  r=0, 
który  w  połączeniu  z  równaniem:  cos  idcos  i+oos/idcos  j*+oos  rdcos  r=0, 

wynikającem  z  relacyi:  cos2  £+cosJfŁ+cos2r— 1,    prowadzi    do    szeregu  sto- 
sunków : 

d  cos  X  d  cos  fi  d  cos  v  }j(d  cos  X)*+& 


Icos  0,  cos  y 
[cos /i,  cosy 


cos  y,  cos  a 

cos  *>,  cos  X\ 


Icos  a,  cos  0 
|cos  X}  cos  /i 


czyli  ze  względu  na  to,  że: 

cos  (I,  cos  y 
cos  fi,  cos  r 


do  stosunków : 


—cos  I, 
<2cos4 


cos  y,  cos  a 
oos  r,  cos  A 

d  cos  fi 


=cos  17, 
rfcos  ? 


1 


cos  a,  cos  (I 
cos  ^,  cos  p 


s*7> 


»cos§, 


<fe 


COS  I  C08  f]  COS  £  C4  ' 

z  których  otrzymujemy    wzory,    podające    stosunki   między   różniczkami   do- 
staw kierunkowych  binormalnej  a  różniczką  łuku  w  postaci: 

dcosX       cos  f     d  cos  fi      cos  tj     d  cos  ?       cos  £ 


Uwzględniając  relacyę: 


ds 


li 


ds 


fi 


(28) 


cos§= 


cos  5.  cos  y  - 

'  —cos  a  cos  y— cos  y  oos  u, 
cos  fiy  cos  v\  r  '        ^ 


otrzymujemy: 

d cos  f  «cos  (id cos  r — cos  y d  cos  /i+cos  v d cos  0— cos  i*d! cos  y, 
skąd  po  uwzględnieniu  wzorów  (27)  i  (28),  otrzymujemy: 


d  cos  £ 


—  (cos  /?  cos  f— cos  ycos  17)4 — (cos  vcos  17— cos  fi  cos  f), 
fi  f 


a  że: 


cos  a= 


cos^— 


*»cos  i*  cos  £ — cos  v  cos  17, 
-cos  17  cos  y— cos  f  cos  0, 


cos  /i,  cos  *> 

oos  17,  cos  £ 

COS  17,  008  £ 

cos  /},  cos  y 

przeto  otrzymujemy  wzory  przedstawiające  stosunki   między  dostawami  kie- 
rnnkowemi  głównej  normalnej  a  różniczką  Zuku  w  postaci: 

d  cos  f  _      /  cos  a       cos  X  \     d  cos  17  _      /  cos  /?       cos  i 

y~  +  ~^-;'  — *       l~r  + 

'cosy 


<fc 


:__( 


508  4  \ 

d  cos  £  _  __  /< 


(cos/J   ,    cos^\ 


cis 


cosj^ 


(29) 


Z  wzorów  Freneta  wynika,  że  krzywa  przestrzenna  jest  co  do  kształtu 
swego  wyznaozoną,  gdy  promień  krzywizny  c  i  promień  skręcenia  cx  podane 
s%  jako  funkcye  Inku  8,  a  więc  gdy  jest  przedstawioną  równaniami  kształtu : 
c=ę(s),  ft  =#(*))  które  nazywamy  równaniami  naturalnemi  krzywej 
przestrzennej. 
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12.  Przykłady.    «)  Lisi*  śrnbowa:  *  =>  a  cos  t,    y  =  osin*,    *  =  W.    Mamy  tu: 

dx  .         dy  „     Az      ,        d**  ..     d*y  .    *      *^»      n 

Jt ■»(,    ^-•floaf,    Tł  =  6,      ^---cos*,    ^y  — .«Bl,    -jp-a 

d*x  d*y  d*z  ds  * 

^3=a8in*,    ^f=*-aco8*,    ^,  =  0,     —  _\/a*+ft*t    P=*abB\ntdt\ 

Q  =  -ab  cos  t  dt\  R  —  a>  d*s,  V/  /*«+©*+ Jl**  =  a  Va*+b*dt\    P<*»*+  Qd*y+Rd*z  =  «**«. 
Na  tej  podstawie  znajdziemy: 

a)  równanie  stycznej  w  punkcie  o?,  y,  *,  odpowiadającym  pewnej  wartości  f,  z  wzoru: 

X--*        r— y        Z— z 


w  postaci: 


<fcr  dy  dz 

X— a  cos  < F— o  sin  f Z—bt 

—a  sin  *  o  cos  t  b     ' 

a 


czyli:  X=  —  —  sin  t .  Z+a  (<  sin  f-f-cos  t\      T  =  y  cos  * .  Z— a  (*  cos  /—sin  f)> 

6)  równanie  płaszczyzny  normalnej  z  wzoru: 

w  postaci :  —  (X—  a  cos  t)a  sin  <+(F— a  sin  t)a  cos  tĄ-(Z—  bt)b  =  0. 

czyli :  —  a  sin  *  X+a  cos  <  F+ft  Z  —  bH, 

e)  równanie  płaszozyzny  ściśle  stycznej  z  wzoru: 

p(x-*M-c(r-y)+*(z-*)  -  o, 

w  postaci :  ab  sin  *(X—  a  cos  *)— ab  cos  <(F— a  sin  t)+a*(Z—  bt)  =  0, 

czyli :  b  sin  t  X—  b  cos  *  F+a  Z=  abt, 

d)  kierunek  binormalnej,  t.  j.  pionu  płaszczyzny  ściśle  stycznej  z  wzorów: 

.          b  sin  ł  b  cos  t  a 

cos  X  =  — ,  ,    cos  |JL  = ,    cos  v  =  - 


y/a^+ft1  V/al+6ł  l/a*+&ł 

Ponieważ  cos  v  jest  tu  ilością  stałą,   zatem   płaszczyzna  ściśle  styczna  do  linii  śru- 
bowej jest  w  każdym  punkcie  do  osi  OZ,  a  więc  do  rodzących  walca  jednakowo  nachyloną. 
e)  Normalna   główna  jako   przecięcie   płaszczyzny   normalnej    z   płaszczyzną  ściśle 
styczną  określoną  tu  będzie  równaniami: 

—  a  sin  t  X+a  cos  t  Y+bX=*b%    b  sin  t  X— b  cos  t  Y+aZ=abt, 
które  sprowadzić  możemy  do  postaci : 

Z  =  ftt,    X  sin  t  — >  F  cos  *, 
z  której  czytamy,  że  główna  normalna   linii   śrubowej    przecina    zawsze   oś    OZ,  czyli  oś 
walca. 

/)  Promienie  pierwszej  i  drugiej  krzywizny  znajdujemy  z  wzorów: 

P "==  TT^F.  ^«  .  ^ >     Pi™; 


Y/p^^+jT''   ri    Pdir+ędył-Rrf'* ' 

w  postaci :  p  —  — — ,      Pl—  — —  , 

które  dowodzą,  że  linia  śrubowa  ma  w  każdym  punkcie  jednakową  krzywiznę  i  jednakowe 


g)  Promień  kuli  ściśle  stycznej:    r«=  yPM-Pi1!^)    będzie   tu   miał   z   powodu,  że: 

aM-fc8 
dp  =  0  wartość :     r  =«  p  ■=  — ! jest  więc  także  jednakowy  i  w  każdym  punkcie  równy  pro- 
mieniowi koła  ściśle  stycznego. 

h)  Środek  koła  ściśle  stycznego  określony  równaniami: 

e_  Rdy-Qdz  Jm%  __  Pdz-Rdx  ^  ,  Y_  Qdx—Pdy  J% 

^-c-p^+c.^i^*  y  7,~- PM-eł+*2    '  *~^"~p*+eq-j*»**' 

będzie  tu  wyznaczony  wzorami: 

ar — C  =  -  - —  cos  f«a  cos  t Ą cos  *, 

a  a 
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y — tq  =  — — —  sin  t  =  a  sin  tĄ sin  t,     s— £  =  O, 

a  o 

rtórych  wypada: 

C  = cos  t,     »j  = sin  t,    £  =  bt. 

a  a 

Wzory  te  dowodzą,  że  miejsce  środków  kół  ściśle  stycznych  do  linii   śrubowej    two- 
|  inowu  linię  śrubową. 
F     Środek  kuli  ściśle  stycznej  wpada  w  środek  koła  ściśle  stycznego,   gdyż   z   powodu, 

lr=p  mamy  coscu  =  —  =  1,  a  więc  a>  =  0,   koło   ściśle  styczne   jest  tu  zatem  wielkiem 

fcfem  kuli  ściśle  stycznej.  Miejsce  środków  kul  ściśle  stycznych  zgadza  się  więc  z  miej- 
Lm  kół  ściśle  stycznych  i  tworzy  nową  linię  śrubową. 

f  ji)  Lemniskftta  sferyczna.  Na  około  punktu  początkowego  opisana  jest  kula  o  promie- 
h«;nad  promieniem  tej  kuli  jako  średnicą  oparty  jest  na  płaszczyźnie  XOY,  prosty 
piec  kołowy,  tenże  wycina  z  kuli  zamkniętą  krzywą  przestrzenną  wyglądającą  jak  lemni- 
jbU  na  kuli  rozmieszczona.  Znaleźć  obie  krzywizny. 

Krzywe  tę  przedstawiają  równania:    z*-\-yJ+z*  =  a*  i  a?,+y,  =  ax, 
ttre  możemy  zastąpić  równaniami :    y*  =  x(a— x),    z1  =  a(a—x). 

Uważajmy  x  jako  zmienną  niezależną,  a  więc  dx  jako  ilość  stałą,  zatem  dlx  =  0,  to 
trzymamy: 

o  *y          n      o  *z                      i.    *y     *— %x    dz  a 

**— **   2edi  =  -a'    P"eto5S 2T'    ** 5' 

Różniczkując  jeszcze  raz  otrzymamy: 

.            .                                      d*y            a*       dlz  a* 

Ki  wypada:  ^ ^p,    ^ TgV 

„,....      ,   ,      d*y      80'   dy          8a»(a-2*)      d*z  Sa* 

***«  b9dzle  8t<*d:    dii ~4? 'di gp— .    £i si«- 

Na  tej  podstawie  znajdziemy: 


icc  promienie :      p  —     .  z=-  =  yxLLzl  ,     p.  = f_XV_jr^ —     ~     . 

Promień  kuli  ściśle  stycznej  jest  stały  r  =  a,  krzywa  jest  bowiem  krzywą  sferyczną. 
wyznaczenie  środków  kół  ściśle  stycznych  mamy: 

e       Rdy-Qdz      %      2(a+x)(x*+2ax-a%) 
*    '  —  P>+  Q*+R*  "  -  i  (Ba+3x)         ' 

(q-»)(iki+g)(a+2») 
5to:  * o(5q+3aQ  ~ '  '  

Dbme  znajdziemy:   n 1—--.— L ,       c __ . 

Miejsce  środków   kół   ściśle   stycznych  jest   zatem   krzywą   przestrzenną   określoną 
.tniemi  trzema  równaniami.    Krzywa  ta  jest  krzywą  algebraiczną  stopnia  szóstego. 

y)  Pana  kray wa  algebrmieznm :    x  =  at,    y  =  -^  *2,    z  =  ^  *3.    Mamy  tu : 

dv  dz         .      d*x       .       dsy  d*s      rt  ^      «*3x       -       tffy      n     dht 


-  732  - 

przeto:  g  = a  V 1-+  *'+«ł ,    ^ł -••**.     J>=-2b,<'    ^i^0*' 

afa  o" 

Na  tej  podstawie  znajdziemy: 

Z       2  Z        \ 

a)  równanie  linii  stycznej  :     X  =  -^  +  ir  at>      Ys=s  ~J  +  "6"  a*,» 

1+  ~o~"ł-~§~/' 

d 

c)  równanie  płaszczyzny  ściśle  stycznej:     t*X—2tYĄ-Z=-gt\ 

d)  promienie  krzywizny:        P - ^j^W*' - g Y^+Sff  ' 

«)  promień  kuli  ściśle  stycznej  z  wzoru:    r,s=sp,+p|*(-^J    w  postaci: 


r»  —  ^(4-8*M-8t4+101*6+108*«+16*ln), 

/)  miejsce  środków  kół  ściśle  stycznych: 

t3-2*»— W         __     2+8*»+4<4-<6-2*8  6H-lO<ł+18<»+4*T 

*"■"  1+4*'+**  '    T)"~a  l+4*»+*4  '     ;~a         l+4*»+'4 

g)  miejsce  środków  kul  ściśle  stycznych: 

Ci=|(*,+«5),    t)l=|-(2-8^-l(X*),    Ci=|(9*+20^. 

8)  Wyznaczyć  asymptoty  krzywej  przestrzennej : 

a  a  a 

*  =  T-V     y  =  T'     — i+i- 
Równanie  tej  krzywej  możemy  przedstawić  w  postaci : 

*'+*       A  *'— 1        B  t*—t       C 

gdzie:  4  =  «(*,+  0i     £  =  a(*2— 1),     C  =  a(*'— *),    D  =  tl—t. 

Krzywa  ma  trzy  punkta  w  nieskończoności  odpowiadające  trzem  pierwiastkom  i 
nia:  Z>  =  *3— *  =  0,  którymi  są  fj=  —  1,  *2  =0  i  ^  =  +  1.  Istnieją  tu  zatem  trzy  r 
wiste  asymptoty.    Równania  jakiejkolwiek  asymptoty  są : 

XDtC  =  ZD'A+(A'C-C'A),     YD'C=  ZD'B+(B'C—C'B) 
W  tym  wypadku  mamy: 

4'  =  a  (2*+l),     B'  =  2at,     C'=-a(2*-l),     Z)'  =  3**-l, 
przeto  przedstawiają  się  powyższe  równania  w  postaci: 

Z(8t  3+3*'- 1-  l)-2at  Z(3*3+3*'  -  t-l)-g(t- 1) 

Poszczególne  asymptoty  będą  tedy: 

a)  dla  *!=*  —  1,    X=  —  •  - ,    F=  —  a,  prosta  równoległa  do  osi  02, 

b)  dla  *j=0,     Z  =  a,     X=  —  a,  prosta  równoległa  do  osi  OF, 

c)  dla  *3=1,    Z=  — ,     F=  a,  prosta  równoległa  do  osi  OX. 

13.    Styczność    dwu   krzywych    przestrzennych.     Przyjmijmy,    że 

krzywe  przestrzenne,  jedna  określona  równaniami:  x=fi(t)}  j/  =  (pi(i)1  *  = 
druga  równaniami:  x=f2(t).    y  =  q)2(f),   z  =  ty2(t)   mają  punkt  wspólny  (x, 
odpowiadający    pewnej     wartości    parametru  t,    natenczas    otrzymamy 
warunki:    /i(l)=/i(9,     9>iW  =  9>2W,     Vi  (0  =  ^(0- 
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Jeżeli  prócz  tego  punktu  miałby  być  jeszcze  sąsiedni  punkt  wspólny, 
odpowiadający  wartości  t+dt  parametru,  natenczas  otrzymalibyśmy  nowe 
trzy  warunki  w  postaci : 

/'i(')=/'2(0,    jP'iW-jP',0),    ♦'iW-^iW. 

Warunki  te  wskazują  na  wspólną  styczną  obu  krzywych  w  punkcie 
odpowiadającym  pewnej  wartości  parametru  ł1  a  takie  krzywe,  które  mają 
w  pewnym  punkcie  wspólną  styczną,  nazywamy  krzywemi  stycznemi 
w  tym  punkcie. 

Gdyby  takie  krzywe,  mające  wspólne  dwa  punkta  sąsiednie  P(x,  y,  z) 
i  Q(x+dx}  y+dy,  z+dz)  miały  jeszcze  wspólny  następny  punkt: 

B(x+2dx+d*x,  y+2dy+d2y,  z+2dz+d2z), 
wówczas  musiałyby  się  na  podstawie  wzoru  Taylora  spełnić  jeszcze  warunki: 

/"iW-AW.    9>"i(0=9>V),    *l-iW-»,,i(0. 

O  krzywych  takich  powiadamy,  że  mają  w  punkcie  P(x}y,  z)  styczność 
drugiego  rzędu. 

Ogólnie,  jeżeli  dwie  krzywe,  jedna  o  równaniach  x=*fx(t),  y=q>i(t)} 
*-^(0,  druga  o  równaniach:  x=f2(t).  y—q>t(t)f  z=ipt(t)  mają  oprócz  punktu 
P(xi  &,  *)  jeszcze  n  następnych  punktów  wspólnych,  a  więc  razem  (n+1) 
punktów  sąsiednich  wspólnych,  wówczas  powiadamy,  że  krzywe  mają  na 
tym  punkcie  styczność  n-go  rzędu. 

Warunki  styczności  n-go  rzędu  przedstawiają  się  dla  powyższych  krzy- 
wych na  mocy  szeregu  Taylora  w  postaci  3 (n  +  1)  równań  kształtu: 

/i»-/iWi     9>i(0=9>2('),     *i(0-**Wi 

A«-A»i    ^iW-^iW,    ♦'iW-^iW. 


Ą*\t)-ĄnKi),    tfW-tfW,    ^(0-^W- 

Jeżeliby  druga  krzywa  była  dana  równaniami  F(x,  y}  jbt)=0,  0(x,  y,  jer)=»0, 
natenczas  otrzymujemy  (2n+2)  równanie  kształtu  : 

F[m  <p(t),  *0)]-O,  F[f(t),  p(f),  V(*)HO, ...,  JP-V(<),  ?>(*),  V(*)]=0, 

•[Aft  *«•  *W]-o,  •UW,  rtft  *0>]-o, ...,  •»[«<),  »(<),  V(0]=0, 

przedstawiające  warunki,  pod  którymi  krzywa  x=f(t),  y*=<p(t\  z=>ip(l)  ma 
z  krzywą:  JFfo  y,  £f)=0,  <P(a;,  y,  $)— 0  w  danym  punkcie  t  styczność  n-go 
rzędu. 


ćwiczenia   XLV. 

1)  Uzasadnić  podział   krzywych   przestrzennych   na   krzywe   algebraiczne  i  krzywe 
przestępne. 

2)  Wykazać,  że  każda  krzywa  przestrzenna  rzędu  pierwszego  jest  linią  prostą. 

3)  Wykazać,  że  krzywe  przestrzenne  rzędu  drugiego  są  krzywemi  płaskiemi,  a  mia- 
nowicie przecięciami  stożkowemi. 

4)  Wykazać,  że  rzut   krzywej   przestrzennej  jest  najwyżej    tego   samego   rzędu,  co 
sama  krzywa  przestrzenna. 

6)  Wykazać,  że  dwie  powierzchnie,  z  których  jedna  jest  m-go,  druga  »-go  rzędu  prze- 
cinają się  według  krzywej  mn-go  rzędu. 

Zbadać  następujące  krzywe  przestrzenne  i  wyznaczyć  ich  rzuty  i  rzędy: 
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«)  **+**+*' -•*.      *f- *(•-*)?  7)y— \x\    *  =  ^-*s;  8)jf-\/«,      *=^? 

9)  **+y J+*2 —  «ł,    *ł+y *-»*  —  O ;  10)  *H-y ł  =  a1,    y  =  x  tang  y . 

11)  Okazać,  że  równania  parametrowe  kształtu: 

MH-MM-M+di  <h<3+M'+-V+Ą  _gs*3+VH-M4-<*» 

*~~     «tfl+**ł+rt+*      '     y=X3      «*»+&*»+<*+*      '      *         at*+bt*+ct+d 
przedstawiają  krzywe  przestrzenne  trzeciego  rzędu. 

Wykazać,  że  w  danym  punkcie  *,   y,   z  krzywej:   *  =/(0i    |f  =  •(*)»    *  —  ł(0  otrzy- 
mujemy równania: 

12)  Prostej  stycznej:  -^  =  _^-  =  -^_; 

18)  Płaszczyzny  normalnej:  dx(X— *)+dy(F— y)+cto(Z— *)-=0; 

14)  Płaszczyzny  ściśle  stycznej  :  P(X— *)+  Q(Y—y)+R(Z— *)«0,  gdzie  P=dyd*z-dzd*y 
Q  —  dzd*x—dxdht,    R  =  dxd*y—dydhi ; 

X    *  F-y  Z-s 


15)  Głównej  normalnej: 


Qdz-Rdy      Rdx—Pdz      Pdy—Qdx' 


^/»x  «.  i  X— »        F—  y         Z — * 

16)  Binormalnej :   -p     =  — ^  =»  -^- ; 

17)  Płaszczyzny  rektyfikacyjnej:  (C<fer— £<*y)(X—  a?)4-&  =  0; 

18)  Wykazać,  że  równania  stycznej  w  punkcie  P(«,  y,  z)  krzywej  przestrzennej  okre- 
ślonej równaniami:  ?(x,  y,  z)  =  0,  +(«,  y,  s)  =  0  możemy  przedstawić  w  postaci: 

£(x-,)+g(r-yH4?(z-,)=o,  g(x-,H-|(r-y)+g(z-.)-a 

19)  Wykazać,   że   równanie    płaszczyzny   normalnej    w  punkcie   P(«,  y,  *)   krzywej: 
¥  (*»  yi  *)  =  0»  +(*»  y»  *)  =  0  możemy  przedstawić  w  postaci  wyznacznika: 

X— ar,    F— y,  Z—* 
dą         dę        dp 
Sc1       dy'      te'  =0. 
<ty         <ty        <ty 
(>a> '       dy  '      <te  ' 

Wyprowadzić   równania   osi    i   płaszczyzn   układu   naturalnego   w   danym   punkcie 
P(x,y,  z)  krzywej  przestrzennej,  określonej  równaniami: 

20)  »=■/(*),    y  =  9(f),    *  =.<|»(f),  gdzie  t  jest  dowolnym  parametrem. 

21)  «=/(*),    yssff*),    *  =  <),(*),   gdzie  parametr  *  przedstawia  długość  łuku,  liczo- 
nego od  pewnego  punktu  krzywej. 

22)  y—fCOi     *  =  ?(*)•  28)  *(»,  y,  •)  — 0,     +  (*,  y,  *)«0. 

Wyprowadzić   równania  osi   i   płaszczyzn   układu  naturalnego   w   danym   punkcie 
P(aj,  y,  *)  następujących  krzywych* 

24)sc  =  acos*,    y«=a  sin  *,    *  =  *.  25)  a?=»<,    y  =  — *',    *=-— *s. 

Z  o 

26)*  =  ^'      y  =  T'     -"#|i-  27)*»+y»  =  a,    y»+.»-6». 

aB).«+jrM-»-.«,  p+p-J-o- 

29)  Wykazać,  że  kula  **+y *+**  ■=  1  przecina  powierzchnię  asy+y^M-***1-— ^^y2  ==  ° 
w  czterech  kołach  i  wyznaczyć  płaszczyzny  tych  kół. 

80)  Wykazać,  że  środek  koła   ściśle   stycznego   w   punkcie  (*,  y,  *)  krzywej  x  =  f'Kf 
y  *=*  ? (Oi    0SSS  ł(0  ma  spółrzędne : 

c  Rdy-Qdz  Pdz—Rdx  , ,  xt      r  Qdx—Pdy  , .  v, 

gaag^P»+gi+^W>    ^-y^ł^+ci+SiW1!    ^^p»+y+i>W> 

a  promień  tego  koła  ma  wartość :    p  =     .     v , 

\/l*+Q*+Rl 

81)  Wykazać,    że   promień   skręcenia   pt    w   punkcie  (a;,  y,  *)  krzywej   przestrzennej 

*-/(<),    »-*«,    •-♦«  wyznacza  wzór:    Pt- Pih^Q^+Riiz- 
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82)  Jeżeli  krzywa  przestrzenna  określona  jest  dwoma  równaniami  kształtu:  y=»/(»), 
z  =9  (x)  okazać,  że  wówczas  wzory  na  promienie  krzywizny  i  skręcenia  pip!  możemy 
przedstawić  w  postaci: 

D  =  i/~  (i+y'ł+*'»)»  (i+y»+^i)» 

P        V  fył*"-y"s')J+y",+*"1 1  Pl      p«(y"*"'—  y" V)  ' 

88)  Okazać,  że  gdy  krzywa  przestrzenna  określona  jest  równaniami:  »=/(*),  y  ==©(*), 
;  =  4(9),  gdzie  «  jest  długością  łuku,  natenczas  spółrzędne  środka  krzywizny  otrzymują 
wartości : 

d*x  d*y  d*z  1 

,^„.  ,_*,„.  ,_*v.  .  >-^V(g)V(5), 

przedstawia  promień  krzywizny. 

84)  Jeżeli  p  jest  promieniem  krzywizny,  pj  promieniem  skręcenia  w  danym  punkcie 
krzywej  przestrzennej,  okazać,  że  promień  r  kuli  ściśle  stycznej    w    tym   punkcie  wyraża 

się  wzorem :    r  »  y  pH-p1!  (^)  . 

Wyznaczyć  promień  krzywizny  i  skręcenia  w  następujących  krzywych : 


35>S-S=i.  —-£(•'+•  ">     «*>»-■£-■.  — 


87)  x  =  a  cos  ?,    y  =  a  sin  ?,    *  =  6».  88)  *  =  a?  cos  f ,    y^a?  sin  ?,    *  =  fc*. 

89)  Wykazać,  że  środek  E,  tj,  C  kuli  ściśle  stycznej  w  punkcie  x,  y,  s,  krzywej: 
x  =/(*)7  y aBa  ?  Wi  *  =  ł(*)ł   gdzie  8  przedstawia   długość   łuku,  możemy  wyrazić  wzorami : 

S-H-JT^:,    ,«y+*_^^\    C..+  «5^5^f   gdzie  A=   5,  £  ^ 

a  promień  r  kuli  śoiśle  stycznej  wzorem :   r  =  —  V/o?"' * +y '" ,+*/" ł— (a>" *-f  y "  J+ *" *)*. 

40)  Punkt  styczności  (a>,  y,  z)  porusza  się  po  krzywej:  y  =  -=-#*,  z==-^-xt1  jaką  drogę 
opisuje  na  płaszczyźnie  XOY  ślad  stycznej. 

41)  Wyznaczyć  miejsce  geometryczne   środków   kół   śoiśle   styoznych  w   punktach 

knywej:  y  =  — **,  z  =  —  x\ 

42)  Zbadać  kształt  krzywej  :  x  =  ea<p  cos  »,  y  =  ea*  sin  9,  0  =  c .  ea?p  i  wyznaozyć  dłu- 
gość jej  łuku  w  granicach  od  z  =  zt  do  z  =  *j. 

43)  Okazać,    że    krzywa   określona    równaniami:    /(a:,  y,  *)  =  0,    ?(*,  y,  0)  =  O    ma 

df  dv       df  dv       df    dv 
w  punkcie :  P(x,  y,  *),   dla  którego  ^ :  ^  -  ^  :  -  =  fg :  ^ ,  punkt  osobliwy. 

44)  Wykazać,  że  przekrój  płaszczyzny  normalnej  wykreślonej  w  punkcie  P(x,  y,  s) 
krzywej  przestrzennej  z  płaszczyzną  normalną  punktu  sąsiedniego,  zwany  osią  krzywej 
w  punkcie  P(x,  y,  0),  określa  się  równaniami: 

rf*(X-aO+rfy(r-y)+<fe(Z-*)  =  0,     d*x(X-x)+d*y(Y-y)+d*z(Z-z)  =  ds*. 

45)  Okazać,  że  oś  krzywej,  określona  zag.  44,  a  odpowiadająca  punktowi  P(«,  y,  *), 
ma  ten  sam  kierunek  (X,  p,  v),  co  binormalna  tego  punktu,  określony  wzorami: 

cos  X cos  n       cos  v 

46)  Okazać,  że  dwie  styczne  po  sobie  następujące  w  krzywej:  *  =»/(*)»  y  =  ?(0 
« ==ł(0  są  określone  równaniami: 

X—  x  _  Y—y        Z— z        X-x—dx       Y—y—dy  _  Z—z—dz 
~~te  dy    M     cte    '       ifcr+c***  ""    <*y+dły  <te+<*V   ' 

a  kąt  cis  między  niemi  zawarty  określa  się  wzorem: 


l/i  dy, 


dz   |"      1   dr,  cfe   I' 

d%  I  "•"  I  dh,  d*x  I  "*" 


<fce,  dy 
d*x,  d*y 


dx*+dy*+dz* 
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47)  Okazać,  że  'dwie  krzywe,  jedna:  x*=*fl(t),  y  =  ft(*)»  s  =  łi(0»  druga:  *=/,{/; 
y  =  ?ł(0»  z  =  łi(0i  mają  w  pewnym  punkcie  styczność  n-ego  rzędu,  jeżeli  dla  pewnej  war- 
tości parametru  obok  trzech  warunków:  /i(0=/a(')»  ^iW^CiWi  +1  (0  =  +a(*)i  spełnia  się 
jeszcze  Sn  warunków: 

dtr       ~~      dtr       '  d%r      ~      <ftr       »  <fcr      —      <fcr       ,   ga«6.  r  — 1,   J, ...,«. 

48)  Okazać,  ze  krzywa  *=/(*),  y  =  ©(*)>  »ST>ł(0  m*  z  powierzchnią  «F(xf  y,  *)=0 
w  pewnym  punkcie  t  styczność  n-ego  rzędu,  jeżeli  obok  warunku:  F[f(t\  «(*)i  ł(0]  =  ° 
spełnia  się  jeszcze  »  warunków  kształtu : 

#nm,  9(o,  ko]  o ,r_,  2    „, 

—  —  u,  ^r  —  a,  ^, ..., »;. 

Oznaczając  przez  kąty  a,  (J,  y  kierunek  stycznej,  przez  C,  ij,  l  kierunek  głównej  nor- 
malnej, przez  X,  [a,  v  kierunek  binormalnej,  a  przez  p  i  px  promienie  krzywizny  i  skręce- 
nia, okazać,  że: 


49) 


cos  a,  cos  p,  cos  y 
cos  C,  COS  T),  cos  C 
cos  X,  cos  p-,  COS  V 


008  C  =  cos  n  cos  y— cos  v  cos  P 

=  1,       50)  cos »)  =  cos  v  cos  a— cos  X  cos  y. 

cos  C  =  cos  X  cos  p— COS  (A  cos  « 


51)  cos  «  d  cos  X-fcos  (J  d  cos  n+cos  y  d  cos  v  = . 

P 

52)  cos  C  i  cos  X-J-cos  ij  i  cos  p-ł-cos  ?  <*  °os  v  =» . 

Pi 

CON  d  cos  a       cos  £      <Z  cos  p       COS  T)      d  COS  Y      cos  C 

00)  -= = ,  — =s ,  — 3 -  = . 

'       ds  p  ds  p  ds  p 

r  .N  d  cos  C     fcos  «  ,  cos  Xl  d  cos  ii    Icos  B  ,  cos  ul  d  cos  £    Tcos  y  ,  cos  v"| 

U)  —a —  l  P  '  p*  J»  -n- -  -L— +— J«  -* — \.-r+~vi 

„  i  cos  X cos  C        t?  COS  a       cos  »J         tf  COS  V cos  C 

56)  Oznaczając  przez  dt  kąt  między  sąsiedniemi  stycznemi,  przez  dn  kąt  między  binor- 
malnemi,  a  przez  du  między  głównemi  normalnemi,  okazać,  że:  d*>*  =*  dt^-ł-dą* (twierdzenie 
Lancrefa). 

Rozwiązania  XLV.  6)  Przekrój  kuli  z  walcem  kołowym.  7)  Przekrój  walca 
parabolicznego  drugiego  rzędu  z  walcem  parabolicznym  3-go  rzędu.  8)  Przekrój  walc* 
parabolicznego  z  walcem  hyperbolicznym.  9)  Przekrój  kuli  ze  stożkiem.  10)  Linia  śru- 
bowa. 11)  Płaszczyzna:  *x~\-byĄ-yz+t  =  0  przecina  krzywą  w  trzech  punktach.  28)  Sfery- 
czny przekrój  stożkowy.      29)   *-ł-y+*«=— 1,    *-ł-y— *«=1,    *— y-f*=l,    »— y—  *  =  —  1. 

85)  p _ ,     pi_ _ .      86)p  =  Pl« ^ .     87)?  =  —^—,     Pl-=— ^— . 

gg      =  V/[(a»+6ł)6»+aV)p  =^4(aa+&»)ft*+(4a»+6ł)6«g'+aV 

pS=a6V/4(ał+ft>)6♦+(4a»+*ł)6ł*»+a»i*,     *"'"  »l(66»+#«) 

40)   *—§-»>,  41)    X 1*>,         r=l+i*>-l**,        Z  =  l«(3+2x«> 

oc 

Literatura.  F.  Joachimsthal:  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung 
auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flaohen  und  der  Linien  doppelter  Krilmmung.  Zweite  Auf- 
lage.  Leipzig  1981.  Dr.  Georg  Scheffers:  Einfuhrung  in  die  Theorie  der  Curren  in 
der  Ebene  und  im  Raume.  Leipzig  1901.  Ko  merę  11:  Allgemeine  Theorie  der  Raumcur- 
ven.  Leipzig  1908. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Linie  śrubowe  walcowe  i  stożkowe. 

2.  Niezmienniki  różniczkowe  krzywej  przestrzennej. 

3.  Równania  naturalne  krzywych  przestrzennych. 


Wykład  XLVI. 


Ogólne  własności  powierzchni  drugiego  rzędu. 

1.  Byskusya  równania  drugiego  stopnia  o  trzech  zmiennych.  Ogólne  ró- 
wnanie drugiego  stopnia  między  trzema  zmiennymi  x,  y,  z  ma  kształt: 
f(x,  y,  0)^aux2+a%2yl+a3Z02 +2ai%xy +20^x0+2(^^0+ 

+2aiAx+2auy+2a2i0+aAk=O.  (1) 

Równanie  to  zawiera  dziesięć  wyrazów,  czyli  dziewięć  dowolnych  para- 
metrów,   co    dowodzi,    że    dziewięć    punktów:    {xif  y*,  ąJ^-i,  2,~,9), 
określa  w  przestrzeni  pewną  powierzchnię  drugiego  rzędu. 

Ażeby  zbadać  ogólne  własności  powierzchni  drugiego  rzędu,  przyjmij- 
my w  przestrzeni  dowolny  punkt  §,  tj,  fi  poprowadźmy  z  niego  promień 
w  dowolnym  kierunku,    tworzącym    z    osiami    układu  kąty  vt,  p,  v. 

Przyjmijmy,  że  promień  ten  spotka  powierzchnię  w  pewnym  punkcie 
x,  y,  g  oddalonym  o  r  od  punktu  wyjścia,  wówczas  będzie : 

*=ł ;.jti.±l^  (2> 

COS  X         COS  fi  COS  1> 

czyli:  a—f+rcosi,    y— i^+roosp,    *=*f+r  cos  v.  (3) 

Wstawiwszy  w  równanie  (1)  za  #,  y,  z  wartości  (3),  będziemy  mieli: 
an(£+r  cos  ty*+2a2Z(rj+r  cos  /*)  (£+r  cos  f)+2a14(§+r  cos  4)+<fe+a44=0. 
Uporządkowawszy  to  równanie  według    potęg  r,    otrzymamy    równanie 
drugiego  stopnia  ze  względu  na  r,  kształtu: 

sr*+2tr+f=0,  (4) 

gdzie : 

s*—an  cos3^+Ojj  cosJ^+«33COs3  v+2ait  cos^cos^+ 

+  2a13  cos  ^cos  v+2a2Zcoa  ficos  vf 
t=*atl£  cos  A+at2  rj  cos  fi+a^C  cos  v+ai2£  cos  fi+ai2t]  cos  ^+o13  £cos  y-f- 

+a13  f  cos  X+a2Z  rj  cos  v+a23  f  cos  /*+a14  cos  ^+a24  cos^+a34  cos  y, 
f-«,i  la+flii  *a+«ii  f2+2an  ^i?+2a18  |ff  +2a23  i?£+2a14  £+2a24 17+203,  f +a44. 

Położywszy  dla  skrócenia : 
au  cos  A+a12  cos  /i+«13  cos  *— t0l9    a12  cos^+a22cos^+a23cos  v«td„ 
a13  cos>l+a23  cos^+«33  cos  ?»f03,    a14  cos  ^+034  cos  j*+a34  cos  f«=t04, 

«li  £  +  *12  7+al3  ff  +  fll4-/ll       ai2  £  +  «22  fl  +  «ia  £+°24=/2, 
«llf  +  <hlfl  +  «isff+«14— /li       «tif  +  «l4fl  +  «B4?+fl44— Ai 


(5) 
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otrzymamy  spółczynniki  8,  t,  f  określone  w  postaciach  następujących : 

s^Wi  cos  A+w2  cos  fi+icz  cos  v , 

t^^i€l+fli€%  +  ^fCz+Wk=fi  COS  A+f2C08  fl+f 2C08  V,    K  (6) 

Spółczynnik  5  zawisł  tylko  od  kierunku  promienia,  /  tylko  od  punktu 
wyjścia,  t  od  punktu  wyjścia  i  kierunku  promienia. 

Z  równania  (4)  wypadają  na  r  w  ogólności  dwie  wartości  rt  i  rJf  które 
dowodzą,  że  wyszedłszy  z  punktu  £,  17,  £  w  dowolnym  kierunku  4,  fi,  *>  spo- 
tkamy wogólności  dwa  punkta  powierzchni  (1),  jeden  znajdowaó  się  będzie 
w  końcu  odległości  ru  drugi  w  końcu  odległości  r2,  gdzie: 

'i' 1    '1- - .  (7) 

Punkty  te  będą  rzeczywiste  i  od  siebie  różne,  skoro  punkt  wyjścia  f ,  17,  t 
i  kierunek  ^,  f*,  v  będą  tak  dobrane,  żeby  było  <*>/*;  rzeczywiste  i  w  jeden 
punkt  wpadające,  skoro  <*=/«;  urojone  i  sprzężone,  skoro  t%<Zfs.  Wszelka 
prosta  przecina  więc  powierzchnię  drugiego  stopnia  w  dwóch  punktach  (rze- 
czywistych i  różnych,  albo  rzeczywistych  w  jeden  wpadających,  albo  urojo- 
nych, jednakże  sprzężonych). 

Przejdźmy  teraz  do  szczegółowego  rozbioru  równania  (4),  który  nas 
doprowadzi  do  poznania  głównych    własności    powierzchni   drugiego    rzędu. 

8.  Środek  powierzchni.  Przyjmijmy  naprzód,  że  spółrzędne  punktu 
wyjścia  |,  tj,  f  i  kierunek  promienia  A,  p}  v  czynią  zadość  równaniu  warun- 
kowemu ż=0. 

W  tym  razie  otrzymamy  z  (4)  równanie: 


-±v?. 


«rł— : /=»0,  a  stąd  r 

czyli  na  r  dwie  wartości  równe,  ale  przeciwnego  znaku. 

Równanie  warunkowe  ź=0  wskazuje  na  związek,  jaki  w  tym  razie  za- 
chodzić musi  między  spółrzędnymi  £,  17,  f  punktu  wyjścia,  a  kierunkiem 
X}  ft,  v  promieni. 

Jeżeli  punkt  wyjścia  |,  17,  £  jest  stały,  wówczas  możemy  równanie 
warunkowe  ż=0  napisać  w  postaci: 

/i  cos  X+f%  cos  ft+Zi  cos  y—O,  (8) 

która  wskazuje,  jak  ma  być  dobrany  kierunek  X}  fi,  ?,  aby  przyjęty  punkt 
£>  17,  £  był  środkiem  cięciwy  przez  niego  przechodzącej.  Kierunki  te  muszą 
na  mocy  (8)  być  równoległymi  do  płaszczyzny:  fx  x+fly+fzB=*Q,  czyli  muszą 
leżeć  na  płaszczyźnie: 

fi  (*-0  +  /i  (*-!)+/,  ('-ft-O.  (9) 

Przez  każdy  punkt  w  przestrzeni  da  się  więc  przesunąć  jedna  pła- 
szczyzna, tak  że  ten  punkt  będzie  środkiem  wszystkich  cięciw  przez  niego 
przechodzących,  a  na  tej  płaszczyźnie  położonych.  Innemi  słowy:  Wszelki 
punkt  w  przestrzeni  jest  środkiem  jednej  krzywej  płaskiej  (krzywej  drugiego 
rzędu)  na  danej  powierzchni  drugiego  rzędu  położonej. 

Płaszczyzna  tej  krzywej  jest  ściśle  i  jednoznacznie  określoną,  skoro 
wyrażenia  /i,  f2,  fz,  nie  są  równocześnie  zerami,  zaś  zupełnie  dowolną  w  ra- 
zie przeciwnym. 
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Wewny  pod  uwagę  ten  wypadek  wyjątkowy,   w  którym  równocześnie: 
r,=o,  /,-0,  /,~0. 

W  tym  razie  musiałyby   spółrzędne   przyjętego  punktu  wyjścia  §,  tj,  £ 
ogadzać  równocześnie  trzem  równaniom  pierwszego  stopnia  kształtu: 

/i=«n£+«»»7+«i3f+au=0.  A=«ijl+Ojii?+«ł3?+Oj«=0,  \  (1Q) 
których  otrzymamy  spółrzędne  punktu : 


i«u 

°1J 

«13 

|«14 

o„ 

0„ 

l°»» 

«13 

«»3 

;°ii 

«11 

«13 

l«n 

«JJ 

«13 

°13 

«J3 

«33 

—a 


o? 


1?-- 


aU  ai4°13 

°11  al2°14 

«12«a4°23 

°12  °22  *24 

°13a34  G33' 

-00, 

C-- 

«13a23«34 

°11  ai2flr13J 

au  a12  a13 

a]2  a22  a23| 

a12  a22  rt23 

«13  a23a33! 

«13a23a33 

=*l> 


(ii; 


Ten  szczególny  punkt  w  przestrzeni   jest    środkiem    wszystkich  cięciw 
»x  niego    przechodzących  i  nazywa  się  środkiem  powierzchni  drugiego 
gdu.     Na  wyznaczenie  jego  spółrzędnych  służą  trzy  równania  kształtu  (10), 

1  df      x       1  df 

2  di1 

df 


re  ze  względu  na  to,  że:    /*, 
równaniami : 


/»■ 


2d,'    /3"  2" I  możemy   zastą- 


d/-0    -. 


.0,  |.o. 


(10') 


Spółrzędne  środka  będą   miały    wartości    skończone,    skoro: 

«11  «12ai3 

«12a22aJ3    5  0  (12) 

a\2<h2  «33 

nieskończone,  skoro  J— 0,  nieoznaczone  zaś,  skoro  obok  4=0  staną  się  także 
liczniki  w  (11)  zerami. 

W  ostatnim  przypadku  są  równania  (10),  przedstawiające  trzy  płaszczy- 
ły,  od  siebie  zależne    i    sprowadzają    się    do   dwóch   równań   niezależnych, 
Ibo  do   jednego    tylko,    przedstawiają    zatem    w    pierwszym    razie    prostą 
przestrzeni,  w  drugim  płaszczyznę  jako  miejsce  środków;  miejsca  te  mogą 
ć  znowu  w  skończoności  lub  nieskończoności. 
Na  mocy  tego  podzielić  można  powierzchnie  drugiego   rzędu   na  nastę- 
Lpające  rodzaje: 

mm         1.  Powierzchnie  środkowe,  mające  jeden  środek  w  skończoności. 
Wk        2.  Powierzchnie  bezśrodkowe,  t.  j.  powierzchnie    mające   środek  w  nie- 
pfckońc  zon  ości. 

3.  Powierzchnie,  mające    prostą   środków,    położoną    w    odległości  skoń- 
::  esonej. 

|k|  4.  Powierzchnie,  mające  prostą  środków,  położoną  w  odległości  nieskoń- 

■p«onej. 

B         5.  Powierzchnie,    mające    płaszczyznę    środków. 

Ł  Jeżeli  powierzchnia  drugiego  rzędu  posiada    środek,    to    może    się    zda- 

iyó,  że  ten  punkt   leży    na  niej  samej.    W  takim    razie    muszą    spółrzędne 
rodka  uczynić  zadość  równaniu : 

Myli  skoro:  fjss/j  »/,■■(),  także  /^O,  a  więc  dogadzać  czterem  równaniom : 
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(13) 


co  się  stać  może  tylko  wtedy, 


jdy  będzie  wyznacznik: 

-0,  (U) 


*11  "1*  "13  "14 

aia  *aj  a»3  a24 

*13  a23  a33  a34 
a!4°J4  a34a44] 

Równanie  (4)  otrzymuje  wtedy  kształt :  sr*=0,  daje  więc  na  r  dwie  war- 
tości równe  zeru,  skoro  kierunek  X,  fi,  v  będzie  tak  dobrany,  że  s  >  0,  albo 
wartości  dowolne,  skoro  będzie  $«=0. 

Powierzchnia  taka  składa  się  z  szeregu  prostych,  z  jednego  punktu 
wychodzących,  jest  więc  powierzchnią  stożkową. 

Stożek  drugiego  stopnia  jest  zatem  jedyną  powierzchnią  rzędu  drugiego, 
której  środek  leży  na  samej  powierzchni.  Wierzchołek  jest  środkiem  stożka. 

8.  Płaszczyzny  środkowe.  Przyjmijmy  w  równaniu  warunkowem  ż=0, 
kierunek  promieni  Xf  fi,  v,  jako  stały,  wówczas  możemy  równanie  t==»0  napisać 
w  postaci: 

i  wx  + 1]  w2  +  f  wz  + 104  =0,  (16) 

która  przy  zmiennych  spółrzędnych  £,  17,  £  punktu  wyjścia  przedstawia  pła- 
szczyznę. 

Przyjąwszy  więc  pewien  stały  kierunek,  otrzymamy  na  każdej  prostej 
w  tym  kierunku  wykreślonej  jeden  punkt,  który  będzie  środkiem  dotyczącej 
cięciwy.  Spółrzędne  tego  punktu  muszą  dogadzać  równaniu  (15)  stopnia 
pierwszego,  a  zatem : 

Środki  cięciw  równoległych  powierzchni  drugiego  rzędu  leżą  zawsze  na  jed- 
nej płaszczyźnie. 

Płaszczyznę  taką  nazywamy  płaszczyzną  środkową)  albo  diame- 
tralną. 

Z  jej  równania  podanego  w  (15)  kształtu: 

w^+w^y+w^+w^^O, 
otrzymamy  kierunek  jej  pionu  X',  p',  vł,  określony  równaniami: 
cos  X1     cos  fi'    cos  v*  1 

wt    -" "i*"  wz    ~Y^012+f02Ht<y2, 

przeto : 

008^—7==^=^-:,     oob^i1— ==Ł=I    cosy'=T— — "'  (16) 

ywS  +  wS+w^  W+V+V  W+«V+V 

Każdemu  kierunkowi  cięciw  (X,  fi,  v)  odpowiada  więc  jeden  kierunek 
płaszczyzny  środkowej  {X',  fi*,  v'). 

Równaniu  płaszczyzny  środkowej  podanemu  w  (15)  kształtu: 

£vt+flwt  +  Cw3  +  «?4  —0, 
które  przedstawić  możemy  także  w  postaci: 

/i  cos  A+fi  cos  fi+fz  cos  *>=0, 
czynią  zadość  niezawiśle  od  X,  fi,  v  spółrzędne  środka,  które  określają  równa- 
nia: /t— /a— /j—O,  z  czego  wynika: 

Płaszczyzna  środkowa  powierzchni  drugiego  rzędu,  odpowiadająca  jakiemukol- 
wiek kierunkowi  cięciw,  przechodzi  zawsze  przez  środek  powierzchni. 

Odwrotnie  jakakolwiek  płaszczyzna  poprowadzona  przez  środek  po- 
wierzchni będzie  płaszczyzną  środków  cięciw  równoległych. 
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Niech  będzie  bowiem: 

4(*-f)+B(y-i7)  +  C(*--C)-0 

równaniem  dowolnej  płaszczyzny,  przechodzącej  przez  środek  £,  t],  £,  to  po- 
równując je  z  równaniem  płaszczyzny  środkowej,  odpowiadającej  kierunkowi 
Xy  /*,  Vj  przedstawiaj ącem  się  w  postaci:  wx{x— £)+t02(y— y)+wz(*—  0— Of 
otrzymamy  równości: 

Wt         W%         tflg  rl7v 

Tb     c  *' 

które  wystarczą  do  wyznaczenia  kierunku  X,  fi}  v  cięciw  danej  płaszczyźnie 
przynależnych. 

Mianowie  otrzymamy  z  tych  równości: 

an  cos  X+ai2  cos  ft+a13  cos  v      aia  cos  X+a%^  cos  ft+aas  oos  y 

A  S  "* 


przeto : 


a13  cos  A+a23  cos  /*+a33  cos  v     . 


cos  Jl=»* 


*12    "13 


^  «23 


23 
ł33 


all  «12  °13 
a12  «22  °23 
al3  *23  «33 


COS  [l-*k 


«11 

.4 

«13 

°1J 

B 

<hi 

«1» 

C 

«38 

°11 

«u 

«13 

«i» 

°M°13 

«1» 

«13 

«33 

coav=h 


«11 

«u 

ii 

«n 

«r„ 

5 

«J3 

«»3 

V 

«n 

«n 

«13 

«u 

o,a 

°J3 

«13 

o,, 

°33 

Ze  względu,  że:  cos2  Jt  +  cos2^+cos2  1>=1,  będzie:  ła= 


42 


gdzie  i  jest  wyznacznikiem  mianowników,  Ą,  42,  43  są  wyznaoznikami  liczni- 
ków, przeto  otrzymujemy: 


cos  4= 


W+V+V' 


cos^= 


YV+V+V' 


COS  V' 


4i 


VV+V+v 

Każdej  płaszczyźnie,  przechodzącej  przez  środek,  odpowiada  przeto  jeden 
kierunek  oięciw,  który  nazywamy  kierunkiem  z  płaszczyzną  sprzę- 
żonym. 

4.  Średnice  powierzchni  8-go  rzędu.  Przekrój  dwóch  płaszczyzn  środko- 
wych danej  powierzchni  drugiego  rzędu  nazywamy  średnicą  tej  powierz- 
chni. Ażeby  znaleźć  równania  takiej  prostej,  weźmy  pod  uwagę  dwie  pła- 
szczyzny środkowe  sprzężone  z  kierunkiem  X}  fi,  v  względnie  X',  fi\  v*.  Ich 
równania  dadzą  się  przedstawić  w  postaci: 

/i  cos  X+f2  cos  fi+fz  cos  v=0}    /i  cos  X,+f1  cos  fi*  +fz  cos  f'=0, 
skąd  otrzymujemy  równości: 

A A U 

COS  fi  COS  V1 — cos  fi4  COS  V     COS  V  cos  X* — cos  v'  COS  X     COS  X  COS  fi1  —  COS  X1  COS  fi ' 

które  się  sprawdzają  dla  dowolnego  punktu  przecięcia  płaszczyzn  środko- 
wych, a  więc  określają  średnicę  powierzchni.  Ponieważ  stałe  kierunki  X,  p,  v} 
ił,  /*',  v*  są  dowolne,   przeto   możemy   napisać  równanie  średnicy  w  postaci: 

l        m       n  ' 
gdzie  Z,  m,  n  są  dowolnemi  liczbami. 


(18) 
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.  „ .. i  "^^Pr'e'$£f°"  ^3ki0b.  po™nch»l 

"    *".,  ,■**'*  f       %  środki' ,PrgoUgtycb,  mianowicie  rownole- 

#rO*  '         y0Sfc   zgodny  z  kierunkiem  pionu  pła- 

k  pionu  tych  P£jZtoMpr*Łoii*j. 
&*r?jkowej  *  d*D*yreć*y  dowolny  kierunek  cięciw  L(X,  p,  v),  kto- 

5"       *J*<1*  Pl**frtiy  kierunek    cięciw  L'(Za,  fi',  f4)  równoległy  jed- 

do  P!*s'C'y'Dy «t'cos  *'  +  ">2  cos  fi'  +  tc2  cos  •-O, 
0****  jrjialeiną  mu  płaszczyznę  środkową  f*,  określoną  równa- 

ją otny****  ^  w\x+w'%y+w\ts+w\=0. 

*f      .  tg  będzie   równoległą  do  kierunku  L(Xy  fi,  v).    Z  równania 

Dl        piasto*?  w^  cog  l*  _|_  ^  cog  ^'  +  w^  COg  y'  ^  Oj 

irtriU1*0       itLd*,  że  V  |j  P,  otrzymamy  bowiem   zarazem,    skoro  je   podług 


kt()re  *yPorMdkujemy,  równanie 


^,  Mi  v  %o\  cos  i+t0'2  cos  fi+w'3  cos  i>==0, 

0j2i  właśnie,  że  płaszczyzna  P1  jest  równoległą  do  kierunku  L. 

któro  fce(jy  z  (jwóch    kierunków   ^,  fi}  v  i  ^',  /*',  y'  jeden  jest  równole- 

płaszczyzny   środkowej,    sprzężonej  z  drugim  kierunkiem,  wtedy  ten 

$1  .  kierunek  będzie  także  równoległy  do  płaszczyzny   środkowej  sprzężo- 

•  z  pierwszym.  Dwa  takie  kierunki  X,  (i}  v  i  A'}  fi\  v%   związane   są  odno- 

f -e  do  danej  powierzchni  drugiego  rzędu  relacyą: 

Wj  cos  A'  +  w2  cos  fi*  +  wz  cos  v'=0, 
która  daje  się  przedstawić  także  w  postaci: 

w\  cos  i+w\  cos  /i+w'B  cos  v***Q. 
Nazywamy  je  kierunkami  sprzężonymi,  a  średnice  do  nich  równo- 
ległe średnicami  sprzężonymi. 

6.  Układy  średnie  sprzężonych.  Każdej  średnicy  odpowiada  nieskończe- 
nie wiele  średnic  sprzężonych,  które  leżą  na  płaszczyźnie  środkowej  z  daną 
średnicą  sprzężonej. 

Przyj ąwszy  jakikolwiek  kierunek  L^{XU  (iu  vx)  obierzmy  równolegle  do 
płaszczyzny  środkowej  P^  z  nim  sprzężonej  drugi  kierunek  L%  (A,,  /*j,  vt\ 
tedy  będzie  płaszczyzna  środkowa  Pt  sprzężona  z  Lz  wedle  poprzed.  art. 
równoległą  do  kierunku  Ll}  obie  płaszczyzny  Pt  i  P2  przecinają  się  w  śre- 
dnicy, która  będzie  miała  kierunek  £3(A3,  fi3J  vz).  Kierunek  ten  będzie  sprzę- 
żony tak  z  kierunkiem  L{,  jako  też  z  kierunkiem  L2,  płaszczyzna  środkowa 
mu  przynależna  będzie  więc  równoległą  do  Lx  i  L2.  Otrzymane  w  ten  spo- 
sób trzy  kierunki  mają  tę  własność,  że  płaszczyzna  środkowa  z  jednym 
z  nich  sprzężona,  jest  równoległą  do  dwóch  innych  kierunków.  Układ  takich 
kierunków  nazywamy  układem  kierunków  sprzężonych  powierzchni, 
a  w  szczególności  układ  trzech  średnic  tego  rodzaju  układem  trzech  śre- 
dnic sprzężonych. 
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Warunki,  pod  jakimi  trzy  kierunki  -l,,  fii}  vt;  Zif  fi^,  vt;  ŹL3,  fi3,  v3  są  ze 
"'gięciu  na  daną  powierzchnię  sprzężone,  przedstawimy,  pisząc  Xt,  p1,vi,..., 
r  -amiast  cosij,  cos/»lf  cob^...  ,  w  postaci: 

:    (°n  -*j+«n  Ah  +«i3  "2)  h  +(«u  *2  +«22  A*2 +«23  W2)A*3 +(«i3 ^2 +°23  t*i  +«sa  «;2)*'s*=0ł 

(a11^3+«12/«3+O53«'3)^+(a12^3  +  O22/*3+-O23«'3)i»l+(Ol3^3+O23M3+OS3»'3)«'l-0» 

czyli : 

Obrawszy  dowolnie  jeden  kierunek  np.  Xi}  fi{}  vx  możemy  znaleźć  nie- 
skończenie wiele  kierunków,  tworzących  z  nim  układ  trzech  kierunków  sprzę- 
żonych,   bo    mamy    tylko    trzy   równania,    a    cztery    niewiadome    stosunki: 

'   K    £1    h    t± 

V   V  V  *z 

7.  Płaszczymy  główne  i  kierunki  główne  powierzchni.  Jeżeli  płaszczy- 
zna środkowa  jest  prostopadłą  do  kierunku  cięciw,  które  dzieli  na  dwie 
równe  części,  wtedy  nazywa  się  płaszczyzną  główną  powierzchni  dru- 
giego stopnia;  kierunek  z  tą  płaszczyzną  sprzężony  zowie  się  kierunkiem  głó- 
wnym powierzchni. 

Zajmijmy  się  teraz  wyznaczeniem  płaszczyzn  i  kierunków  głównych. 
Kierunkowi    X,   fi,  v   odpowiada    płaszczyzna    środkowa: 

Płaszczyzna  ta  będzie  prostopadłą  do  kierunku  X}  fit  v  z  nią  sprzężonego, 
skoro  zajdą  równości: 

_Ł  =  _5£* !*_,  (19) 

COS  /        COS  fi         cos  V 

czyli : 

a,  j  cos  X+ai2  cos  fi+  a1 3  cos  v      oi2  cos  X+a22  cos  fi+a2Z C08  v 
cos  X  cos  fi 

^  aj3  cos  X+a2Z  cos  fi+a^  cos  v 
cos  v 
Jeżeli  do  tych  równań  dołączymy    relacyę    przynależną  do  wszelkiego 
kierunku,  jako  to:    cos2 i+cos2^+cos2y=l,    wówozas    otrzymujemy    układ 
trzech  równań,   któreby  należało   rozwiązać,   aby  oznaczyć  kierunki  główne 
powierzchni. 

Aby  ułatwić  rozwiązanie,  połóżmy  w  (19): 

wt  u?2    __    tfl3    __  wx  cos  X + to2  cos  fiĄ-Wz  cos  v      s  _ 

C0S>1       COS  fi"  COSP  COS2  X  + COS2  fl+ C082  V       **"  1  ~~    ' 

gdzie  8  jest  teraz  pomocniczą  niewiadomą,  która    przedstawia    wartość   sto- 
sunków (19). 

W  ten  sposób  otrzymujemy  trzy  równania: 
an  cos  X+ait  cos  fi+a13  cos i>=soos  ^,  a12  cos  ^+a22  cos  fiĄ-a2Z  cosv— scos  p  l 

a13cos^+a23cos  ji+o^cos  v=scosv,  /*    ' 

czyli : 

(an— s)cos  X+aX2  cos  ^+a13  cos  v-0,  a,2  cos  *+(a22— 5) cos  fi+a22  cos  v— Ol  g2 

a13  cos  ^+o23  cos^+(a33— s)cos  *>=(),  / 

jednorodne  ze  względu  na  cos  X}  cos  fi,  cos  ?,  a   zawierające    cztery    niewia- 
dome Xj  fij  v  i  *. 
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Jakiekolwiek  wartości  otrzymają  te  spółczynniki,  równania  (18)  przed- 
stawiają zawsze  prostą  przechodzącą  przez  środek. 

Punkta  pewnej  średnicy  są  środkami  przekrojów  płaskich  powierzchni 
położonych  na  płaszczyznach  do  siebie  równoległych,  mianowicie  równole- 
głych do  płaszczyzny:  lx+rny+n2=0}  skoro  średnica  ma  równanie: 

l        m       n ' 

Kierunek  pionu  tych  płaszczyzn  jest  zgodny  z  kierunkiem  pionu  pła- 
szczyzny środkowej  z  daną  średnicą  sprzężonej. 

5-  Średnice  sprzężone.  Weźmy  dowolny  kierunek  cięciw  L(<i,  jt*,  v),  któ- 
remu odpowiada  płaszczyzna  środkowa  P:  wxxĄ-wty+wzzĄ-wk*=0. 

Przyjmijmy  teraz  inny  kierunek  cięciw  L*{X^  fi\  v')  równoległy  jed- 
nakże do  płaszczyzny  P,  a  więc  dogadzający  relacyi: 

WjCOS  ^'  +  «;2  cos  ii'+u;z  cos  *>'  —  0, 
tedy  otrzymamy  przynależną  mu  płaszczyznę  środkową  P1,  określoną  równa- 
niem :  w\x+w\y-\-w\z+w\=**0. 

Płaszczyzna  ta  będzie  równoległą  do  kierunku  L(Z,  (i}  v).  Z  równania 
warunkowego:  wx  cos  X*  +  w2  cos  (iŁ  4-w3  cos  *>'=0, 

które  wypowiada,  że  L*  \\  P,  otrzymamy  bowiem    zarazem,    skoro  je   podług 
X,  (A}  v  uporządkujemy,  równanie: 

w\  cos  X+tv'%  cos  fi+u>\  cos  v=0, 
które  dowodzi  właśnie,  że  płaszczyzna  P*  jest  równoległą  do  kierunku  L. 

Jeżeli  tedy  z  dwóch  kierunków  X%  p}  v  i  X\  (i\  v'  jeden  jest  równole- 
gły do  płaszczyzny  środkowej,  sprzężonej  z  drugim  kierunkiem,  wtedy  ten 
drugi  kierunek  będzie  także  równoległy  do  płaszczyzny  środkowej  sprzężo- 
nej z  pierwszym.  Dwa  takie  kierunki  X%  fi}  v  i  X\  fi\  v'  związane  są  odno- 
śnie do  danej  powierzchni  drugiego  rzędu  relacyą: 

wx  cos  Xt+toi  oos  fi4  +  wz  cos  v'*=0, 
która  daje  się  przedstawić  także  w  postaci: 

w\  cos  X+u>\  cos  11+to't  COS  V— 0. 

Nazywamy  je  kierunkami  sprzężonymi,  a  średnice  do  nich  równo- 
ległe średnicami  sprzężonymi. 

6.  Układy  średnic  sprzężonych.  Każdej  średnicy  odpowiada  nieskończe- 
nie wiele  średnic  sprzężonych,  które  leżą  na  płaszczyźnie  środkowej  z  daną 
średnicą  sprzężonej. 

Przyjąwszy  jakikolwiek  kierunek  LX(X%9 /iu  vx)  obierzmy  równolegle  do 
płaszczyzny  środkowej  P,  z  nim  sprzężonej  drugi  kierunek  L2  (^,  /ij,  f2), 
tedy  będzie  płaszczyzna  środkowa  P,  sprzężona  z  Lz  wedle  poprzed.  art. 
równoległą  do  kierunku  LXf  obie  płaszczyzny  Px  i  P2  przecinają  się  w  śre- 
dnicy, która  będzie  miała  kierunek  L3(^3,  fiZ)  vz).  Kierunek  ten  będzie  sprzę- 
żony tak  z  kierunkiem  LXi  jako  też  z  kierunkiem  L2,  płaszczyzna  środkowa 
mu  przynależna  będzie  więc  równoległą  do  Lx  i  Lv  Otrzymane  w  ten  spo- 
sób trzy  kierunki  mają  tę  własność,  że  płaszczyzna  środkowa  z  jednym 
z  nich  sprzężona,  jest  równoległą  do  dwóch  innych  kierunków.  Układ  takich 
kierunków  nazywamy  układem  kierunków  sprzężonych  powierzchni, 
a  w  szczególności  układ  trzech  średnic  tego  rodzaju  układem  trzech  śre- 
dnic sprzężonych. 
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Warunki,  pod  jakimi  trzy  kierunki  Xu  fi1}  vx\  A2,  ^,  v2\  ^3,  fiZJ  vz  są  ze 
względu  na  daną  powierzchnię  sprzężone,  przedstawimy,  pisząc  Xu  ft,  *!,..., 
zamiast  cos4n  cos/tly  cos^...,  w  postaci: 

(auli+ai2fii+auvi)A2  +  (ai2Xx+a22fix+a2zvx)fi2  + 

(«11  **  +«12  fh  +«J3  V2)  *3  +(«12  *2  +tt22  i*2  +*23  V%) N  +  (*13  *2  +«23  J*2  +«33  ^2)  *3  =°> 

czyli : 

Obrawszy  dowolnie  jeden  kierunek  np.  ^,  it19  vt  możemy  znaleźć  nie- 
skończenie wiele  kierunków,  tworzących  z  nim  układ  trzech  kierunków  sprzę- 
żonych, bo  mamy  tylko  trzy  równania,  a  cztery  niewiadome  stosunki: 
k      (h      A      fh 

V  V  V  v3* 

7.  Płaszczyzny  główne  i  kierunki  główne  powierzchni.  Jeżeli  płaszczy- 
zna środkowa  jest  prostopadłą  do  kierunku  cięciw,  które  dzieli  na  dwie 
równe  części,  wtedy  nazywa  się  płaszczyzną  główną  powierzchni  dru- 
giego stopnia;  kierunek  z  tą  płaszczyzną  sprzężony  zowie  się  kierunkiem  głó- 
wnym powierzchni. 

Zajmijmy  się  teraz  wyznaczeniem  płaszczyzn  i  kierunków  głównych. 
Kierunkowi    X,   fi,  v   odpowiada    płaszczyzna    środkowa: 

wx  x + w2y + wz  z + wk = 0. 

Płaszczyzna  ta  będzie  prostopadłą  do  kierunku  X,  fi,  v  z  nią  sprzężonego, 
skoro  zajdą  równości: 

*--    * *-  (19) 


COS  X         COS  fi  COS  V  ' 

czyli : 

an  cos  X+ai2  cos  /*+a13  cos  v      ai2  cos  X+a22  cos  j&+«23  C08  v 

COS  i  COS  fi 

a13  COS  ^  +  «23  C0S  M  +  O33  cos  V 
C08  V 

Jeżeli  do  tych  równań  dołączymy  relacyę  przynależną  do  wszelkiego 
kierunku,  jako  to:  cos2i+cos2 jt*+cos2 v=l,  wówczas  otrzymujemy  układ 
trzech  równań,  któreby  należało  rozwiązać,  aby  oznaczyć  kierunki  główne 
powierzchni. 

Aby  ułatwić  rozwiązanie,  połóżmy  w  (19): 

Mi    ^    w2    _    wz    Ju)xcosX+to2cosfi+wzcosv  ^  s  ^ 

COS^       COSJł        COS*>  COS2^  +  C082jt*+COS2*>        "^  1  ' 

gdzie  5  jest  teraz  pomocniczą  niewiadomą,  która    przedstawia    wartość   sto- 
sunków (19). 

W  ten  sposób  otrzymujemy  trzy  równania: 
au  cos  X+ax2  cos  fi+ai3  cos  v  =*s cos  X,  ai2  cos  ^l+a22  cos  fi+a2Z  cos  v**scos  jt*  1 

o4  3  cos  ^+a23  cos  jt*+a33  cos  v =s  cos  v,  /  ^    ' 

czyli : 

(«!!—  «)C0S^  +  «j2  C08  jt*+«i3  COS  V=~0,    aJ2  COS  i  +  (°22 — $)  °OS  fl  +  a23  C0S  ^"0  l /oo\ 

a13  cosi+a23  cos^+(a33--fi)cos  *>=0,  / 

jednorodne  ze  względu  na  cos  Z,  cos  /*;  cos  v,  a   zawierające    cztery    niewia- 
dome A,  fi,  v  i  8. 
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Jeżeli  z  tych  równań  wyrugujemy  X,  fi,  v  otrzymamy  jedno   równanie, 
które  zawiera  tylko  niewiadomą  s  w  postaci: 

flll—  S>       al2>      ai3 
4($)«        «12>       «22-5!a23    =  0.  (23) 

«13         tt23         a33—  8 

Równaniu  temu  możemy,  rozwinąwszy  wyznacznik,  nadać  postać: 

{an-s)(a22—  5)(o33--5)— (an—  s)a223-(a22  —  s)a213  — (o33—  s)a\2+2ariaiza2Z=*0, 
czyli : 

«M«ll+«22+a33)s3  +  (alia22+°lla33+°22«33--aJ12--i|2i3--«a23)«  + 

+  aH«223+«22«2l3+«33«212— «lia22«33  — 2a12a13O23«0.  (24) 

Kładąc : 

P«a11+a22  +  a33,     ^^(anaaa— «2i2)+(«n«33— a2i3)+(a22a33-a223)s- 


J22  a23 


*23  "33 


+ 


*11  "13 
*13  °33 


+ 


"11  "12 
«12  a22 


sa11+o22+a35ł 


4«a11o22a33  +  2a12a13a23-a11a223— a22a213— a33a212  = 


"11  "12  "13 
fll2  a22  a23 
«13  *23  a33 


napiszemy  powyższe  równanie  w  postaci: 

s*-Ps*+Qs—A-0.  (26) 

Równanie  (25)  zależy  tylko  od  spółczynników  przy  wyrazach  drugiego 
stopnia  w  równaniu  ogólnem,  a  jako  równanie  trzeciego  stopnia  dostarcza 
w  ogólności    trzy    pierwiastki   st,  s2,  sv  za  pomocą  których    z    równań   (22) 

znajdziemy  wartości  stosunków , -,  przynależnych  każdemu  s,  a  tern 

samem  trzy  kierunki  główne  w  powierzchni  rzędu  drugiego. 

8.  Układ  kierunków  głównych.   Najpierw  wykażemy,   że   powyższe  ró- 
wnanie trzeciego  stopnia  ze  względu  na  s  ma  wszystkie  trzy  pierwiastki  rze 
czywiste. 

W  tym  celu  przedstawmy  wprzód  równania  (22)  w  postaci: 


cos  fi       cos  v 


*13 


*12 


COS  X  ,  x         008  X    ,     COS  V         cos  u  , 


aitkat 


12"13 


♦12 


«23 
COS  X  C08  fi 


*23 


*13 


°12«23 
COS  V  , 

"I3a23 


COS  A 

skąd  gdy  dodamy  po  obu  stronach  poszczególnych    równań    kolejno:  , 

COS  fi         008  V 


*13 


*12 


wypadnie : 

cos  X       cos 

H 


*23 


*23 


08  fi     t     COS*  ^   C08y^       q        ,  tfl2«13\ 
°13  al2  °12a13\  "  °23    / 

12  «12«23\  «13    / 


COS  X         COS  fi         cos 

1 r 


Połóżmy : 


cos  X 

«23 

cos  X 


0%X     ,     COS  li     ,     COS  f         COSf/  ,  «n««>,\ 

1 H =  ~ 1^—^33+  1* 

«23  013  a12  «i3a2  3  V  «12    / 


COS  fi        cos  *>      - 

H +  — — =*, 


*11 


al2g13 


=a, 


*23 


*13 


*12 


*23 


23 
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aa — ^-^*=c,  wtedy  otrzymamy  z  równań  poprzedzających: 
.     A.o12a1q  A.ai<«a9»  £.01«a»« 

COS  i  — 12_i3  C08l*« -K^i       COSV=* ŁL-ll, 

astąd:      ^i  +  ™£  +  ™*-*-*    y^+i    y»    +ł.«ag» 
a23  a13  a12  a23(«— «)        «is(5— J)        «i2(*— «) 

CZyli-  tf12«13        ■         «12q23        ,         «13g23     ==,1 

«23(*-«)         «i3(«— J)         «12(«-^) 

Na  podstawie  tego  równania  możemy  równaniu  trzeciego  stopnia  ze 
względu  na  s  nadać  kształt: 

(*—  g)(s—b)(s-c)  _  (s-b)(s-c)  _  (g— a)(s— g)  _  (s-o)(s-6)    Q      „ 

a23°l3«12  <*\*  «213  «*12 

Z  postaci  tej  łatwo  wywnioskować,  że  równanie  ma  wszystkie  trzy 
pierwiastki  rzeczywiste.  Przyjmijmy  «>>6>>c,  co  wcale  nie  zmniejsza  ogól- 
ności i  podstawmy  w  równaniu  kolejno  za  s  liczby:  — oo  ,  a,  b,  c,  tedy  otrzy- 
mamy pod  założeniem,  że  iloczyn:  a]2.aJ3.aa3  jest  ujemny,  następujące  war- 
tości lewej  strony  równania  (26;: 

(a—b)  (a—c)  (b-a)  (b—c)  (c—a)  (c-b) 


+  r 


«  23  «13  «12 

czyli  następujący  szereg  znaków:  +,  — ,  +,  — ,  z  którego  wypływa,  że  ró- 
wnanie (26)  ma  trzy  pierwiastki  rzeczywiste,  zawarte  między  liczbami: 
—oo  i  a,  a  i  6,  b  i  c. 

Jeżeli  iloczyn  ai2aiZan  jest  dodatni,  wówczas  podstawmy  za  s  kolejno 
wartości  a,  6,  c,  +oo,  a  otrzymamy  szereg  znaków:  — ,  +,  — ,  +  ,  który  do- 
wodzi, że  i  w  tym  razie  ma  równanie  trzy  pierwiastki  rzeczywiste,  zawarte 
między  liczbami:  a  i  b,  b  i  ct  ci+oo. 

Pozostaje  nam  zbadać  przypadek,  dotąd  wykluczony,  jeżeli  jeden  ze  spół- 
czynników  a12,  a13,  o23,  a  tern  samem  iloczyn  a12ai3a23  Jest  zerem- 

Przyjmijmy,  że  aia=0,  tedy  otrzyma  równanie  (23)  kształt: 
(ail-s)(a12s)(a^-$)-(aii-8)a\i-(a22-8)a\z^0. 

Przyjmując,  że  1*22  ^"n  podstawmy  za  s  wartości  —  oo ,  axi1  Ojj,  +oo, 
a  znajdziemy  dla  wartości  lewej  strony  tegoż  równania  szereg  znaków: 
+  ,—,+,—,  który  dowodzi,  że  i  w  tym  razie  wszystkie  trzy  pierwiastki 
są  rzeczywiste,  a  zawarte  między  liczbami:  — oo  i  aUł  on  i  a2%1  a2%  i  +oo 

Jeżeli  wreszcie  między  spółczynnikami  a12,  a13,  a2S  dwa  są  zerem, 
a  więc  np.  a12=0  i  a13=«0,  tedy  sprowadza  się  równanie  poprzednie  do  na- 
stępującego : 

(«n  -*)  [(«22  -*)  («33  -^-aSil-O, 
które  ma  jeden  pierwiastek  równy  an,  dwa  inne   zaś    są    oznaczone    równa- 
niem drugiego  stopnia: 

(a2i—8)  (an~s)—a\s=0} 

które  ma  jak  łatwo  sprawdzić  zawsze  pierwiastki  rzeczywiste. 

W  każdym  więc  razie  ma  równanie  trzeciego  stopnia  ze  względu  na  s 
wszystkie  trzy  pierwiastki  rzeczywiste. 

Istnieją  więc  w  powierzchni  drugiego  rzędu  trzy  kierunki  główne 
(*itfti*i)»  (*n/*n  *a),  (*3»  ^3i  vz\  odpowiadające  trzem  pierwiastkom  su  s21  sz 
równania  trzeoiego  stopnia. 
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9.  Nie  trudno  wykazać,    że    kierunki    główne  są  do  siebie  prostopadle. 
Na  podstawie  równań  (22)  otrzymujemy  bowiem  dla  dwóch  kierunków  (i,,  /tlv  vv 
1  (^2j  fhi  vt\  odpowiadających    dwom    pierwiastkom   su  s2  równania: 
an  cos  Xx +a12  cos  /^s  +o13  cos  vt  *=st  cos  it , 
a12  cos  Xx  +  a22  cos  ^  +flj3  oos  vt  —^  cos  pu 

Oj 3  COS  ^  +«23  °08  A*l  +a33  °08  Vl  ==*1  °08  Vlł 

an  cos  ij  +a12  oos  /*2  +  a13  cos  v2  =s2  cos  42, 

0, 2  COS  ^2  +  a22  COS  ^+^23  COS  /*2  =S2  COS  /^ , 

a13  cos  ^j +a23  cos  fii2  +  a33  cos  v2  "=ss  cos  *V 
Pomnóżmy  trzy  pierwsze  równania  kolejno   przez   cos  ^2,  cosp*,  cosv2. 
drugie  przez  cos^,,  oos  fit,  cos  vx    i    odejmijmy    następnie    od    sumy    trzech 
pierwszych  równań  sumę  trzech  drugich,  wtedy  otrzymamy  równanie: 

(S\  ~~5a)  (C08  ^lCOS  ^2  +  C08  /ijCOS  fi2+C08  i^oos  ^2)=*0,  (27) 

z  którego  wynika,  że  kierunki  główne   odpowiadające   dwom   równym    pier- 
wiastkom równania  trzeciego  stopnia  są  do  siebie  prostopadłe. 

Z  własności  tej  mamy  nowy  dowód,  że  pierwiastki  s  nie  mogą  być 
urojone.  Gdyby  bowiem  było  si^ax+fiii  musiałoby  być  s2<=at — &»',  otrzy- 
malibyśmy tedy  z  równań  (26): 

oos Xi^a+bi,  cos^^c+di,  cos  vt  =*+/*, 
cosi2=a— bij  008^=0— eft,  oos  v2»~e— fi. 

Warunkowi  cos  ^cos  Jl2  +  cos  fiAoos  ^2  + cos  pxoos  *>2=0,  który  tu  otrzymuje 
kształt:  a2+b2+c%  +  d2+e2+f2^01  mogłoby  się  stać  zadość  tylko  wtedy,  gdy- 
by było  a«=&«*c=tf=e— /"—  O,  ale  w  takim  razie  nie  mógłby  się  sprawdzić  zwią- 
zek konieczny :  cos2 Zi+  cos2 (ix  +oos1v1  =  l,  a  więc  niemoźebną  jest  rzeczą, 
aby  równanie  trzeciego  stopnia  ze  względu  na  5  miało   pierwiastki  urojone. 

Niech  będzie  s{  jednym  z  pierwiastków  równania,  ^,  ply  vt  odpowia- 
dającym mu  kierunkiem  głównym,  tedy  płaszczyzna  z  tym  kierunkiem  sprzę- 
żona, czyli  tak  zwana  płaszczyzna  główna,  będzie  miała  równanie: 

czyli  ze  względu  na  równanie  (22)  w  postaci: 

bx(x  cos  Xx  +y  cos  fix  +*  cos  vx)+au  cos  Xx  +a2h  cos  p,  +a34  cos  vx  =0.    (28) 

Każdemu  kierunkowi  głównemu  wyznaczonemu  przez  pierwiastek  sx  różny 
od  zera  odpowiada  tedy  jedna  płaszczyzna  główna  powierzchni. 

Istnieją  zatem,  gdy  pierwiastki  s%1  s2)  s3  są  między  sobą  różne  i  różne 
od  zera  trzy  płaszczyzny  główne  powierzchni. 

Jeżeli  jeden  pierwiastek  s{  jest  zerem,  00  się  wedle  (25)  tylko  wtedy 
stać  może,  skoro  będzie: 

all  «12  fl13 

=0, 

wówczas  otrzymujemy  kierunek  główny,  któremu  przynależy  płaszczyzna 
główna  położona  w  nieskończoności;  gdyby  jednakże  oprócz  fx*=*0  było 
także  erl4cosi1+o24cos^l+a34cos  ^—O,  wówczas  byłoby  równanie  (28)  toż- 
samością, płaszczyzna  główna  nieoznaczona;  wszelka  płaszczyzna  prostopa- 
dła do  kierunku   lv  /tlf  vx    byłaby    więc    płaszozyzną    główną   powierzchni. 


«11 

«12 

«13 

«12 

«« 

°23 

«13 

°23 

«33 
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jnice  poprowadzone  w  kierunkach  głównych  powierzchni  nazywamy 
tsiami  powierzchni.  Widocznie  każda  oś  będzie  zarazem  przekrojem  dwóch 
nnych  płaszczyzn  głównych. 

10,  Płaszczyzna  styczna.  Przyjmijmy  punkt  |,  17,  £  tak,  aby  było  ^=0, 
1  więc  na  danej  powierzchni,  w  tym  razie  będzie  równanie  (4)  kształtu : 

$r2+2tr~0  (29) 

21 

będzie  więc  miało  jeden  pierwiastek  f^—O,  drugi  zaś   r%— .  (30) 

s 

Wychodząc  więc  z   pewnego    punktu    £,  17,  C  powierzchni  w  dowolnym 

kierunku  X%  [i,  v,  napotkamy  jeszcze   drugi   punkt  tej    powierzchni  w  odle- 

2ż 
glości  ra  = ,  która  będzie    skończoną    skoro    będzie   s   rożnem    od    zera. 

o 

Odległość  tego  drugiego  punktu  od  punktu  wyjścia  staje  się  także  ze- 
rem, skoro  będzie  kierunek  X}  /*,  v  tak  dobrany,  aby  było  1=0,  czyli: 

/i  cos  ^+/i  cos  p+f2  cos  v«=0,  (31) 

gdzie  /j,  /2ł  fZJ  są  w  wiadomej  nam  zależności  od  punktu  wyjściu  f,  17,  f. 
Z  równania  (31)  wynika,  że  kierunki  te  tworzą  płaszczyznę,  która  przecho- 
dząc przez  punkt  £,  17,  £  ma  równanie  kształtu: 

/i(»-fo+/i(Jf-ł)+/i(*-0-Of  (32) 

czyli  z  powodu,  że :  /=  f /,  +  i?/a  +  £/3  +/4  -0, 

w  postaci:  /i«+/jy+/3*+/4=50. 

Z  każdego  punktu  powierzohni  drugiego  stopnia  da  się  więc  wyprowa- 
dzić nieskończenie  wiele  prostych,  które  w  tym  punkcie  powierzchnię  po- 
dwójnie  przecinają,  mając  z  nią  wspólne  dwa  punkta  w  jeden  wpadające. 
Proste  te,  zwane  prostymi  stycznymi  do  powierzchni,  tworzą  wedle  (32)  jedną 
płaszczyznę,  zwaną  płaszczyzną  styczną  do  powierzchni. 

Równanie  płaszczyzny  stycznej  do  powierzchni  /(ar,  y,  *)=0  w  punkcie 
£,  17,  £,  ma  tedy  wedle  (32)  kształt: 

/i*+/ay+/3*+/4-0, 

czyli : 

+  (aj3^  +  «23l?  +  «33?+«34)^  +  (al4^  +  a2417  +  a34?+«44)=a°l  (33) 

który  otrzymamy  wprost  z  równania  powierzchni,  zastępując  z%,  y3,  z1  przez 
zb,  yi?,  *£,  iloczyny  2xy,  2a*,  2y*,  przez  %n+%y,  xC+£*,  y£+W  a  wyrazy  2ar, 
2y,  2^r  przez  x+g,  y+17,  *+f. 

Wyznaczmy  warunek,  pod  jakim  równanie  pierwszego  stopnia: 

Ax+By+C0+D=O  (34) 

przedstawia  płaszczyznę  styczną  do  powierzohni   drugiego   rzędu. 

Porównywując  to  równanie  z  równaniem  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie 
f,  17,  f  kształtu:  Ąs+AP+fa+A-*®* 

otrzymujemy  równania  warunkowe  : 

/,-M,    /,-*!>,    /,-*£,     /i-*Df 
gdzie  £  jest  dowolną  ilością  stałą. 

Mamy  tedy  na  oznaczenie  szukanego  punktu  styczności  £,  17,  £  pięó 
równań : 
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(36) 


aiif+«i27+ai3£+au--*4=0,    a1^+a22i?+a23f+a,4-JfeB=0, 

AC+Bti+CC+D=0, 
którym  może  się  stać  zadość  tylko  wtedy,  skoro  będzie  wyznacznik: 

ail>    all»   °13i   al4l    A 

ai2>  <h*y  *ia»  <hk>  -# 

ai3»    a23ł    fl33»    a34ł    ^   —0. 
al4ł    °34»   a34l    «44»  & 

4,    B,     C,    D}    0 

Wyznacznik  ten  zrównany  do  zera  przedstawia  zatem  warunek,  pod 
jakim  równanie  (34)  przedstawia  dowolną  płaszczyznę  styczną  do  powierz- 
chni drugiego  rzędu. 

12.  Stożek  styczny.  Weźmy  teraz  dowolny  punkt  £,  17,  £  w  przestrzeni 
i  oznaczmy  miejsce  geometryczne  wszystkich  stycznych,  jakie  z  obranego 
punktu  wyprowadzić  się  dadzą  do  danej  powierzchni. 

Ażeby  prosta  z  punktu  £,  17,  £  wyprowadzona  była  styczną  do  powierz- 
chni musiałby  jej  kierunek  X}  p,  v  być  tak  dobranym,  aby  równanie: 

sr*+2tr+f=0 
dało  na  r  dwa  pierwiastki  równe,  co  się  stanie,  skoro  będzie:     t1—  /s«=0, 
czyli :  (/;  cos  A+f2  cos  p+fz  cos  *)*=»/*.  (36) 

Oznaczmy  przez  x}  y,  0  spółrzędne  dowolnego  punktu  tej  prostej  odda- 
lonego o  f  od  punktu  f,  17,  f,  tedy  będzie: 

rs-g     y-n    _*-? 

-f 


oos^« -,      COS  fi 

fx  cos  ^+/i  cos  i*+f3  cos  *> 


P  9 


*-ut  cos  *+«;,  cos ^+w3  cos  ?-(/!»— Z^+^-z/TYłl/a,--/^ = 

- jpr  [/(*i  »,  *)  +-/(£.  Vi  ?)— 2  (*/,  +y/2  +*/8  +/4], 
przeto  otrzymamy  z  (36)  równanie: 

Wx  +*f%  +*fz  +/J  W(*,  y>  *)/(*■  *,S),  (37) 

które  jest  ze  względu  na  a?,  y,  0  stopnia  drugiego  i  przedstawia  stożek  obwi- 
j*jv>y  powierzchnię  f(z,  y,  *)=0,  czyli  tak  zwany  stożek  styczny  do 
powierzchni  mający  wierzchołek  w  punkcie  f,  17,  f. 

13.  Biegun  i  płaszczyzna  biegunowa.  Krzywa  styczności  stożka  z  po- 
wierzchnią będzie  określoną  równaniami  stożka  i  powierzchni,  a  zatem 
dwoma  równaniami: 

(*/i  +xfi+tf.+A)W(*.  y,  *)/(£,  v>  0.  /(*,  y,»-of 

które  widocznie  dadzą  się  zastąpić  także  równaniami: 

a/i+y/i+f/a+A-O,    fl*,y,*)-0.  (38) 
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Pierwsze  jest  ze   względu    na   x,  yJ  z  stopnia    pierwszego,    przedstawia 
płaszczyznę,  drugie  przedstawia  daną  powierzchnię.  Krzywa  styczno- 
*tożka  z  powierzchnią  drugiego  stopnia  jest  zatem  krzywą  płaską. 
Płaszczyzna  tej  krzywej    pozostaje  z  wierzchołkiem  £,  17,  f  stożka  sty- 
ku w  osobliwszym  związku. 

Poprowadźmy  mianowicie  przez  punkt  £,  17,  f  prostą  w  dowolnym  kie- 
2  X.  ft,  v.  to  prosta  ta  przetnie  powierzchnię  w  dwóch  punktach :  w  jed- 
^1(^11  Vii  *i)  w  odległości  rx  od  punktu  S(£,  17,  £),  w  drugim  P2(s2,  y2,  *2) 

dległości  r2;    płaszczyznę    zaś    krzywej    styczności    w  punkcie  M(z,y,z) 

dległości  c. 
Będzie  tedy  na  podstawie  równania: 

sr*+2tr+f=0}     r1+r2  —  *,     r^-A     i+Ł--'- 
Ale:  a?=£+pcosi,     y^^+ccos^,     $=£+ccosa>, 

otrzymamy  z  równania: 

ostawiającego  płaszczyznę  krzywej  styczności  następujące  równanie: 
(g+c  cos  l)fx+(n+Q  °os  p)f2  +  {C+Q  cos  v)ft  +/4=0, 
:  i  A  +  nh  +  f/3  +f*  +  P  [/i  cos  *  +/i  ci)S  ^  -H/8  cos  *]  -0. 

Będzie  zatem: 

g/i  + 17/2  +  £/3+/4  / 

^  /j  COS  ^+/2  COS  fl+fz  C08  *>  Ż    ' 

1  _rt  +  rt 


lęc: 


^-ł(ł4)' 


f         2r,r2 

odległość  (  jest  średnią  harmoniczną  między  odległościami  rx  i  r2. 

Płaszczyzna  krzywej  styczności  jest  zatem  miejscem  geometry cznem 
rartego  punktu  harmonicznego  sprzężonego  z  wierzchołkiem  &(g,  17,  f)  ze 
|lędu  na  punkta  przecięcia  P,,  P2  dowolnego  promienia  z  powierzchnią. 
;  Z  tego  powodu  nazywa  się  też  płaszczyzna  krzywej  styczności  stożka 
powierzchnią  drugiego  stopnia  płaszczyzną  biegunową  punktu  £,  17,  £, 
punkt  £,  17,  £  biegunem  tej  płaszczyzny  ze  względu  na  powierzchnię  dru- 
go rzędu  f(x,  y,  0)— 0. 

Punktowi  £,  17,  f  w  przestrzeni  odpowiada  wedle  tego  płaszczyzna  bie- 
powa,  której  równanie  ma  kształt: 

xĄ+yf2+z/2+A=0.  (40) 

Bównanie  to  możemy  napisać  także  w  postaci :  (41) 

be  wyraża,  że  płaszczyzna  biegunowa  punktu  x,  y,  z  przechodzi  przez 
pet  i9  17,  £.     A  zatem: 

Jeżeli  z  dwóch  punktów  £,  17,  f  i  s,  y,  z  jeden  leży  na  płaszczyźnie 
glinowej  drugiego,  to  drugi  leży  na  płaszczyźnie  biegunowej  pier- 
■ego  punktu.  Stąd  wnioski : 

1.  Jeżeli  punkt  porusza  się  po  płaszczyźnie,  to  płaszczyzna  biegunowa 
iktu,  obraca  się  koło  bieguna  tej  płaszczyzny. 
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2.  Jeżeli  punkt  porusza  się  po  linii  prostej,  to  płaszczyzna  biegunowa 
obraoa  się  około  drugiej  prostej. 

Te  dwie  proste,  które  w  ten  sposób  sobie  odpowiadają,  że  płaszczyzny 
biegunowe  punktów  na  jednej  z  nich  położonych  przechodzą  przez  drugą, 
nazywają  się  proste  mi    sprzężonemi  względem  danej  powierzchni. 

Możemy  tu  wykazać,  że : 

Szereg  punktów  leżących  na  jednej  prostej  jest  homograficznym  z  pę- 
kiem płaszczyzn  biegunowych,  przechodzących  przez  drugą  prostą.  Skoro 
bowiem:  /*(£',  V»  £')  *  P^iS"*  y"i  £*)  s%  dwoma  punktami  szeregu  prostolinij- 
nego, opisanego  przez  punkt  P,  to  spółrzędne  punktu  P  będą: 

x~X£+i4%    y=in%+m*>    *=*f'+i*f". 

Płaszczyzna  biegunowa  punktu  P  będzie  miała  tedy  równanie; 

s/i+yA+tfa+Zi-o,  (a) 

które  sprowadza  się  do  postaci: 

*  [*A  +yf* +*A  +A]+M*/"i  +uf\  +*/%  +/M=o.  (&) 

Ze  zmianą  X  i  fi  otrzymujemy  z  (a)  szereg  punktów,  położonych  na 
prostej  P*P",  t.  j.  na  prostej  określonej  równaniami : 

Jeżeli  tedy  uważać  będziemy  punkt  szeregu  (a)  i  płaszczyznę  pęku  (l) 
odpowiadające  tej  samej  wartości  stosunku  -j-  jako  elementa  sobie  odpowia- 
dające, wtedy  widocznie  jest  pęk  płaszczyzn  (b)  homograficznym,  czyli  jedno- 
kreślnym  z  szeregiem  punktów  (a). 

10.  Punkt*  nieskończenie  dalekie  na  powierzchni.  Stożek  asymptoty- 
czny. Wróćmy  znowu  do  rozważania  równania:  sr2+2żr+/=0,  a  w  szcze- 
gólności przyjmijmy,  że  dla  pewnego  przyjętego  kierunku  4,  fi,  v  jest  s=0. 

W  takim  razie  otrzymujemy  z  tego  równania  jeden  pierwiastek  r^ac, 

drugi   r, Ł 

Prosta  wyprowadzona  z  dowolnego  punktu  f,  tj,  J  w  kierunku  dogadza- 
jącym równaniu  5=0,  przecina  tedy  powierzchnię  w  dwóch  punktach,  z  któ- 
rych jeden  jest  punktem  nieskończenie  dalekim,  drugi  zaś  ma,  skoro  *>0, 
odległość  skończoną. 

Równanie  s=0,  czyli: 

au  cos2^-f  Ojj  cos2 /*-fa38  cos2  v+2ai%  cos  4cosp+ 

+  2a13cos  4  cos  v+a2Zcos  /i  cos  i>«0 
jest  ze  względu  na  X)  /*,  v  jednorodnem  stopnia  drugiego,  przedstawia  zatem 
szereg  kierunków,  które  wyprowadzone  z  pewnego  punktu  wyjścia  f,  ą  t 
tworzą  w  ogólności  stożek  drugiego  rzędu.  Oznaczmy  przez  x,  y,  z  spół- 
rzędne dowolnego  punktu  prostej,  wyprowadzonej  z  punktu  §,  i/,  f  w  kie- 
runku X}  p,  Pj  wtedy  będzie: 

3     x— ?                   y— 1?                  *— f 
cosa*= ,     cosu=»- — -,     cos  v«= , 

e  f  e 

przeto  otrzymamy  z  warunku  1=0  równanie: 

«ii(«-|)2+aja(y-i7)2+a33(0-C)2+2a12(«-f)(»~i?(+      l  . 
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jednorodne  względem  z — £,  y — 17,  * — £,  przedstawiaj ąoe  stożek  o  wierzchołku 

l  y>  ?• 

Każda  tworząca  tego  stożka    przecina    powierzchnię    drugiego    stopnia 
w  dwóch  punktach,  z  których  jeden  leży  na  tej  prostej    w   nieskończoności. 
Jeżeli  oprócz  s=0  jest  także  1=0,  czyli: 

/i  cos  i+/i  cos  p+fz  cos  v-=0, 

co  stać  się  może  przy  pewnym  kierunku  4,  p,  v  od  warunku  f=0  niezależ- 
nym, tylko  wówczas,  skoro  będzie  /*!—(),  /i=0,  /"a—0,  czyli  skoro  przyjęty 
punkt  £,  17,  J  jest  środkiem  £0,  y0,  *0  powierzchni,  natenczas  przecina  każda 
taka  prosta  powierzchnię  w  dwóch  punktach  nieskończenie  dalekich  w  siebie 
wpadających  jest  więc  asymptotą  powierzchni.  Stożek  z  tych  prostych  po- 
wstały nazywamy  też  stożkiem  asymptotycznym  powierzchni  dru- 
giego rzędu ;  jego  równanie  ma  kształt  : 

^i(«— ^),+^i(|f-yo)1+^i(*-^)1+2fll2(*-^)fy— y0)  + 

+8oI3(*-a%)(f-#0)+2aM(jf-jf0)(#-^)-0f         (43) 
gdzie  wartości  r0,  y0,  xr0  określają  znane  równania: 

/i=0,/2=0,  /3«0. 

Stożek  asymptotyczny  mają  tylko  powierzchnie  środkowe.  Zależnie  od 
kształtu  tych  powierzchni  może  być  stożek  urojonym,  t.  z.  punktem  samym, 
albo  stożkiem  rzeczywistym. 

Jeżeli  lewa  strona  równania  (41)  rozkłada  się    na    iloczyn  dwu  czynni- 
ków pierwszego  stopnia,  natenczas   rozkłada    się    stożek    asymptotyczny  na 
dwie  płaszczyzny  asymptotyczne,    które    mogą    byó    urojone  (jedna  prosta),, 
albo  rzeczywiste. 


ćwiczenia  LXVI. 

1)  Wykazać,  że  powierzchnia  drugiego  rzędu  jest  wyznaczona  dziewięcioma  punktami 
przestrzeni. 

2)  Wyprowadzić  warunek,  pod  którym  dziesięć  punktów  przestrzeni  leży  na  tej 
samej  powierzchni  drugiego  rzędu. 

9)  Okazać,  że  wszelka  płaszczyzna  przecina  powierzchnię  drugiego  rzędu  podług 
krzywej  drugiego  rzędu  (rzeczywistej,  lub  urojonej). 

4)  Okazać,  że  wszelka  prosta  przecina  powierzchnię  drugiego  rzędu  w  dwu  punktach 
(rzeczywistych,  lub  urojonych). 

6)  Wykazać,  że   spółrzędne  środka   powierzchni   drugiego    rzędu  /=  0,  określone  są 

trzema  równaniami  kształtu  :  -^  «  0,      ~  =  0,      -f-  —  0. 

óx  ty  dz 

6)  Znaleźć  środek  S(%,  i],  Q  powierzchni :  xy+xz+yz— 2x— y  -  %z-\-\  =  0. 

7)  Wyznaczyć  środek  S{\,  tj,  C)  powierzchni: 

xJ+y8+Sz1+ay+8a«+2y*-7a?-17y— 25*+l  =0. 

8)  Znaleźć  środek  &(£,  i,  Q  powierzchni: 

(ay+te—^i— a&(jjy--*i)  =0  0, 

9)  Wykazać,  że  równanie:  8zy— 16*s+8y*— 8*+8y— 16s— 7  =  0  przedstawia  powierz- 
chnię stożkową  o  wierzchołku:  Sy—  — ,   —  ,   —  x)' 
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10)  Okazać,  że  równanie  jednorodne  drugiego  stopnia  o  zmiennych  *,  y,  t  przedsta- 
wia powierzchnię  stożkową  drugiego  rzędu,  której  wierzchołek  leży  w  początku  układu. 

11)  Okazać,  że  wszystkie  proste  g,  które  przechodzą  przez  punkt  przecięcia  dwu 
danych  prostych  Iii'  tak,  że  suma  kątów,  jakie  każda  z  tych  prostych  g  tworzy  z  dwiema 
danemi  prostemi  Ii  V  jest  ilością  stałą,  tworzą  powierzchnię  stożkową  drugiego  rzędu, 
której  wierzchołek  leży  w  punkcie  przecięcia  danych  dwu  prostych. 

12)  Okazać,  że  wszystkie  proste  gf  które  przechodzą  przez  punkt  przecięcia  dwu 
danych  prostych  Iii'  tak,  że  różnica  kątów,  jakie  każda  z  prostych  g  tworzy  z  dwiema 
danemi  prostemi  I  i  I',  jest  ilością  stałą,  tworzą  powierzchnię  stożkową  drugiego  rzędu, 
której  wierzchołek  leży  w  punkcie  przecięoia  danych  dwu  prostych. 

14)  Wyprowadzić  warunek,  pod  którym  ogólne  równanie  drugiego  stopnia  między 
trzema  zmiennemi  x,  y,  *,  przedstawia  powierzchnię  stożka  drugiego. 

14)  Okazać,  że  miejsce  geometryczne  punktów,  których  odległość  od  danej  prostej  I, 
do  jego  odległości  od  danej  płaszczyzny  P  nachylonej  do  I,  pozostaje  w  stałym  stosunku  t 
jest  stożkiem  drugiego  rzędu. 

15)  Okazać,  że  miejsce  punktu,  którego  odległość  od  osi  *-ów  jest  równą  jego  odle- 
głości od  płaszczyzny:  AxĄ- By+Cz~0  jest  stożkiem  o  równaniu:  (AxĄ- £y+C^)*=D,(;u•2-^y,;. 

16)  Znaleźć  równanie  stożka,  którego  wierzchołek  znajduje  się  na  powierzchni  kuli 
x1+ys+z1  ==  aa  w  punkcie  P(0,  0,  a),  a  kierownica  jest  kołem  małem  tejże  kuli,  leżącem  na 
płaszczyźnie:  lz-\-my+m  =  p. 

17)  Okazać,  że  stożek  rzędu  drugiego  jest  jedyną  powierzchnią  rzędu  drugiego,  któ- 
rej środek  leży  na  samej  powierzchni. 

18)  Okazać,  że  powierzchnia: 

^i*a+4yJ+9*,+4»y+12y*+6^+2o14*+2ii,ły+2ot4*+*44=s0 
posiada  środek  w  nieskończośoi,  jeżeli  aiX  ^  1,  a  w  przypadku,  gdy  c»J1=  1,  posiada  prost* 
w  nieskończoności. 

19)  Wyznaczyć    miejsce    geometryczne   środków    cięciw    równoległych  do   prostej: 
x y     _     z 

COS  X        COS  |JL        COS  v* 

20)  Wyznaczyć  równanie  płaszczyzny  środkowej,  odpowiadającej  kierunkowi  \  ft  v 
cięciw  w  powierzchni:  xyĄ-yzĄ-zx  =  a\ 

21)  Okazać,  że  powierzchnia: 

anx*+aity*+aZ3z*+2aiixy+2atlxz+2auyz+H  =  0, 
i  stożek: 

«n«1+««y,+Oj3«,+2«ii«y+2a„a!2r+2a,3jry  =  0, 
mają  te  same  płaszczyzny  środkowe. 

22)  Okazać,  że  płaszczyzna  przesunięta  przez  punkt:  P(C,  ij,  C),  któraby  przecinała 
powierzchnię  drugiego  rzędu  podług  krzywej  drugiego  rzędu,  dla  której  punkt  P(£,  tj,  T> 
jest  środkiem,  ma  równanie:  fł(x— l)-\-fnhf  ~~ ł0+*/'£(J!f*~ 0  =  0 

28)  Wyprowadzić  równania  średnicy  spółrzędnej  z  płaszczyzną  Az+By+Cz+D*=Q 
w  powierzchni :  /=  On^M-— +a44  =0. 

24)  Płaszczyzna  obraca  się  około  pewnej  danej  prostej,  okazać,  że  jej  średnica  sprzę- 
żona opisuje  płaszczyznę,  mianowicie  płaszczyznę  sprzężoną  z  daną  prostą. 

26)  Okazać,  że  powierzchnia  drugiego  rzędu  ma  w  ogóle  trzy  płaszczyzny  główne 
i  trzy  osie. 

26)  Wyznaczyć  płaszczyzny  główne  powierzchni :  7*J+6y,+5*'— ixy+Ayz  =  b 

27)  Wyznaczyć  dostawy  kierunkowe  osi  głównych  powierzchni,  określonej  równaniem : 

32xł+ys+*8—  16a>y-f  6y«— 16**—  6as— 12a>— 12*+18  «=  0. 

28)  Okazać,  że  dwie  powierzchnie  o  równaniach: 

aa!»+Jył+tó._(M!+Py+T,)» = *.,  £  +  £ + £)  (£ + £ + r"  _i)  _  (= + C  +  *)'«  i 

mają  osie  główne  jednakowego  kierunku. 


—  768  - 

28)  Wyprowadzić  warunek,  pod  którym  płaszczyzna  Ca+iiy+Cs-f  1  **  0  dotyka  ogól* 
nej  powierzchni  drugiego  rzędu :  /*  =  0. 

80)  Wyprowadzić  warunek,  pod  którym  prosta,  określona  równaniami: 

Ax+By+C*+D  =  0f    At»+Btjf+  &z+iy  «  0 
przechodzi  przez  środek  powierzchni  drugiego  rzędu. 

81)  Okazać,  że  styczne,  wyprowadzone  z  początku  układu  do  powierzchni: 
f  =  oux*+...+au*=* 0,  lezą  na  stożku  o  równaniu: 

«4l/-  (01i*+«Jiy+«J3*+«44)*  =  0. 

82)  Okazać,  że  środki  powierzchni,  określonych  równaniem: 

**+y  a~  *s+2Xa»+2|*y*— 2*r— 2by+2ct  =  0, 
w  którem  X  i  jjl  przedstawiają  dowolne  parametry,  leżą  na  powierzchni: 

«H*H-*M«*+*f+«) — o. 

88)  Wyprowadzić  warunek,  pod  którym  równanie: 

«i  i  **+<ht!t  "+Ojs*,+2«i  i«y +2ot  3ar*+2«„yar  =  0 
przedstawia  stożek  o  trzech  tworzących  do  siebie  prostopadłych. 

84)  Wykazać,  że  w  powierzchniach  pozbawionych   środka   płaszczyzny   środkowe  są 
albo  do  siebie  równoległe,  albo  równoległe  do  jednej  linii  prostej. 

85)  Wykazać,  że  wszelka  powierzchnia  drugiego  rzędu  ma  przynajmniej  jedną   pła- 
szczyznę główną. 

86)  Okazać,   że   równanie   trzeciego   stopnia   A(*)  =  0  nie   może   mieć   pierwiastków 
zespolonych  kształtu  *!=»a+p*,  g,«=a— Pt. 

87)  Jakie  równanie  trzeciego  stopnia  A(*)»=0  odpowiada  powierzchni: 

xi+2y*+2*H-2*y-2*-4y--4*+2  =  0 
i  jakie  są  jego  pierwiastki. 

88)  Okazać,  że  spółozynniki  równania  trzeciego   stopnia    A(s)  =  0  nie   zmieniają  się 
ze  zmianą  danego  układu  prostokątnego  na  inny  układ  prostokątny. 

89)  Wyprowadzić  równanie  płaszczyzny   stycznej    w   punkcie   P(C,  ij,  C)  powierzchni 
drugiego  rzędu  /(*,  y,  *)  =  0. 

Wyprowadzić  i  rozwiązać  równania  trzeciego  stopnia  A(«)«=0,  odpowiadające  nastę- 
pującym powierzchniom: 

40)    Bx>— y>+*,+6a*+4*y+2aH-4y+6*  =  8,  41)    2*y— xz+yz—  2a;+2y— 8* «  2, 

42)    xy+yz+zx  =  o*}        48)    7*146yM-6**-4xy-4y*  =  6. 

44)  Wyznaczyć  środek  powierzchni: 

z*+2y*+8z*+2(xy+xz+yg)+*+y+z  =  1. 

46)  Wyprowadzić  równanie  płaszczyzny  biegunowej  punktu:  P(C,  rj,  Q  ze  względu 
na  powierzchnię  drugiego  rzędu:  /(*,  y,  s)  =  0. 

46)  Wyprowadzić  równanie  stożka  stycznego  do  powierzchni  drugiego  rzędu  /«0, 
mającego  wierzchołek  w  punkcie  P(C,  i),  £). 

47)  Wykazać,  że  płaszczyzna  styczna  w  punkcie:  P(*',  y',  z4)  powierzchni: 
ax*+by'+cz*+2a'yz+2b'xz+2e'xy4-2a"x+2b"y+2c''z+d  =  0  ma  równanie: 

(o^+^y+te+^O  s+^tf+ty+a'*^ 

48)  Wykazać,  że  punk  ta  styczności  stożka  stycznego  do  powierzchni  drugiego  rzędu 
leżą  na  płaszczyźnie  biegunowej  wierzchołka. 

49)  Wykazać,  że  wszystkie  punkta,  które  ze  względu  na  powierzchnię  rzędu  drugiego 
są  z  danym  punktem  harmonicznie  sprzężone,  leżą  na  jednej  płaszczyźnie,  płaszczyźnie 
biegunowej  danego  punktu. 

60)  Wykazać,  że  prosta,  podług  której  przecinają  się  płaszczyzny  biegunowe  dwu 
punktów  jest  wzajemną  biegunową  prostej  łączącej  dane  dwa  punkta. 

51)  Wykazać,  że  płaszczyzny  biegunowe  czterech  punktów  leżących  na  linii  prostej 
mają  stosunek  anharmoniczny  równy  stosunkowi  anharmonicznemu  danych  czterech  punktów. 

52)  Wykazać,  że  stosunek  anharmoniczny  czterech  płaszczyzn  przecinających  się 
podług  pewnej  linii  prostej  jest  równy  stosunkowi  anharmonicznemu  ich  biegunów. 

49 
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68)  Wykazać,  że  szereg  punktów  linii  prostej  jest  jednokreślnym  2  pękiem  odpo- 
wiednich płaszczyzn  biegunowych. 

64)  Okazać,  że  płaszczyzna  biegunowa  danego   punktu  powierzchni  drugiego  rzędu 

wpada  w  płaszczyznę  styczną  w  tym  punkcie  powierzchni. 
•>■ 
66)  Okazać,  że  przez  wszelką   prostą   w  przestrzeni   można   przesunąć  w   ogólności 

dwie  płaszczyzny  styczne  do  powierzchni  drugiego  rzędu  (z  wyjątkiem  stożka  i  walca). 

66)  Okazać,  że  przez  wszelki  punkt  w  przestrzeni  można  przesunąć  w  ogólności  dwie 
płaszczyzny  styczne  do  stożka,  lub  walca  drugiego  rzędu. 

67)  Wykazać,  że  płaszczyzny  biegunowe  punktów  średnicy  są  do  siebie  równolegle 
i  równoległe  do  płaszczyzny  środkowej  z  tą  średnicą  sprzężonej. 

68)  Wykazać,  że  średnica  powierzchni  przechodząca  przez  wierzchołek  stożka  sty- 
cznego do  powierzchni  drugiego  rzędu  przechodzi  przez  środek  krzywej  styczności  stożka 
z  tą  powierzchnią. 

69)  Wykazać,  że  płaszczyzny  styczne  do  powierzchni,  a  do  siebie  równoległe  są  sty- 
czne w  punktach  końcowych  średnicy  sprzężonej  z  płaszczyzną  środkową  do  tych  pła- 
szczyzn stycznych  równoległą 

60)  Okazać,  że  linie  styczne  do  powierzchni  drugiego  rzędu,  a  do  siebie  równoległe 
są  styczne  do  powierzchni  według  krzywej  przekroju  tej  powierzchni  płaszczyzną  środ- 
kową sprzężoną  ze  średnicą  do  tych  stycznych  równoległą. 

61)  Wykazać,  że  średnica  powierzchni  drugiego  rzędu:  /*  =  a1J*4-.-+<*u  =0  sprzę- 

dl      dl     d2 
żona  z  płaszczyzną:  AxĄ-By+C*-\-D=*Q  jest  określoną  równaniami:  -— =  ^  =  — . 

62)  Wykazać,  że  płaszczyzny  środkowe  powierzchni  drugiego  rzędu:  /=0,  sprzężone 
z  kierunkami  X,  jł,  v  spełniającymi  warunek:  a  cos  X-f£  cos  n+c  cos  v  =  0  przechodzą  przez 

ÓJ     ÓJ      df 

prostą, określoną  równaniami:  —  «*-£  =  — . 

68)  Przez  dany  punkt  Pfo,  y0l  e0)  przesunięto  wiązkę  płaszczyzn  przecinających 
powierzchnię  drugiego  rzędu:  /—O,  wykazać,  że  środki  przekrojów  tych  płaszczyzn  z  po- 
wierzchnią mieszczą  się  na  powierzchni  drugiego  rzędu  o  równaniu: 

Bozwiąsftni*   XLVI.        6)    5(1,2,0).         7)    5(1,2,8)  8)    s(||,    |j,    o). 

W)(p-«a)(*'+y»)-(p+»a)(*-a)'+2a(*-a)(to+my)  =  a 
20)   (cos  (i+cos  v)*+(co8  X+cos  v)y+(oos  X+oo8  n)*  «=  0.      26)  *+2y+ar  «=  0,    2»— 2y+* =0 

2*+y-2*  =  0.        27)    ^-^^^-j,       ^-f^-^-^, 

^_f!^_^_^*.  83)    o^^o^o.  89)    r,-2){s*-S,+l)=0. 

40)  «*-6V-14*«0.      41)  *'-- 1*+1«0.      42)  ,»-l*_l  =  0.    43)  •■-l&M-^-ira^O. 

44)  S(-J,0,0). 

Literatura.  Joseph  Carnoy:  Cours  de  geometrie  analytiąue.  Geometrie  de  Tespace 
Łouyin-Paris  1881.  George  Salmon:  A  treatise  on  the  analytdc  geometry  of  three, 
dimensions.  Dublin  1882.  Dr.  Władysław  Zajączkowski:  Geometrya  analityczna 
Warszawa  1884. 

lematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  środków  i  osi  głównych  w  powierzchniach  drugiego  rzędu. 

2.  Teorya  płaszczyzn  stycznych  do  powierzchni  drugiego  rzędu. 

8.  Teorya  biegunów  i  płaszczyzn  biegunowych  względem  powierzchni  drugiego  rzędu. 


Wykład   XLVII. 

Szczególne  postacie  powierzchni  drugiego  rzędu- 

1.  Przekształcanie  ogólnego  równania  powierzchni  drugiego  rzędu  na 
podstawie  zmiany   początku   układu.    Niech  będzie: 

%i*2+^jy,+a33*2+2oi2*y+2rti3**+2a^  (!) 

równaniem  dowolnej    powierzchni    drugiego    rzędu,  odniesionem  do  pewnego 
układu  prostokątnego. 

Zmieńmy  najpierw  punkt  początkowy  układu,  zatrzymując  niezmieniony 
kierunek  osi  spółrzędnyoh.    W  tym  to  celu    połóżmy  w  równaniu: 

3c=*x'+c}  y=y'+ri,  *=*'+•£, 

gdzie  £,  %  £  są  współrzędnemi  nowego  punktu  początkowego,  wtedy  otrzy- 
mamy przerobione  równanie  w  postaci : 

Uporządkowawszy  to  równanie  wedle  potęg  zmiennych  #',  y',  i',  kreski 
jako  nie  potrzebne  opuszczając,  otrzymamy  równanie: 

a11s*+a„yM-a33*s+2an^+2^ 
+2(ala|+a„ij+a,3^a24)?+2(a^ 

+2ai2ifi+2aiZ^+2auti^+2a1J+2(hkfi+2aZiC+aki)^09 

czyli  za  użyciem  symbolów  równanie  kształtu: 

«ii*'+o„y2+a33*2+2«i**y+^  (2) 

Zmiana  punktu  początkowego  wpływa  więc  tylko  na  spółczynniki  przy 
x,  y,  0  i  na  wyraz  wolny,  nie  zmienia  zaś  woale  spółozynników  w  wyraże- 
niach drugiego  stopnia:  za,  y2,  *2,  xy,  xz,  yz. 

Stosownym  wyborem  punktu  początkowego  możemy  trzy  spółczynniki 
sprowadzić  do  zera.  Jakoż,  położywszy: 

^34=/3-«13l  +  «23«?+«33f+«34S!s0- 

otrzymujemy  na  wyznaczenie  nowego  punktu  początkowego  trzy  równania 
pierwszego  stopnia  ze  względu  na  f,  tj,  J,  cechujące  jak  wiadomo  środek  po- 
wierzchni. 

Równanie  powierzchni  środkowej  uprości  się  więc,  skoro  środek  (#0,y0,  a0) 
powierzchni  będzie  punktem  początkowym  układu,  mianowioie  gdy  znikną 
spółczynniki  przy  o?,  y,  *,  wyrazem  wolnym  będzie  zaś: 

^44  =  f=a14a?0 +Oj4y0 +a840o +a44=-j , 
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gdzie  D  i  A  są  wyznacznikami  znanymi  z  wzorów  (12)  i  (14)  poprzedniego 
wykłada,  zatem  będzie  miało  równanie  powierzchni  środkowej,  odniesione 
do  środka  powierzchni  jako  punktu  początkowego,  postać: 

aiiz*+a22yi+azz0*+2a„zy+2aizZ0+2a2zy0+^~O.  (3) 

Jeżeli  D«=0,  to  znak,  że  środek  powierzchni  leży  na  niej  samej,  taką 
powierzohnią  jest  stożek  drugiego  stopnia,  a  jego  równanie  ogólne  odnie- 
sione do  wierzchołka  jako  punktu  początkowego  przedstawia  się  zatem  w  for- 
mie równania  jednorodnego  drugiego  stopnia: 

anx*+a22y*+azz0*+2auxy+2aiZx0+2a2zy0~O.  (4) 

Jeżeli  powierzchnia  drugiego  rzędu  nie  ma  środka,  wówczas  nie  może- 
my wszystkich  trzech  spółczynników  przy  z,  y,  b  sprowadzić  do  zera,  gdyż 
w  tym  razie  nie  ma,  z  powodu,  że  4=0,  żadnego  punktu  w  skończoności,  dla 
któregoby  równocześnie  znikły  /t,  fx  i  /8.  Natomiast  możemy  zawsze  wyraz 
wolny  /  i  którekolwiek  dwa  z  tych  trzech  spółczynników  np  ft  i  fz  spro- 
wadzić do  zera,  obierając  stosownie  pewien  punkt  powierzchni  za  punkt 
początkowy. 

Tym  sposobem  sprowadzić  możemy  zmianą  punktu  początkowego  rów- 
nanie powierzchni  bezśrodkowej  do  postaci: 

anz%+atly*+a3Z0*+2Gi%xy+2ai3ze+2auy*+i2fiz=O.  (5) 

2.  Zmiana  kierunków  osi  układu.  Roz  ważmy  teraz,  w  jaki  sposób 
zmiana  kierunków  osi  wpływa  na  kształt  równania. 

W  tym  celu  wyprowadźmy  z  punktu  początkowego  trzy  proste  w  kie- 
runkach (Xu  fiu  ^iK^a,  fh>  vi)i^zi  Mai  vz)  l  przyjmijmy  je  za  osie  OZ',  OP,  OZ' 
nowego  układu.  Wzory  transformacyi  otrzymują  w  tym  razie  kształt: 

z^zf  cos  Xi  +y*  cos  l^  +0*  cos  Xz, 
y^z'  cos  (ax  +y'  cos  ^  +*'  cos  j^, 
*=■*'  cos  vy  +y*  cos  v%  +0*  cos  v 3, 
wskutek  czego  równanie  (1)  zamieni  się  w  następujące: 

au(z  cos  Xx  +y  cos  i^  +0  cos  AZ)J+ 
+2aiz(x  cos  fa  +y  cos  ^  +0  cos  p3)  (z  cos  vt  +y  cos  v2  +  0 cos  vz)+ 
+2au(z  cos  Xi  +y  cos  Z%+0  cos  Az)+dk+akk*=0. 
Uporządkowawszy  to  równanie  według  potęg  zmiennych  z}  y,  0  otrzy- 
mamy : 

(an  cos* Xi  -f  o22  cos* ią  +o33  cos2  vx)x%+2y0(ąn  cos  X2  cos  Xz  +««  cos  fa  cos ^ + 
+  a33  cos  v%  cos  vz  +  ai2  cos  Xt  cos  pz  +  at 2  cos  i3  cos  ji3  +  at 3  cos  X%  cos  r3  + 
+a13  cos  A,  oos  v2  +Oj3  cos  ^  cos  *3  +  Oj3  cos  /^  cos  *2)  + 
+  2o?(a14  cos  A,  +an  cos  ^  +a34  cos  vt)  +  <£  4-a44  —O, 
czyli  przy  użyciu  łatwo  zrozumiałych  skróceń: 

siz2+s2y%+sz0%+2pl2xy+2piZZ0+2p23y0+2qxz+2q2y+2qz0+akk^  O.     (6) 

Zmiana  kierunku  osi  przy  niezmiennym  punkcie  początkowym  nie 
wpływa  więc  wcale  na  wyraz  wolny. 

Jeden  tylko  kierunek  i  to  kierunek  nowej  osi  0X  wpływa  na  spółozyn- 
niki  przy  z*  i  x;  dwa  kierunki,  a  to  osi  OY  i  OZ  wpływają  na  spólozynniki 
przy  ye;  podobnie  ma  się  z  innymi  spółczynnikami. 

8.  Zastanówmy  się  nad  kształtem  spółczynników  P12,Pi8,  pis  stojących 
przy  iloczynach  zy}  Z0  i  y0.  Spółczynnik  p%%  zawisł  od  kierunków  (^,/*i,  *j) 
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[1%>IHi*z)\  uporządkowawszy  jego    wyrażenie    wedle   cosjt,,  cosj*2,  cos  v2 
riymamy : 

t— (Ojj  cos  Z3  +ala  cos  fiz +at 3  cos  v3)  cos  i2  + 

■(«ti  cosi,  +  o,a  cos  /łj  +a,3cos  *3)  cos  (i%  +  (a13cos  i,  +0^3  cos/i3 +a33  cos  v3)cos  v2, 

yK :  pi3 — ic^> cos  ij  +«43)  cos  /*j  +1^  cos  v2 , 

uporządkowaniu  według  cosj^,  cos/i3,  cos  vz  przedstawi  się  p2Z  w  po- 


ft  3  ""^  cos  k%  +  10^  cos  ^3 + uf&  cos  y3 . 
Podobnie  znajdziemy: 
Ai—^f* °°8  *j  +^ cos  ft  +t^3,)cos  v2  —  ufto  cos  it  +wf  > cos  (ix  +  uf>  cos  vx , 

JJ,  j  =  fpj1)  C08  ^3  +  l^1>  C08  |i3  +  tt^1*  COS  V.A  —  fflW  COS  4j  +  tt^3)  COS  ^  +  U%]  COS  ffj . 

Z  kształtu  8półczynników  j>12,  j>13,  #23  widzimy,  że  one  staną  się  zerami, 
kierunki  (Au  pu  vt\  (X2J  /*2,  v2)  i  (^3, /*3,  v3)   utworzą   układ  kierunków 
liczonych. 

Obrawszy  nowe  osie  0X,  OY,  OZ  w  kierunku  trzech  średnic  sprzężo- 
k  powierzchni,  uwolnimy  równanie  powierzchni  od  wyrazów,  zawieraj  ą- 
fch  iloczyny  spółrzędnych ;  przekształcone  równanie  powierzchni  otrzyma 
tedy  kształt: 

six*+w*+szs*+2qix+2q2y+2qz0+a2Z~O,  (7) 

ie  wyrażenia: 
4—10(1) cos  Xx  +trf> cos  ią  +iv(z} cos  vv    s2  -w;^  cos  A^  +up cos  ^  +tv(2)  cos  *>2, 

53  «-«f> COS  *3  +  IC^3> COS  /*3  +ttf  >  COS  1>3,       0,  =  tt^>,      02  — f^\       }3  =  ttf  \ 

twisłe  są  każde  od  jednego  z  trzech  kierunków  sprzężonych. 

Jeżeli  przyjmiemy  w  szczególności,  że  nowe  osie  układu  są  równoległe 

trzech  osi  głównych,  t.  j.  do  trzech  kierunków    sprzężonych   i   do   siebie 

topadłych,  wówczas  użyjemy  do  wyznaczenia  kierunków  nowych  osi  rów- 

(21)  str.  743,  równanie  przekształcone  otrzymuje  także  kształt  (7),  a  spół- 

nniki  przy  #*,  y\  g2  będą   tu   pierwiastkami   wiadomego   równania   trze- 

stopnia  ze  względu  na  s. 

Jeżeli  więc,  niezmieniając  punktu  początkowego  obierzemy  kierunki  osi 
wnych  powierzchni  jako  osi  układu,  wówczas  przekształcimy  równanie 
Ine  : 

aH*a+o„ya+a33*2+2ai*sy+^ 
V  następujące : 

six2-\-82y2+8z02+2qix+2q2y+2qz0+aii  =  O,  (8) 

gdzie  8U  52,  s3  są  pierwiastkami  równania  trzeciego  stopnia: 

a13»a23»a33  —  S 

4»  Zmiana  początku  i  kierunków  osi  układa.    Przekształćmy   teraz  ró- 
panie  (1),  zmieniając  punkt  początkowy  i  kierunek  osi. 

Przyjmując  osie  układu  w  kierunku  średnic  sprzężonych,  a  niezmienia- 
p  punktu  początkowego,  otrzymujemy  na  mocy  (7)  równanie : 
8ix*+8tf*+8z02+2qiz+2qly+2q3*+au=O1 


=0. 
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przenieśmy  teraz  puuKt  początkowy  do  innego  punktu  £;  t?,  £    a  więc 
stawmy  w  równaniu  (8): 

wtedy,  opuszczając  kreski,  otrzymamy  równanie  przerobione  w  postaci: 

*1*H^Jf'  +  M1+8(}1+s1|)*+2(a1+5lł)!f+2(s!1  +  ^D*+/-0f 
gdzie :    /-51|1+s,i7H5^s  +  2g1^+2g2r/  +  2^?+iit4ł 

Równanie  powierzchni   odniesione   do   trzech   osi  prostokątnych  ró* 
ległych  do  osi  głównych  powierzchni,   a  przecinających  się  w  punkcie, 
rego  spółrzędne  względem    pierwotnego    układu  są  £,  c,  ft  ma  więc  kszt 

5*  Jeżeli  powierzchnia  jest  środkową,  możemy  uwolnić  równanie  od  sj 
czynników  prsy  2?,  y1  b7   przyjmując   środek   powierzchni  jako  punkt    pc 

tkowy  układu,  a  więc  kładąc  w  równaniu    (9);    £=  —  — , 

będzie  tedy : 

przerobione  równanie  zatem  przyjmie  postać: 

Gdybyśmy  zmienili  w  równaniu  (1)  najpierw  punkt  początkowyf    oŁ 
rając  go  w  środku  powierzchni,  otrzymalibyśmy  wedle  (B)  równanie: 

a11»3  +  023y3+o3^a+SaiiaV+8ai3M+2auV+-^BO> 
zmieniając  teraz  kierunek  osi  nie    zmienimy    tym    sposobem    wcale   wj 
wolnego  -,-;  przekształcone  równanie  odniesione  do  dowolnych  osi  ze  śród 
powierzchni  wychodzących  będzie  zatem: 

8xx*+ s1y7+szjs*  +  2pi  ,ay  +  2j>i  aM+Jlpa3yf+-j— O. 

Jeżeli  jako  osie  układu  przyjmiemy  trzy  średnice  sprzężone,  w  sacsa- 
gólności  trzy  osie  główne,  wówczas  będzie  p^ «=pn=p33«=Qf  a  równanie  pr«a- 
robione  otrzymuje  tedy  kształt: 

musi  więc  -j-  równe  być  k 

Równanie  powierzchni  środkowej  odniesione    do   układu   osi   glównj 
tej  powierzchni  przedstawia  się  zatem  w  postaci : 

gdzie  spółczynniki  sit  s%}  s3    są    pierwiastkami    równania    trzeciego    stopi 
4($)^0(  a  wyraz  wolny  &=-jt* 

6.  Jeżeli  powierzchnia  nie  ma  środka,  wówczas  możemy  odnieść  rói 

nie  do  układu  kierunków    sprzężonych    bez    zmiany    punktu    początkowego, 
a  otrzymamy  równanie: 
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zmieniając  teraz  dowolnie  punkt   początkowy  dostaniemy    równanie    przero- 
bione w  postaci: 

six*+s%y*+s3e*+2(qi+s1C)z+2(q2+82ti)y  +  2(qz+$&*+f=0.      (13) 

Ponieważ  dla  powierzchni  bezśrodkowych  jest  4=0,  a  więc  jeden  pier- 
wiastek równania  trzeciego  stopnia  4(s)=0  jest  zerem  np.  s,  =-0,  więc,  odno- 
sząc równanie  powierzchni  bezśrodkowej  do  układa  kierunków  głównych 
z  punktu  f,  rj,  f  wychodzących,  a  w  szczególności  przyjmując  kierunek,  dla 
którego  8±=0  za  oś  a-ów,  otrzymamy  równanie  przerobione  w  postaci: 

s2y2+sz**+2qix+2(q2  +  s1ti)y+2(qz+szC)*  +  f=0,  (14) 

gdzie  f=s%fi*+szC*+2q1£+2qrt+2qlC+ahk. 

Jeżeli  drugie  dwa  pierwiastki  równania  trzeciego  stopnia  A(s)  są  różne 
od  zera,  wówczas  możemy  obrać  punkt  początkowy  tak,  aby  było  i]= — — , 

f=— ;  tym  sposobem  sprowadzimy  równanie  (14)  do  postaci: 

szy*+sz**+2qiz+k=0,  (15) 

gdzie  teraz: 

*=srf+sz?+2qiC— 2srf-  2szP+a„=2qiC-szTi*-szC2+a„- 

«2*t^-^+a44. 

zależy  jeszcze  tylko  od  dowolnej  ilości  £. 

Przyjmując,  że  qt  jest  rożnem  od  zera,  możemy  £  dobrać  tak,  aby  było 
i=0.  W  tym  celu  położymy: 

fr^*a9*+*3g*-°44       q\sz+q2z82—a^8zsz 
2q,  "  2q,82sz 

a  równanie  (15)  sprowadzi  się  wtedy  do  postaci: 

s2y*+szz*+2qix=0.  (16) 

Równanie  powierzchni,  nie  .mających  środka,  możemy  tedy,  obierając 
pewien  punkt  powierzchni,  jako  punkt  początkowy,  a  osie  układu  w  kie* 
runku  głównych  osi  powierzchni  sprowadzić  do  postaci: 

s2y2+szz*+2qAx=0,  (17) 

gdzie  s2  i  sz  są  dwoma  pierwiastkami  równania  A[s)  różnymi  od  zera,  a  spół- 
czynnik  qt^aihcos Xi+a2hco8  f^+^^cos  vt  zawisł  od  kierunku  osi,  dla  któ- 
rej pierwiastek  8±—0. 

7.  Jeżeli  w  równaniu  (9)  wypadło  (fr^O,  wówczas  nie  moglibyśmy  uwol- 
nić równania  od  wyrazu  wolnego  h}  równanie  przerobione  zatrzymałoby 
tedy  kształt: 

szy*+sz**+k=0,  (18) 

gdzie:  k=a„-{82n*+szP),    *---£,     f ^. 

Jeżeli  równanie    trzeciego   stopnia  4($)-=0,    dostarcza    dwa    pierwiastki 

równe  zeru,  np.  ^=0  i  *2«*0,  wówczas  przedstawia  się  równanie  powierzchni 

odniesione  do  układu  kierunków  głównych  z  punktów  £7  17,  £  wychodzących 

w  postaci: 

szs*+2qix+2q2y+2(qz+8z;)0  +  k=O} 

gdzie:  k=st?+2qii+2q2Ti  +  2qzC+a„. 
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9s 


W  tym  przypadku  możemy  wziąć:  f«— — ,    wskutek   ozego    równanie 

53 

przerobione  otrzyma  kształt: 

s2e*+2qxx+2q2y+k=0}  (19) 

gdzie  :  *«=2$,£ +2q2ri— *3f  '+a44. 

Ponieważ  kierunki  główne  odpowiadające  pierwiastkowi  ^=$3=0  są 
nieoznaczone,  bo  dla  pierwiastka  podwójnego  równania  4(5)= 0,  nie  są  równa- 
nia (21)  poprzedniego  paragrafu  od  siebie  różne,  więc  dla  wyznaczenia  kie- 
runku (Xt,  fi}}  v2)  odpowiadającego  pierwiastkowi  s2«=0  możemy  dołączyć 
równanie : 

?2 sa,ai4  °08  ^i  +  a24  C08  A*2  +a84  C08  y2  =*^- 
Przyj ą wszy,  że  qx  $0,  będziemy  mogli  jeszcze  przyjąć  £  tak,  aby  było : 

*-2g1^-5aSJ+a44=0, 

skąd  otrzymujemy:  §=-**— — i*. 

Łqx 

Tym    sposobem    przejdzie    równanie    przerobione    w    następujące: 

*,*»+tyfl*-Q.  (20; 

Jeżeli  zaś  qx  =0,  wówczas  nie  możemy  się  uwolnić  od  wyrazu  wolnego  i, 
równanie  przerobione  otrzymuje  tedy  kształt: 

s8**+*«0,  gdzie  *«a44-*3fa,  f--^- 

Przypadek,  żeby  wszystkie  trzy  pierwiastki  równania  4(s)«=»0  były 
zerami,  jest  niemożliwy,  gdyż  wtedy  byłoby  równanie  dane  stopnia  pierw- 
szego. 

Na  podstawie  powyższych  wyników  przekształceń  możemy  teraz  przy- 
stąpić do  ocenienia  możliwych  kształtów  powierzchni  drugiego  stopnia. 

8.  Klasyflkacya  powierzchni  drogiego  rzędu.  W  poprzedzających  para- 
grafach poznaliśmy,  że  równanie  powierzchni  drugiego  stopnia  da  się  stoso- 
wnie do  natury  spółczynników  sprowadzić  do  jednego  z  następujących  pię- 
ciu kształtów : 

*i32+saya+V2+*-<),  W 

six*+s%y*+2qz*-Q,  (II) 

Si*a+*ay2+*«0,  (Ul) 

^-Kifcy-O,  (IV) 

8tx*+k=0.  (V) 

Z  tych  kształtów  wynurzają  się  poszczególne  formy  powierzohni  dru- 
giego stopnia,  jeżeli  spółczynniki  równań  I— V  otrzymują  szczególne  znaki. 

k          k          k 
Oznaczmy  bezwzględne  wartości  stosunków , , przez  o2, 

8i  *2  *» 

6a,  c3,  tedy  otrzymamy  z  (I)  następujące  cztery  możliwe   kształty  powierz- 
chni środkowych: 

2  2  2 

1.    fi  +  ?!  + -^i™1'  Ellipsoida  trójosiowa  (fig.  184). 

*.2  4,2  g2 


+  jj  +  ~y= — 1,  Ellip8oida  urojona. 
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3.    * 


y 


5  -ł-  yj i~^i  Hiperboloida  o  jednej  powłoce  (fig.  185). 

O  c 


4.  — .- 


3 — -j~2 ^  =  1,  Hiperboloida  o  dwóch  powłokach   (fig.  186;. 


Fig.  184. 


Fig.  185. 


Fig.  186. 


Jeżeli  i=-r-«0  wówczas  otrzymamy  z  (I)  jeszcze  dwa  możliwe  kształty 

nrierzchni  środkowych. 

t    x2      y%       g% 

o.  — ; i  +  j-j  Ą — i  — 0,  Punkt  (jako  stożek  urojony). 
o       o         c 

6.  —t+  l^-i^-O,  Stożek  elliptyczny  (fig.  187). 

Z  równania  (II)  otrzymamy  znowu  stosownie  do  znaków  liczb  si^siiq2} 
i  kształty  powierzchni  bezśrodkowych,  jako  mających  środek  w  nieskoń- 
naści,  a  to: 


7.  —%+ji^^  Paraboloida  elliptyczna  (fig.  188). 
o.  "-śM-TsaS«t  Paraboloida  hiperboliczna  (fig.   189). 
Z 


Fig.  187. 


Fig.  188. 


Fig.  189. 


Z  (III)  wypadają  kształty  powierzchni,  mających  prostą  środków,  którą 
tutaj  oś  jr-ów,  a  to: 
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9.-. 


10.  -. 


11.^. 
a 

12.  — , 
a 


13. 


+  p=l,  Walec  elliptyczny  (fig.  190). 


y 


+  y,=  —  1,  Walec  urojony. 

-  -J-a— 1,  Walec  hiperboliczny  (fig.  191). 
+  tj^Oj  Linia  prosta  —  oś  «-ów. 

—  ih=0,  Dwie  przecinające  się  płaszczyzny. 


Fig.  190. 


Fig.  192. 


Z  (IV)  wypadają  powierzchnie  mające  prostą  środków  w  nieskończono- 
ści, jako  to: 

14.  x*=*2py}  Walec  paraboliczny  (fig.  192). 

Wreszcie  z  (V)  powierzchnie,  mające  płaszczyznę  środków,  a  to: 

15.  g2-=a3,  Dwie  płaszczyzny  równoległe. 

16.  £*=— a',  Dwie  urojone  sprzężone  płaszczyzny  równoległe. 

17.  x*=01  Płaszczyzna  podwójna. 

Oprócz  tych  kształtów  nie  może  równanie  drugiego  stopnia  przedsta- 
wiać żadnego  innego  utworu  geometrycznego.  Z  siedemnastu  kształtów  uważane 
są  jako  właściwe  powierzchnie  rzędu  drugiego  tylko  pięó,  a  to:  ellipsoida, 
hiperboloida  o  jednej  i  dwóch  powłokach,  jako  trzy  powierzchnie  środkowe 
drugiego  rzędu;  paraboloida  ellip tyczna  i  paraboloida  hiperboliczna  jako 
dwie  powierzchnie  bezśrodkowe  drugiego  rzędu,  resztę  kształtów  jako  szcze- 
gólne odmiany  tych  pięciu  powierzchni. 

9.  Powierzchnie  obrotowe  rzędu  drugiego.  Zastanówmy  się  obecnie  nad 
przypadkiem,  gdy  równanie  trzeciego  stopnia  4(5)— 0  dostarcza  pierwiastków 
równych.  Przy  szczegółowem  roztrząsaniu  tego  równania  zauważyliśmy,  że 
jego  pierwiastki  są  zawsze  rzeczywiste  i  że  mieszczą  się  między  wielkościami: 
—oo ,  a,  bj  c,  albo  między  wielkościami  a,  6,  c,  oo ,  według  tego  czy  iloczyn 
ai2ai3a23  Jest  ujemny  czy  dodatni,  jeżeli: 


a—a 


aĄOa< 


ii 


'12"!  3 


6-OJ2 


°12a23 


c— a. 


33 


fl13g23 


"23  al3  "12 

Jeżeliby  więc  dwa  pierwiastki  miały   byó   równe,  musiałby  koniecznie 
ten  podwójny    pierwiastek  zejśó  się  z  jedną  z  wielkości  granicznych  a,  b,  c. 
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Niech  będzie  a  tą  wielkością,  czyli  podwójnym  pierwiastkiem  równania  4(5) =0; 
istnieje  tedy  wspólny  czynnik  (s— a)*,  co  wymaga  jednakże,  aby  było  a«6— c. 
Odwrotnie  jeżeli  a=6=c,  tedy  będzie  miała  pierwsza  strona  równania  czyn- 
nik (s— a)2,  będzie  więc  a  podwójnym  pierwiastkiem  równania. 

Warunki  konieczne,  a  zarazem  wystarczające,  aby  równanie  4(s)=o 
miało  dwa  pierwiastki  równe,  przedstawiają  się  więc  w  postaci  równań 
a=ł=e»J  czyli: 

^-^-^-^-^-•Sjfe.  (21) 

«23  ai3  «12 

Oznaczmy  przez  st  podwójny  pierwiastek  równania  A(ś) =0,  tedy  będzie : 

C    —a      _    aHg13^n  °12a23       „  «13«23 

a  więc:  an-s-^,     ^-t-2g&f     a83-s=^. 

a23  «i3  "  ala 

Na  tej  podstawie  otrzymamy  z  trzech  równań: 

(an — *)  cos  ^+a12  cos  fi+au  cos  f=a12  cos  i+(a22  —  s)  cos  M+a23 cos  *■" 

=a13  cos  X+alz  cos  A*+(a33  — $) cos  v=0  (22) 

określających  kierunek  główny  4,  j*,  *>,  odpowiadający  pewnemu  pierwia- 
stkowi 5,  jedno  tylko  równanie  w  postaoi: 

ai2ai3 C08  ^+ai2«23  cos ^+a13a23  cos  v*=0,  (23) 

które  dowodzi,  że  istnieje  nieskończenie  wiele  kierunków  głównych  odpo- 
wiadających pierwiastkowi  podwójnemu.  Są  one  wszystkie  prostopadłe  do 
kierunku  XZ1  i*3,  ?3,  odpowiadającego  trzeciemu  pierwiastkowi  s3,  różnemu 
od  pierwszych  dwóch  si=sl  i  równoległe  do  płaszczyzny: 

al2al3aJ  +  °12a23y  +  ai3a23^=ss0-  (24) 

Jeżeli  tedy  obierzemy  dowolnie  dwa  kierunki  Xu  fa,  vt  i  ij,  faj  v1  po- 
źone  na  tej  płaszczyźnie,  a  do  siebie  prostopadłe  i  dołączymy  do  nich  kie- 
nme^  ^3»  fhi  vv  te(iy  otrzymamy  układ  trzech,  kierunków  sprzężonych,  do 
siebie  prostopadłych.  Obrawszy  te  kierunki  za  kierunki  osi  spółrzędnych 
sprowadzimy  w  tym  razie  równanie  powierzchni  środkowych  do  postaci: 

*i(s*+y2)  +  $3**+*-0,  (26) 

którą  cechują  widocznie  przekroje  kołowe  prostopadłe  do  osi  OZ.  Taka  po- 
wierzchnia da  się  utwór zyó  przez  obrót  jakiejś  krzywej  na  około  pewnej 
osi  {OZ)  i  nazywa  się  powierzchnią  obrotową.  Jako  powierzchnie  obrotowe 
drugiego  rzędu  mające  środek,  występują  wedle  (25): 

x2+y2       z1 

1.  ellipsoida  obrotowa:  ^—  Ą — ,  =  1. 

z2+y2       z% 

2.  hiperboloida  obrotowa  o  jednej  powłoce: 3 a""l- 

z*       x%+yl 

3.  hiperboloida  obrotowa  o  dwóch  powłokach:  — 2 s — — 1. 

2j2  i   |*2  gl 

4.  stożek  obrotowy:  ^ y— O. 

Równania  powierzchni  obrotowych  drugiego  rzędu    bez    środka    8i^8tt 
8z  =0  sprowadzimy  do  postaci : 

s(x%+y2)+2qz=0 
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jeieli   środek   powieraokni   wypada   w  niesko&oaoaośtti,    albo    do  poi 

jeieli  ot  obrok*  (02)  je*  osią  środków. 

W  pierwsaym  prsypadku  występuje  paraboloida  obrotowa ~-« 

w  drugim  waleo  obrotowy  — "TT"""!  J1*0  •*°*eg^n«  kirtatty  powien 
obrotowych. 

Posostaje  jesaoae  do  rospatnenia  prrjrpadek,  jeśeli  równanie  trseo 
stopnia  4(*)— 0  daje  pierwiastek  potrójny  4  —!,—#„  Z  kształtu  równ 
il(i)«0)  który  mośemy  napisaó  w  postaci: 
(%i -*)  (o„-*)  tor-*)^ 
wynika,  śe  prsypadek:  Si*"*^^  moie   nastąpić  tylko  wtedy,  skoro  bę<3 
%!— Ott—  «m—0,  *  praytem:  an=a33=a3a;  w  tym  przypadku  stają  się 
równania    określające   kierunek    główny    tożsamość  10 wy m i >    co    dowodzi, 
wssystkie  kierunki  w  przestrzeni  są  dla  takiej  powierzchni  kierunkami 
wnyini.  WypioWadsiwśry  tedy  ze  środka  powierzchni,    który   w   tym  1 
leiy  w  skońosonoici  a  powodu,  że  żaden  pierwiastek  $  nie  jest  równy  1 
dowolni  tiray  kierunki  do  siebie  prostopadle,  jako   osie   społrzędne,   spr* 
daimy  równanie  ogólne  powierzchni   do  postaci;   s1(£1+y*+ £*)+*=(),  k 

prsedstewia  kulę:  s,+y,+*,-,rli  o  promieniu  r— V—  — .-     r.    • 
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Ówiceenia  XLVII. 

1)  Okazać,  że  równanie  powierzchni  drugiego  rsedu,  której  środek  leży  w  poc 
okładu  nie  zawiera  wyrazów  pierwszego  stopnia. 

2)  Przekształcić  równanie: 

*,+8y,+4*a+6*y+2y*+4«*  -  26*-24y— 82*— 26  —  0, 
przyjmując  środek  tej  powierzchni  za  początek  układu. 
Przekształcić  podobnie  równanie: 
8)  4*M-8y*+9sł+8**  \-4ay+4y+8z+l  =0. 

4)  4x*-lby*+Utt*+4zx-*xy+ix— 84y+24*-l6  =  0T 

5)  Wykazać,  że  wszelką  powierzchnię  środkową  rzędu  drugiego  możemy  przędz 
równaniem  kształtu:  A»*+Ry%+Cb*  «=  D. 

6)  Wykazać,  że  w  każdej  powierzchni  środkowej  drugiego  rzędu  suma  kwadj 
jakichkolwiek  trzech  średnic  sprzężonych  jest  równa  sumie  kwadratów  jej  osi. 

7)  Wykazać,  że  w  każdej  powierzchni  środkowej  drugiego  rzędu  suma  kwadi 
ścian  bocznych  równoległościanu  utworzonego  z  trzech  średnio  sprzężonych  powiel 
jest  równa  sumie  kwadratów  ścian  bocznych  równoległościanu  prostokątnego  utworu 
z  osi  tej  powierzchni. 

8)  Wykazać,  że  w  każdej  powierzchni  środkowej  drugiego  rzędu  objętość  róf 
głościanu,  utworzonego  z  którychkolwiek  trzech  średnic  sprzężonych,  jest  równa  obj 
równoległościanu  prostokątnego  utworzonego  z  osi  tej  powierzchni. 

9)  Okazać,  że  równanie:  By2-^1— z*+4&y— 6y*-f8*z— 1  =*=0  przedstawia  hyperb 
o  jednej  powłoce. 

10)  Okazać,  że  równanie:  #'— y^*1— 4ary+&es— 2yz— 1  =  0  przedstawia  hyperb 
o  dwu  powłokach. 
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11)  Okazać,  że  równanie:  4*,+4yl+12*l-12y*+4xy+4*+2y+8*  =  0  przedstawia  para- 
oloidę  elliptyczną. 

12)  Okazać,  że  równanie:  4»*— 2y*—  12g*+12ps+4xy+4x+2y+8*  «  0  przedstawia  pa- 
aboloidę  hyperboliozną. 

13)  Okazać,   że  równanie:   s^+tfyM-i**— 4yar— 2asy+2a?— 2y— 4  =  0  przedstawia  walec 
lliptycsny. 

14)  Okazaó,  że  równanie:  asy+yw+«*  *"  *J  możemy  przez  zmianę  kierunków  osi  układu 
ipro  wadzić  do  postaci:  2»,-yJ— 03-»2as. 

16)  Okazaó,  że  równanie:  x,+yJ^~o-yH*a!8B  =  fl,  możemy  przez  zmianę  kierunków  osi 


8         1 
okładu  sprowadzić  do  postaci:  x*+—y* — -*»  =  ««. 

4  4 


16)  Okazać,  że  równanie:  *J+ył+2r,+*(a?y+y*+*x)  =  l  przedstawia  powierzchnię 
obrotową  drugiego  rzędu,  której  osią  obrotu  jest  prosta  o  równaniach :  x  =•  y  =»  z. 

17)  Okazać,  że  równanie:  **— 2y,+2sJ+8a«— asy— 2*+7y— 5s  ==  8  przedstawia  dwie 
przecinające  się  płaszczyzny,  których  krawędź  przecięcia  ma  równanie: 

18)  Zbadać  powierzchnię  określoną  równaniem:  x,+y,+a::,+2xy+4x2!+-2y*=*l  i  wy- 
znaczyć kierunki  i  długość  jej  osi. 

19)  Okazać,  że  równanie:  x,+y,+2(«y+y«+^ar)  =  a1  przedstawia  walec  hyperboliczny. 

20)  Okazać,  że  równanie:  »2+yJ+8**+8y*+**+xy— 7x—  14y— 25*+a*=0  przedstawia 
ellipsoidę,  punkt  lub  ellipsoidę  urojoną  stosownie  do  tego  czy  a  g  15. 

21)  Okazać,  że  równanie:  (cy— bz)*Ą-(ęz-cx)t+(bx— ay)*  =  l  przedstawia  prosty  walec 

kołowy,  którego  oś  ma  równania:  —  =  -^«  — . 

a        b        c 

22)  Okazać,  że  równanie  odniesione  do  układu  ukośnokątnego  a,  p,  y,  a  przedstawia- 
jące się  w  postaci:  0xJ-^-&y,-^-«z,  =  1  przedstawia  powierzchnię  obrotową,  skoro: 

acos  a  b  cos  P  e  cos  *f 

cos  a— cos  p  cos  y        oos  p— -cos  a  cos  y       cos  y— cos  a  cos  P* 

Zbadać  następujące  powierzchnie  i  sprowadzić  ich  równania  do  najprostszej  postaci : 
28)   *M-2ył+2*M-2ay— 2*-4y-4*+2  «=  0,  24)    2j^-*r+y*-2x+2y- 8*-2  =  0, 

26)  *«-y*+oł~0.    26)  7*ł+Cy»+5*,-4y*-4xy— 6.  27)  ll**+10y,+6*l-12ay-8y*+4**— 12. 

29)  7**-l8y,+6*>+24ay+12y*-12**=:84. 

30)  Okazać,  że  równanie:  4a>,+y,—4xy-f6a?+8^  =  0   przedstawia   walec  paraboliczny. 

31)  Okazać,  że  równanie:  z  =  ax,-ł-6y,+-2cxy-ł-2<to+26y+/  przedstawia  paraboloidę 
elliptyczną,  gdy:  c1— od<.0,  paraboloidę  hyperboliczną,  gdy:  e1— od>0,  a  walec  parabo- 
liczny, gdy:  **— o£»0. 

32)  Okazać,  że  powierzchnia:  »ł— y1— **+2y*+x+y— *  —  5  =  0  ma  nieskończenie  wiele 
środków  położonych  na  prostej  określonej  równaniami:  2x+l=»0,    2y— 2^—1=0. 

38)  Okazać,  że  równanie:  a(y— z^+6 (ar— x)24c(x—y),=  d2  przedstawia  walec  drugiego 
rzędu,  i  to  hyperboliczny,  gdy  bc-\-ca-\-ab  <  0,  zaś  elliptyczny,  gdy  6c+ca+a6>0. 

34)  Okazać,  że  równanie:  aSixl+iyi+dz^-\-12yzĄ-bxz+4txy^2aux+2aiiy+2a3iz+aŁŁ  «0 
przedstawia  paraboloidę  elliptyczną  albo  walec  paraboliczny  albo  paraboloidę  hyperboliczną 
stosownie  do  tego,  czy  oll>l,  czy  a  —  l,  czy  też:  an<l. 

36)  Okazać,  że  równanie:  aux*+auy*+a3%z*+2anyz-\-2anxz+2ltxtf  =  0  przedstawia 
stożek  obrotowy,  którego  kąt  u  wierzchołka  równy  0,  skoro: 

^ ^ ^ (a»+0»»+0»»)i+8co8e- 

36)  Wyznaczyć  miejsce  geometryczne  punktów  równooddalonyoh  od  każdego  punktu 
kola  określonego  równaniami:  »,+y,+*1  =-* a\    Ax+By+Cz  =  D. 
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87)  Okazać,  że  równanie:  xy+xz+yz-2x+Gy—Qz  =  d  przedstawia  hyperboloidę  obro- 
tową o  dwu  powłokach,  skoro  d>48,  stożek  obrotowy,  gdy  d  =  48,  a  Hyperboloidę  o  jednej 
powłoce,  gdy  d<48. 

88)  Wyznaczyć  położenie  przekrojów  kołowych  hyperboloidy  o  dwu  powłokach  i  wy- 
kazać, że  te  same  płaszczyzny  przecinają  podług  kół  jej  stożek  asymptotyczny. 

89)  Jeżeli:   A(xu  yt,  st),    B(xt,  y,,  «,),    C(xs,  ys,  *,)    są    spółrzędnemi   wierzchołków 

x*       y'       z* 
trzech  średnic  sprzężonych  ellipsoidy:  -j +  xjH — %=ss^  wykazać,  że: 

*\+*\+»\—\    p\+p\+p\—b*,    z\-\-z\+z\=c\ 

*i*i+*itt+*i*i— *>•   *i*i+«i«j+*8«s=o,   y^+y^+y^^o. 

40)  Wyprowadzić  warunki  konieczne,  pod  którymi  równanie: 

anx*+aity*+attz*+2alixy+2ai3xz+2ouyz  =  0 
przedstawia  dwie  płaszczyzny. 

41)  Dowieść,  że  dwie  powierzchnie  drugiego  rzędu  przechodzące  przez  pewną  krzywą 
płaską  przecinają  się  jeszcze  podług  drugiej  krzywej  płaskiej. 

42)  Wykazać,  że  przez  pięć  prostych  wychodzących  z  jednego  punktu  przestrzeni  da 
się  przeprowadzić  tylko  jeden  stożek  drugiego  rzędu. 

48)  Wykazać,  że  suma  kwadratów  odległości  środka  powierzchni:  Ax*Ą-By*+Cz*  =  l 
od  trzech  płaszczyzn  stycznych  do  powierzchni,  a  do  siebie  prostopadłych,  jest  wielkością 

stałą  równą:   ^  +  ^  +  7f 

44)  Wykazać,  że  miejscem  geometrycznem  punktów,  z  których  można  poprowadzić 
płaszczyzny  styczne  do  powierzchni:  Axt+By*+Cz*=- 1,  a  do  siebie  prostopadle, jest  kula 


o  promieniu:  r  *=  y  ~7  +  7>  +  7^ 


C 

45)  Wykazać,  że   suma   kwadratów   odwrotnych   długości    średnic   powierzchni: 
Ax*+By*+Cz*  =  l  do  siebie  prostopadłych  jest  stałą  równą:  A+B+C. 

Rozwiązania  XLVII. 

2)    »*+8y,+4**+6ay+2ys+4a*  =  lll.  ^    4aj2+8y8+9«*+8«r+4xy  =  B. 

4)  4asł— lby*+14yz-\-4xz— 4xy  =  6.  18)  Hyperboloida  o  jednej  powłoce  o  osiach:  \Z(T— V^2, 
\/6"+\/2",  1,  przy  dostawach  kierunkowych:  (1,  t/8— 2,  ^  (if  _y/a  _2,  1),  (1,  0,  -1> 
28)  Ellipsoida:  4**+(8+\/6)y,+(8—  \/6)*'*«4.  24)  Hyperboloida  o  jednej  powłoce: 
2*ł+(\/3—  l)ył-(l+V/8)«1  =  2.  25)  Hyperboloida  o  dwu  powłokach:  *ł— y*— 2*ł  =  2a\ 
16)    «8+2y>+&ł=i2.      27)    »»+2y»+6*»  =  4.        28)    x*+2y*~9z* « 12.       86)  Linia  prosta: 

j-=  j  =  -^.        40)  «,i3-»it«s3>0,    (a\t— OiiOasJCaSs—ajj^l^C^Ou-iijsa,,)1. 

Literatura.  C.  Briot  et  I.  C.  Bouąuet:  Leoons  de  gśometrie  analitiąue.  Dixsep- 
tieme  edition  reyue  par  M.  Appell.  Paris  1900.  Dr.  Otto  Hesse:  Vorlesungen  liber  ana- 
lytische  Geometrie  des  Raumes  insbesondere  iiber  Oberflftchen  zweiter  Ordnung.  Leipag 
1861.  B.  Niewęgłowski:  Oours  de  geometrie  analytique.  Tom  III.  Geometrie  dans 
1'espace.  Paris  1896. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Sposoby  upraszczania  równań  powierzchni  drugiego  rzędu. 

2.  Powierzchnie  obrotowe  drugiego  rzędu. 

8.  Teorya  stożków  stycznych  do  powierzchni  drugiego  rzędu. 


Wykład  XLVIII. 

Szczególne  własności  powierzchni  środkowych 

rzędu  drugiego. 

1*  Ellipsoida.  Równanie  powierzchni  środkowej  drugiego  rzędu  można, 
ik  wiemy,  sprowadzić  zawsze  do  postaci  : 

«i*,+*,y,+M,-^i  (1) 

iłeli  obierzemy  środek  powierzchni   za   punkt    początkowy    układu,  a  trzy 

ne  główne,  w  ogólności  trzy  średnice  sprzężone,  powierzchni  za  osie  układu. 

Bieli  spółczynniki  su  s2,  s3,  H,  są  dodatnie  i  różne  od   zera,   wówczas  mo- 

|my  równanie  (1)  napisać  w  postaci: 

x2        i/2       Z2 

SF  +  fi  +  ^-l.  (2) 

kie  wielkości:     a=»y — ,     6—y  — ,    c= If  —    są  rzeczywiste  i  oznaczają  po- 

iwki  trzech  osi  powierzchni,  zwanej  ellipsoidą. 

Jeżeli  po  obu  stronach  punktu  początko- 
wego, który  jest  środkiem  ellipsoidy,  ode- 
tniemy  długości  równe  wielkościom  a,  b,  c 
otrzymamy  sześć  punktów  4  i  i',  B  i  B', 
_^  Ci  C",  które  się  nazywają  wierzchołkami  elli- 
psoidy. Jeżeli  a  >  b  >  c,  wtedy  jest  2a= AA*  osią 
wielką,  26—-RB'  osią  średnią,  2c~6'C'  osią 
małą  ellipsoidy. 

Przekroje  ellipsoidy  płaszczyznami  spół- 
rzędnymi,  które  są  płaszczyznami  głównymi 
powierzchni,  wyznaczone  są  równaniami : 

*-°>    iF  +  F-1'    y=0'    ^  +  V-1'    — °«    F  +  *-1' 

odstawiający  mi  ellipsy,  z  których  każda  przechodzi   przez   cztery   wierz- 

ołki  ellipsoidy. 

Płaszczyzna  równoległa  do  płaszczyzny  xy,  przecina  ellipsoidę  w  ellipsie, 

x2      y2           h2 
reślonej  równaniami:  2= A,     -y+fy=l 2- 


l/       h2    .     i/ h2 
Półosie  tej  ellipsy  są  tu:     ayl ^  i  6  VI j 


Ellipsa  jest  rzeczywista,  skoro    h<c   i    maleje,    sprowadzając    się    dla 
e  do  punktu,  jako  ellipsy,  której  osie  są  zerami.  Dla  h  >  c  staje  się  ellipsa 


-  768  - 

urojoną.  Przekroje  płaszozyznami  równoległymi  do  płaszczyzn  głównych  są 
więc  ellipsami  i  to  rzeczywistemi,  skoro  płaszczyzna  przekroją  znajduje  się 
między  środkiem  i  wierzchołkami  powierzchni. 

2.  Przekroje  płaskie  elllpsoidy.  Niech  będzie  g=*mx+ny+p  dowolną 
płaszczyzną.  Wyrugowawszy  zmienną  z  z  równania  tej  płaszczyzny  i  równa- 
nia ellipsoidy,  otrzymamy  równanie: 

s2    ,  y*    ,    (*M+*y+P)2  _, 

które  przedstawia  rzut  krzywej  przecięcia  się  tejże  płaszczyzny  z  ellipsoidą 
na  płaszczyznę  XOY. 

Rzut  ten  jest  ellipsą,  gdyż  w  równaniu  jego  podanem  w  postaci: 
aiix2+2aiizy+alJy1+2aux+2a%zy+azz=0,  mamy: 

dla  wszelkich  wartości  spółczynników  m,  n,  p. 

Wszelka  płaszczyzna  przecina  więc  ellipsoidę  w  ellipsie.  Przekroje  pła- 
szczyznami równoległymi  są  widocznie  ellipsami  podobnymi,  gdyż  spółczyn- 
nik  jp,  cechujący  położenie  płaszczyzny  nie  wpływa  na  wyrazy  drugiego 
stopnia  w  równaniu  przekroju.  Chcąc  więc  zbadać  kształt  dowolnego  prze- 
kroju płaskiego  ellipsoidy  dość  jest  zbadać  przekrój  ellipsoidy  płaszczyzną 
środkową  do  danej  płaszczyzny  równoległą. 

3.  Przekroje  kołowe  ellipsoidy.  Wyobraźmy  sobie  pewną  płaszczyznę 
przechodzącą  przez  środek  ellipsoidy,  któraby  przecięła  ellipsoidę  w  kole 
o  promieniu  r.  Koło  to  musiałoby  leżeć  na  kuli  z  ellipsoidą  współśrodkowej 
określonej  równaniem : 

x2      V1       ** 

r2    +   r2   +    r2        *• 

Odjąwszy  od  równania  ellipsoidy  równanie  kuli,  otrzymamy  równanie 
jednorodne : 

przedstawiające  stożek,  który  ma  wierzchołek  w  środku  ellipsoidy  i  prze- 
chodzi przez  przekrój  kuli  z  ellipsoidą.  Ażeby  więc  obie  powierzchnie  miały 
wspólny  przekrój  kołowy,  musi  stożek  przejść  w  dwie  płaszczyzny  przez 
środek  przechodzące,  co  się  stanie,  skoro  w  ostatniem  równaniu  jedno  z  wy- 
rażeń stanie  się  zerem.  Położywszy  kolejno  r=*a,  r*~b,  r=c,  otrzymamy 
równania  płaszczyzn  kołowych : 

Jeżeli  o>  b >c,  natenczas  przedstawia  pierwsze  i  trzecie  równanie  p'» 
szczyzny  urojone,  drogie  zaś  równanie  sprowadza  się  do  postaci: 

a;i(a»_&ij      #*(ft*—c*)  ,.       *  *-i/o>— 6» 

_____  _.  ■■■?— .  czyh:  t=±tVp=^ 
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i  przedstawia  dwie  płaszozyzny  rzeczywiste,  przechodzące  przez  oś  średnią 
ellipsoidy.  Oznaczywszy  przez  &  kąt  nachylenia  tych  płaszczyzn  do  pła- 
szczyzny XOT,  otrzymamy  równanie: 


tang  e=±_y^__. 


(3) 


W  ellipsoidzie  istnieją  zatem  dwa  szeregi  przekrojów  kołowych ;  oba  są 
równolegle  do  średniej  osi  powierzchni.  Wykreśliwszy  w  ellipsie  (a,  c)  (fig.  194), 

położonej  na  płaszczyźnie  XOZ  średnice  równe 
26,  otrzymamy  dwie  proste:  BXB\  i  2?a2?'„  jako 
ślady  środkowych  płaszczyzn  kołowych,  do  któ- 
rych dwa  szeregi  płaszczyzn  są  równoległe. 

Z   dyskusyi    powyższej    okazuje    się,    że 
płaszczyzna  może   ellipsoidę    trój  osiową    prze- 
ciąć tylko  w  ellipsie,  a  dwa  szeregi  płaszczyzn 
przecinają  ją  w  kołach.  Jako  odmiany  ellipsoidy 
trójosiowej     występują:    ellipsoida     obrotowa 
(a=&),  kula  (a=6=c),  walec  elliptyczny  (a— oo), 
dwie    płaszczyzny    równoległe    (a=oo,    6=-oo) 
i  punkt  (a«6=c=0). 
4.   Średnice  1   płaszczyzny   środkowe  ellipsoidy.    Niech   będzie  x}  y,  z 
dowolnym   punktem    ellipsoidy,    2d   zaś    długością  średnicy  przez  ten  punkt 
przechodzącej.  Oznaczmy  przez  X,  p,  v  kąty,  jakie  ta  średnica  tworzy  z  osia- 
mi ellipsoidy,  wtedy  otrzymamy: 

x=d  cos  X}    y*=d  cos  fi,    z=d  cos  v. 
Podstawiając  te  wartości  w  równanie   ellipsoidy,    dojdziemy  do  równa- 


nia: 


_1_ 
d* 


COS2  X  COS1  fi  COS1  V 


a*       f      b2       l       c* 
Przyjmijmy,  żeśmy  przez  środek   poprowadzili    trzy   średnice:  %du  2d2 
2d3  do  siebie  prostopadłe,  wtedy  otrzymamy  trzy  równania: 


d\ 


COS*  Xi        COS*  (A        cos2  vt 

Tł 1 ii  I  15 
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cos2  X2 

^2 


COS3  fl^       cos2  v2 

H  To 


6J 


_1_ 


COS2  i,         COS2  fl2         COS2  V, 


+ 


+ 


(4) 


które  do  siebie  dodane  dają  równość  tożsamościową: 

~d\  +  d\  +  d\  ""  a2  +  62  +  c* 
t.  zn.  $t*ma  odwrotnych  wartości  z  kwadratów  średnic  prostokątnych  w  ellipsoidzie 
jest  ilością  stałą. 

5.  Niech  będą  znowu  X1  fi,  v  kątami,  jakie  pewna  średnica  tworzy 
z  osiami  ellipsoidy.  Płaszczyzna  środkowa  sprzężona  z  tą  średnicą  będzie 
określona  równaniem : 

a;  cos  X 


+ 


y  cos  fi      z  cos  v 


+ 


~=0. 


(6) 


Oznaczmy  przez  x',  y',  z4  punkt,    w    którym    ta    średnica    spotyka  elli- 
psoidę,  wtedy  otrzymamy : 


?__!u-^4.*i'_n 
a*  +  b2  +  -ci~u" 


Dr.  D-iwiński.  Wyk*,  matem.  I.  Tom  IX. 
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Zważywszy,  że  równanie  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie  a?',  #t  ^elli- 

xx1     yyŁ      zz*  ,  . 

psoidy  ma  kształt:    — ¥  +  ^  +  -j8Sal>  widzimy,  że: 

płaszczyzna  środkowa  sprzężona  z  średnicą  przechodzącą  przez  punkt  x\  y\  z1  dli- 
psoidy  jest  równoległą  do  płaszczyzny  stycznej  w  tym  punkcie. 

6.  Układy  średnie  sprzężonych.  Trzy  średnice  tworzą  nkład  średnic 
sprzężonych,  skoro  każda  z  nich  jest  sprzężoną  z  płaszczyzną  dwóch  innych. 

Przyjmijmy  dowolnie  pierwszą  średnicę  OD  (fig.  195),  to  płaszczyzna  środ- 
kowa z  nią  sprzężona  przetnie  ellipsoidę  w  ellipsie;  przyjmijmy  dowolne  dwie 

średnice  sprzężone  OE\  OF  w  tej  ellipsie,  wtedy 
utworzą  trzy  średnicę  OD,  OE  i  OF  układ 
średnic  sprzężonych.  Przyj ą wszy  trzy  proste 
OD,  OE  i  OF  jako  osie  układu  i  oznaczywszy 
przez  a\  fc',  &  długości  OD,  OE  i  OF,  otrzy- 
mamy równanie  ellipsoidy  w  postaci: 
x%        v2       z2 

Z  równania  tego  widzimy,  jak   się  zmie- 
Fig.  195.  niają  przekroje  równoległe.   Jeżeli  przetniemy 

powierzchnię   płaszczyzną  równoległą  do  pła- 
szczyzny środkowej  Y*0Z\  otrzymamy  eliipsę: 

t/^  B2  X2 

j~i  +  -^  =1 72  >  jednokładną  (homotetyczną)  z  ellipsą  EOF.  Ellipsa  ta*zmniej- 

o         c  a 

sza  się  w  miarę  jak  płaszczyzna  sieczna  oddala  się  od  płaszczyzny  środko- 
wej i  sprowadza  się  w  końcu  do  punktu,  gdy  płaszczyzna  przejdzie  przez 
punkt  P,  a  więc  będzie  styczną  do  powierzchni.  Po  za  tym  punktem  przesu- 
nięta płaszczyzna  nie  przecina  już  powierzchni,  albo  innemi  słowy  przecina 
ją  w  ellipsie  urojonej,  której  środek  leży  na  prostej  OD. 

7.  Niech  będą  teraz  a',  b',  &  połówkami  trzech  średnic  sprzężonych 
ellipsoidy  (a,  6,  c),  a  (*',  y',  z4),  (x",  y",  zm),  (x"  ymi,  z")  punktami,  w  których 
one  ellipsoidę  przecinają.  Ażeby  dane  średnice  były  sprzężone,  musi  pła- 
szczyzna środkowa  sprzężona  z  jedną  średnicą  przechodzić  przez  dwie  inne. 
Muszą  się  przeto  spełnić  następujące  relacye: 

HT  +  "W  +  "^"■'^   ~^~  +  ~P~~  +  ~^     °'   "5r-  +  "»r  +  "?""a  ( 

Połóżmy:  a?=a.co8^',  y'=*ft.cos  ja',  z'=c. cos  v',  podobnie: 
xm^acosXM,yM=b.co8fiM,zM^c.co3vś\xHt==»acosA^,}y,,t==b.ooa^,,zMI-=c.cosvM', 

wtedy  będą  X,  fi,  v  wielkościami  zmieniaj ącemi  się  wraz  z  położeniem  punktu  na 

x        t/        zł 
ellipsoidzie.  Zważywszy,  że  dla  punktu  x',y',z'  ellipsoidy :  —^  +  ~  +  -^=1  spraw- 

a        o        c 

g'2         y/2         ^#2  | 

dza  się  równanie :  — ¥  +  ^-y  +  -j-^1 ,  przeto  będzie:  co82Jt4  +  cos2^/+cosV«=l, 

co  dowodzi,  że  parametry  X\  (i*,  vŁ  wyznaczają  kąty  nachylenia  pewnej  pro- 
stej, wychodzącej  z  punktu  początkowego,  z  osiami  powierzchni.  Prosta 
ta  nie  przechodzi  w  ogólności  przez  punkt  X9,  y',  z*  ellipsoidy,  da  się  jed- 
nakże dla  wszelkiego  punktu  x\  y\  z*  jednoznacznie  wyznaczyć.  Kąty  takie 
X1,  pf,   v'    nazywają    się    częstokroć    spółrzędnymi    kątowymi  punktu 
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tf,  y,  f.  Spólrzędne  kątowe  (X\  p',  •),  (Z%  fi',  v'),  (*"',  fi'",  »*"),  odpowia- 
dające punktom  (*',  y\  *'),  (*",  y*,  *"),  (*'",  y'",  *'")  dogadzają  tedy  relaoyom: 

COS^  +  eOS^  +  COS2  ł^  —  1,      C0Błi"  +  C08,fł*+008J»" 


COS1  ^'+008*  ^'H-COS*  V"'  — 1, 


•!,) 


(7) 


nadto  z  powodu,  że  punkta  (a?',  y',  ^)f  (a?*,  y",  *")>  (a?*',  y1",  *"')   8%   końcami 
średnic  sprzężonych  wedle  wzorów  (6)  czynią  zadość  także  relacyom: 

C08  4' COS  X*  +008  fi'  C08  (l*  +  C08  f'  C08  V*  =0,   | 

cos  X *  cos  Jl'"  +  cos  /i"  cos  /*"'  4-  cos  vm  cos  *>"' «0,  V        (8) 

008  Jl"'  COS  Jt'  +  COS  fi"'  COS  ^'  +  008  V "'  cos  v'»=0,  I 

które  dowodzą,   że  proste   (X',  (i%  v%  (X%  (i%  v"),  (*'",  ft"%  v"'\   odpowiada- 
jące końcowym  punktom  (jC,  y1,  *')»  (*",  y",  **),  (#"',  y'",  *'")   trzech  średnic 
sprzężonych  w  ellipsoidzie  są  do  siebie  prostopadle.  Będzie  więc  także: 
cos^+cos^+oos2^"  —  1,  co8V'+co82fi"  +  cosV"'=*l,) 


(9) 


cos2  y'+cos2  v*  +  cos2  v' 
Długość  średnicy  przechodzącej  przez  punkt  (a:',  y7,  e*)  ellipsoidy  (a,  6,  c) 
określona  będzie  wzorem:  a'2=a:'2+yl2+*l2a-02 cos2  Jt'+62cos2  j*'+c2oos2  v\ 

Na  tej  podstawie  otrzymamy  dla  trzech  średnic  sprzężonych  (a',  &',  C) 
równości : 

a'2=a2  cos2  i'  +  62  cos2 /*'+c2  cos2*',  fc'2— a2cos2i"  +  62cos2j*"  +  c2cos2  *>", 
c'*=a*  cos2  X'"+b*  cos2  ft"'  +  c2  cos2 *"', 
które  do  siebie  dodane  dają  ze  względu  na  równości  (9)  wzór: 

a'2+6'2+c,2=a2+62+*2,  (10) 

wypowiadający  twierdzenie:  Suma  kwadratów  trzech  średnic  sprzężonych  jest  stałą 
i  równą  sumie  kwadratów  osi. 

Podobnie  możemy  dowieść  następującego  twierdzenia:  Objętość  równole- 
głościanu,  wykreślonego  nad  trzema  średnicami  sprzężonymi  jest  stałą  i  równą 
objętości  równoległościanu,  wykreślonego  nad  osiami. 

Objętość  równoległościanu,  wykreślonego  nad  połówkami  średnic  sprzę- 
żonych, przechodzących  przez  punkta  (a',  y',  z'\  («*,  y",  zM)}  (xlu}  y'",  *"') 
ellipsoidy,  będzie  bowiem  określoną  wzorem: 

F-  *",  y«,  *"    ,  (11) 

*"',  y'",  z"' 

skąd,  wprowadzając  spółrzędne  kątowe  (X%  (i1  *>')>  (^%  P*i  v"\  (^'"i  Pl4li  *'")> 
otrzymujemy  wzór: 

cos  X\   cos  j*',   cos  v' 
V=abc  cos  ^",  cos /*",  cosy* 
cos  Xu,}  cos/*"',  cos  v"' 
Wyznacznik  ten   jest  jednakże    z   powodu    relacyi    (7)   i    (8)    równy  1, 
przeto  jest:  V=abc.  (11') 

8.  Układ  równych  średnie  sprzężonych.  Zbadajmy,  czy  istnieją  w  elli- 
psoidzie równe  średnice  sprzężone.  Ażeby  istniał  w  ellipsoidzie  układ  rów- 
nych średnic  sprzężonych,  musiałyby  się  sprawdzić  następujące  relacye: 

COS2i'+COS2fi'+COS2  V*  —  l,  COS2>l*  +  C082f4"+C082r'/=l, 

CO82>l#ii  +  C082^//'  +  C082  V"'  =  l,  COS  X4  COS  X" +009  fi'  COSfi" +  COS  V*  cos  v"=*0, 

C08  X"  COS  Jt"'  +  COS  [l"  cos  /*'"  +  cos  vm  cos  y'"=0, 

COS  X"' C08  i'  +  C08  f*tu  COS  /*'  +  COS  V'"C0S  *>'— O, 
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a2C0824'  +  &2  C082/*'  +  C2COS21>'«a2COS2i*  +  62COS2/**+C2C08Jf*  — 

—a2  cos2  X'"+b*  cos2  /ł'"+c2  cos5  *"'. 
Mamy  tedy  ośm  równań  na  wyznaczenie  dziewięciu  niewiadomych.  Istnieje 
zatem    nieskończenie    wiele    układów    równych    średnic  sprzężonych. 
Niech  będzie  a'  długością  jednej  z  nich,  wtedy  będzie: 

3a'*=a*+b*-\-c*,  czyli:  a'*-     +  «         .  (12) 

o 

Końce  równych  średnic  sprzężonych  w  ellipsoidzie  znajdują   się  przeto 

na  przecięciu  się  tej   ellipsoidy  z  kulą:    ac2+y2+*2= -^ . 

9.  Hiperbol  o  Id  a  o  Jednej  powłoce.  Równanie:  six2+s1ptl+s202=H  okre- 
śla powierzchnię,  zwaną  hiperboloidą  o  jednej  powłoce,  jeżeli  jeden  ze  spól- 
czynników  s  jest  ujemny,  a  stała  ilość  H  jest  dodatnią.  W  tym  razie  mo- 
żemy, jeżeli  s2  ma  znak  ujemny,  przedstawić  powyższe  równanie  w  postaci: 

Ilości  2a,  2ft,  będą  tedy  długościami  osi  rzeczywistych,  2c  długością  osi 
urojonej.  Przekroje  główne  powierzchni  (fig.  196)  są  tu  określone  równaniami: 


»-0, 


+f,'-l. 


V2       ** 


fc2  c- 
przekrój  płaszczyzną  XOY  jest  tu  ellipsą,  dwa 
inne  przekroje  główne  hiperbolami  o  osi  rze- 
czywistej 2a«iLł',  względnie  2b=*BB'.  Prze- 
krój powierzchni  płaszczyzną  równoległą  do 
XOY  będzie  określony  równaniem : 
..  X1  v2  C2 
-6    ?  +  &-»+?• 

będzie  zatem  zawsze  ellipsą,  jakąkolwiek 
wartość  nadamy  ilości  £.  Ellipsą  ta  powiększa 
się  w  miarę  oddalania  się  płaszczyzny  siecznej 
od  punktu  początkowego.  Płaszczyzna  y=c 
równoległa     do    XOZ    przecina    powierzchnię 

wzdłuż  krzywej:    y=V,     JL-fL-l—^, 

która  będzie  hiperbolą  o  osi  poprzecznej  równoległej  do  osi  0X,  skoro  f?> 6, 
układem  dwóch  prostych,  skoro  17=6,  a  hiperbolą  o  osi  poprzecznej  równo- 
ległej do  osi  OZ,  skoro  17  <ib.  Podobnie  poznajemy,  że  płaszczyzna  £— £,  równo- 
legła do  YOZ  przecina  powierzchnię  dla  |<a  w  hiperboli  o  osi  poprzecznej 
równoległej  do  OY,  dla  |«*a  podług  dwóch  prostych,  dla  f  <a  w  hiperboli 
o  osi  poprzecznej  równoległej  do  OZ. 

10.  Przekroje  płaskie  hlperbololdy  o  Jednej  powłoce.  Weźmy  teraz  pod 
uwagę  przekrój    hiperboloidy    dowolną  płaszczyzną:  0=mz+ny+p. 

Rzut  tego  przekroju  na  płaszczyznę  XOY  będzie  określony  równaniem: 


Fig.  196. 


H-  +  91 


(mz+ny+p)* 


a*      b2  c 

które  przedstawia  krzywą  drugiego  rzędu. 


4-1, 


(13) 
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Mamy  tu  na  wyznaczenie  rodzaju  krzywej : 


m4 


"11  -ai 


,T>       a23: 


mn 


=jj-7i>    ««-7i-»  Przet0 


an°n—  a 


2    ^l-^Wl--^ 

n  U2    W  U1    cv 


m2!*2 


I2/.1 


c4        a2fc2      &*c*      a*c* 

a!iV(aiwJ+lJn,-cJ). 

Krzywa  przekroju  będzie  tedy  ellipsą,  skoro  ahn1+b7n2<c71  hiperbolą 
skoro  a'fn2+&*n*>e2,    parabolą    zaś   skoro  a2f»2+i2rt*=c2.    Warunkowi  osta- 

tniemu  stanie  się  zadość,  skoro  będzie   m= — 00397,  n=y-sinc>,  gdzie  q>  jest 

dowolnym  parametrem.    Równanie   płaszczyzny,    przecinającej    hiperboloidę 
o  jednej  powłoce  w  paraboli,  ma  tedy  kształt: 

(14) 


z        x  y  . 

—  «=»  —  cos  op+^sin  w+p. 
ca         *     b        T 


11.  Przekroje  kołowe  hiperbololdy  o  Jednej  powłoce.  Z  równania  hi  per- 

boloidy :  -y  +  |y j«=l    i    równania   kuli    współśrodkowej  — ,  +  =^  + -j=*l, 

otrzymujemy  po  odjęciu  równanie: 

które  przedstawia  stożek  przechodzący  przez  przekrój  tych  powierzchni.  Stożek 
ten  sprowadza  się  do  dwóch  płaszczyzn,  skoro  przyjmiemy:  r7=*a\  r*«—  6a, 
r^—c2.  Pod  założeniem  a2>&*;> —  c1  będą  te  płaszczyzny  rzeczywiste  tylko 
dla  r2*=a2,  ich  równanie  będzie  tedy: 

yl(^~^)~',(^+^)"=0'  czyli:£ ^^-i^-y^r?"  as) 

i  przedstawia  dwie  płaszczyzny,  przechodzące  przez  oś  z-ów. 

Hiperboloida  o  dwóch  powłokach  ma  więc  dwa  układy  przekrojów  kołowych, 
które  są  równoległe  do  jej  większej  osi  rzeczywistej. 

13.  Stożek  asymptotyczny  hiperbololdy  o  Jednej  powłoce.  Z  równania 
hiperboloidy  o  jednej  powłoce: 

X1       V1       z* 

ai  +  62      C2     A"u> 

otrzymamy,  opuszczając  wyraz  wolny,  równa- 

jC2       V         z^ 

nie :  —%  +  ^ 2=3a®»  które  przedstawia  stożek, 

otaczający  oś  urojoną  danej  hiperboloidy.  Sto- 
żek ten  zbliża  się  coraz  bardziej  do  hiperbo- 
loidy, im  bardziej  oddalamy  się  od  środka 
w  kierunku  osi  OZ.  Skoro  bowiem  obierzemy 
na  prostej  równoległej  do  osi  OZ  dwa  punk  ta, 
jeden  P(x%y,z)  na  hiperboloidzie,  drugi  Q(x,ytC) 
na  stożku  (fig.  197),  wtedy  będzie: 

srl         «i2  m%  /r* 


Fig.  197. 


„2  +  Ł2       *a""l| 


X*      v2      C2 
a*^b*      c2    U' 


skąd  przez  odejmowanie  otrzymamy: 


r-*8 


•1,  cayli:  f—  *= 


?+*" 


(17) 
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Skoro  tedy  z  rośnie  nieograniozenie,  wówczas  różnica  f—  z  maleje  i  staje  się 
równą  zeru  dla  #=oo.  Stożek  zbliża  się  więc  nieograniozenie  do  hiperboloidy 
dotykając  się  jej  w  nieskończoności.  Stożek  ten  jest  więc  stożkiem  asym- 
ptotycznym hiperboloidy  o  jednej  powłoce.  Przekroje  hiperboloidy  i  jej 
stożka  asymptotycznego  są  krzywe  podobne  i  współśrodkowe,  gdyż  współczyn- 
niki ilości  zmiennych  są  takie  same  w  równaniu  hiperboloidy,  jak  w  równania 
jej  stożka  asymptotycznego.  Płaszczyzna  przecinająca  wszystkie  tworzące 
stożka  asymptotycznego,  przecina  więc  hiperboloidę  w  ellipsie,  płaszczyzna 
równoległa  do  dwóch  tworzących  stożka  w  hiperboli,  a  płaszczyzna  równo- 
legła do  jednej  tylko  tworzącej  stożka  w  paraboli. 

Z  równania  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  wynika,  że  szczególnymi  od- 
mianami hiperboloidy  o  jednej  powłoce  są:  hiperboloida  obrotowa  o  jednej 
powłoce,  stożek,  walec  elliptyczny  i  hiperboliczny,  dwie  płaszczyzny  przeci- 
nające się  i  dwie  płaszczyzny  równoległe. 

13.  Linie  proste  na  hiperboloidzie  o  Jednej  powłoce.  Na  hiperboloidzie 
o  jednej  powłoce  istnieją  dwa  szeregi  linij  prostych,  które  nazywamy  pro- 
stymi tworzącymi  hiperboloidy.  Zajmijmy  się  tedy  bliżej  ich  wyznaczaniem. 
Prosta  określona  równaniami:     x*=tnz+p,    y=nz+q} 

będzie   leżała  na    hiperboloidzie    o   jednej  po- 


s*  .  y2      z2 


włóce  :~2+p j=— 1,  skoro  dla   dowolnego  e 

sprawdzi  się  równanie: 


(mz+p)1      (nz+g)* 


z' 


-1. 


Stanie  się  to  oczywiście,  skoro  parametry 
f»,  p,  n,  q  będą  dogadzać  relacyom : 

w**2 1^    n     mp      nq  «2 

a2  +&2       c***"'    lF  +  b*m    •    a' 


s +$-»-* 


Fig.  198. 


»2      a1 
Z  relacyi:  ~  -f  ^—1=0  czytamy,  że  pro 

sta  położona    na    hiperboloidzie  ma  swój  ślad 


y1 


mp      nq 


z  płaszczyzną  X0Y  na  ellipsie  szyjnej  :  -  2  +  p  =  l,  druga  relacya:  -y  +  ry  ==0 
daje  równości: 


m 
a 
a 
V 


n      -i/m3 
b       W 


+  si 


b_ 


st 


la 


Pi 


z  których  otrzymujemy:  wi=± 


aq 


J>P 


-»V£3 


'be  f  ac 

Z  każdego  punktu  (p,  g)  ellipsy  szyjnej  (fig.  198)  wychodzą  więc  dwie  pro- 
ste tworzące  hiperboloidy,  określone  równaniami: 


■»-g*+ft 


bp     , 
• — -e+q; 
ac 


-g'+* 


ac 


*+q. 


(18) 


Wprowadzając  kąt  pomocniczy  q>,  możemy  spółrzędne  dowolnego  punktu 
ellipsy]  szyjnej  określić  równaniami;  jD=a.cosc>,  q=b.sm(p,  równania  pro- 
stych ^ tworzących  otrzymują  tedy  kształt: 
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X  0 

1.  —  —  —  aingp+oosop. 
a        e        T  ^f 


4-« 008  C)  +  81D  (p, 


2 


—  coscp+sin  g>. 


*         *  -  y 

— « 8in0P  +  OO8O),      ~- 

a  c  o 

14.  W    innej  formie  otrzymamy  równania  prostych  tworzących  wprost 


z  równania  hiperboloidy:  ~2  +  fj  —  "i"1**  Mamy  bowiem  stąd: 
Równaniu  tema  stanie  się  zadość,  skoro  położymy: 

T  +  T-K1"^    T-T-7(l+i>  "°> 

gdzie Tyl!i  fi  są  dwa  dowolne  parametry.  Otrzymane  dwie  pary  równań  przed- 
stawiają tedy  dwa  układy  (X  i  fi)  prostych  położonych  na  danej  hiperboloi- 
dzie  (fig.  199).  Przez  każdy  punkt  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  przechodzi  jedna 
prosta  z  każdego  z  obu  układów  i  to  tylko  jedna.  Skoro  bowiem  xi1yl)  0t  jest 
pewnym  punktem  hiperboloidy,  wtedy  otrzymamy  na  wyznaozenie  parame- 
trów X  i  fi  równania: 

z  których  otrzymujemy: 


a         c 


1- 


Vi 


1  + 


V\ 


-4~ 


a         c 


1  + 


yi 


a?i 


ii 

6  a         c  6  a         c 

Ponieważ  punkt  (xt,  t/j,  0X)  leży  na  danej  hi  per  - 
boloidzie,  przeto  będą  oba  stosunki  otrzymane  na 
X,  jako  też  oba  stosunki  na  fi  otrzymane  między 
sobą  równe.  Przez  każdy  punkt  hiperboloidy  prze- 
chodzi więc  jedna  tylko  prosta  z  jednego  i  jedna  z  drugiego  układu  pro- 
stych tworzącyoh.  Dwie  proste  należące  do  jednego  i  tego  samego  układu 
tworzących  są  względem  siebie  wichrowate.  Albowiem  równania  dwóch  pro- 
stych należącyoh,  np.  do  pierwszego  układu,  różnią  się  tylko  między  sobą 
oddzielnemi  wartościami  parametru  X}  czyli  mają  kształt: 

T  +  T-^K)    T-T-iM> 

mogą  się  więc  równocześnie  sprawdzić  tylko  wtedy,  skoro  będzie: 

MK^iH  j-  •*  (i-^)(i-ł)-o. 

oo  jest  niemoźebnem.     Dwie    proste   jednego    układu   nie    mogą    więc    mieć 
ładnego  punktu  wspólnego,  czyli  nie  mogą   leżeć  na  jednej  ^płaszczyźnie,  są 


X  0 

—  +  — 
a        c 


(21) 
(22) 
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więc  względem  siebie  wichrowate.  Natomiast  dwie  proste  należące  do  dwóch 
różnych  układów  leżą  zawsze  na  jednej  płaszczyźnie.  Jakakolwiek  płaszczy- 
zna przechodząca  przez  pewną  prostą  układa  X,  jako  to: 

T  +  M1+*>    T-7-4('-ł> 

będzie  bowiem  miała  równanie : 

.[G*iM"f)MG-ł)-:łM)K  . 

gdzie  k  jest  parametrem  nieoznaczonym.  Płaszczyzna  ta  przejdzie  przez 
pewną  prostą  drugiego  układu  p,  jako  to: 

skoro  bodrie:         („-  *)(i  -   »)  +  (*  _,)(,+  »)_0, 

dla  wszelkiej  wartości  y,  a  więc  skoro  będzie  k=Ap.  Płaszczyzna : 

[(i +:)-<*+ f)]+M(^)-i('-i)H  ,28!. 

zawiera  więc  tworzące  dwóch  różnych  układów,  czyli  przez  dowolne  dwie 
proste  X,  /*,  z  których  każda  do  innego  układu  należy,  da  się  zawsze  prze- 
sunąć jedna  płaszczyzna  (fig,  198),  określona  poprzednim  równaniem,  które 
da  się  także  sprowadzić  do  postaci: 


-^(1+4*)+!  di  ..i)+A(i-i#l)_(i+#l)H 


=0. 


Jeżeli  równania  dwóch  tworzących,  należą- 
cych do  dwóch  różnych  układów  (fig.  200)  napiszemy 
w  postaci : 


X         z 

-  -  =  — sin  9>  +  cos  q>, 

(m  C 


y         * 

-  i-  = cos  c>+sin  c>, 

o  c 


z  y        z 

sin  q>x  +oo8  q>±)      -?-  *=  — cos  tpx  +sm  <pu 

c  o        c 


— ysin^+cos^,       b 

wtedy  otrzymamy  równanie   płaszczyzny,    przecho- 
dzącej przez  pierwszą  tworzącą  w  postaci : 

( sin  f— cos  9>)  +  *(-r-  H cos  c>— sin  c>J=0. 

Ażeby  ta  płaszczyzna  zawierała  w  sobie  także  drugą  tworzącą  musi  być 

....  9+*' 
sinc>+singp' 


Fig.  200. 


sin 


Jc= 


cos  c>+cos  q>* 


cos 


2 


płaszczyzna  dwóch  tworzących  ma  zatem  równanie  kształtu: 


i«e^+f-.«^+>ei« 


—  COS 


Aby  dwie  tworzące,  należące  do  różnych  układów  były  do  siebie  równo- 
ległe musi  byó:  sin  c>=»  — siny1,  cos  c>=-  —  cos  q>\  a  więc  9>'«-c>+180.  Równa- 
nie płaszczyzny,  przechodzącej  przez  dwie  tworzące  do  siebie  równolegle, 
(fig.  200)  ma  więc  kształt: 
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—  sin  a>  — ^-  cos  © =0, 

a        ^       o  c 


(24) 


wskazuje    £atem    na    płaszczyznę,    przechodzącą    przez    punkt    początkowy 
czyli  przez  środek  danej  hiperboloidy. 

15.  Proste  poprowadzone  przez  środek  hiperboloidy  równolegle     do    jej 
tworzących,    tworzą    stożek  asymptotyczny.  Prosta  poprowadzona  przez  śro- 


aą 


dek   hiperboloidy   równolegle   do    tworzącej:  £=t-  *+p,     y 

oc 


ac 


js+q   ma 


bowiem  równania :  *=»t^ *,     y— —  *f    z    których   otrzymujemy  :  p=  -  -^ , 

}= — ,  a  że:  -j  +  t^Ii  przeto  będzie  miejsce  tych  równoległych  określone 

x*      y*      0* 
równaniem :   -j  +  t, a=0»  które  przedstawia  właśnie  stożek  asymptotyczny. 

Z  tej  własności  tworzących  hiperboloidy  wynika  bezpośrednio,  że  trzy 
tworzące,  należące  do  jednego  układu,  a  więc  względem  siebie  wichrowate 
nie  mogą  być  równocześnie  równoległe  do  jednej  płaszczyzny,  musiałyby 
bowiem  trzy  tworzące  stożka  asymptotycznego  leżeó  na  jednej  płaszczyźnie, 
co  jest  niemożebnem. 

16.  Hlperbololda  o  Jednej  powloee  powstała  przez  rueh  prostej.  Wiemy, 
że  wszelka  prosta  jednego  układu  tworzących  przecina  wszystkie  proste  dru- 
giego układu.  Jeżeli  tedy  obierzemy  dowolnie  trzy  proste  wichrowate  i  po- 
p  ruszaó    będziemy    inną    proste    tak,   aby    się 

— ! —  na  danych  trzech  prostych  opierała,  to  ta  pro- 
sta ruchoma  utworzy  hiperboloidę  o  jednej 
powłoce.  Ażeby  wprost  dowieść  tego  twier- 
dzenia przesuńmy  przez  każdą  z  danyoh  trzech 
prostych  Pn  P2,  P3  dwie  płaszczyzny  równo- 
ległe do  dwóch  pozostałych  prostych.  Otrzy- 
mamy tedy  równoległościan,  którego  krawę- 
dzie będą  do  danyoh  prostych  równoległe; 
środek  tego  równoległościanu  przyjmijmy,  jako 
punkt  początkowy  układu  osi  równoległych 
do  danych  trzech  prostych.  Oznaczmy  przez 
*'  2a,  26,    2c  długości    krawędzi    w    utworzonym 

równoległościanie,  a  otrzymamy  równanie  danych  prostych  w  postaci : 

*.{£-*.  <:ic.  *cr- 

Proste  ruchomą  możemy  uważać,  jako  przekrój  dwóch  płaszczyzn,  z  któ- 
rych jedna  przechodzi  przez  prostą  P4ł  druga  przez  prostą  P2,  a  temsamem 
określić  równaniami:  *— c— X{y+b)=*0,  *+c— ii{x— a)=0 

Ażeby  ta  prosta  przecięła  także  prostą  P3  musi  być: 

0=c+2Ab=—c—2fia,  czyli:  c+Xb+/ia^O. 

0  _  j*  bA~c 

Wstawiwszy  w  ten  warunek  za  X  i  fi  wartości:  Z= ^,  fi*= ,  otrzy- 
mamy równanie: 


c  |  K*—c)  [  q(^+c) 


y+b 


z— a 


=0,  czyli:  ays+bza+czy+abc^O, 


(25) 
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które  sprowadza  się  do  postaci: 


bc^  ac^  ab^ 


(25'.) 


Równaniu  temu  czynią  zadość  spółrzędne  jakiegokolwiek  punktu  pro- 
stej ruchomej,  jest  ono  zatem  równaniem  powstałej  powierzchni.  Powierz- 
chnia ta  jest  stopnia  drugiego.  Ażeby  ją  odnieść  do  osi  głównych,  utwo- 
rzymy równanie  trzeciego  stopnia  4(s)=0  w  postaci: 

$»— Ps*+Qs— 4-0. 

Mamy  tu: 


*n 


—  *1I— *»!— 0|    <hz* 


a 
~2' 


*w 


*u' 


*T'    P-all+a«  +  a3»s0ł 


Q-{aua1%-a\J+& -j(a2+b*+c*), 


°11)  fillf 

«13 

4-|a12ł  a22, 

«23 

= 

ai3ł    fl33l 

«33 

o- i-i 

-    o  - 

2  '    U'    2 
2  '     2  ' 


O 


aftc 


powyższe  równanie  otrzymuje  przeto  kształt: 

s*-a2+h*+c*  s-^^0,  0Zyii:  4s*-.(a*+b*+c*)s-abc=0, 

daje  zatem  dwa  pierwiastki  ujemne  i  jeden  dodatni.  Otrzymana  powierz- 
chnia drugiego  stopnia  odniesiona  do  swych  osi  głównych  będzie  więc  miała 
równanie  kształtu: 

— sxxl— s2y2+8zz1=—  abc,  czyli:  six7+82y1— 8z*2=abc,  (26) 

jest  zatem  hiperboloidą  o  jednej  powłoce.  Wszelka  powierzchnia,  powstała 
przez  ruch  prostej  opierającej  się  stale  na  trzech  wichrowatych  nierówno* 
ległych  do  jednej  płaszczyzny,  jest  więc  hiperboloidą  o  jednej  powłoce. 

17.  Średnice  sprzężone  hlperbololdy  o  Jednej  powłoce.  Płaszczyzna  środ- 
kowa sprzężona  z  kierunkiem  X1  p,  v  średnicy,  otrzymuje  tu  równanie  kształtu : 

*C08  v 


x  cos  X      y  cos  fi 


— o, 


(27) 


które,  jeżeli  przez  #',  y',  8 '  oznaczymy  spółrzędne  punktu  końcowego  średnicy, 


xx'      yy' 


przedstawi   się    także   w   postaci :    -  -y  + 


6* 


~-0. 


Płaszozyzna    styczna 


w  końou  X1,  y\  *'  danej  średnicy,  ma  atoli  równanie  kształtu: 

x&     ytf     ***    t 
aa  +  6»  —  c*"1' 

jest  zatem  równoległą  do  płaszczyzny  środkowej  z  tąż  średnicą  sprzężonej. 
Jeżeli  odniesiemy  hiperboloidę  o  jednej  powłoce  do  układu  trzech  średnic 
sprzężonych,  wtedy  otrzymamy  równanie: 
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gdzie  2a',  26',  2c'  będą  długościami  średnic  sprzężonych.  Między  trzema  śre- 
dnicami sprzężonymi  hiperboloidy  istnieje  zawsze  jedna  urojona,  t.  j.  taka, 
która  hiperboloidy  wcale  nie  przecina.  Skoro  bowiem  jedna  płaszczyzna, 
np.  płaszczyzna  (a1,  &'),  przecina  powierzchnię  w  ellipsie,  to  średnica  z  tą 
płaszczyzną  sprzężona  będzie  leżała  wewnątrz  stożka  asymptotycznego,  bę- 
dzie więc  urojona,  jeżeli  zaś  ta  płaszczyzna  przecina  powierzchnię  w  hiper- 
boli, to  trzecia  średnica  wpadnie  zewnątrz  stożka,  będzie  więc  rzeczywistą. 
Poprowadziwszy  przez  punkt  końcowy  średnicy  rzeczywistej  a4  płaszczy- 
znę równoległą  do  dwóch  innych  średnic,  otrzymamy  płaszczyznę  styczną  do 
powierzchni ;  płaszczyzna  ta  przetnie  zarazem  tę  hiperboloidę  w  dwóch  pro- 
stych, określonych  równaniami: 

Płaszczyzna  styczna  do  hiperboloidy  o  jednej  powłoce,  przecina  więc 
zawsze  tę  powierzchnię  w  dwóch  prostych  rzeczywistych,  będą  to  dwie  two- 
rzące hiperboloidy,  przez  punkt  styczności  przechodzące. 

18.  Między  długościami  średnic  sprzężonych  istnieją  związki  podobne  do 
tych,  jakieśmy  przy  ellipsoidzie  poznali.  Płaszczyzna  dwóch  średnic  sprzę- 
żonych (a1,  i')  niech  przecina  hiperboloidę  w  ellipsie  a  płaszczyznę  XOY 
w  średnicy  2a,  z  którą  sprzężona  średnica  w  tej  ellipsie,  niech  ma  długośó 
2/7,  wtedy  będzie  na  podstawie   własności  średnio  sprzężonych  w  ellipsie: 

a,2+b'2=*a2+p2,  przeto:  a'a+&ca— c'2=a2+fi2-&2. 

W  ellipsie  szyjnej  (a,  b)  niech  ma  średnica  sprzężona  z  średnicą  2a 
długośó  2y,  to  płaszczyzna  sprzężona  ze  średnicą  2a  przetnie  powierzchnię 
w  hiperboli,  która  będzie  miała  średnice  sprzężone  2y  i  2e,  jakoteż  2/3  i  2c'y 
będzie  zatem: 

Y*—c2=*P2—ci2,  przeto:  aa+ya-ca=aa+/Ja-c'a«a'a+6'a— c'2.      (28) 

A  że  a2+y2=*a2+b2,  będzie  więc:  a4l+b'*— ci2*=a2Ą-b2— c\  Suma  algebraiczna 
kwadratów  trzech  średnics  przężonych  w  hiperboloidzie,  jest  więc  ilością  stałą. 
Wiedząc,  że  powierzchnia  równoległoboku  wykreślonego  nad  średnicami 
sprzężonemi  krzywej  drugiego  stopnia  jest  stałą,  otrzymamy,  oznaczając 
objętość  równoległościanu,  wykreślonego  nad  średnicami  sprzężonemi  a',  &',  & 
przez   P(a',  b\  ć\  kolejno: 

Via'  b'  c')=V(a,  b,  &)-V(a,  fc  «)-  T(a,  6,  c),  czyli:  V(a%  &',  ć)~V(a}  ft,  e). 

Objętość  równoległościanu  wykreślonego  nad  trzema  średnicami  sprzę- 
żonemi hiperboloidy  o  jednej  powłoce,  jest  więc  stałą  i  równą  objętości 
równoległościanu  wykreślonego  nad  osiami. 

19.  Hlperboloida  o  dwóch  powłokach.  Hiperboloida  o  dwóch  powłokach 
jest  powierzchnią  określoną  równaniem:  six2+82y2+s3z%^H,  w  którem  dwa 
spółczynniki,  np.  ss  i  sz  są  ujemne.  Równanie  takie  możemy  zawsze  sprowa- 

X2       V2       z2 

dzió  do  postaci:  -1— -^ s— 1,  w  której  2a  przedstawia  długość  osi  rzeczy- 
wistej, 26  i  2c  zaś  długości  osi  urojonych.  Główne  przekroje  są  tu  określone 
równaniami : 

r}        i/2  X2        Z2  V2        Z2 
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z  który  oh  dwa  pierwsze  przedstawiają  hiperbolę  o  osi  rzeczywistej  2a,  trzecie 
zaś  ellipsę  urojoną.  Płaszczyzna  równoległa    do    YOZ  przecina  powierzchnię 

1*2         g2  ą% 

w  krzywej  :  s=a,    ^  +  -%  —  —""!»  która  jest  ellipsą  urojoną  dla  a  O,  pun- 

O  O  %M 

ktem  dla  o=a,  a  ellipsą  rzeczywistą  dla  a>a.  Przekroje  równoległe  do 
dwóch  innych  płaszczyzn  głównych  przedstawiają  hiperbole,  których  oś  rze- 
czywista jest  zawsze  równoległą  do  osi  «-ów. 

80.    Przekroje  płaskie  hiperboloidy  o  dwa  powłokach.    Niech   będzie 
teraz:  z=tny+nz+p  dowolną  płaszczyzną,  płaszczyzna  ta  przecina  powierz- 
chnię w  krzywej,  której    rzut  na   płaszozyznę    YOZ  określony   jest   równa- 
my +nz+p)2      y2      z2 
niem:  ^ — j»l.    Dwumian   ana12—  a\t  ma  tu  wartość: 


(m2       l\(n2       1\     »V  1    ,J2    -      .  2 


2). 


Przekrój  płaski  hiperboloidy  o  dwóch  powłokach 
może  być  tedy,  jedną  z  trzech  krzywych  stoż- 
kowych, ellipsą,  skoro  b2m2+c2n2>a2,  hiper- 
bolą, skoro:  bhn2+n2c2<ia29  albo  parabolą, 
skoro:  b2m2+c2n2=a2.    Ostatniemu  warunkowi 

stanie  się  zadość,  skoro  przyjmiemy:  *»=yCos  tp , 

R*  202*  n— — sin  c>,    wszelka    płaszczyzna    równoległa 

c 

27  f/  B 

do  płaszczyzny:  —  =  -~cosgH sin  c)  przecina  tedy  hiperboloidę    o    dwóch 

powłokach  w  paraboli. 

21.  Przekroje  kołowe  hiperboloidy  o  dwa  powłokach.  Ażeby  wyznaczyć 

przekroje  kołowe   tej    powierzchni    odejmijmy    od   równania  powierzchni: 

x2     y2     a2  x2      y2     z2  , 

-j  —  |j 5=1  równanie  kuli:  -j  +  ^  +  -|*"1|  *  otrzymamy  równanie: 

które  przedstawia  dwie  płaszozyzny,  jeżeli  położymy  kolejno:  r2*=*a2,  rJ=  —  ó3, 

r2 c2. 

Przyjmując  6>c,  otrzymamy  płaszczyzny  rzeczywiste  tylko  dla  r*=  —  b2, 
w  którym  to  razie  równanie  powyższe  otrzymuje  kształt: 

xih  +  ł*)-eii  -f)-0>  ozyli:  ^- w^-i^y*1^.  129) 

Hiperboloida  o  dwóch  powłokach  ma  zatem  dwa  szeregi  płaszczyzn, 
dających  przekroje  kołowe;  płaszczyzny  te  są  równoległe  do  większej  osi 
urojonej. 

22.  Stożek  asymptotyczny  hiperboloidy  o  dwa  powłokach.  Jeżeli 
w    równaniu   hiperboloidy   o    dwóch    powłokach  jest   wyraz    wolny    H    ze- 

X2  ił2        Z2 

rem,  wtedy  otrzymujemy    równanie   jednorodne :    -=•  —  |y ^0,   przedsta- 

0         o         c 

wiające  stożek,  którego  wierzchołek  jest  w  punkcie  początkowym  (fig.  202). 

Płaszczyzna   równoległa   do    YOZ  przecina   ten     stożek     w    ellipsie :    x^a, 

V2      z2      o2 

t~ +  -)<=* -f,  stożek  ten  jest  zatem  elliptyczny  i  ułożony  na  około  osi  x-ów. 
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Jest  on  zarazem  stożkiem  asymptotycznym  hiperboloidy.  Jeżeli  bowiem  obie- 
rzemy dwa  punkty  na  prostej  równoległej  do  osi  OZ,  jeden  P(x,  y,  z)  na 
hiperboloidzie,  drugi  Q(z,y,  £)  na  stożku  (fig.  202),  tedy  otrzymamy  równości  : 

a2      b2      c2"  '     a2      ft2      c2      ' 

t2— *2  c2 

z  których  wypada:  —  j— 1,  czyli:   £—*«——.  Widać  stąd,  że  f  jest  wię- 

ksze  od  0  i  że  różnica  f—  jer  maleje    nieograniczenie    w    miarę   jak    jer   rośnie, 

obie  powierzchnie  dotykają  się  więc  w  nieskończoności,  stożek :  -,  —  f^ =— 0 

a*      o*      c* 

jest    zatem    stożkiem    asymptotyoznym    hiperboloidy    o   dwóch    powłokach: 

a2      b2      e2 

Jako  odmiany  hiperboloidy  o  dwóch  powłokach  występują  jak  łatwo 
wywnioskować:  hiperboloida  obrotowa  o  dwóch  powłokach,  stożek,  walec 
hiperboliczny  i  dwie  płaszczyzny  równoległe. 

83.  Płaszczyzny  środkowe  i  średniee  sprzężone  hiperboloidy  o  dwu 
powłokach.  Płaszczyzna  środkowa  sprzężona  z  kierunkiem  X,  p,  v  otrzymuje 
tu  równanie^kształtu : 

x  cos  X      y  cos  fi      z  cos  v    ~  ..xx*      yy4      ztf     _ 

jeżeli  (*',  y*,  *')  jest  punktem,  w  którym  średnica  wykreślona  w  kierunku 
Z,  p,  v  spotyka  powierzchnią.    Płaszczyzna  styczna   w   tym  kierunku  przed- 

xx'  yy1  Zfsf 
stawia  się  tu  równaniem:  — y  — ^y i"™*'  J68*  za^exn  równoległą  do  pła- 
szczyzny środkowej,  sprzężonej  z  średnicą  przez  ten  punkt  przechodzącą. 
Jeżeli  kierunek  X,  fi,  v  wpada  wewnątrz  stożka  asymptotycznego,  wtedy  cię- 
ciwy równoległe  przecinają  obie  powłoki  tej  powierzchni,  płaszczyzna  środ- 
kowa, przechodząca  przez  ich  środki,  nie  przetnie  tedy  hiperboloidy;  jeżeli 
kierunek  X,  fi,  v  wpada  zewnątrz  stożka,  cięciwy  równoległe  przecinają 
tedy  jedną  tylko  powłokę,  płaszczyzna  środkowa  przetnie  tedy  stożek  asym- 
ptotyczny w  dwóch  prostych,  a  hiperboloidę  w  hiperboli,  jeżeli  wreszcie 
kierunek  X,  [i,  v  wpada  w  tworzącą  stożka,  wtedy  będzie  płaszczyzna  środ- 
kowa styczną  do  stożka  asymptotycznego. 

Z  uwagi,  że  płaszczyzna  środkowa,  albo  nie  przecina  wcale  hiperboloidy, 
albo  ją  przecina  w  hyperboli  stosownie  do  tego,  czy  średnica  z  nią  sprzę- 
żona powierzchnię  przecina  lub  nie,  wynika  wprost,  że  z  trzech  średnic  sprzę- 
żonych hiperboloidy  o  dwóch  powłokach  jedna  tylko  hiperboloidę  przecina. 
Jeżeli  odniesiemy  hiperboloidę  o  dwóch  powłokach  do  trzech  średnic  sprzę- 
żonych, otrzymamy  też  równanie: 

x2 _  y*_  e2^. 
V2      6'2      c'2      ' 

gdzie  2a',  26',  2c'  przedstawiają  długości  średnic  sprzężonych.  Podobnie  jak 
przy  hiperboloidzie  o  jednej  powłoce  otrzymamy  tu  relacyę: 

a'i_j'2_c*a«ai_j2_c2t  (30) 
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dowodzącą,  śe  algebraiczna  suma  kwadratów  trzech  brednio  ^rzęioajói 
jest  stalą  i  równą  aJgebraioznej  sumie  kwadratów  trzech  osi,  jak  róiniell 
drugą:  V(a'}  i',  ć)=V(a,  6,  e\  (31)  \ 

wypowiadającą,  śe  objętość  równoleglościanu,  wykreślonego  nad  trzema  śred-  \ 
nicami  sprsęionemi  jest  stałą  i  równą  objętości  równoległościanu  wykreślo- 
nego nad  osiami. 


Ćwiczenia  XLVIII. 


xt      y1      e' 

1)  Podać  środek,  płaszczyzny  główne  i  przekroje  ellipsoidy :    -j  +  |y  +  -5  ■"  1. 

ggl  yt  gt 

2)  Podać  płaszczyznę  środkową  ellipsoidy :  -^  +  jhf  +  "i  s=s  *i  sprzężoną  z  cięciwami 

o        o         c 

x        y        z 
równoległemi  do  prostej:  —  =  — =  — . 

8)  Podać  warunki,  pod  jakimi   płaszczyzna:   A*+ByĄ-Cz*=*0  jest  sprzężona  z  śre 

dnicą:  T^m^f  ellip8°idy:  h+k  +  v*al- 

SB*        v*         z* 

4)  Gdzie  leżą  środki  przekrojów  ellipsoidy :  -^  +  *T  +  -|  =  1    płaszczyznami  równo 

ległemi  do  płaszczyzny:  Ax-\-ByĄ-Cz  =*  D. 

x*       ył       z1 

5)  Wykazać,  że  płaszczyzna  styczna  w  punkcie  P(x',  y',  z1)  ellipsoidy :  ~i  +  ry  +  1  =  * 

jest  równoległa   do   płaszczyzny   środkowej    sprzężonej    ze   średnicą   łączącą  dany  punkt: 

P(*',  y',  z')  ellipsoidy  z  jej  środkiem. 

ae*       y*       0* 

6)  Okazać,  że  wszelką  płaszczyznę  styczną    do   ellipsoidy:    -f  +  r,  +  -  i  =  1  moin*. 

przedstawić  równaniem:  Ax+ByĄ- Cz=*  \ZA*a*+B*b*+C*c*. 

%^      v^       z^ 

7)  Wyprowadzić  równania  normalnej  w  punkcie  P(C,  ij,  C)  ellipsoidy:  -^  +  ^  +  — §  "»  1- 

8)  Wyprowadzić  równanie  płaszczyzny,  która  by  przechodziła  przez  normalną  w  pan- 


x*      y*       *" 

kcie  P(C,  »],  Q  ellipsoidy:  "r  +  tj  +— s"l  i  przez  środek  tejże  ellipsoidy. 

X1       y*       z% 

9)  Wykazać,  że  półosie  r  ellipsy  występującej  jako  przekrój  ellipsoidy :  ~j  +  |i  "ł — i  —  * 

płaszczyzną:  Aa?+-By+tf*  =  0  czynią  zadość  równaniu: 

al4*     ,     &*B*     ,     c»C* 


ri_a*  T  r»— b*  ^  r*-c* 


=  0. 


y* 


10)  Wykazać,  że  powierzchnia  E  ellipsy,  będącej  przekrojem  ellipsoidy:  -f  +  fy  +  t  =  * 

z  płaszczyzną:  Ax-\- By+Cz  =  D  wyznacza  się  wzorem: 

A*a*+BW+C*c*-D> 
E=  (AW+BW+Wf^ ahe*' 

11)  W  punktach  przekroju  ellipsoidy:  -y +  *j  +-f  =  1  z  płaszczyzną  s  =  *  wykre- 
ślono normalne  do  tejże  powierzchni,  wykazać,  że  ich  ślady  na  płaszczyźnie  KOT  tworzą 
ellipsę  o  równaniu: 

a*x*  6V  ** 

(al_cl)1-T(^_cl)1  Wl       cl' 

12)  Podać   warunki,  pod    którymi    trzy    średnice    o    kierunkach   (X,  jjl,  v),    (X't  j*'t  v) 

*f       y*        ** 

(X",  p",  v")  tworzą  układ  średnic  sprzężonych  ellipsoidy:   -j  +t~j +-f  =  1« 

x*       y1       z* 

13)  Wykarać,  że  równanie  ellipsoidy:  -y  +f,  +  y  =  1  odniesione  do  któregokolwiek 

jgl  |j)  gt 

układu  jej  średnic  sprzężonych  przedstawi  się  w  postaci :  -^  +  ^  +  -^  =  1,  gdzie  o%  >\  c 
będą  połówkami  odnośnych  średnic  sprzężonych  ellipsoidy. 
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14)  Wykazać,  że  suma  kwadratów  trzech  średnic  sprzężonych  ellipsoidy  jest  zawsze 
stałą  i  równą  sumie  kwadratów  jej  osi. 

15)  Wykazać,  że  suma  długości  trzech  średnic  sprzężonych  ellipsoidy  jest  wtedy 
największą,  gdy  te  średnice  są  równe. 

16)  Wykazać,  że  objętość  równoległościanu  utworzonego  z  trzech  średnic  sprzężonych 
ellipsoidy  jest  równą  objętości  równoległościanu  prostokątnego,  utworzonego  z  osi  ellipsoidy. 

17)  Wykazać,  że  w  równoległościanie  utworzonym  ze  średnic  sprzężonych  ellipsoidy 
jest  także  suma  kwadratów  powierzchni  jego  ścian  bocznych  stałą,  równą  sumie  kwadra- 
tów powierzchni  ścian  równoległościanu  prostego  utworzonego  z  osi  ellipsoidy. 

x*       y*       g1 

18)  Wykazać,  że  ellipsoida  trójosiowa:  -,  +  |y  +  -j  —•  1,    gdzie   a>6>c    ma    dwa 

noc 


szeregi  przekrojów  kołowych  układem  płaszczyzn,  określonych  równaniami: 

x z  t/6*— c* 

19)  Wyznaczyć  kąt  0,  jaki  tworzą  płaszczyzny  przekrojów  kołowych  ellipsoidę  trój- 

X1       y1       z* 

osiową :    -,  ■(- ^  + -f  ^  1  z  płaszczyzną  XOY. 

20)  Wykazać,  że  punk  ta  końcowe  średnic  sprzężonych  z  płaszczyznami  przekrojów 
kołowych  ellipsoidy :  ~  +  ~  +  ^ ■=  1,  zwane  punktami  kołowemi  ellipsoidy  trój- 
o8io wej  mają  spółrzędne  (x',  y',  z'),  określone  wzorami: 


y* 


21)  Wyznaczyć  odległość  r  punktów  kołowych  ellipsoidy  trójosiowej :  — ^  +  r^  +  -j  *■* 
od  jej  środka. 

22)  Wykazać,  że  w  ellipsoidzie  suma  kwadratów  z  odwrotnych  wartości  trzech  śre- 
dnic do  siebie  prostopadłych  jest  stałą  równą  sumie  kwadratów  odwrotnych  wartości 
trzech  osi  tejże  ellipsoidy. 

28)  Okazać,  że  do  odmian   ellipsoidy   trójosiowej    należą   ellipsoida   obrotowa,   kula, 

walec  elliptyczny,  dwie  płaszczyzny  równoległe  i  punkt  i  podać  odpowiednie   najprostsze 

równania. 

x*       y1       z1 
24)  Wykazać,  że  płaszczyzna :  s  =  «x+ny+p  przecina  hiperboloidę:  -j+ry j—* 

podług     ellipsy,    gdy    a1m,+ftV>cl,  podług   hyperboli,   gdy   ahn*+b*n*  <  c\   a   podług 
paraboli,  gdy  aJ»*+fc,*i,=  c\ 

x         v        z 
26)  Wykazać,   że  hiperboloida  o  jednej  powłoce:   -^  +  Tj 5==  *»  gdzie  a?>  &ł>c* 

ma  dwa  układy  przekrojów  kołowych  z  płaszczyznami   równoległemi  do  większej  osi  rze- 
wistej  tejże  powierzchni. 

26)  Okazać,  źe  do  odmian  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  należą  hiperboloida  obro- 
towa, stożek,  walec  elliptyczny,  walec  hiperboliczny  i  dwie  płaszczyzny  równoległe  ;  podać 
odnośne  najprostsze  równania. 

27)  Wykazać,  że  przez  każdy  punkt  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  przechodzą  dwie 
linie  proste,  leżące  na  tej  powierzchni. 

28)  Wykazać,  że  na  hiperboloidzie  o  jednej  powłoce  istnieją  dwa  szeregi  linij  pro- 
stych; proste  jednego  szeregu  są  względem  siebie  wichrowate  i  przecinają  wszystkie  pro- 
ste drugiego  szeregu. 

x*       y'       z' 

29)  Wykazać,  że  punkta   hiperboloidy  o  jednej  powłoce:  -j +rj ^=  1,  przez  które 

przechodzą  dwie  jej  tworzące  do  siebie  prostopadłe,  leżą   na   przecięciu  się  tejże   hiperbo- 
loidy z  kulą:  x,-ł-y,+*1  =  a,+&'— c\ 

80)  Wykazać,  że  proste  poprowadzone  przez  środek  hyperboloidy  o  jednej  powłoce 
równolegle  do  jej  tworzących  tworzą  stożek  asymptyczny  tejże  hyperboloidy. 

81)  Wykazać,  że  rzuty  prostych  tworzących  hyperboloidę  o  jednej  powłoce: 

£*      y'        z*  x*       y' 

~i  +  j-j j=  1  »a  płaszczyznę  XOY  są  styczne  do  ellipsy:  -j  +  rj  —  1. 

82)  Okazać,  że  przeprowadziwszy  przez  dwa  punkta  w  przestrzeni  pęki  płaszczyzn 
przechodzących  przez  tworzące  jednego  układu  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  otrzymu- 
jemy dwa  pęki  jednokreślne. 
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88)  Wykazać,  że  krawędzie  przecięcia  się  odpowiednich  płaszczyzn" dwu  pęków  jedno  - 
kreślnych  utworzą  hiperboloidę  o  jednej  powłoce. 

34)  Wykazać,  że  płaszczyzna  styczna  do  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  przecina 
jej  powierzchnię  podług  dwu  prostych  rzeczywistych. 

85)  Wykazać,  że  suma  kwadratów  z  prostopadłych  wyprowadzonych  ze  środka  hiper- 
boloidy o  jednej  powłoce  do  trzech  płaszczyzn  stycznych  a  do  siebie  prostopadłych  jest 
ilością  stałą. 

86)  Wykazać*,  że  płaszczyzna  przesunięta  przez  dwie  do  siebie  równoległe  proste 
hiperboloidy  o  jednej  powłoce  przechodzi  przez  środek  tej  powierzchni. 

87)  Wykazać,  że  płaszczyzna:  Ax+By+Cz+D<=*0  praecina  powierzchnię: 
y*-f*»-ł-;ry  =  a*  podług  paraboli,  skoro  \/A-\-\/b+\/C  =  0. 

88)  Wykazać,  że  linie  proste,  leżące  na  powierzchni:  yzĄ- *a>+*y+a*  =  0,  a  przecho- 
dzące przez  punkt:  p(o,  a\  —  -£)  tejże  powierzchni  mają  równania: 

x(l±\)  =  a\-y  —  ±  Ckz+a), 

39)  Wykazać,  że  płaszczyzny  równoległe  do  płaszczyzny:  *+y+s  =  0  przecinają 
powierzchnię:  yz+zx+xy  =  a»  podług  linij  kołowych. 

40)  Wyprowadzić  warunek,  pod  którym  płaszczyzna:  AxĄ-By+ Cz  =  0  przecina  po- 
wierzchnię: ayz+bzx+cxy  =  0  podług  dwu  prostych  do  siebie  prostopadłych. 

41)  Okazać,  że  płaszczyzna:  z  =  tnx+ny  przecina  stożek:  ~  + 1^  —  ^y  =  0  podług 
dwu  prostych  do  siebie  prostopadłych,  jeżeli  spełnia  się  warunek: 

42)  Wykazać,  że  płaszczyzna:  x  =  my+nz-\-p  przecina  hiperboloidę  o  dwu  powło- 
.      ,        x*       y*        z* 

kach :    ^  —  —  —  —  =  1     podług    ellipsy,    gdy :     b*m*+c*n*  <  a\   podług   hiperboli,    gdy : 

&8m'+cVia >  a\  podług  paraboli,  gdy:  6*m«+c,»1  =  ał. 

48)  Wykazać,  że  hiperboloida  o  dwu  powłokach  ma  dwa  układy  przekrojów  koło- 
wych płaszczyznami  równoległemi  do  większej  osi  urojonej. 

44)  Wykazać,  że  punkta  kołowe  hyperboloidy  o  dwu  powłokach: 

i*-**-"?-1  współrzędne:  *-*•-:!:•  y;^, '-icy^,. 

45)  Okazać,  że  do  odmian  hiperboloidy  o  dwu  powłokach  należą  hiperboloida  obro- 
towa dwu  powłokowa,  stożek,  walec  hyperboliczny  i  dwie  płaszczyzny  równoległe. 

46)  Wyprowadzić  równania  normalnej  w  punkcie  P(x\  y',  z*)  hiperboloidy  o  dwu 
powłokach:  __jL__  =  1. 

Bo.wią..»ł.XLVm.    Ą  5  +  5  +  J-O       B)-^--^-^     4)Napro. 

•*■  i-A-w       *>  ***~j  b).      7)  •^.•jfci.^fca. 

g\  «^j— «*)     ,  &1  («*-«*)        c^a*-^)  cos  X  cos  V       cosfjico8|x'    ,   cos  v  cos  V 

19)  tang  6  =  ±  -^yl^-.  21)  r  =  V/«M-cJ-6».  41)  «B6+dCA+e^B  =  0. 

q'(g-*')^        »'(«-yQ <?»(*-*') 

«*  y'       "*  *'     " 

Literatura.  O.  Fort  und  O.  8chl8milch:  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 
Zweiter  Thel:  Analytische  Geometrie  des  Baumes.  6.  Auflage.  Leipzig  1898.  Perci val 
Frost:  8olid  geometry.  London  1876.  Dr.  Max  Simon:  Analytische  Geometrie  des 
Raumes.  II.  Theil:  Die  Flftchen  zweiten  Grades.  Leipzig  1902. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Szczególne  własności  ellipsoidy. 

2.  Szczególne  własności  hiperboloidy  o  jednej  powłoce. 
8.  Szczególne  własności  hiperboloidy  o  dwu  powłokach. 


Wykład  XLIX. 


Szczególne  własności  powierzchni  bezśrodkowych 

rzędu  drugiego. 

1.  Parabololda  elliptyczną.  Jeżeli  równanie  drugiego  stopnia  przedsta- 
wia powierzchnię  nie  posiadającą  środka,  wówczas  da  się  zawsze  sprowadzić 

do  postaci: 

six2+s^y2=2qss}  (1) 

która  określa  paraboloidę  elliptyczną,   skoro  si  i  s2    mają  jednakowe   znaki, 

albo  paraboloidę  hiperboliozną,  skoro   znaki   spółczynników  si  i  s2  są  różne. 

Weźmy    najpierw    pod    uwagę    paraboloidę    elliptyczną,    którą    określa 


równanie: 


4-  -=2*. 


(2) 


Płaszczyzny  XZ  i  YZ  są  tu  płaszczyznami  głównemi  powierzchni,  które 
przecinają  ją  w  dwóch  parabolach,  mających  wspólną  oś  OZ,  która  się  też 
nazywa  osią  paraboloidy  ellip tycznej. 

Płaszczyzna  XOY  dotyka  się  paraboloidy 
elliptyoznej.  Przekroje  równoległe  do  płaszczy- 
zny XOY  są  ellipsami,  które  określają  równa- 
sz 


ma: 


*—  A, 


2  +|-2-2A. 
i2       o2 


Osie  tych  ellip s  rosną  nieograniczenie 
w  miarę  jak  rośnie  h.  Dla  ujemnego  h  stają 
się  ellipsy  urojone,  powierzchnia  nie  ma  zatem 
żadnego  punktu  pod  płaszczyzną  XY.  Pła- 
szczyzny równoległe  do  XOZ  przecinają  po- 
wierzchnię   w   parabolach,    których  równania- 

xl  k2 

mi     będą:     y«fc,      -=2*-^. 

Parabole  te  mają  wszystkie  jednakowy  parametr  2a2,  są  więc  do  siebie  przy- 
stające. To  samo  dotyczy  przekrojów,  równoległych  do  YOZ}  które  będą  przy- 
stającemi  parabolami  o  parametrze  26 2. 

8.  Przekroje  płaskie  paraboloidy  elliptyoznej.  Niech  będzie  teraz: 
y=m*+nx+r  dowolną  płaszczyzną;  jej  przekrój  z  powierzchnią  rzuci  się  na 
płaszczyznę  XOZ  w  krzywej  drugiego  rzędu: 

x2      (mz+nx+r)2 

a2  +  b2 


Fig.  208. 


i-0f 


(3) 


Dr.  Dnkwińśki.  Wykł.  matem.  L  Tom  II. 
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dla  której  dwumian  an^j— a2n  otrzymuje  wartość: 

m2/l       *ł\     w*n2  __  w2 
6H^~2  +  J2  J"  "6*~  ~~  ^fi2' 

Krzywa  przekroju  zatem  jest  zawsze  ellipsą,  skoro  spółczynnik  tn  jest 
różnym  od  zera.  Dla  m=0  będzie  przekrój  parabolą;  płaszczyzna  przekroju 
ma  tedy  równanie  kształtu:  y— 'f«c+r,  jest  więc  równoległą  do  osi  OZ,  która 
jest  osią  paraboloidy  elliptycznej. 

3.  Przekroje  kołowe  paraboloidy  elliptycznej.  Ażeby  wyznaczyć  prze- 
kroje kołowe  paraboloidy  elliptycznej,  przyjmijmy,  że  jakaś  płaszczyzna, 
przechodząca  przez  punkt  początkowy  O,  przecina  paraboloidę  w  kole.  Przez 
to  koło  przesuńmy  kulę,  któraby  dotykała  się  płaszczyzny  KOT  w  punkcie 
0;  środek  tej  kuli  będzie  tedy  leżał  na  osi  *-ów,  jej  równanie  otrzyma 
przeto  kształt: 

*2+y2+*2-2r*-0, 

a?2      i/2      z2 
czyli:  —  +  ł_  + 2*«0, 

r        r       r 

x2      v2 
odejmując  od  tego  równania  równanie  paraboloidy:    -j  +  ^— 2*«0, 

otrzymamy  równanie: 

przedstawiające  stożek,  który  musi  się  sprowadzić  do  dwóch  płaszczyzn, 
jeżeli  paraboloida  i  kula  mają  wspólne  przekroje  kołowe.  Stać  się  może  to 
tylko  dla  r=>a2,  albo  r«62.  Załóżmy,  że  a>6,  wtedy,  kładąc  r*-a\  otrzymamy 
równanie : 

przedstawiające   dwie   płaszczyzny   rzeczywiste : 


(&) 


przechodzące  przez  oś  #-ów.  Paraboloida  elliptyczna  ma  zatem  dwa  szeregi 
płaszczyzn  kołowych,  równoległych  do  stycznej  w  wierzchołku  tego  z  prze- 
krojów głównych  parabolicznych,  który  ma  większy  parametr. 

4.  Odmiany  paraboloidy  elliptycznej.  Jako  szczególne  odmiany  para- 
boloidy elliptycznej  występują  paraboloida  obrotowa  (a=J),  walec  parabo- 
liczny (a=oo,  albo  6— oo)  i  linia  prosta  (a=i=»0). 

Paraboloidę  elliptyczna  możemy  także  uważać  jako  granicę  ellipsoidy: 

JE/2         t/2         Z2 

-j  +  rj  +  -aass,li  w  której  osie  rosną  nieograniczenie,  gdyż  ellipsoida  odnie- 
u        o        c 

siona  do  układu,  którego  początek  wpada  w  wierzchołek  osi  OZ  ma  rów- 
nanie : 

x2      v2      z2      2s  x2      v2      z2 

.» +  P  +  ?  -  T=0'  °*u :  ?  +  &  +  7-2*-0' 

a2  62  x2     v2 

które  dla  c*-oo  ,  -«42,  —= 2?*  otrzymuje  kształt  :-^4-^-2—2je=0,  przedstawia- 

C  C  A.         JO 

jacy  właśnie  paraboloidę  elliptyczna. 
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5.  Płaszczyzna  styozna  i  prosta  normalna.  Płaszczyzna  styczna  w  punk- 
cie x'y  y\  z*  paraboloidy  elliptycznej  otrzymuje  równanie : 

z*  v'  ~  xx4      vv*  /xt%      i/'*\ 

(*-*V+(y-y')^-(<,-*,)=0'  CZyh:  -a*+£-e+e'-(^  +  T*)"0> 

xi2       y'1 
które  ze  względu  na  to,  że :  -y  +  rj-«»2^1  przedstawia  się  ostatecznie  w  postaci : 


Normalna  w  tym  punkcie  będzie  określona  równaniami: 

x—x'      y—y'      e—e' 

*_  =   r_   =  - rT' 

o*  b* 


(7) 


Przyjmijmy  dowolnie  punkt  (£,  y,  J)  w  przestrzeni  i  poprowadźmy 
przez  niego  normalną  do  paraboloidy,  wtedy  otrzymamy  na  wyznaczenie 
punktu  przebicia  normalnej  z  paraboloidą  równania : 


£1        ^ 


~_1     -•»      a*    +    62 


Z  pierwszego  szeregu  wartości  otrzymamy: 

'-&■  *-i&  '-»+<■ 

a  podstawiwszy  te  wartości  w  równanie  paraboloidy   dostaniemy   równanie : 

które  jest  ze  względu  na  i  stopnia  6-go.  Z  dowolnego  punktu  w  przestrzeni 
można  więc  wykreślić  w  ogólności  pięć  normalnyoh  do  paraboloidy  ellipty- 
cznej. Punkta  przecięcia  x,  y,  z  normalnej  odpowiadającej  punktowi  £,  17,  £ 
z  paraboloidą  dogadzają  równaniom : 

i-x      ri—y     %-z      x*      y* 

~ _*        y  " =r'    «*     *' 

Pierwsze  dwa  równania  możemy  także  przedstawić  w  postaci: 
%  (*-£)=£-*;    p-(*— £)-«?-.v, 

czyli:  5-g+^-O^     £-  -&+,-,-* 

skąd,  pomnożywszy  pierwsze  przez  x,  drugie  przez  y,  otrzymamy  jako  sumę 
równanie : 

'(S  +  *)-€>  +  £)+"+»■-*-»»-* 

które  ze  względu  na  równanie  paraboloidy  sprowadza  się  do  postaci: 

2jrł+yH*1-a^-^-W-0f  (8) 

przedstawiającej  ellipsoidę  obrotową,  której  oś  obrotu  jest  równoległą  do 
osi  *-ów. 
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Spodki  pięciu  normalnych,  jakie  się  z  danego  punktu  w  przestrzeni  do 
paraboloidy  elliptycznej,  poprowadzić  dadzą,  leżą  tedy  na  przecięciu  parabo- 
loidy  z  pewną  ellipsoidą  obrotową,  któta  przechodzi  przez  wierzchołek  pa- 
raboloidy i  ma  oś  obrotu  równoległą  do  osi  tej  paraboloidy. 

6.  Płaszczyzny  środkowe  1  średnice  paraboloidy  elliptycznej.  Płaszczy- 
zna środkowa  sprzężona  z  kierunkiem  4,  p,  v  otrzymujemy  tu  postać  : 

x  cos  k      y  cos  fi  rnx 

jest  więc  dla  każdego  kierunku  A,  fi,  v  równoległą  do  osi  #-ów,  czyli  do  osi 
paraboloidy.  Jakakolwiek  średnica  jest  przeto,  jako  przekrój  dwóch  pła- 
szczyzn środkowych,  także    równoległą    do   osi  paraboloidy. 

I  tu  otrzymamy  nieskończenie  wiele  układów  spółrzędnych,  dla  których 

xl      y* 
równanie  paraboloidy  będzie  kształtu:  — -a  +  ^=--2*. 

Obrawszy  mianowicie  jakąkolwiek  średnicę  równoległą  do  osi  parabo- 
loidy za  oś  jgr-ów,  przyjmijmy  płaszczyznę  styczną  do  paraboloidy  w  końcu 
M  średnicy  jako  płaszczyznę  XOT,  obierając  na  niej  dowolnie  oś  OXf  a  za 
oś  OT  kierunek  sprzężony  z  płaszczyzną  XOZ.  Równanie  odniesione  do 
takiego  układu  kierunków  sprzężonych  musi  dla  x=0  jako  też  dla  y=0 
przedstawić  parabolę  odniesioną  do  średnicy  i  stycznej  w  punkcie  końco- 
wym średnicy,  musi  więc  mieć  widocznie  kształt  powyżej  podany. 

7.  Paraboloida   hiperbollczna.    Paraboloida   hiperboliozna   określa    się 

#*      y2 
równaniem  kształtu:  -a  —  p=-=2*.  (10) 

Przekroje  tej  powierzchni  płaszczyznami  spółrzędnemi  są  określone 
równaniami : 

*-0,      ^-J--0;    *-0,    y»=-2&2*;    y-0,    s»-2a2*. 

Pierwsze  przedstawia  dwie  proste:  #==— y,  a?= — -y  na  płaszczy- 
źnie XY  symetrycznie  ułożone  względem  osi  układu ;  drugie  parabolę  na  TZ, 
której  oś  ma  kierunek  ujemnej  osi  *-ów,  trzecie  znowu  parabolę  na  XZ 
o  osi  idącej  w  dodatnim  kierunku  osi  *-ów. 

Płaszczyzna  równoległa  do  XT  przecina  powierzchnię  w  hiperboli  : 

xl      y* 

której  oś  poprzeczna  jest  dla  dodatniego  y  równoległą  do  osi  a>ów,  dla  uje- 
mnego y  zaś  do  osi  y-ów.  Płaszczyzna  równoległa  do  TZ  daje  na  przekrój 
parabolę : 

przystającą  do  paraboli  leżącej  na  płaszczyźnie  głównej  TZ.  Podobnie  prze- 
cina płaszczyzna  równoległa  do  XZ  powierzchnię  w  paraboli: 

przystającej  do  paraboli  położonej  na  płaszczyźnie  głównej  XZ. 
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8.   Przekroje  płaskie  paraboloidy  hiperbolicznej.  Na  wyznaczenie  prze- 
kroju danej  powierzchni  dowolną  płaszczyzną:    y*=m$+fM?+r,    otrzymujemy 

z1       (mg+nz+r)2     ft 

równanie :  -=  — - —m       '   =  2*. 

a?  i2  ' 

określające  rzut  krzywej  przekroju  na  płaszczyznę  XZ. 

m2 
Mamy  tu  dwumian:  aua^2—a\2=^ ^ry;    krzywa    będzie  więc   zawsze 

hiperbolą,  z  wyjątkiem,  gdy  m=0,  t.  zn.  gdy 
płaszczyzna  przekroju  jest  równoległą  do  osi 
tf-ów,  w  którym  to  wypadku  będzie  przekrój 
parabolą. 

Paraboloida  hiperboliczna  nie  da  się  prze- 
-*ciąć  w  kole,    gdyż    nie  ma  wcale    przekrojów 
zamkniętych,  nie  może  byó  też  nigdy  powierz- 
chnią obrotową. 

9.  Linie  proste  na  paraboloideie  hlperbo- 
lieznej.  Szczególna   własność   paraboloidy  hi- 
p.     2^  perbolicznej  polega  na  tern,  że  na  jej  powierz- 

chni dadzą  się  wykreślić  dwa  szeregi  prostych, 
zwanych  prostemi   tworzącemi  paraboloidy  hiperbolicznej. 
Aby  to  wykazać  przyjmijmy,  że  prosta  określona  równaniami: 

y=*tnx+a}    g=nz+(i 

leży  cała  na  powierzchni:  ^  —  ^2=2^,  miałoby  tedy  sprawdzić   się  równa- 

jakiemkolwiek  byłoby  z. 

Spółczynniki  w  równaniach  prostej  muszą  przeto  dogadzać  równaniom  : 
1       m*  ma  A     a2  A 

J?-»5--0'      J2+n=0'     SF  +  SV-°- 
Ostatnie  równanie  sprowadza  się  do  kształtu:  a2=— 262/J  wypowiadając, 
że  ślad  rozważanej  prostej  na   płaszczyźnie  głównej   YOZ  musi   się  mieścić 
na  paraboli  y2=— 262*,  która  jest  głównym  przekrojem  powierzchni.  Pierwsze 
dwa  równania  dają  natomiast: 

b  a 

a  więc  dwie  wartości  na  m  i  n  co  dowodzi,  że  z  każdego  śladu  (a/J)  wycho- 
dzącą dwie  proste,  leżące  na  paraboloidzie  hiperbolicznej,  i  to  tylko  dwie 
określone  równaniami : 

9t=a—x+a}     z ^*+0;    y=-— *+a,    *-+^-*+A  C11) 

gdzie  parametry  a  i  §  są  spółrzędnemi  dowolnego  punktu  paraboli  y2= — 26 2#, 

a  więc  związane  są  relacyą  a2=  —  262/?. 

10.  Równanie  prostych  tworzących  możemy  także  otrzymać  wprost  z  ró- 

x        i/2 
wnania  powierzchni:  -j  — ^=2j?,   które  możemy  napisać  w  postaci: 


x 
me 

a 


(W)  (ź -■*)-*  (1*> 
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Jeżeli  bowiem  podstawimy: 

gdzie  4  i  p  są  stałe  dowolne,  wtedy  otrzymamy  dwa  układy  równań,  okre- 
ślających dwa  oddzielne  układy  prostych,  które  leżą  na  paraboloidzie  hiper- 
bolicznej,  gdyż  z  pomnożenia  równań  1)  albo  2)  wypada  równanie  tej  po- 
wierzchni. Przez  każdy  punkt  paraboloidy  hyperbolicznej  przechodzi  z  każ- 
dego układu  jedna  prosta.  Niech  będą  bowiem  xX9  ytl  ą  spółrzędne  dowol- 
nego punktu  powierzchni,  to  proste  przez  ten  punkt  przechodzące  będą 
określone  równaniami : 

T  +  y-*'   ~y-;c'     T"y-ft»  y  +  y=^'    (13) 

w  których  parametry  Jllf  px  będą  oznaczone  wartościami: 

Mamy  tu  wprawdzie  dla  każdego  z  obu  parametrów  po  dwie  wartości, 
są  one  jednakże  ze  względu  na  równanie  paraboloidy  hiperbolicznej,  na  któ- 
rej punkt  x,  y,  £,  leży  między  sobą  równe.  Istnieje  więc  w  każdym  z  obu 
układów  1)  i  2)  jedna  prosta  i  to  tylko  jedna,  która  przez  dany  punkt  xx,  yu  z± 
przechodzi. 

11.  Dwie  proste  tego  samego  układu  są  względem  siebie  wichrowate, 
dwie  proste  należące  do  dwóch  różnych  układów  leżą  natomiast  zawsze  na 
pewnej  płaszczyźnie.  Niech  będą  bowiem  dane  dwie  proste  należące  do  jed- 
nego układu  np.  1),  a  więc  określone  równaniami: 

*_  ,   y ,        x_     _y__?f       x   .  _y_    2       JL     JL  —  *L 

Ażeby  te  dwie  proste  mogły  mieó  punkt  wspólny,  musiałaby  istnieć 
grupa  wartości  x,  y,  s)  któraby  powyższym  czterem  równaniom  dogodziła. 
Odejmując  od  siebie  parami  po  dwa  równania  pod  sobą  umieszczone,  otrzy- 
mamy w  obu  wypadkach  jako  warunek:  ij-^O,  który  się  sprawdzić  nie 
może,  skoro  przyjęte  dwie  proste  są  różne  od  siebie. 

Dwie  proste  należące  do  jednego  układu  nie  mogą  tedy  nigdy  utwo- 
rzyć jednej  płaszczyzny,  muszą  więc  być  względem  siebie  wichrowate. 
Wszystkie  proste  jednego  układu,  jakkolwiek    względem   siebie  wichrowate, 

i                                    ...                                                                                 x        y 
j  są    atoli    do   jednej    stałej    płaszczyzny    równoległe.    Równanie: 1~  "T 

przedstawia  dla  różnych    wartości  X  szereg    płaszczyzn    rzucających    proste 

pierwszego  układu  na  płaszczyznę  X0Y.  Wszystkie  te  płaszczyzny  są  wido- 

x         v 
cznie  równoległe  do  płaszczyzny: \-  -r-^0,  a  tern  samem  są  także  wszy- 

x         y 

stkie  proste  pierwszego  układu  1)  równoległe  do  płaszczyzny : \r  -r-^O. 

Podobnie  poznamy,  że  wszystkie  proste  drugiego    układu   są   równoległe  do 

'  X  £/ 

płaszczyzny: jT8**®'    ^e  ^wie  płaszczyzny    stałe    nazywamy  płaszczy- 
znami kierowniczemi  paraboloidy  hiperbolicznej. 
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Weźmy  teraz  dowolne  dwie  proste,  należące  do   dwóch    różnych    ukła- 
dów, a  więc  określone   równaniami: 

_*_ ,  v ,    _?_    JL  — 2*     *     y  _      *  _i_  y    2* 

a^b"*'       a~b^1'     lT~T"lh    T  +  -b~~J' 

Dowolna  płaszczyzna   przesunięta    przez    pierwszą    prostą    będzie  tedy 
miała  równanie: 


(■f+*-'MT-f-T)-» 


Ażeby  ta  płaszczyzna  zawierała  w  sobie  także  prostą  drugiego  układu 
musiałby  się  sprawdzió  warunek: 

X 

dla  wszelkiego  *,  co  prowadzi  do  warunku  jedynego  k=* — . 

Równanie  : 

(^"  +  "f — ^)^+^("^  —  ^— 2^)=0,  czyli:  ^*+^y-2^--^=0,  (14) 

będzie  tedy  równaniem  płaszczyzny  zawierającej  w  sobie  dwie  proste  (Jl,  fi) 
należące  do  dwóch  różnych  układów.  Przez  każdą  parę  prostych,  należących 
do  dwóch  różnych  układów,  da  się  tedy  zawsze  przesunąó  jedna  płaszczyzna. 
12.  Z  powyższych  własności  wypływają  następujące  prawidła  tworzenia 
paraboloidy  hyperbolioznej :  1)  Paraboloida  hyperboliczna  powstaje  przez 
ruch  prostej,  która  się  opiera  na  trzech  prostych  wichrowatych,  równoległych 
do  pewnej  płaszczyzny,  albo  2)  Paraboloida  hyperboliczna  powstaje  przez 
ruch  prostej,  która  się  opiera  na  dwóch  prostych  wichrowatych  i  pozostaje 
zawsze  równoległą  do  pewnej  płaszczyzny.  Możemy  obu  tych  prawideł  do- 
wieść wprost  rachunkiem:  ad  1).    Niech    będą    dane    trzy  proste  Lu  L2,  LZ1 

równoległe  do  jednej  płaszczyzny.  Przyjmijmy 
prostą  L3  za  oś  #ów,  poprowadźmy  płaszczy- 
znę XZ  równoległą  do  prostych  Lt  i  L2  i  obie- 
rzmy jako  oś  y-ów  prostą  przecinającą  obie 
proste  Lx  i  L2.  Przy  tym  układzie  osi  spółrzę- 
dnych  (fig.  205j  będą  równania  prostych : 

£,{'"",    Lly-m\    L3{y=°, 

Prostą   ruchomą    przecinającą    proste    Lt 

i  L2  możemy  uważać,  jako  przecięcie  się  dwóch 

płaszczyzn,    z  których  jedna  przez  Li}    druga 

przez  L%    przechodzi,    przeto    określić    równa- 
^  205.  niami. 

(*— nx)— X{y— »»)=0,    (*— n'*)— ^(y— ro')=0, 

gdzie  X  i  fi  są  dowolnymi  parametrami.  Ażeby  prosta  przecięła  także  oś  OX 

musi   być:    j?+£m=0,   jako    e+pm'^0,    a    więc  Xm— f*m'=0,  czyli:  —  =  — . 
Równania  prostej  przecinającej  proste  Lx   i  L2  mają  tedy  kształt: 
(*—"*)-*(*— *•)-(>,     (s-n'^)-^(.y— m')=0, 
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skąd  po  wyrugowania  parametru  dowolnego  X  otrzymamy  równanie  powsta- 
łej powierzchni  w  postaci: 

8— nz      tn'(2-n'x)  ..      .  ..         ,  .   _      ,        ..  ^ 
«-  — ~ 7T-,  czyli:   (m—  mt)y8—(mn—mtn^xy+mm'(n--nt)x=*Q, 

przedstawiające  powierzchnię  drugiego  stopnia  nie  mającą   środka,  a  zawie- 
rającą proste  tworzące,  czyli  paraboloidę  hiperboliczną. 

ad  2)  Niech  będą  Lx  i  L2  dwie    dane    proste,    a    P   stałą    płaszczyzną, 
przyjmijmy  prostą  L2  za  oś  #-ów,    płaszczyznę    daną   jako    płaszczyznę  XZ 
t  równolegle    do    Lx    i    obierzmy   jako    oś  y-ów 

prostą  przecinającą  Lv 
I1  (fig.  206)    przedstawią 
prostyoh  w  postaci: 


V 


Przy  tym  układzie  osi 
się    równania     danych 


\z=nx 


li**0 


Fig.  206. 


Prosta  ruchoma  AB  przecinająca  L^  i  ró- 
wnoległa do  płaszczyzny  XY  będzie  miała 
tedy  równania:  z=Z}  y=px,  gdzie  X  i  fi  są 
dowolnymi  parametrami.  Ażeby  ta  prosta  prze- 
cięła także  prostą  Z,  musi  być  nx=X  jako  też 
m=fix  czyli  mn^Zfi.  Wyrugowawszy  s  równań 
prostej  AB  parametry  Z,  p,  otrzymamy  tedy  równanie  powierzchni  rucho- 
mej w  postaci:  yz=mnx,  określające  właśnie  paraboloidę  hyperboliczną. 

Nietrudno  zauważyć,  że  prosta  ruchoma  AB  opierająca  się  na  prostych  Lt, 
Lj,  a  równoległa  do  stałej  płaszczyzny  P  wyznaczy  na  prostych  Lt  i  L2  odcinki 

proporcyonalne.  Niech  będą  bowiem  AB,  A'B*, 
A"BU  trzy  położenia  prostej  ruchomej,  przez 
?ft  każdą  z  tych  prostych  przesuńmy  płaszczyznę 
równoległą  do  płaszczyzny  kierowniczej  P, 
otrzymamy  tedy  trzy  płaszczyzny  między  sobą 
równoległe,  a  te  wyznaczają  na  prostych  je 
przecinający  oh  odcinki  proporcyonalne  (fig.  207). 
Będzie  więc: 

AA'        BB' 
A'AM  ~  BB"% 
Na  tej  własności  opierając  się,  możemy  wykre- 
ślić model    paraboloidy   hiperbolicznej    z   dru- 
Fig.  207.  tów  lub  nitek.     W   tym  celu  podzielimy    dwa 

przeciwległe  boki  czworoboku  wichrowatego  na  równe  części  i  połączymy 
punkta  podziału  nitkami,  które  w  tym  razie  przedstawiają  jeden  układ  two- 
rzących paraboloidy;  zrobimy  podobny  podział  na  dwóch  innych  bokach  prze- 
ciwległych, otrzymamy  drugi   układ  tworzących. 

13.  Płaszczyzny  styczne  i  płaszczyzny  środkowe  paraboloidy  hiperbo- 
licznej.   Niech    będzie   xłJ   y\    z*    punktem    paraboloidy    hiperbolicznej: 

x*     y^ 

~~a  —  j[a™^*»    płaszczyzna    styczna    w    tym    punkoie  będzie  miała  równanie: 

XQL*        f/t/' 

— 2 — j-£  =£+*'.  Porównawszy  to  równanie  z  równaniem  płaszczyzny,  zawie- 
rającej dwie  tworząoe  Z,  fi,  które  ma  kształt: 
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(Z+fi)-^-+(p-Z)  9—2*—ip=0,  otrzymamy  równości:  ^±£  =  ^^-2, 

z  których  wypadają  wartości: 

a*  +  l*  '    *     o*        6»  ' 

określające  tworzące  paraboloidy  hiperbolioznej  przeoinające  się  w  punkcie 
r1,  y,  *'.  Płaszczyzna  styozna  do  paraboloidy  hiperbolioznej  zawiera  więc 
w  sobie  obie  tworzące,  jakie  przez  punkt  styczności  przechodzą.  Normalna 
w  punkcie  **,  y',  tf  paraboloidy  hiperbolioznej  ma  równania: 

x— x'       p—y'       e—ć 


(16) 


Ażeby  wyznaczyć  liczbę  normalnych,  jakie  z  dowolnego  punktu  f,  17,  £ 
w  przestrzeni  do  paraboloidy  hiperbolioznej  wyprowadzić  się  dadzą,  postą- 
pimy jak  przy  paraboloidzie  ellip tycznej.  Punkta  przecięcia  z',  y',  e*  normal- 
nych z  powierzchnią  oznaczone  tu  będą  równaniami: 

|=fl_i7-»'     £-*•    ,      **    y"  8e, 

skąd  na  wyznczenie  wartości  k  otrzymamy  równanie  piątego  stopnia : 

(a«+ł)>  (&»-*)'  2^+«-°» 
dowodzące,  że  przez  dowolny  punkt  w  przestrzeni  da  się  poprowadzić  w  ogól- 
ności pięć  normalnych  do  paraboloidy  hiperbolioznej.  Punkta  przecięcia  tych 
normalnych  z  paraboloidą  hiperboliczną  leżą  tu  jak  przy  paraboloidzie  ellip- 
tycznej  na  powierzchni  obrotowej,  przechodzącej  przez  wierzchołek  parabo- 
loidy i  mającej  oś  obrotu  równoległą  do  osi  paraboloidy. 

Płaszczyzna  środkowa  sprzężona  z  kierunkiem  4,  p,  v  ma  przy  parabo- 
li      yl 
loidzie  hiperbolioznej:   -y-—  r^-2^  równanie  kształtu: 

xcos*      y  cos  fi  na 

-J5 t-js-C  -cos  *-0f  (16) 

jest  przeto  równoległą  do  osi  OZ,  która  tu  jest  osią  powierzchni.  Wszystkie 
średnice,  jako  przekroje  płaszczyzn  środkowych,  są  zatem  między  sobą  rów- 
noległe, a  zarazem  równoległe  do  osi  paraboloidy.  Mamy  tu  także,  jak  przy 
paraboloidzie  elliptycznej,  nieskończenie  wiele  układów  sprzężonych  osi  uko- 
snokątnych,  dla  których  równanie  powierzchni  otrzymuje  postać: 

x2       y2 

Obrawszy  bowiem  jakąkolwiek  średnicę  jako  oś  i-ów,  a  jej  punkt  prze- 
cięcia z  powierzchnią  jako  punkt  początkowy,  a  płaszczyznę  styczną  w  tym 
punkcie,  jako  płaszczyznę  XY,  możemy  jeszcze  przyjąć  na  tej  płaszczyźnie 
dwie  proste  z  sobą  sprzężone,  jako  osi  OX  i  0Y}  a  otrzymamy  w  takim 
razie  zawsze  równanie  paraboloidy  hiperbolicznej  w  formie  powyżej   podanej. 
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ćwiczenia  LXIX. 


x'        y1 


1)  Wykazać,  że  przekrój  paraboloidy  el  lip  tycznej :  -y  +  ły  =»  2*  płaszczyzną : 
Ax-\-By+Cz  =  D  jest  albo  ellipsą  albo  parabolą. 

2)  Wykazać,  że  paraboloida  ellip tyczna:  -jf+fj=2s  ma  dwa  układy  przekrojów 
kołowych  równoległych  do  dwu  płaszczyzn  określonych  pod  założeniem,  że  a*  >  b*  równa- 
niem:  J-y»{I-^}  =  0. 

3)  Okazać,  że  do  odmian  paraboloidy  elliptycznej  należą:  paraboloida  obrotowa 
walec  paraboliczny  i  linia  prosta. 

4)  Wyprowadzić  równanie   płaszczyzny   stycznej    w   punkcie   P(C,  ij,  Q  paraboloidy 

xi      i/1 

elliptycznej:  -*  +  £*- =  2*. 

5)  Wyprowadzić  równania  normalnej  w  punkcie:   P(C,  i),  Q  paraboloidy  elliptycznej: 


x*      «* 


6)  Wykazać,  że  suma  rzutów  na  oś  paraboloidy  elliptycznej,  prostopadłych  wykre- 
ślonych z  wierzchołka  paraboloidy  na  trzy  płaszczyzny  styczne  do  siebie  prostopadle  jest 
stałą. 

7)  Okazać,  że  miejscem  geometryczoem  wierzchołka  kąta  bryłowego  prostościennego 
opisanego  na  paraboloidzie  elliptycznej  jest  płaszczyzna  prostopadła  do  osi  paraboloidy. 

8)  Okazać,  że  przez  każdy  punkt  przestrzeni  można  poprowadzić  w  ogólności,  pięć 
normalnych  do  paraboloidy  elliptycznej. 

9)  Wykazać,  że  równanie:  c^{x^Ą-2a^3yz-\-2aiŁx+m..-\~aii=0,  w  którem  <H\a\i=^a\\a\iy 
jakoteż  0330, ,=  0,3043  przedstawia  w  ogólności  paraboloidę,  której  oś  jest  równoległa  do 
prostej  x  =  0,  oliy+ailz  =  0. 

X1      y2 

10)  Wykazać,  że  przekrój  paraboloidy  hiperbolicznej :   -j  —  rj  =  2*  jest   w  ogólności 

albo  hiperbolą  albo  parabolą. 

11)  Wyprowadzić  warunek,  pod  jakim  płaszczyzna:  AxĄ-ByĄ- Cz  =  0  przecina  para- 

X1       y1 
boloidę  hiperboliczną :    —^  — -  j\  =2*  podług  hiperboli  równobocznej, 

jpJ  «3 

12)  Wykazać,  że  paraboloida  hiperboliczną :    -=-  —  ™t-  =  2z  ma   na  sobie  dwa   układy 

a        o* 

prostych. 

18)  Okazać,  że  rzuty  poziome  prostych  jednego  układu  paraboloidy  hiperbo liczne 
są  równoległe  do  jednej  z  dwu  prostych,  podług  których  płaszczyzna  XOY  przecina  para- 

boloidę  hiperboliczną :      ,  —  ^y  =  2z,  a  rzuty  poziome  prostych  drugiego  układu  są  równo- 
ległe do  drugiej  prostej  tego  przekroju. 

14)  Wykazać,  że  przez  każdy  punkt  paraboloidy  hiperbolicznej :  -y  —  —■  =  2z  prze- 
chodzą dwie  proste  należące  do  dwu  różnych  układów. 

15)  Okazać,  że  proste  jednego  układu  tworzących  paraboloidy  hiperbolicznej  są 
względem  siebie  wichrowate. 

16)  Okazać,  że  prosta  jednego  układu  tworzących  na  paraboloidzie  hiperbolicznej 
przecina  wszystkie  proste  drugiego  układu. 

17)  Wykazać,  że  miejscem  geometrycznem  punktów  paraboloidy  hiperbolicznej,  przez 
które  przechodzą  dwie  tworzące  do  siebie  prostopadłe  jest  hiperbola. 

**       ys 

18)  Wykazać,  że  rzuty  prostych  paraboloidy  hiperbolicznej :  - j  —  ry  =  2z  na  pła- 
szczyznę XOZ  są  styczne  do  paraboli,  podług  której  płaszczyzna  X0Z  przecina  tę  powierz- 
chnię. 

19)  Wykazać,  że  proste  jednego  układu  tworzących,  należących  do  paraboloidy  hiper- 
bolicznej są  równoległe  do  jednej  płaszczyzny. 
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20)  Dowieść,  że  paraboloida  biperboliczna  ma  dwie  płaszczyzny  kierownicze,  do 
których  jej  proste  tworzące  są  równoległe. 

21)  Okazać,  że  powierzchnią  powstałą  przez  ruch  prostej,  która  przecina  dwie  pro- 
ste wichrowate,  a  jest  zarazem  równoległa  do  pewnej  stałej  płaszczyzny,  jest  paraboloida 
biperboliczna. 

22)  Okazać,  że  prosta  ruchoma:  *  =  /,  y  =  maj,  równoległa  do  X0Y  a  przecinająca  dwie 
proste,  jedną  o  równaniach:  ar  —  O,  y  =  0,  drugą  o  równaniach:  y  =  &,  z=*ax  utworzy  para- 
boloidę  hiperboliozną  o  równania:  yz*=abx. 

28)  Wykazać,  że  płaszczyzna  styczna  w  punkcie:  P(*',  y%  z4)  paraboloidy  hiperbo- 
licznej  zawiera  dwie  proste  przez  ten  punkt  powierzchni  przechodzące. 

24)  Wyprowadzić  równanie  płaszczyzny  stycznej  i  linii  normalnej  w  punkcie  P(?,  tj,  C) 

paraboloidy  hiperbolicznej  :   -|  —  ~  =-  2z. 

25)  Wyznaczyć  długość  prostopadłej  wykreślonej  z  wierzchołka  paraboloidy  hiper- 
bolicznej na  płaszczyznę  styczną  w  punkcie  P(C,  i),  Q  tej  powierzchni. 

26)  Wykazać,  że  suma  rzutów  na  oś  paraboloidy  hiperbolicznej,  trzech  prostopa- 
dłych wykreślonych  z  wierzchołka  paraboloidy  na  trzy  płaszczyzny  styczne  do  siebie  pro- 
stopadłe, jest  wielkością  stałą. 

27)  Okazać,  że  miejscem  geometrycznem  wierzchołka  kąta  bryłowego  trójściennego 
i  prostokątnego  opisanego  na  paraboloidzie  hiperbolicznej  jest  płaszczyzna  prostopadła 
do  osi  tejże  paraboloidy. 

28)  Wykazać,  że  przez  każdy  punkt  przestrzeni  można  wyprowadzić  w  ogólności 
pięć  normalnych  do  paraboloidy  hiperbolicznej. 

29)  Wykazać,  że  istnieje  nieskończenie   wiele   układów   ukośnokątnych,   do   których 

odniesione  równanie  paraboloidy   hpierbolicznej  otrzymuje  kształt :   —^  —  ^  =  2z. 

30)  Wykazać,  że  prosta  jednego  układu  tworzących  paraboloidy  hiperbolicznej  poru- 
szająca się  po  dwu  stałych  prostych  drugiego  układu  wyznacza  na  nich  odcinki  propor- 
cjonalne. 

31)  Wykazać,  że  paraboloidzie  hiperbolicznej  odpowiadają  dwie  płaszczyzny  asym- 
ptotyczne. 

32)  Podać  warunek,  pod  którym  dane  trzy  proste  wichrowate  będą  trzema  tworzą- 
cemi  tego  samego  układu  prostych  paraboloidy  hiperbolicznej. 

x        t/        4# 
38)  Wykazać,  że  punkta  paraboloidy  hiperbolicznej:    -j  —  fy  = — >  przez  które  prze- 
chodzą dwie  tworzące  do  siebie  prostopadłe  leżą  na  płaszczyźnie  równoległej  do  płaszczy- 

zny  XOY  w  odstępie  równym*  . 

c 

34)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  linii   prostej,   któraby 

zawsze  przecinała  linię  prostą :  xĄ-y  =  0,  z  =  0.  pod  kątem  prostym   i   przechodziła   przez 

obwód  paraboli:  x*  =  2pz,  y  =  0. 

85)  Wyznaczyć  miejsce  geometryczne  środków  cięciw  powierzchni :  Ax*-\-By*+2Cz+D=0 

równoległych  do  prostej :     -  =  -£-  =  -*-. 
a        b        c 

86)  Wyprowadzić  warunek,  pod  jakim  płaszczyzna:  Ax+By+Cz+D  =  0  jest  pła- 
szczyzną styczną  powierzchni: 

«ii*,+«hły,+2au*+2aJ4y+2a3,4s+a44  —  0. 

37)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  linii  prostej  po  trzech 
prostych : 

M::°.  *ft::.  <*rr 

równoległych  do  płaszczyzny  XOY. 

38)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  prostej,   któraby  prze- 

e=  0  /y  =  0 
,    L^y     _     i  była  równoległą  do  płaszczyzny: 

x  cos  a+y  cos  p+*  cos  y  «  p. 
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39)  Wyznaczyć  miejsce  geometryczne  punktu,  którego  odległości  od  danych  dwu  pro- 
stych wichrowatych  byłyby  zawsze  jednakowe. 

40)  Wykazać,  że  miejsoe  geometryczne  punktu   przecięcia   się   trzech   prostych    sty- 

xi      y2 
cznych  do  paraboloidy:  -y-ł-rj  =  2sT  a  do  siebie  prostopadłych  tworzy  paraboloida   obro- 
towa :  *2+y2— 2(a2±&2)*  =*  ±  a262. 

41)  Wykazać,  że  równanie:  (az+by)1  =  cx+  2abzy  przedstawia  paraboloidę  ellip tyczną. 

42)  Wykazać,  że  równanie:  4z2— 5y2+8ar— 20y-(-2aj=0  przedstawia  paraboloidę  hiper- 
boliczną. 

48)  Wykazać,  że  równanie:  a?24y,+*1— 2ary  =  8  przedstawia  walec  elliptyczny. 

44)  Wykazać,  że  równanie:  s2— 6y— 8x  =  0  przedstawia  walec  paraboliczny. 

45)  Wyznaczyć  środek  krzywej  przekroju  powierzchni:  «c2+&y2-ł-2ca;+2dy-r-2«+/  =  0 
płaszczyzną :  4a5+2*y+  Cfe+#  =  0. 

46)  Jeżeli  dwa  odcinki  w  przestrzeni  względem  siebie  wichrowate  podzielimy  na  równe 
części,  dowieść,  że  proste  łączące  odpowiednie  punk  ta  będą  tworzącemi  paraboloidy  hiper- 
bolicznej. 

*'      y* 

47)  Wykazać,   że   tworząca   paraboloidy    hiperbolicznej :    — ^  —  —  =■  2z     przechodząca 

przez  jej  wierzchołek  jest  tą  tworzącą  układu,  na  której  tworzące  drugiego  układu  wyzna- 
czają najmniejsze  odcinki. 

48)  Wykazać,  że  równanie:  4x2— 2y2— 12s2+12yz+4*y-f4x+2y-j-8z  =  0  przedstawia 
paraboloidę  hiperboliczną  i  wyznaczyć  oba  układy  jej  prostych  tworzących. 

49)  Wyznaczyć  kąt  a,  jaki  tworzą  dwie  tworzące  przechodzące  przez  punkt:  PfoO,  "C. 

X*       y2 
paraboloidy  hiperbolicznej  :     ,  —  ty  =  2ar. 

50)  Wykazać,  że  punkta  paraboloidy :  —^  —  j^  =  2zt   przez   które  przechodzą  tworzące 

do  siebie  prostopadłe  leżą  na  płaszczyźnie  równoległej  do  płaszczyzny  XOY  w  odległości: 
„      62-a2 
d  =  _2-- 

Rozwiązania  XLIX.      4)    —  +  ^- -*-;  =  0.        5)  *-C  =  -  —  (*— Q, 

ab  a 

y— t)=--|-(*— C).       11)  ii'a-B'6=Oł(6-«)-        84)  x'— y»  =  2|*.        86)  ^aas+Bły-t-Ce  — 0. 

86)  •1I(0»„-^»ii),+»M(<7«»i»-'».i«.4),=2aii««<7(^-«.4l>)-  87)  (a-«M*-»)«=(6-<0r(«-«> 
88)  x(z-\-o)cob  a-f  y  (*— a)co8  (J-f  (*'— o1) cos  y  -=  0.    89)  Paraboloida  hiperboliczną. 

46)  ^  =  ^=-1,  Ax+By+Cz+D  =  0.  48)  2*+y+l+(y-&) \/8  =  X, 

2»+y+i-(y-2«)V/3-^<i-8*x  2*+y+i+(y-2*)V8  =  Ki-8»X  2*+y+l-(y-2.)\/8=^ 

a>— 6»— 2* 

49)OOB.— j^pj^gc-. 

Literatura.  Matematyka  kurs  I  podług  wykładów  Dra  Placyda  Dziwińskiego 
w  ck.  szkole  politechnicznej  we  Lwowie  w  roku  naukowym  1886.  Część  II.  6.  Geometry* 
analityczna  w  przestrzeni.  We  Lwowie.  Autografia  nakładem  słuchaczy  matematyki,  1886. 
I   Todhunter.  Examples  of  analytical  geometry  of  three  dimensions.  London  1878. 

lematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Znamiona  i  własności  paraboloidy  ellip  tycznej. 

2.  Znamiona  i  własności  paraboloidy  hiperbolicznej. 

3.  Znamiona  i  własności  powierzchni  walcowych  drugiego  rzędu. 


Wykład  L. 

Ogniska  i  kierownice  powierzchni  drugiego  rzędu 
i  powierzchnie  spółogniskowe. 

1.  Równanie  kali.  Określając  kulę  jako  miejsoe  geometryczne  punktów 
(z,  y7  z),  których  odległość  od  pewnego  stałego  punktu  C(£,  17,  £),  zwanego 
środkiem  kuli,  jest  stałą  r,  otrzymujemy  ogólne  równanie  kuli  w  postaci  : 

(a-^+fo-^+^-ftW'  (1) 

czyli  w  postaci  rozwiniętej : 

x*+y2+s*+2az+2by+2ce+d~0J  (2) 

gdy  położymy:  a—  —£,  i=— 17,  c=  —  f,  d— £J+1?2+?2— r'- 

Ogólne  równanie  kuli  jest  więc  szczególną  postacią  ogólnego  równania 
stopnia  drugiego,  kształtu: 

«ii**+^«y2+o38**+2oiisy+2«i3s*+2^3y^ 

w  którem:  an=aiJ=^aZZ)  a12— a13=*a23=0. 

Jeżeli  początek  układu  przyjmiemy  na  powierzchni  kuli,  wtedy  ogólne 
równanie  kuli  możemy  sprowadzić  do  postaci: 

z*+y*+0*-2(Ax+Bt,+  C0)=O}  (3) 

a  jeżeli  początek  układu  przyjmiemy  w  środku  kuli  otrzymujemy  równanie 
najprostsze  kuli  w  postaci: 

x*+y2+0*=r2. 

2.  Potęga  punktu  względem  kuli.  Jeżeli  &*,  y,  z  przedstawiają  spółrzędne  dowolnego 
pnnkta  M  w  przestrzeni,  natenczas  prawa  strona  równania  kuli  sprowadzonego  do  zera 
w  postaci: 

(•-OM^-n)* -K^O8-^  -  o.  (6) 

przedstawia  kwadrat  odległości  tego  punktu  od  środka  kuli  C(C,  ij,  £)  zmniejszony  o  kwa- 
drat promienia.  Bóżnica  ta  jest  widocznie  równa  kwadratowi  długości  stycznej  Ml  wykre- 
ślonej do  kuli  z  punktu  M(x,  y,  z). 

Prawa  strona  równania  kuli  kształtu  (6)  przedstawia  więc  dla  każdego  punktu  Jf  (#,  y,  z) 
przestrzeni  kwadrat  długości  stycznej  wyprowadzonej  z  tego  punktu  M  do  kuli,  zwany 
częstokroć*  potęgą  punktu  M  względem  kuli.  Potęga  punktu  położonego  zewnątrz  kuli 
jest  dodatnią,  potęga  punktu  wewnętrznego  ujemną,  a  potęga  punktu  na  kuli  jest  ze 
względu  na  tę  kulę  zerem. 

8.  TUM  kul  w  przestrzeni.  Ogólne  równanie  kuli  zawiera  cztery  dowolne  parametry, 
potrzeba  zatem  czterech  warunków  geometrycznych,  z  którychby  każdy  prowadził  do  jed- 
nego równania  między  tymi  parametrami,  ażeby  kula  była  zupełnie  wyznaczoną. 

Istnieje  więc  oo4  kul  w  przestrzeni,  oo3  kul  o  stałym  promieniu,  a  od1  kul  o  stałym 
środku.    Cztery  dane  punkta:    Afo,  y,,  *,),   B(xif  y„  *,),    C(xt1  ySl  *j),   D(x4,  y4,  *4)  wyzna- 


=  0.  (6. 
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czają  zupełnie  kulę  przez  nie  przechodzącą.  Równanie  kuli,  przechodzącej  przez  te  punku 
możemy,  opierając  się  na  równaniu  (2),  przedstawić  w  postaci  wyznacznika  piątego  rzędi. 

*8+yH~*'»  *,  y,  *,  i 
*\+*\+**»  *n  *,  *i,  i 
*\+*\+*\*  «tt  y«»  ««•  i 

^s+yS+^i,  «3,  yn  h>  i 
**ł+y*4+*J4,  *łi  *•  *•  i  i 

4.  Układ  dwóch  kul.  Weźmy  pod  uwagę  dwie  kule,  jedną  o  środku  Ci(£i,  %,  *i)  *  pro- 
mieniu r,,  drugą  o  środku  C,(cjt  ijJt  Ca)  i  promieniu  r„   natenczas   otrzymujemy  równania. 

Odejmując  od  siebie  te  równania,  otrzymujemy  równanie  pierwszego  stopnia  kształtu : 

*,-#,=  (),  (7; 

czyli:  (ŁHi)^%^)rH^^)^S^S+^7^^^"^-0L  (T'; 

które  przedstawia  płaszczyznę,  zawierającą  punkta  wspólne  obu  kulom. 

Płaszczyzna  ta  zawiera  też  punkta,  które  mają  jednakowe  potęgi  względem  obu 
kul  danych  i  nazywa  się  płaszczyzną  pierwiastną  tych  dwu  kul  (Por.  Tom  I. 
Wykład  XIII,  art.  10.  str.  117). 

Prosta  łącząca  środki  tych  kul  ma  równanie: 

jest  zatem  prostopadłą  do  płaszczyzny  pierwiastnej  tychże  kul. 

6.  Układ  trzech  kuL  Trzy  dane  kule  Ki=01  £s=0,  Jf,=0  prowadzą  do  trzech  pła- 
szczyzn pierwiastnych  o  równaniach: 

Ą—  tf,=0,  Ą—  tf,=0,  #,-#,=*().  (9) 

Płaszczyzny  te  przecinają  się  podług  jednej  prostej  o  równaniach: 

EX^K%—K%%  (10. 

która  jest  miejscem  geometryoznem  punktów,  mających  tę  sarnę  potęgę  względem  trzech 
kul  danych  i  nazywa  się  osią  pierwiastną  tychże  trzech  kul.  Oś  ta  jest  prostopa- 
dłą do  płaszczyzn  środków  tych  kul  i  zawiera  punkta,  z  których  wyprowadzone  styczne 
do  kul  mają  jednakową  długość. 

6.  Układ  czterech  kul.  Cztery  dane  kule  Jf,=*0,  JTa— 0.  #,=  0,  if4=0  prowadzą  do 
czterech  osi  pierwiastnych  przecinających  się  w  jednym  punkcie: 

xi=  *,»*,- 4,  (ii) 

zwanym  środkiem  pierwiastnym  czterech  kul  danych.  Punkt  ten  ma  tę  samą 
potęgę  względem  każdej  z  tych  kul,  t.  z.  styczne  do  kul  z  niego  wyprowadzone  są  wszyst- 
kie sobie  równe.  Jest  on  zatem  środkiem  kuli  zawierającej  wszystkie  punkta,  w  których 
styczne  dotykają  się  tych  czterech  kul. 

7.  Równanie  kota  w  przestrzeni.  Przekrój  kuli  dowolną  płaszczyzną, 
przechodzącą  przez  środek  tej  koli  wyznacza  koło  o  promienia  równym  pro- 
mieniowi tej  kali.  Jeżeli  zatem  C(£,  t]1  £)  jest  środkiem,  a  r  promieniem 
kuli,  natenczas  kolo  o  środka  C(£,  17,  f)  i  promienia  r  wyznacza  się  dwoma 
równaniami  kształtu: 

(•-ea+(r-ł)1+(^0>-r»l    ^(*-fl+2»(y-i)+C(*-G-0.      (12; 

A       H 
Równania  te  mają   sześć    parametrów  dowolnych   £,    17,    f,   r,    -p  >    7^ 

cechujących  położenie  i  wielkość  koła.  Istnieje  zatem  w  ogólności  od6  kół 
w  przestrzeni  trójwymiarowej. 

Jeżeli  początek  układu  przyjmiemy  w  środku  kuli,  a  więc  £=ij«C=0, 
tedy  równania  koła  przyjmą  kształt: 

*%+y*+*%—r\    Ax+By+Ce~Q  (13) 
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A        Ti 
przedstawiają  przy   zmiennych   parametrach  **,     -,    -7^,    w    ogóle   00 3   kół 

yspółśrodkowych  o  środku  leżącym  w  początku  układu. 

8.  Ogniska  i  kierownice  danej  powierzchni  rzędu  drogiego.    Jeżeli  po- 
wierzchnia drugiego  rzędu: 

\ux2+a2ty2+azzz%+2ai2xy+2ai2XB+2a^ye+2aikx+2aup+2a3he+akk^0  (14) 
la  się  przedstawić  w  postaci: 

(x—a)2+(y^P)2  +  (0^y)2+(Ax+By+C0+D)(Atx+Bty+Ci0+D^O,  (15) 
mtenczas  nazywamy  punkt  o  spółrzędnych  a,  fi,  y   ogniskiem,    a  prostą 
>kreśloną  równaniami: 

Ar+By+Cs+D~0,    A'x+Bty+C0+D>~Q, 

)  spółczynnikach  rzeczywistych  lub  urojonych  odpowiednią   kierownicą 
lanej  powierzchni. 

Płaszczyzny:  Ax+By+Cg+D=0,    Az+B^+Ob+D^O  przedstawiają 
bedy  płaszczyzny  równoległe    do    przekrojów    kołowych    danej    powierzchni. 
Jeżeli  one  są  urojone,  wtedy  możemy  zastąpić  iloczyn: 
(Ax+By+  Cz+D)  (A'x+B'y+  O0+D1) 
przez  sumę  kwadratów,  a  więc  równanie  (15)  przedstawić  w  postaci: 
(x-a)*+(y-/9,2+(*-y)2=^  (16) 

9.  Ogniska  w  powierzchniach  środkowych  drogiego  rzędu.  Weźmy  pod 
uwagę  powierzchnię  środkową: 

a2       o2       c2 
Jeżeliby  ta  powierzchnia  miała  ognisko  (a,  0,  y),    to   jej    równanie  po- 
winnoby  się  sprowadzić  do  postaci : 

(*-a)2+(y-ft2  +  (*    y)*-(Az+Bt+CM+D)Wx+Bty+&g+D'). 

Ponieważ  płaszczyzny  kołowe  powierzchni  środkowej  są  równoległe  do 
jednej  z  osi  powierzchni,  przeto  możemy  iloczyn: 

(Ax+By+C0+D)(A'x+B'y+C'0+D') 
zastąpić  przez  jedną  z  sum: 

A(x-S)*+Bb-V)\    -4  (*-£)>+ C7(*-£)2,    B(y  -  ,)*+C(*-£)i, 
otrzymujemy    tedy,  przyjmując    przekroje    kołowe    równoległe    do  osi  *-ów, 
równanie : 

(x-a)2+(V-P)2+(0-y)2=A(x-g)2+B(y-ri)2,  (17) 

które  miałoby  przedstawiać  tę  samą  powierzchnię,  co  równanie : 


x2       "2 


.-i  +  F  +  7-i.  (18) 

Przedewszystkiem  otrzymujemy  w  tym  celu  z  powodu,    że    środek   po- 
wierzchni jest  początkiem  układu,  warunki : 

a=A£,  p=Bt!,  y-0, 
wobec  tego  równanie  (17)  przyjmuje  kształt : 

a^A)x2+{\-B)y2+02J^a2+1-^§2, 


-  *•••  - 


:j:   *-* 


>wb*.*$cł  : 


»  .  ■**     Si     "W1 


JL  -<* 


*- 


__v— **" 


l-A    ,  ,  1— Bał   . 


6» 


•       l-^^T»       1— B"iT» 


1-B, 


•*•*«         **       * 


«*.-«*»*  ogniska  (a,  /J,  y)  równania: 


(W) 


V*  ><**  ^wierzchni  środkowej  drugiego  rzędu  składają  się  więc  z  trzech  | 
•  •-*,%»  irzgi*go  rzędu,  zwanych  krzywemi  ogniskowemi,  poloio- 
*v  «  irt^ok  plaszozyznach  głównych  tej  powierzchni,  a  określonych  rówu*-| 


*  <%*r 


X1  y1  ~         X1  0* 

9* 


x=0, 


+ 


r  =  l. 


(20) 


b* — o1       c*—a* 

Punkta  kołowe  powierzchni  należą  do  krzywych  ogniskowych,  spólrzę- 
jo*  punktów  kołowych  na  XOZ,  oznaczone  równaniami: 


ozynią  mianowioie  zadość  równaniu  krzywej  ogniskowej  :  — ^ — j^  Ą — 5 — rj-=l, 
leżącej  na  płaszczyźnie  X0Z. 

»*       y1       *ł 
10.  Wnioski.    Jeżeli  daną  powierzchnią  środkową  jest   ellipsoida:    -j+|j  +  -j  =  *• 

gdzie  o  >  6  >  c,  natenczas,  na  mocy  równań  (20)  jedną  krzywą  ogniskową  jest  ellipsa  na 
płaszczyźnie  XOT  (fig.  208),  drugą  hiperbola  na  płaszczyźnie  X0Z(fig.  209),  trzecią  ellipsa 
urojona  na  płaszczyźnie  TOZ  (fig.  210). 


r>> 


c 


A  X    li 


l> 


«   Y 


Fig.  208. 


Fig.  209. 


c 

Fig.  210. 


X1         V1  z1 

Jeżeli  daną  powierzchnią  środkową  jest  hiperboloida  o  jednej  powłoce :  —  +  j~ ^  =1, 

przyczem  o  >  6,  natenczas  równania  krzywych  ogniskowych  przedstawiają  się  w  postaci 
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«ia  z  nich  jest  ellipsą  na  płaszczyźnie  XOY  (fig.  211),  druga  hiperbolą  na  X0Z  (fig.  212) 
-rzecia  ellipsą  urojoną  na  YOZ  (fig.  213). 


WY 


Fig.  211. 


Fig.  212. 


Fig.  218. 


Jeżeli  daną  powierzchnią   środkową  jest   hiperboloida   o   dwu   powłokach: 
.i 
j«l,  przyczem  a1  >  6*>  c\  wtedy  krzywe  ogniskowe  mają  równania : 

m  n  ? 1 


*1 
6» 


=  0, 


oi+js+fci-cy-1' 


a?  =  0, 


3  — ^ 


Fig.  215. 
'0;      y=0, 


pierwsza  z  nich  jest  hiperbolą  na  X0F(fig.  214), 

druga  ellipsą  na  XOZ  (fig.  215),   trzecia    ellipsą 

urojoną. 

Jeżeli  daną  powierzchnią  środkową  jest  sto- 

a?'       y'        z* 

żek:  -  ^  +  f? i  —  O,  przyczem  oł>6,>c1,  wte 

o*       o         c 

dy  krzywe  ogniskowe  mają  równania: 
=  0;      *  =  0, 


3"^ 


a  z  nich  jest  jedna  tylko  rzeczywistą,  złożoną  z  pary  prostych  leżących  na  płaszczy- 
źnie XOZ. 

11.  Kierownice  powierzchni  środkowych.   Przekroje  płaszczyzn  rzeczy- 
wistych lnb  urojonych,  określonych  równaniami: 

A(x-ł)*+Bto-i)*-0,  ^  (*-£)>+ C(*-£)>~0,  B(j,-v)*+C{M-W-09  (21) 
wyznaczają  odpowiednie  kierownice  powierzchni  środkowych.  Spółrzędne 
punktów,  w  których  kierownice  przecinają  płaszczyzny  główne  powierzchni 
można  wyrazić  w  funkcyach  spółrzędnych  a,  /?,  y  odpowiedniego  ogniska. 
Otrzymujemy  mianowicie  na  mocy  relacyj  art.  9  następujące  równania: 


'-0,     Ź- 


a2a 


a*—c 


2» 


iV„.    v=0    r— ±1-     *-- f!2L. 


ft»/J 


cły 


Z  równań  tych  wynika,  że: 


(22) 


£V«2-< 


Vo2-c2' 


łVft»- 


ft2 


Vój 


zatem  równanie: 


6* 


.,»-!, 
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(23) 
BI 


*o— o— 0—©^.- 
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przedstawiające  miejsce  geometryczne  śladów,  jakie  kierownice  powierzchni 
wyznaczają  na  płaszczyźnie  XOY,  w  postaci  krzywej  rzędu  drugiego ;  kiero- 
wnice tworzą  zatem  walec,  którego  podstawą  jest  krzywa  rzędu  drugiego, 
powyżej  otrzymana.  Walec  taki  nazywamy  walcem  kierowniczym. 
Każdej  krzywej  ogniskowej  danej  powierzchni  drugiego  rzędu  odpowiada 
tedy  oddzielny  walec  kierowniczy. 

Równania  trzech  takich  walców  mają  kolejno  kształty: 

—Ę-x>  +  -v-y>=l,    ___Jfi+__jrtai.i|    __#i+__nS«-i.(84) 

Jeden  z  nich  jest  w  przypadku  ellipsoidy  a*>&2>c2  walcem  ellipty- 
cznym,  opartym  o  XOY1  drugi  walcem  urojonym  opartym  o  YOZ,  trzeci 
walcem  hiperbolicznym  opartym  o  XOZ. 

X1      v2 

12.  Biegunowa  punktu  (£,  ij)  ze  względu  na  krzywą :  -j+  jry-^1  przekroju 

X*         V2  £2 

*=0,  powierzchni:  -^  +  ^  +  -^=1  (fig.  216)  przedstawia  się  równaniem: 
a        o        c 

S' ^^"^^^^^jP^o^      zastępując  £,  17  przez  ich   wartości  w  spółrzę- 
/  Tf^*-***"**"*^"5'^^  \  dnych  (a,  /?)  ogniska  pod  (22)  wyrażone,  otrzy- 

.#  L'( VA* &P)  \\J\  mujemy  równanie: 

k  TM  \~^  J  )    l 

v°^.^  ^***'*'         które  przedstawia    styczną    w    punkcie    (a,  /?) 

krzywej  ogniskowej : 

Fig.  216.  X1  y2         - 

a2_ca  +  jT=^r=i' 

leżącej  na  płaszczyźnie  XOY. 

A  zatem:    $/ad   hieroumicy   odpowiadającej  ognisku  (a,  (I)  jest  biegunem  sty 
cznej  wykreślonej  w  tym  punkcie  krzywej  ogniskowej  Be  względu  na  odpowiedni  prze- 
krój powierzchni. 

13.  Prosta  łącząca  ognisko  (a,  /?)  ze  śladem  (£,  17)  odpowiedniej  kiero- 
wnicy (fig.  216)  ma  równanie  :    -^—  =  ^^. 

§— a      17— 0 

Zastępując  £,  17  przez  ich  wartości  w  spółrzędnych  (a,  /?)  ogniska  pod 
(22)  wyrażone,  otrzymujemy  równanie: 

3— «   _  y — /? 

fl  (26) 


1 


przedstawiające  normalną  w  punkcie  (a,  /?)  krzywej  ogniskowej  : 

«2  V2 

/i2 /.2    ^     7»2_,.2        X' 


62— C2 

Stąd  wynika,  że  prosta  łącząca  ognisko  ze  spodkiem  odpowiedniej  kierownicy 
jest  normalną  do  krzywej  ogniskowej  w  temze  ognisku. 
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Nietrudno  wykazać,  że  płaszczyzna  przesunięta  przez  ognisko  powierz* 
chni  i  odpowiednią  kierownicę,  przecina  daną  powierzchnię  podług  krzywej, 
która    ma  w  tym  punkcie  swe  ognisko,  a  w  tej  prostej  swą  kierownicę. 

14.  Ogniska  w  powierzchniach  bezśrodkowyeb.  Weźmy  pod  uwagę  po- 
wierzchnię bezśrodkową,  określoną  równaniem: 

Jeżeliby  ta  powierzchnia  miała  ognisko  (a,  /?,  y),  równanie  jej  mogłoby 
się  sprowadzić  do  jednej  z  postaci: 

(x-a)2+(y-p)2+{z-y)2=A(x-£)2  +  C'(*-£)2,  (28) 

(x-a)*+(y-fi*+(g-y)*-B(9—ii)*+C($--C)*.  (29) 

Z  pierwszego  równania  otrzymujemy  po  stosownem  uporządkowaniu 
wyrazów  równanie  drugiego  stopnia  w  postaci: 

(l-A)x2+y*+(l— 0*-2(a--4£)*--2i8y     2(Y-CC)0+a2+p2+y2-AP-C?=O, 
które  porównane  z  danem  równaniem:  -y  +  ?y— 2*=0  prowadzi  do  relaoyj : 

1— C-O,    a-Ag=0,    0-0,    a*(l—  A)=b*=y-C£}    a*+y2=Ai2+Cp, 
Z  relacyj  tych  otrzymujemy. 
n     i       j      a*-J2        .        aa2         ^  ...        ,  .     •       «2«2    ,  ,       ,,., 

c-i,   A-— jr-,    f-jcjff,    £~y-62,   a2+ya-^z^r+(y~ft)' 

przeto:  a^l— — ^—J-^-a^-*1^*— «y),     czyli:  _5!__2y.-&*f 
a  więc  na  wyznaczenie  spółrzędnyoh  (a,  /?,  y)  odpowiedniego  ogniska  równa- 
nia :  /?=0,     fl^-Ca1— 61)  (2y-62). 

Z  tego  wynika,  że  paraboloida  elliptyczna:    -^  + —-=2*  posiada  jedną 

krzywą  ogniskową  określoną  równaniami: 
y-Of    s»=(a2-J2)(2*-62),        (30) 
-^v  które  przedstawiają    parabolę,   leżącą  na 
J—#  płaszczyźnie  XOZ,  zwróconą  w  dodatnim 
kierunku  osi  0-ów,  gdy  a>6  (fig.  217). 
Podobnie     znajdziemy    z     równania 
Fig.  217.  Fig.  218.  (2Q)    warunki:    a=0,  |82-(6a-a?)(2y-a2), 

z  których  wypływa,  że  paraboloida  elliptyczna:  —^  +  ^-=2*  posiada  jeszcze 

drugą  krzywą  ogniskową  określoną  równaniami: 

tf=0,   y2«(62-a2)(2*— a2),  (31) 

które  przedstawiają  parabolę  (fig.  218)  położoną  na  płaszczyźnie  YOZ,  zwró- 
coną w  przypadku  a^>b  w  ujemnym  kierunku  osi  *-ów. 

Zastępując  w  powyższych   równaniach    b2   przez  — b2,   otrzymujemy  na 

x2      v2 
wyznaczenie  krzywych  ogniskowych  paraboloidy  hiperbolicznej  :  -^ — ^-=2*, 

ró  wd  anią: 

y=0,    x2=(a2+b*)(20+b2);    s=0,    y*-— (a^+^pto-a*),        (32) 


y-0'     ^=6*'    ^;     *~°'      '-»5^'     S=y-  (33) 
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przedstawiające  dwie  parabole,  jedną  na  płaszczyźnie  XOZ,  dragą  na  płat 
szczyźnie  YOZ.  1 

15.  Kierownice  w  powierzchniach  bezśrodkowych.  Przekroje  płaszczyzn 
rzeczywistych  lub  urojonych  określonych  równaniami: 

^(z-£)2+C(s-£)'=0,     JB(y-0»+C(*-C;»-Of  \ 

a2—bŁ  62— a2 

gdzie  na  podstawie  art.  14:  A= ^ — ,    I?= — ^ — ,  (7=1  wyznaczają  odpo*^ 

więdnie  kierownice. 

Spółrzędne  punktów,  w  których    te  kierownice    przecinają  płaszczyzn^ 
główne  powierzchni  możemy  wyrazić  w  funkcyach  spółrzędnych  a,  /?,  y 
powiedniego  ogniska. 

Otrzymujemy  mianowicie: 

b2§ 

1 

Uwzględniając  równania  krzywych  ogniskowych,  podane  w  art.  14,  otrzy- 
mamy równania  śladów  odpowiednich  kierownic  w  postaciach: 
a2— b2  b2—a2 

i 

kierownice  odpowiednie    krzywym    ogniskowym    powierzchni    bezśrodkowejr 

x2        1/ 

-—Ą.?-=2z  tworzą  zatem  walce  paraboliczne  o  równaniach:  i 

{a2-b2)x2=2a*z-aW,     (b2— a2)y2~264*— a**\  (34)   ' 

jako  walce  kierownicze. 

16.  Ogniska  pępkowe  1  ogniska  modułowe  powierzchni.  Jeżeli  równani* 

powierzchni  drugiego  rzędu  da  się  sprowadzić  do  postaci : 

(x-a)2  +  (y-p)2  +  (z-y)2==(Ax  +  By+Cz±D)(A'z+B'y+C'z  +  D')1     (35) 

w  której  spółczynniki :  A)  J?,  C\  D,  A\  B\  C\  Dł  są  rzeczywiste,  wówczas  pier- 
wsza strona  powyższej  równości  przedstawia  kwadrat  odległości  r  dowolnego 
punktu:  P{x,  y,  z)  powierzchni  od  ogniska:  F(a,  /?,  y),  które  nazywamy 
ogniskiem  pępkowem  tej  powierzchni,  druga  strona  podzielona 
przez : 

k^fAt  +  Bi+C*  •  iA'1  +  B'^+C^ 

przedstawia  iloczyn  odległości  d  i  df  punktu  P(x,  y,  z)  powierzchni  od  obu  pła- 
szczyzn:  AxĄ-By+Cz  +  D=0  i  A'x-\-B/y  +  C/z  +  D4  =  0)  zwanych  płaszczyznami 
kierownicze  mi  powierzchni;  powyższe  równanie  sprowadza  się  więc  do 
postaci: 

ddf  r2 

r2=k         ,   czyli:  J    **.  (36) 

a  J       dd* 

To  znaczy  :  Kwadrat  odległości  każdego  punktu  powierzchni  drugiego  rzed* 
od  jej  ogniska  pępkowego  pozostaje  w  stałym  stosunku  do  iloczynu  odległości  tego 
punktu  od  dwu  stałych  płaszczyzn. 

Jeżeli  równanie  powierzchni  drugiego  rzędu  da  się  sprowadzić  do  po* 
staci : 

(x-ay  +  (y-pf+(z-y)2=(Az  +  By+Cz+D)(A'x  +  B'y  +  C'e  +  D'), 
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D-P-Pi, 


ipóiczynnikaoh  urojonych  sprzężonych: 

A-L+I/i,    B~M+M%     C-N+m% 
A'=L—L'i,    B'=M-M'i,     C'=AT-2W, 
Im  więc  do  postaci: 

(x-a)2+(y    P)*+(0-Y)*={Lr±My+Nz  +  Pj*  +  (L'x+M'tj  +  N'z+P)2,  (37) 

spółczynnikach  rzeczywistych :  Z,  M,  N,  P,  L',  M\  N',  JP,  wówczas  prawa 
[>na  równania  przedstawia  kwac^rat  odległości  r  dowolnego  punktu  :  P(x,  y,  z) 
Dwierzchni  od  ogniska  F(at  /?,  y),  które  nazywamy    ogniskiem    modu- 
em  tej  powierzchni;  druga    strona    równości    podzielona  przez    pewien 
ly  czynnik  przedstawia  kwadrat  oddalenia    d   punktu    P{x,  y,  z)  powierz- 
Fehni  od  prostej,  określonej  równaniami : 

Lz+My+2fz  +  P=0,    L'z+M'y+N'z  +  P'=:01 
ranej  kierownicą  modułową,  mierzonego  równolegle  do  pewnej  pła- 
syzny  kierowniczej  ;    powyższe    równanie  sprowadza  się  więc  do  postaci : 

r 


Iow 


r2=Jfc.rf2,  czyli:    V-Y*. 


(38) 


r 


To  znaczy:  Odległość  punktu  powierzchni  drugiego  rzędu  od  jej  ogniska  modu- 
yo  pozostaje  w  stałym  stosunku  do  jego  oddalenia  od  kierownicy  modułowej,  mie- 
równolegle  do  pewnej  płaszczyzny  kierowniczej. 

17.  Uwaga  o   ogniskach  pępkowych   powierzchni   drugiego   rzędu.     Szukając  punktu 
jrby  miał  tę  własność,  że  kwadrat  jego  odległości  od  pewnego  stałe  go  punktu  (»,  £,  f 
stawałby  w  stałym  stosunku  do  iloczynu  jego  odległości  od  dwu  stałych  płaszczyzn : 

Ax+By  Ą-Cz+D  =  0,     A'x+B'y+  Cz+D1  =  0, 
zymamy  jako  miejsce  geometryczne    szukanego    punktu   pewną    powierzchnię   drugiego 

Ten  stały  stosunek  nazywamy  modułem  pępkowym,  stały  punkt  ogni- 
kiem pępkowe  m,  a  dwie  stałe  płaszczyzny  płaszczyznami  kierowniczemi 
fpkowemi,  ich  przekrój  odpowiednią  kierownicą  pępkową. 

Miejsce  geometryczne  szukanego  punktu  zawiera    w    sobie   dziesięć    stałych    dowol- 

a  mianowicie  trzy  spółrzędne  a,  £,  y,  cechujące  położenie  przyjętego  ogniska,  po  trzy 

tetry,  cechujące  położenie  każdej  z  dwu  płaszczyzn  kierowniczych   i   przyjęty  stosu- 

i,  a  więc  o  jeden  parametr  więcej,  jak  ich  potrzeba  do  wyznaczenia    pewnej    powierz- 

drugiego  rzędu. 

Dana  powierzchnia  drugiego  rzędu  może  więc  mieć  w  ogólności  nieskończenie  wiele 
tak  pępkowych,  tworzących  linię  krzywą  zwaną  pępkową  krzywą  ogniskową, 
nieskończenie  wiele  kierownic  równoległych,  tworzących  p  ę  p  k  o  w  y  walec  kiero- 
niczy,  którego  ślad  na  płaszczyźnie  głównej  powierzchni  nazywamy  pępkową  krzy- 
ą  kierowniczą. 

18.  Uwaga  o  ogniskach  powlerzehni  modułowych   drugiego   rzędu.    Szukając  punktu, 
oddalenie  od  pewnego  stałego  punktu  F(a,  p,  y)  pozostawałoby  w  stałym  stosunku 

oddalenia  tegoż  punktu  od  pewnej  stałej  prostej,  mierzonego  równolegle  do  stałej  pła' 
ty,  otrzymamy  jako  miejsce  geometryczne    szukanego   punktu    pewną    pewierzchnię 
ego  rzędu. 

Ten  stały  stosunek  nazywamy  modułem,    stały  punkt    ogniskiem    moduł  o- 
em,  stalą   prostą  nazywamy  kierownicą  modułową,    a    stałą    płaszczyznę    p  ł  a- 
leiyzną  kierowniczą  otrzymanej  tej  powierzchni. 

Miejsce  geometryczne  szukanego  punktu  zawiera  w  sobie  znowu  dziesięć  stałych 
•rolnych,  a  mianowicie  trzy  spółrzędne  a,  j3,  y  przyjętego  ogniska,  cztery  parametry 
tjjętej  kierownicy,  dwa  stosunki  kierownicze  przyjętej  płaszczyzny  kierowniczej  i  przy- 
j  stosunek  t,  a  więc  także  o  jeden  parametr  więcej,  jak  ich  potrzeba  do  wyznaczenia 
wierzchni  rzędu  drugiego. 
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Dana  powierzchnia  drugiego  rzędu  ma  wiec  w  ogólności  nieskończenie  wiele  ognisk 
modułowych,  tworzących  pewne  linie  krzywe,  zwane  modułowemi  krzywemi  ogni- 
skowemi  i  nieskończenie  wiele  kierownic  równoległych  tworzących  pewną  powierzchnię 
walcową,  zwaną  modułowym  walcem  kierowniczym,  którego  ślad  na  płaszczy- 
źnie głównej  danej  powierzchni  nazywamy  modułową  krzywą  kierowniczą. 

19.  Powierzchnie  spólogniskowe.    Dwie  powierzchnie  nazywamy  s  p  ó  l- 
ogniskowemi,  jeżeli  ich  przekroje  główne  mają  wspólne  ogniska  rzeczy- 
wiste lub  urojone,  innemi  słowy,  jeżeli  przy  wspólnym  środku  mają  jedna 
kowe  kierunki  osi  głównych,  a  kwadraty  ifch  osi  różnią  się  o  stałą  wielkość. 

Niech  będą  więc  równania  : 


x2       n2       z2 

„2    T  i2    T       «—  A 


x2       vz       sr 

_ L.  ?_   .4.  _  =  1 


a"      b"      c 

równaniami  dwu  powierzchni  spółogniskowych,   tedy    między  ich  osiami  za* 
chodzą  relaoye: 

ft"->c'-c"-Jly  czyli.  a/2j=a  _^  b'2=b2—X,  Cf2^c2—X. 


*'*  = 


a*— a'a=62 
Równanie : 


xŁ 


+ 


vŁ 


+ 


b*-X^    c2-X 


-1. 


(38) 


przedstawia  zatem  przy  dowolnym  parametrze  X  wszystkie  powierzchnie  spół- 

.  ,  ,    .       x2      y2       z2 

ogniskowe  z  powierzchnią:  t  +  t*  H — =-«l. 

a*       o*       c* 

20.    Powierzchnie  spólogniskowe  z  ellipsoldą,  przechodzące  przez  dany 

punkt  przestrzeni.  Niech  będzie    dany    punkt    P(£,  17,  £)    i    dana  ellipsoida: 

x2      y2       z2  __- 

-y  +  ia  H — j*38!.     Wszystkie    powierzchnie    z    nią    spółogniskowe    określone 


są  równaniem : 


y1 


+ 


ał— X  T  6»-Jl  ^  c1— Jl~ 

Jeżeliby  te    powierzohnie    miały    przechodzić   przez    punkt   P(£,  tj,  C\ 
wówczas  na  wyznaczenie  parametru  X  otrzymamy  równanie: 


+ 


b1-X 


i-h         (39) 


czyli  : 

(X-a2)(X-b2)(X    c2)  +  £2{X-b2)(X-c2)+ 

+  V2{*-c2)(X-a2)  +  C2(X—a2){X-b*)=Q< 
Otrzymane  równanie  trzeciego  stopnia 
ze  względu  na  X  dostarcza  trzech  pierwiastków 
rzeczywistych.  Jeżeli  bowiem  przyjmiemy,  Łe 
a2>ft*>c2,  natenczas,  kładąc  w  wielomianie 
równania  na  X}  kolejno  a2,  J2,  c2,  — oo ,  otrzy- 
mamy szereg  wartości  tego  wielomianu  o  zna- 
kach +  ,-,+,—,  z  czego  wynika,  że  istnieją 
na  X  trzy  wartości  rzeczywiste  Xl}  Xt>  XZ}  przyczem  a2^>  Xi>b*J  62>>l2>c!, 
^2>^3>  -oo,  wobec  tego  różnice  a2  —  X}  b2-X)  c2—X  będą  miały,  gdy  X*=lv 
znaki  +,  — ,  — ,  gdy  X=X2  znaki  +,    +,    -,  gdy  X=XZ  znaki  +,  +,  +. 


Fig.  219. 
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Przez  dany  punkt  przestrzeni  przechodzą  zatem  trzy  powierzchnie  spół- 
ogniskowe  z  daną  ellipsoidą,  z  tych  jest  jedna  ellipsoidą,  jedna  hiperboloidą 
o  jednej  powłoce,  a  jedna  hiperboloidą  o  dwóch  powłokach  (fig.  219). 

21.  Normalne  do  trzech  powierzchni  spólogniskowych,   przechodzących 

przez  dany  punkt  przestrzeni.  Niech  będzie   P(£,  17,  J)    punktem    ellipsoidy: 

z2      y2      e1 

-j  +  rr  +  T—lf  wspólnym  z  powierzchnią  spółogniskową : 

u         o         c 

o»_A  +  b*-A  +  c*-X      ' 
natenczas  otrzymujemy  równania  warunkowe: 

które  odjęte  od  siebie  dają  tożsamość: 

£'  «*  C1 

J  +  T^-n   +  -^"n  =0.  (40) 


a*(a*->t)^  62(6J->1)  ^  c2(c2->l) 

Oznaczając  przez  X,  fi,  v  kierunek  normalnej  w  punkcie  P(£,  17,  t)  elli- 

a?a      va       e2  ,    . 

psoidy:  ^  +  ^-  +  -2  =  1,    a    przez    #.  ^',  *>'    kierunek  normalnej   w  punkcie 
a         o  c 

X2  t/2  £2 

p(£>  V^  f)  powierzchni  spólogniskowej :  -^ — j+  ^— j  +  -5 — j— 1,  otrzymamy 
szereg  stosunków  : 

cos  X'      cos  fi'      cos  V        1 


cos  A        COS  fi         COS  V 

1 

i     ^    *?    "     £     r" 

o1            6>             c1 

A* 

których  wynika,  ze: 

62~ 

.*   .— ł'cosX'. 

^ 

*        s      *■ 


y    ) 


0J_i        6a  — ^        c2-i 

'łoosp,      -j=Acosf, 
c 

n 
-^-*— *'  cos  X\         ''   .— frcosji',     — — r-foosy'. 
a2 — X  &2—  X  c2-X 

Wobec  tego  równanie  (40)  sprowadza  się  do  postaci: 
cos  X  cos  X'  +■  cos  fi  cos  fl'+ cos  v  cos  *>' —0, 

co  dowodzi,  że   normalne   wykreślone   w  punkcie   wspólnym   trzem  powierzchniom 
współogniskowym  tworzą  układ  prostych  do  siebie  prostopadłych. 

23.    Powierzchnie    spólognlskowe   z   daną  powierzchnią   bezśrodkową. 

Niech  będzie  daną  paraboloida  elliptyczna,  określona  równaniem : 

|I  +  f,-2,=0,  (41) 

natenczas  równanie  kształtu: 

TO+-*h-a,-i-°'  (42) 

o  dowolnym  parametrze  ^  przedstawia  układ    powierzchni   spółogniskowych 
z  daną  paraboloida. 

Przekroje  główne  tych  powierzchni  określone  równaniami : 

x=0,    y2=2(b2+X)z+X(b2+X)}  (43) 
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y«0,    x2=2(a2+X)z+X(a2+X),  (44) 

mają  te  same  ogniska,  co  przekroje  główne  danej  paraboloidy. 

Pierwszy  przekrój  jest  bowiem    parabolą,    która    ma    swój    wierzchołek 

X 

na  osi  OZ  w  odległości  — ^    od  początku  układu  a  odległość  jej  ogniska  od 

początku :  — ~ o"  =  "o"  Je8*  r(^wna  takiejże  odległości  odpowiedniego  prze- 
kroju głównego  paraboloidy,  t.  j.  paraboli  y2=*2b2x.  To  samo  tyczy  się  dru- 
giego przekroju  głównego,  określonego  równaniem  (44). 

Ogniska  przekrojów  głównych  powierzchni,  określonych  równaniem  (42) 
przystają  więc  do  ognisk  głównych  przekrojów  danej  paraboloidy. 

Powierzchnie  spółogniskowe  są,  jak  się  okazuje  z  równania  (42),  zawsze 
paraboloidami  elliptycznemi  z  wyjątkiem  przypadku,  gdy  parametr  X  otrzy- 
muje wartości  leżące  między  o2  i  b2. 

x2      y2 
Dane  powierzchnie  spółogniskowe  z  paraboloidą:  —^  +^-=2*,    przecho- 
dzące przez  dany  punkt  P(£,  17,  f)  przestrzeni  określone  równaniami: 

X2  V2  X2  V2 

-      y         2*-^=0,      -^-  +  -^--2^-^=0, 


mają  w  tym  punkcie  płaszczyzny  styczne  o  równaniach: 


a2  +  Zi    l    b2+Xx      K    '  s/       '       '      a2+X2    '    b2+X2 

Płaszczyzny  te  są  widocznie  do  siebie  prostopadłe,   gdyż   sprawdza  się 
tu  warunek  prostopadłości : 

£2  n2 


(«■*+*,)  (a*+*,)  ^  (*>2  +  W2  +  *2) 
Skoro  bowiem : 

£2  n2  £2  r?2 


oJ+^  T  62-h^i         bT"1'         o2+^2        6ł+Aj 
to  odejmując  od  siebie  te  dwa  równania,  otrzymujemy: 

zatem  tożsamość: 


+  1=0.  (45) 


(a2+ll)(a2  +  X2)  ^  (&2+W+^) 

Mamy  zatem  twierdzenie:  Powierzchnie  spóiogniskotce  z  powierzchnią  bez- 
środkową  drugiego  rzędu  przechodzące  przez  dany  punH  przestrzeni  przecinają  sie 
pod  kątem  prostym. 
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ćwiczenia  L. 

1)  Wykazać,  że  trzy    równania:    x  =  ocosX,    y  =  6cosji,   ?  ==  c  cos  v    przedstawiają 

ellipsoidę  trójosiową  i  podać  znaczenie  kierunku  X,  (i,  v. 

x*       y*        z* 

2)  Wykazać,    że  odległość  p  płaszczyzny    stycznej    do    ellipsoidy:    -y  +  ryH — j^^ 

o        o         c 

od  środka  tej  powierzchni  przedstawia  się  wzorem:  p*sama*  cos,«4-ft,cos  P+c* cos'y>  gdzie 
kąty  a,  p,  y  określają  kierunek  pionu  płaszczyzny  stycznej. 

8)     Wykazać,  że   suma   kwadratów   trzech   prostopadłych    wykreślonych    ze   środka 

xJ      y*       z1 

ellipsoidy:  -=■  +  ~ r+  -^  =  1  do  trzech  płaszczyzn  stycznych  do  tejże  ellipsoidy   a    do  sie- 
ci*      o*       c* 

Me  prostopadłych  jest  stałą,  równą  a1+&,-|-c,. 

4)  Wykazać,  że  z  każdego  punktu  przestrzeni  można  wykreślić  sześć  prostych  nor- 
malnych do  ellipsoidy,  z  których  dwie  są  zawsze  rzeczywiste,  a  wszystkie  te  normalne 
leżą  na  jednym  stożku  rzędu  drugiego. 

5)  Wykazać,  że  przekroje  płaskie  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  i  jej  stożka  asym- 
ptotycznego są  krzywe  podobne  i  współśrodkowe. 

6)  Okazać,  że  przez  dany  punkt  przestrzeni  można  wykreślić  w  ogólności  sześć 
normalnych  do  powierzchni  hiperboloidy  o  jednej  powłoce  i  że  te  normalne  leżą  na  jednym 
stożku  drugiego  rzędu. 

7)  Wykazać,   że   suma   kwadratów    trzech    prostopadłych   wykreślonych   ze   środka 

hiperboloidy  o  dwu  powłokach:    -t  —  f  j  —    ,=1  na   trzy   płaszczyzny    styczne  do  siebie 

prostopadłe  jest  ilością  stałą,  równą:  a*—  &*— c\ 

jji      «ii       <g* 

8)  Wykazać,   że  równanie  hiperboloidy  o  dwu  powłokach  :   -=■  —  ^y ;-  =  1 ,  odnie- 

a         o         c* 

sione  do  układu  średnic  sprzężonych  można  zawsze  przedstawić  w  postaci: 

a'»      &'» 

9)  Wykazać,  że  miejscem    geometrycznem   wierzchołków    kątów    bryłowych  prosto- 

Cft*  #J*  9*  * - ■ 

kątnych.  stycznych  do  ellipsoidy:  -«  +  r»  H — i  ==  *»  Je8^  kula  o  promieniu:  r  =  va*+b*~\-c\ 

a*       o2       c* 

10)  Okazać,  że  miejscem  geometrycznem  wierzchołka  kąta   bryłowego  prostokątnego 


il=lj  przyczem:  a'J— ft'J— c'J=»  a2—ftJ — c*. 


opisanego  na   hiperboloidzie  o  jednej  powłoce:    -y  +  ?j  —    3=1  Je8*  kula: 

^M-yM-s^aM-fc1-*'. 

11)  Wykazać,  że  wierzchołki  kątów    bryłowych   prostokątnych   opisanych   na  hiper- 
boloidzie o  dwu  powłokaoh:  -j  —  ?,- ,  =  1  mieszczą  się  na  kuli :  x2+y*-f  z1  —  a1—  bz— c'. 

12)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  kuli  i  podać  warunki,  pod  którymi  ogólne  równa- 
nie drugiego  stopnia: 

f=allxi+atiy1+a2izzĄ-2anxyĄ-2ai3xz+2a^zifzy2aux+2^y+2azkzĄ  a44  =0 
jest  równaniem  kuli. 

13)  Wykazać,  że  równanie  kuli  przechodzącej  przez  początek  układu  można  zawsze 
sprowadzić  do  postaci : 

x*+ij*+z*-2(ax+by+cz)  =  0. 

14)  Wyprowadzić  równanie  kuli  o  promieniu  r,  stycznej  do  trzech   płaszczyzn  spól- 
rzędnych  XOY,  X0Z,  YOZ. 

15)  Wykazać,  że  wszelka  powierzchnia  drugiego  rzędu,  która  przechodzi  przez  prze- 
kroje powierzchni: /=»a11aj,+...+a44  =0    z    płaszczyznami:    -4  =  0,    2?  =  0    ma   równanie: 

16)  Wykazać,  że  w  punktach  przecięcia  prostej:  A  —  0,   B=*0    z  powierzchnią  f=0 
mają  powierzchnie  o  równaniu:/ — \AB  =  0  te  same  płaszczyzny  styczne. 

17)  Dwie  powierzchnie  nazywamy  podobnemi  i  podobnie  ułożonemi,  jeżeli  promienie 
punktów  jednej  powierzchni  wychodzące  z  punktu  0,  pozostają  w  stałym  stosunku  do  odpo- 
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wiednich  do  promieni  punktów  drugiej  powierzchni  wychodzących  z  innego  punktu  O4 ;  oka- 
zać, że  powierzchnie  drugiego  rzędu : 

/=0    i  f—\(Ax+By+Ca+D)=*0 
są  powierzchniami  podobnemi  i  podobnie  ułożonemi. 

18)  Wykazać,  że  dwie  podobne  i  podobnie  ułożone  powierzchnie  drugiego  rzędu  prze- 
cinają się  podług  jednej  krzywej  płaskiej,  a  druga  płaska  krzywa  przecięcia  leży  w  nie- 
skończoności. 

19)  Wykazać,  że  trzy  podobne  i  podobnie  ułożone  powierzchnie  drugiego  rzędu  prze- 
cinają się  podług  krzywych  płaskich,  których  płaszczyzny  przechodzą  przez  tę  samą  linii 
prostą. 

20)  Wykazać,  że  wszystkie  kule  są  podobnemi  i  podobnie  ułożonemi  powierzchniam 
drugiego  rzędu,  które  się  przecinają  podług  koła  urojonego  leżącego  w  nieskończoności 

21)  Podać  równania  wszystkich  powierzchni  drugiego  rzędu,  które  przechodzą  przez 
przekrój  kuli:  K  =  (*— «)>-|-(y— p)*-|-(« — f),  =  0  z  powierzchnią  drugiego  rzędu  /=0. 

22)  Wykazać,  że  kula  przcinająca  powierzchnię  drugiego  rzędu  podług  koła  przeci- 
na ją  jeszcze  podług  drugiego  koła. 

28)  Wykazać,  że  równanie:  /— \(Ax+By+Cz+D)'1  =~0  przedstawia  wszystkie  powierz- 
chnie, które  są  styczne  do  powierzchni  /=0  wzdłuż  krzywej  przekroju  powierzchni /=0 
z  płaszczyzną  Ax+By+  Cz+D  =  0. 

24)  Wykazać,  że  powierzchnia: 

a(Aix+Biy+Ciz+Dt)*+b(Atx+Bty+C1z+D)*+c(Atx+Bty+Ctz+Diy+ 

+d(Aix+Biy+Ciz+Di)*  =  a 
przedstawia  powiorzchnię  drugiego  rzędu,  dla  której  każda  z  czterech  płaszczyzn: 

Atx+Bw+G»+Di=*0,  (t  — 1,  2,  8,  4) 
jest  biegunem  punktu,  w  którym  trzy  inne  płazozyzny  się  przecinają:  powiadamy  wtedy,  ie 
te  cztery  płaszczyzny  tworzą  czworościan   sprzężony    ze   sobą  ze  względu  na  tę  powierz- 
chnię. 

25)  Wykazać,  że  w  powierzchni  drugiego  rzędu  trzy  sprzężone  płaszczyzny  środkowe 
i  płaszczyzna  w  nieskończoności  tworzą  czworościan  ze  względu  na  tę  powierzchnię  ze 
sobą  sprzężony. 

26)  Jakie  znaczenie  geometryczne  ma  równanie: 

(*-«,  *+(y  -  P)«+(*_T)*-r*  =  (Ax+By+  Cz+D)  {A'x+B'y+  Cz+D'). 

27)  Okazać,  że  przekroje  kołowe  powierzchni  drugiego  rzędu  wyznaczonej  równaniami: 

(*-«)M-(y-P),+(*-Y),-r'  -  (Ax+By+Cz+D)  (A'x+B'y+Cz+D'), 
określone  są  płaszczyznami: 

Ax+By+Cz+D  =  0,    A'x+B'y+Cz+D' =  0. 

28)  Wykazać,  że  przekrój  płaszczyzn: 

Ax+By+  Cz+D  =  0,    A'x+B'y + Cz+D'  —  0, 
wyznacza  oś  powierzchni  drugiego  rzędu  określonej  równaniem: 

(x-ay+(y-t)*+(z-iy-r*  =  {AxA-By+Ct+D)  (A^+B^+Cz+D*). 

29)  Wykazać,  że  ognisko  powierzchni  drugiego  rzędu  jest  nieskończenie  małą  kulą. 
która  ma  z  powierzchnię  drugiego  rzędu  podwójną  styczność  w  odpowiednich  punktach 
kierownicy. 

80)  Wykazać,  że  płaszczyzna  przechodząca  przez  ognisko  powierzchni  drugiego  rzędu 
i  odpowiednią  kierownicę  przecina  powierzchnię,  podług  krzywej  o  tym  ognisku  i  tej  kie- 
rownicy. 

81)  Wykazać,  że  płaszczyzna  prostopadła  do  płaszczyzny  krzywej  ogniskowej  prze- 
cina powierzchnię  drugiego  rzędu  podług  krzywej,  której  ognisko  leży  na  krzywej  ogni- 
skowej. 

82)  Dowieść,  że  krzywa  ogniskowa  powierzchni  drugiego  rzędu  przechodzi  przez 
punk  ta  kołowe  powierzchni. 

88)  Wykazać,  że  kwadrat  odległości  każdego  punktu  powierzchni  drugiego  rzędu  od 
ogniska  pępkowego  pozostaje  w  stałym  stosunku  do  odległości  tego  punktu  od  dwu  pła- 
szczyzn przechodzących  przez  kierownicę,  a  równoległych  do  płaszczyzn  kołowych  po- 
wierzchni. 
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84)  Wykazać,  że  odległość  punktu  powierzchni  drugiego  rzędu  od  ogniska  moduło- 
wego pozostaje  w  stałym  stosunku  do  odległości  od  odpowiedniej  kierownicy,  jeżeli  ta 
odległość  mierzoną  jest  równolegle  do  jednej  z  płaszczyzn  kołowych  powierzchni. 

Wyprowadzić  równania  powierzchni  spółogniskowych  z  powierzchniami: 

a?'        v*         ar'  as'        i/'        2'  a?'        i/'        z* 

86)^  +  ^  +  ^  =  1,  MCjj+Jr-^-l,  W)-,-!.,--,-!, 

*1        i/*        *'  a;'        f/'  a?'        i/'  as'        i/' 

^sj  +  Ł-?-*     *>?+£-■*      40)^-|*=^    ^s+k-1' 

45)  Wyznaczyć  krzywe  ogniskowe  powierzchni  współogniskowych  o  równaniu: 

.*••  «/'  ** 


+  3ET-1' 


46)  Wykazać,  że  przez  dany  punkt  można  przeprowadzić  trzy  powierzchnie  spółogni- 
skowe  z  daną  powierzchnią  drugiego  rzędu. 

47)  Wykazać,  że  dwie  powierzchnie  spółogniskowe  przecinają  się  zawsze  pod  kątem 
prostym. 

48)  Okazać,  że  dwie  płaszczyzny  równoległe  styczne  do  dwu  powierzchni  spółogni- 
skowych mają  tę  własność,  że  różnica  kwadratów  ich  odległości  od  środka  powierzchni 
jest  wielkością  stałą. 

49)  Wykazać,  że  płaszczyzny  styczne  do  ellipsoidy,  a  równoległe  do  płaszczyzn  sty- 
cznych stożka  asymptotycznego  hiperholoidy  z  daną  ellipsoidą  spółogniskowej  mają  jedna- 
kową odległość  od  środka  ellipsoidy. 

60)  Wykazać,  że  przekrój  ellipsoidy  płaszczyzną  styczną  do  stożka  asymptotycznego 
hiperboloidy  z  nią  spółogniskowej  ma  stałą  powierzchnię. 

51)  Dowieść,  że  normalne  powierzchni  współogniskowych  przechodzących  przez  jeden 
punkt,  są  do  siebie  prostopadłe. 

62)  Jeżeli  trzy  powierzchnie  w  spółogniskowe  przechodzą  przez  dany  punkt  Pf  okazać, 
że  przekrój  jednej  z  tych  powierzchni  płaszczyzną  równoległą  do  jej  płaszczyzny  stycznej 
w  punkcie  P  ma  osie  równoległe  do  normalnych  wykreślonych  w  punkcie  P  do  pozosta* 
łych  dwu  powierzchni  współogniskowych. 

53)  Wykazać,  że  osie  stożka  stycznego  do  danej  powierzchni  drugiego  rzędu  są  nor- 
malne do  powierzchni  z  nią  współogniskowych,  a  przechodzących  przez  wierzchołek  tegoż 
stożka. 

64)  Wykazać,  że  miejscem  geometry cznem  wierzchołków  stożków  obrotowych,  opie- 
rających się  na  danej  elllipsie  jest  hiperbola  leżąca  na  płaszczyźnie  prostopadłej  do  pła- 
szczyzny danej  ellipsy. 

66)  Dowieść,  że  proste  normalne  do  układu  powierzchni  współogniskowych  wycho- 
dzące z  jednego  punktu  tworzą  stożek  rzędu  drugiego. 

56)  Przez  daną  prostą  poprowadzono  pęk  płaszczyzn  stycznych  do  układu  powierz- 
chni współogniskowych,  dowieść,  że  normalne  w  punktach  styczności  wykreślone  tworzą 
paraboloidę  hiperboliczną. 

57)  Znaleźć  miejsce  geometryczne  biegunów  danej  płaszczyzny:  Ax+By+Cz+D  =  0 
ze  względu  na  układ  powierzchni  spółogniskowych,  określonych  równaniem: 

68)  Wykazać,  że  ellipsa  ogniskowa  ellipsoidy  zawiera  ogniska  modułowe,  a  jej  hiper- 
bola ogniskowa  zawiera  ogniska  pępkowe  powierzchni. 

59)  Wykazać,  że  ellipsa  ogniskowa  hiperboloidy  o  jednej  powłoce,  jak  również  jej 
hiperbola  ogniskowa,  zawierają  jej  ogniska  modułowe. 

60)  Wykazać,  że  ellipsa  ogniskowa  hiperboloidy  o  dwóch  powłokach  zawiera  ogniska 
pępkowe,  a  hiperbola  ogniska  modułowe. 

61)  Wykazać,  że  linie  ogniskowe  stożka  asymptotycznego  danej  hiperboloidy  są 
asymptotami  hiperboli  ogniskowej  tejże  hiperboloidy. 

62)  Wykazać,  że  na  około  powierzchni  środkowej  drugiego  rzędu  można  opisać  dwa 
walce  obrotowe,  których  tworzące  są  równoległe  do  asymptot  jej  hiperboli  ogniskowej. 
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63)  Okazać,  że  paraboloida:   - -s-  +7*  =  2*  posiada  dwie  parabole  ogniskowe,  z  których 

każda  jest  spółogniskowa  z  odpowiednim  przekrojem  głównym  paraboloidy. 

X1        y* 
04)  Wyznaczyć  krzywe  ogniskowe  powierzchni :  ^-  +  ^+2*  =  0. 

65)  Wykazać,  że  krzywe  ogniskowe  danej  powierzchni  przedstawiają  miejsce  wierz- 
ohołków  stożków  obrotowych  stycznych  do  tejże  powierzchni. 

66)  Wykazać,  że  powierzchnie: 

Xr»4-2?y*+Cfc»  =  1,    (4+X)*^-(£+X)y^+(C+>0*,  =  * 
mają  te  same  płaszczyzny  kołowe. 

67)  Wykazać,  że  miejsce  punktów  styczności  płaszczyzn  stycznych  do  układu  po- 
wierzchni spółogniskowych,   a   równoległych   do  pewnej  stałej  płaszczyzny  jest  hiperbola. 

68)  Wykazać,  że  suma  kątów,  jakie  dowolna  tworząca  stożka  drugiego  rzędu  tworzy 
z  jego  prostemi  ogniskowemi  jest  ilością  stałą. 

69)  Wykazać,  że  płaszczyzny  przechodzące  przez  dowolną  tworzącą  stożka  i  przez  jego 
linie  ogniskowe  są  do  płaszczyzny  stycznej  przeprowadzonej  wzdłuż  tejże  tworzącej  stożka 
jednakowo  nachylone. 

70)  Wykazać,  że  każdy  punkt  prostej,  poruszającej  się  swemi  trzema  stałemi  pun- 
ktami A,  By  C  po  trzech  płaszczyznach  do  siebie  prostopadłych  opisuje  ellipsoidę. 

71)  Wykazać,  że  miejscem  geometrycznem  punktów  równooddalonych  od  dwu  pro- 
stych wichrowatych  jest  paraboloida  hiperboliczna. 

72)  Wykazać,  że  paraboloida  hiperboliczna  może  być  uważana  jako  miejsce  geome- 
tryczne punktu,  którego  odległość  od  stałego  punktu  (ogniska)  jest  równa  jego  odległości 
od  stałej  prostej  (kierownicy),  jeżeli  ta  druga  odległość  jest  mierzona  równolegle  do  stałej 
płaszczyzny  (płaszczyzny  kierowniczej). 

73)  Daną  jest  parabola:  y'»2px,  z  =  0;  wyznaczyć  miejsce  geometryczne  punktu, 
z  którego  wyprowadzone  trzy  proste  do  siebie  prostopadłe  opierałyby  się  na  tejże  paraboli. 

74)  Wyznaczyć  miejsce  geometryczne  punktu,  którego  odległość  d  od  prostej  okre- 
ślonej równaniami  y  =  0,  z  =  a: tanga,  pozostaje  do  odległości  d'  od  płaszczyzny  XOY 
w  stałym  stosunku  d:d'  *=*  e. 

75)  Wyznaczyć  miejsce  geometryczne  punktu,  którego  odległość  d  od  prostej  *=c, 
y  s  x  tang  a,  pozostaje  do  odległości  d'  od  prostej  z  =  —  c,  y  =  x  tang  a  w  stałym  stosunku 
d :  d4  =  1  :  e,  gdzie  £  J  1, 


Rozwiązania   L.     14)  x*-{-y*Ą-z*-\-2r(x-\-y-{-z)-{-2ri  =  0.      20;  Równanie    wszystkich 

kul  jest:  x*+y*+z*+\(Ax+By+Cz+D)  =  0.  21)  /-Xfc  =  0.     57)  Prosta:  ^-  +  a'  =  ^f+ A1  = 

Dz 
=  -pr+e*,  prostopadła  do  danej  płaszczyzny.      64)   y  =  0,  x,-f-2s-[-2  =  0;    x  =  0,  y'  =  2z-f3. 

73)  y* Ą-z*  --=  2px.     74)  Stożek  :  sin1 « .  *,+y,+(cos2  a— e  1)«1—  sin  2* .  xz  « 0.     76)   Hiperboloida 

14-e1  1+e* 

o  jednej  powłoce:  sin2  * .  a^-f008*  x .  y%\-z*Ą- ,  8in  2a    aey-f-2         %  czĄ-c*  =  0. 


Literatura.  Dr.  Fr.  Graefe.  Aufgaben  und  Lehrsfttze  aus  der  analytischen  Geome- 
trie des  Raumes  insbesondere  der  Flachen  zweiten  Grades.  Leipzig.  1888.  I.  Koehler: 
Exercices  de  geometrie  analytiąue  et  de  geometrie  superieure.  Deuxieme  partie.  Paris  1888. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Krzywe  ogniskowe  powierzchni    środkowych    drugiego    rzędu. 

2.  Krzywe  ogniskowe   powierzchni    bezśrodkowych    drugiego    rzędu. 

3.  Teorya  powierzchni  spółogniskowyoh  rzędu  drugiego. 


Wykład  LI. 


Zasady  ogólnej  teoryi  powierzchni. 

1.  Ogólne  równanie  powlerzehni.  Równanie  powierzchni  możemy  przed- 
fewić  w  ogólności  w  jednej  z  następujących  postaci:  albo  1)  w  postaci  wy- 
lej: *-/(*>  y)  (i) 

(2)  w  postaci  uwikłanej : 

F(x,  y   0)-O  (2) 

(3)  za  pomocą  dwóch  równań  o  jednym  zmiennym   parametrze  t  w  po 
/(*,  y,  *,  0=0,     <p(x,  y,  $,  0-0  (3) 

(4)  za  pomocą  trzech  równań  o  dwóch  dowolnych  parametrach  u,  v  w  po- 
ci: *-/(«,  v),    y=?>(«,  v),    e=tp(u,  v).  (4) 

Ł  Linie  styczne  i  płaszczyzna  styczna  w  danym  punkcie  powierzchni: 
fczna  w  punkcie  P(x,  y,  e)  powierzchni  s=f(x,  y)  określa  się,  jak  wiemy 
7.  str.  609,  równaniami: 

X-x       Y-y  Z-0  ,.     X-x       Y- 


dx 


dy 


czyli : 


P  +  qi' 


pdx+qdy  ' 
iiie:  P=t-,     ?"~aT>   a  ^=7T  Jes*  dowolnym  parametrem. 

Wszystkie  proste    styczne    w    punkcie  P(#,  y,  0)  powierzchni  *=/(&,  y 
na  płaszczyźnie: 

p(X-x)  +  q(Y-y)-(Z-z)~0  (4) 

lej  płaszczyzną   styczną    w   punkcie:    P(:r,  y,  *)  powierzchni:  *==/(#,  y). 
Równanie  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie :  P(s,  y,  $)  powierzchni  okre- 
aej  równaniem:    F(x,  y,  jsr)«=0  sprowadza   się   tedy   (patrz  str.  609)  do  po- 


g-(X_,)+g,(3._,)+f(ż_«).o. 

Jeżeli  powierzohnia  określona  jest  trzema  równaniami: 
*—/•(«,  »),    y=9>(«,  »),    *=v(«,  «) 
dwu  dowolnych  parametrach  u  i  v,  wtedy  otrzymujemy  różniczki : 


(5) 


*-£*■+£*•  *-2*+2*« 


,      d*  ,    ,  di  , 


{przeto  otrzymujemy  na  podstawie  tego  związku  relacyę: 


d**=—dx+^  dy=*pdx+qdy, 
ox         óy 
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I 


de_ 
du 


czyli : 


B*+S*-»(a*+s*M2*+S*)' 

(£-»£-£M*-'*-£)*-* 


która,  wobeo  tego,  że  parametry  u,  v  są    od  siebie   niezależne    prowadzi  do 
dwu  równań: 


dx 


Pin+fc' 


du' 


vdv'Yqdv 


z  których  otrzymujemy  pochodne  cząstkowe:  p« 


"dr' 


g=—  w  postaci : 


du' 

dy 

du 

de 

dv' 

dy 

dv 

dz 
du' 

dy 
du 

dx 

dy 

dv' 

dv 

«- 


dx 
du' 

de 
du 

dx 

de 

dv' 

dv 

dx 
du' 

dy 

du 

dx 
dv' 

dy 

dv 

Równanie,  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie :  P(x,  y,  z)  powierzchni  okre- 
ślonej równaniami:  x=f(u,  v),  y=»c>(t#,  t>),  ^=^(u,  v)  przedstawia  się  zatem 
w  postaci : 


\dy  dz 

du'  du 

dy  dz 

\dv  dv[ 


(X- 


de     dx 

dx     dy 

du'   du 
*>  +  de      b* 

(*"-*)  + 

du'   du 
dx     dy 

dv  '   dv 

dv  '   dv 

'Z- z) -O. 


(6) 


8.  Normalna  i  płaszczyzny  normalne  w  danym  punkcie  powierzchni. 

Normalna  w  danym  punkcie  P(z,  y,  z)  powierzchni:  *—/(&,  y)  jako  prosto- 
padła do  płaszczyzny  stycznej  w  tym  punkcie  określona  jest  równemi  sto- 
Z-ap      Y-y       Z-z 


sunkami : = 

P 


—    ~f -  j  czyli  dwoma  równaniami : 


X-*+j>(Z-*)-Of     Y-  y+q(Z-z)=0.  (7; 

Wszelka  płaszczyzna  przesunięta  przez  prostą  normalną  w  danym 
punkcie  powierzchni  nazywa  się  płaszczyzną  normalną  w  tymże  punk- 
cie powierzchni.  Równanie  jakiejkolwiek  płaszczyzny  normalnej  w  punkcie 
P(a?,  y,  z)  powierzchni  z=f(x}  y)  można  zatem  przedstawić  w  postaci: 

[X-  x+p(Z-.Zj]+ĄY-y+q(Z-z))=0,  (8) 

gdzie  X  jest  dowolnym  parametrem,  cechującym  jedną  z  płaszczyzn  normal- 
nych w  tym  punkcie. 

4.  Punkta  osobliwe  powierzchni.  Punkt  na  powierzchni,  który  ma  tę 
własność,  ie  styczne  do  powierzchni  przez  niego  przeprowadzone  nie  leżą 
na  jednej  płaszczyźnie,  nazywamy  punktem  nadzwyczajnym  albo  też 
punktem  osobliwym  powierzchni  dla  odróżnienia  od  punktów  o  pewnej 
jednoznacznie  wyznaczalnej  płaszczyźnie  stycznej,  które  nazywamy  punk- 
tami zwyczajnymi  powierzchni. 
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£unkt  P(z,  y,  z)  powierzchni  F(x,  y,  *)=0  jest  punktem  nadzwyczaj- 
nym, skoro  wszystkie  trzy  pierwsze  pochodne  cząstkowe  są  w  tym  punkcie 
zerem,  t.  j.  skoro  obok  związku;  F(x,  y,  ^?)=0  spełniają  się  jeszcze  trzy 
następujące  równania: 

dZ„o         *?-0        ^-0- 

równanie  płaszczyzny  stycznej  w  takim  punkcie: 

i<*-'H£<*-*>+£<*-»-° 

sprowadza  się  do  tożsamości  0=0,    płaszczyzna    styczna   jest    więc    w    tym 
punkcie    nieoznaczona,  pochodne    cząstkowe:    P^jr    i    '""aT    Przedstawiają 

się  wtedy    w  postaci:   -^-. 

Ażeby  zbadać  miejsce  geometryczne  prostych  stycznych  w  takim  punk- 
cie nadzwyczajnym  weźmy  pod  uwagę  szereg  Taylora: 

(dF      dF       dF  \ 

%\[dx2         dy2         dzl  dxdy  dydz  dzdx    \ 

ATP       ATP       ftTP 

Wobec:   F(zt  y,  jb)=-0,    -7-—  ^~=a~T~SSSi^    przyjmując    przyrosty    A,  7e,  l  nie- 
skończenie małemi  i  opuszczając  Rz  otrzymujemy  równanie: 

d2F         d2F         d2F  d*F  d2F  d*F 

dz*         dy2         dz2  didy  dydz  dzdx 

wskazujące  położenie  punktów  sąsiednich  punktu:  P(z,  y,  z). 

Równanie  to  jest  równaniem  stopnia  drugiego,  jednorodne  z  względu 
na  A,  ky  Z,  przedstawia  zatem  powierzchnię  stożkową  rzęda  drugiego. 

Mamy  zatem  twierdzenie:  Wszelka  powierzchnia  ma  w  otoczeniu  swego 
punktu  nadzwyczajnego  kształt  stoika  (fig.  223). 

Innemi  słowy:  Styczne  w  punkcie  nadzwyczajnym:  P=»— «  -^7=*  ^~B^ 

tworzą  powierzchnię  stożkową. 

Zastępując  przyrosty  A,  i,  l  przez  różnice :  X— x,  T—y,  Z— z,  gdzie 
x,  y,  z  są  spółrzędne  przyjętego  punktu  nadzwyczajnego  powierzchni: 
F{z,  y,  *)=0,  a  X,  Y}  Z  spółrzędne  bieżące,  otrzymujemy  równanie  stożka 
stycznego  w  punkcie  nadzwyczajnym  P(a?,  y,  z)  w  postaci: 

+2^Y    ^Z    «)+2^-*)(X-*)=0.  (9) 

Przyjmując  punkt  nadzwyczajny  za  początek  układu,  zastępując  więc 
h,  i,  l  przez  z,  y,  e  i  kładąc: 

dłF  dlF_  dlF_  d*F_  d*t  d*F 

&T*5"0'1'     dy*_°"'     d*'""33'     toty~a,»     d^~"33'     to^"0'3' 
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(10) 


otrzymujemy  równanie  tego  stożka  w  postaci : 

aux2+at2y2+ane2+2ai2xy+2^ye+2aiZX0^OJ 
jednorodnej  ze  względu  na  zmienne  x}  y,  s. 

5.  Szczególne  postacie  punktów  nadzwyczajnych  zależą  od  kształtu 
stożka  równaniem  (10)  określonego: 

a)  Jeżeli  otrzymany  stożek  jest  stożkiem  urojonym,  wówczas  rozważany 
punkt  nadzwyczajny  nie  ma  rzeczywistych  punktów  sąsiednich,  a  taki 
nadzwyczajny  nazywamy  tedy  punktem  odosobnionym. 

j3)  Jeżeli  otrzymane  lównanie  stożka  rozkłada  się  na  dwa  czynniki 
stopnia  pierwszego,  a  więc,  jeżeli  równanie : 

aux2+a22y2+azi02+2aitxy+2aiZxg+2attyg^O1 

sprowadza  się  do  postaci  : 

(ax+by+ce)  (a'x+b'y+c'0)=O,  (11) 

wówczas  stożek  stycznych  w  otoczeniu  takiego  punktu  nadzwyczajnego 
składa  się  z  dwu  płaszczyzn  przecinających  się.  Taki  punkt  stożkowy  nazy- 
wamy punktem  biplanarnym  (fig.  220). 


Fig.  220. 


Fig.  221. 


Fig.  222.  Fig.  228. 


y)  Jeżeli  otrzymane  równanie  stożka  przedstawia  się  jako  zupełny  kwa- 
drat funkcyi  stopnia  pierwszego,  a  więc  sprowadza  się  do  postaci: 

(ax+by+C0)2=O,  (12) 

natenczas  stożek  składa  się  z  dwóch  płaszczyzn  na  siebie  wpadających,  a  taki 
punkt  stożkowy  nazywamy  punktem  uniplanarnym  (fig.  221). 

ó)  Jeżeli  otrzymane  równanie  sprowadza  się  do  sumy  kwadratów  dwa 
funkcyi  stopnia  pierwszego: 

(ax+by+ce)%+(a'x+b'y+c'*)*=0,  (13) 

wówczas  stożek  ma  kształt  linii  prostej  określonej  równaniami  : 

ax+by  4-c*=*0,     a'x+b'y+c'*=0, 
a  taki  punkt  stożkowy  nazywamy  wtedy  ostrzem  (fig.  222). 

e)  Jeżeli  otrzymany  stożek  jest  stożkiem  rzeczywistym  drugiego  rzędu, 
wtedy  nazywamy  też  taki  punkt  nadzwyczajny  punktem  stożkowym 
drugiego  rzędu  (fig.  223). 
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Gdyby  w  takim  punkcie  nadzwyczajnym  obok: 


d-c       dy       dz 


ły  także  wszystkie  pochodne  cząstkowe    drugiego    rzędu    zerami,    a 

Jyby  było: 

d*F  _  d*F     d*F ___  d*F_  dVF_  d2F 


więc 


=  0, 


ty 


ÓZ 


dx%      dy*       dz*      dxdy     dxdz     dydz 
więc  gdyby  spółrzędne  punktu  P(x,  y,  z)  czyniły  zadość  powyższym  dziesięciu 
ukoili,  wtedy  powierzchnia  miałaby  w  otoczeniu  takiego  punktu  kształt 
zka  rzędu  trzeciego.  Taki  punkt  nadzwyczajny  nazywamy  też  punktem 
Łóżkowym  r  z  q  d  u  trzecie  go. 

Analogicznie  otrzymamy  określenie  punktu  stożkowego  rzędu 

-go- 

&>  Uwag*.    Wyznaczanie  punktów  stożkowych  drugiego   rzędu   polega  na  wyznacza- 
wartcici  ap,  y,  zt  czyniących  zadość  czterem  równaniom: 

F— 0,        T"  = 

1       dx 

Możemy  tedy  wyznaczyć  wartości  ar,  y,  z  na  pod- 
stawie trzech  z  powyższych  równań  i  sprawdzić  czy 
otrzymane  wartości  czynią  także  zadość  czwartemu 
równaniu.  Tym  sposobem  możemy  otrzymać  jeden  lub 
więcej  punktów  stożkowych  na  danej  powierzchni: 
F(x,  y,  s)=*0.  W  szczególnych  przypadkach  możemy 
otrzymać  całą  krzywą  złożoną  z  punktów  stożkowych, 
co  się  stanie  wówczas,  gdy  s  pół  rzędne  punktów  czy- 
niąc zadość  dwom  z  danych  równań  przedstawiających 
krzywe  przestrzenną,  sprawdzają  także  dwa  pozo- 
Fig,  224.  stałe  równania.    Taką  szczególną   krzywą   ma   np.  po- 

wierzchnia siebie   samą  przecinająca. 
Przykłady*     *)   Powierzchnia   czwartego    rzędu :    (sM-yS-**)1  =  alxy-\-b'tyzĄ-cizx  ma 
punkcie  (#  =  0,  y  =  0,  3  =  0)  punkt  stożkowy,  o  stożku  stycznych:    a*xyĄ-b*yz+chx=zO. 
p)  Powierzchnia  czwartego  rzędu  (itł+y,+*,),=  ałxy  (fig.  224)  ma  w  punkcie  (#  =  0,  y  =  0 
»e&0)  punkt  bjplauarny  o  płaszczyznach  stycznych  a?  =  0,  y  =  0. 

7.  Stożki  styczne  do  danej  powierzchni.  Styczne  do  danej  powierzchni 
F(xt  y,  z)=0  wyprowadzone  z  pewnego  punktu  S(£,  17,  f)  przestrzeni  tworzą 
itoiek  obwijający  powierzchnię,  zwany  stożkiem  stycznym  do  tej 
powierzchni,  Chcąc  otrzymać  równanie  stożka  stycznego  do  powierz- 
chni F(xt  yt  b)=07  mającego  wierzchołek  w  punkcie  S(£,  rjt  f),  weźmy  pod 
agą  prostą  styczną  w  punkcie  P{x}  y,  z)  tej  powierzchni. 
Jej  równania  mają  kształt: 

X—x  __  Y-y  Z— z 

dx  dy        pdx+qdy' 

czyli :  X_*-_i_(2_f) ;       Y-y^—^Z-z), 


dz 


X—x> 
dz 


gdzie:  *--,     a-^, 


P+q*>         "  *    P  +  q*> 

X  jest  dowolnym  parametrem. 


Jeżeli  ta    styczna  ma 


przejść  przez  punkt  £(£,  rj,  £)  przestrzeni,  wówczas  muszą  się  spełnić  relacye: 
przyczem  spółrzędne  x1  y,  £  mają  czynić  zadość  równaniu  F(x,  y,  z)*=0. 


Dr.  Mwtfakl.  Wykł.  matem.  I  Tom  n. 
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Mamy  zatem  5  równań,  z  których  wyrugowawszy  cztery  parametry 
zmienne  x,  y,  z,  X}  otrzymamy  równanie  szukanego  stożka  stycznego  do  po- 
wierzchni F(x,  y,  *)=0  o  wierzchołku  £(£,  %  f). 

Do  równania  stożka  stycznego  możemy  dojść  także  w  sposób  nastę- 
pujący. 

Oznaczmy  przez  a,  (i,  y  kąty,  jakie  styczna  w  punkcie  P{x}  y,  z)  po- 
wierzchni tworzy  z  osiami  układu,  przez  r  odległość  punktu  styczności: 
-P(#>  t/i  z)  °d  wierzchołka  &(£,  17,  £),  a  przez  R  odległość  punktu  zmiennego 
JŁf(X,  F,  £)  stycznej  od  wierzchołka,  wtedy  mamy: 

cosa ^-,      ooa^-^--g^l      cos  y=—  ~  -^- , 

a  stąd:  *==£+-L(X_£),     y^+^Y-rj),     *-ff+^(Z-D. 

Kładąc  -,>«=*,  otrzymamy: 

Xl 

x=£+*(X-£),    y-^+zcF-i?),    #-ff+*(Z-D. 

Wstawiwszy  te  wartości  w  równanie  powierzchni  F(x,  y,  *)«*0,  otrzy- 
mujemy równanie: 

a  że  styczna  w  punkcie  P(x,  y,  *)  powierzchni  ma  z  powierzchnią  jeszcze 
sąsiedni  punkt  P(x+dx,  y+dy,  *+dz)  spoiny  w  odległości  r+dr  od  wierz- 
chołka S(t-y  tjj  £),  dla  którego  parametr  t  otrzymuje  wartość  t+dt,  przeto, 
chcąc  otrzymać  warunek  dodatkowy,  należałoby  podstawić  w  powyższem 
równaniu  za  t  wartość  t+dt  i  odjąć  to  równanie  od  otrzymanego.  Do  tego 
warunku  dojdziemy  wprost,  różniczkując  powyższe  równanie  ze  względu  na 
zmienny  parametr  t.  Otrzymujemy  wtedy  równanie: 

(x-fc*£+(r-  v)d-*+{z-tf-l=o,  (i4) 

które  w  połączeniu  z  równaniem: 

F[C+t(X-&,  v+HY-V),  C+<(2-0]-0,  (HO 

określa  szukany  stożek,  którego  równanie  między  zmiennemi  spółrzędnemi 
X,  F,  Z  dostaje  się  po  wyrugowaniu  z  obydwu  równań  zmiennego  parame- 
tru t. 

8.    Mając  np.   wyprowadzić   tą   drogą   równanie   stożka   stycznego   do   ellipsoidy: 

X1       vs        »* 

T +  rr  +  -i— !  °  wierzchołku  5(C,  ij,  C)  połóżmy  w  równaniu  ellipsoidy: 

*  — H-i(x-fr  y— ii+^f-ii),   0=;+^-q, 

a  otrzymamy  równanie: 

[<i+t(X-?>]>       h+<(F-^)]'       [Ę+t(Z-Q]» 

a'  +  P  + ? =  1' 

które,  uporządkowane  podług  potęg  parametru  ł,  sprowadza  się  do  postaci: 

Kładąc  na  razie  dla  uproszczenia: 

(¥)'+(^)'+(¥)*-*.  i^+,cu.^-ft  5+S+5-«-* 

otrzymujemy  równanie:  *1P-f  2*C4--R=— 0,  («) 
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które  zróżniczkowane  podług  t  prowadzi  do  warunku  dodatkowego: 

0 
2*P+2C  =  0,  a  więc:  *  =  —  ■—. 

Równanie  (a)  otrzymuje  przeto  kształt: 

Op-Z^+B  —  O,  a  więc:  Q*  =  PR,  czyli: 

[^a+^i+^F2],-[(^)'+(^)'+(^'][5+S+S-0. 

skąd  wypływa  równanie: 

tS¥  +  T»+-?J=LT»+P  +  ?-1Jl55  +  F  +  ^-1J'  (1B) 

j;'  «1  fc' 

jako  najprostsze  równanie  stożka  stycznego  do  ellipsoidy :  -j  +  -p  H — §  ■= 1. 

9.  Kontury  powlewcbnl.  Punkta,  w  których  tworzące  stożka,  stycznego 
do  powierzchni  F(a?,  y,  #)~0t  mającego  wierzchołek  w  punkcie  5(£,  ij,  £), 
stykają  się  z  tą  powierzchnią,  tworzą  krzywą  na  powierzchni,  określoną 
trzema  równaniami  o  zmiennym  parametrze  t,  kształtu: 

zwaną  konturem  powierzchni  widzianej  z  punktu  S(§,  17,  f). 

Kontur  ten  możemy  także  w  ten  sposób  otrzymać:  jeżeli  x,  y,  x?  są 
spółrzędnemi  punktu,  należącego  do  konturu  powierzchni,  to  czynią  one  za- 
dość powierzchni  F(x,  y,  jsr)=*0  i  płaszczyźnie  stycznej : 

£<x-«>+f<y-»>+£<*-«>-<>, 

przez  ten  punkt  przechodzącej.  Płaszczyzna  ta  przechodzi  jednak  także  przez 
punkt  £(£,  17,  f)  jest  więc  także: 

Uważając  spółrzędne  x,  y  z  za  zmienne,  otrzymujemy  tedy  na  wyzna- 
czenie konturu  powierzchni  F(z,y,  *)=0f  odpowiadającego  punktowi  5(§,  tj,  C) 
dwa  równania: 

F(x,  y,  *)-0(  g(^)+^(,-f)+^_j).ol 

przedstawiające  dwie  powierzchnie,   których   przekrój    daje   szukany  kontur 
powierzchni. 

Powierzchnię  określoną  równaniem: 

o  zmiennych  spółrzędnych  a;,  y,  2,   przechodzącą    przez    kontur    powierzchni 

F(xty,e)y   odpowiadający  punktowi  £(£,  tj,  f)  nazywamy  powierzchnią 

biegunową  punktu  5(£,  %  C)  ze  względu  na  powierzchnię  F(x,  y,  *)  =  0. 

10.  Uwaga.  Jeżeli  F(x,  y,  s)  =  0  jest  równaniem  «-go  stopnia  ze  względu  na  zmienne 
as,  y,  ar,  to  równanie: 

s«->+?ft-f)+Sa:-.)-o 
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jest  równaniem  («— l)go  stopnia  ze  względu  na  te   zmienne.    Zastąpiwszy   bowiem  ^  jr,i 

przez   -T-j   —>   -r-ł  otrzymujemy  równanie: 
t        t        t 

dF*     ćF       dF      dF 

ktdrego  wszystkie  wyrazy  są  (»^1)  b  to  pni  a,  A  zatem:  Powierzchnia  bi&cunmea  jmnktm 
SCh  1?  £)  **  względu  na  powierzchni?  n-go  rzędu  je*t  powierzchnią  (n — 1)  #0  rztdu^  Kontur  potritrt*- 
chni  n*ff0  rzędu  jest  wiec  krzywą  w(n — l)-$o  rzędu, 

11*  Promienie  krzywizny  przekrojów  płaskich  danej  powierzchni.  Prze- 
krój płaski  powierzchni  £=/(x,  y)  jest  określony  dwoma  równaniami  kształtu  z 

Az+By+Cs+B^  i«/(ą  y).  (16) 

Promień  krzywizny  c  w  punkcie  P(x,  y,  *)  tego  przekroją  określa.  we>- 

cfc3 
dług  art.  6  str.  722,  wzór:  o=  . „  ,  _ — -, 

Otrzymujemy  tu  na  podstawie  równań  (16)  równania  następujące; 
Adx + Bdy  +  Cd b=*  0,  d*  ^p  dx+q  dyT 

Ad*x+Bd7y+Od2JS^Qt  dh=pd'kxĄ-qd%y+ dpdx + dqdy, 

ważne  dla  każdego  punktu  przekroju. 

Z  pierwszych  dwu  równań  po  lewej    stronie    otrzymujemy    szereg 
tanków : 

AB C  A       B        C_ 

dydH-dMd^y"  dsd*x-dxd2*  ~  dxd2p-dyd2x>  CZy       P  ~=  Q  *p  B' 
Z  dwu  równań  po  prawej  stronie  otrzymujemy  natomiast  równanie: 
0=|>Q— qP^  da  (dp  dx+  dq  dy\  czyli :  pQ— qP=  ds  (dpdx+dq  dy)f 

skąd  ze  względu  na  to,  że  Q  =  -jPf  otrzymujemy  równanie: 


B  —  p—Pq=d*  (dp  dx+ dqdy)t 


a  zatem  : 

A  djs(dpdx  +  dq  dy) 


P=- 

a  stąd : 

a  że: 

przeto : 


jBp— Aq 

P*+<2*+-R2= 


Bds(dpdx+dqdy)  Cd*(dpdz+dqdy) 


-Bp— -4g 
(A*+B2+C*)d*2(dpdx+dqdy)* 


Z  równań: 


(Bp-Aq)* 
ds2=dx2+dy%+ds%, 

2        (Bp-Aq)2(dx*+dy*+dfi*)* 
9  ~  (A*+B2+C*)d**(dpdx+dqdy)* 

Acte+Bdy  +  Cdt^O,    pdx+qdy—d*=*Q, 


wynikają  stosunki: 


dx 


dy 


de 


B+Cq  A+Cp       Bp—Aą      ' 

zatem:  dx*+dy*+d*2=k*[(A  +  Cp)*+(B+Cq)2+(Bp—Aq)*]. 

A  że:  dp=rdx-\-sdy,     dq=sdx+tdy1 

przeto:  dpdx+dqdy=*rdx*+28dxdy+tdy\ 


(17) 


(18) 
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Z  uwzględnieniem  relaoyj  (18)  jest  zatem: 

dp  dx+ dq  dy-h1  [r  (B+  Cq)*+ 2s  (B+  Cq)  (A+ Cp) + 1  (A+  Cp)*), 

przeto : 

<frł+<?ył+<frł  (A  +  Cp)i+{B+  Cqy+(Bp-Aq)* 

dpdx+dqdy       r(B+Cq)*+2s{B+Cq)(A  +  Cp)+t(A+Cp)*' 

przyczem : 

dxi+dyi+dei      (A+Cp)i+(B+  Cgy+jBp-Ag)* 
de*  =  (Bp-Aq)i 

Wstawiwszy  otrzymane  wartości  w  wzór  (17)  dostajemy: 

,     [{A+Cp?+{B+Cq)*+{Bp-Aq)Y 

9  "Uł+-Bł+  0»)  [r (B+  Cq)*+2s{B+  Cq)  {A+ Cp)+t(A+ Cp)>] ' 
a  więc: 

[(A+  Cp)*+(B+  Cg)*+(Bp-Aqyy* (19) 

9    lA*+B*+C*[(B+Cq)*r+2(B+Cq)(A  +  Cp)sHA+Cp)2{\  ' 
jako  wzór  na  promień  krzywizny  w  punkcie  P(x,  y,  z)  przekroju  powierzchni 
*=/(#,  y)  z  płaszczyzną:  Ax+By+C*-\-D=0. 

13.  Promienie  krzywizny  przekrojów  normalnych  powierzchni.  Prze- 
krojem normalnym  w  danym  punkcie  powierzchni  nazywamy  przekrój,  któ- 
rego płaszczyzna  przechodzi  przez  normalną  w  tym  punkcie  powierzchni. 

Niech  będzie:  A(X—x)+B(Y—y)  +  C{Z—e)=0  równaniem  płaszczyzny 
przechodzącej  przez  punkt  P(cc,  y,  z)  powierzchni  *«=/(£,  y).  Normalna  w  tym 
punkcie  ma  równania: 

X-x]      Y—y  =  Z—e 

P     ""     0     ~~   -1  ' 
Jeżeli   płaszczyzna!  powyższem    równaniem    określona,  ma    przechodzić 
przez  normalną  w  punkcie :  P{x%  y,  »)  powierzchni,  musi  się  spełnić  relacya : 

Ap+Bq— C=0. 
Istnieje  zatem  w  danym  punkcie  powierzchni    pęk   płaszczyzn  normal- 
nych. Chcąc  wybrać  zeń  jedną  z  tych  płaszczyzn,  należy  dodać  jeszcze  jeden 
warunek. 

Jako  taki  warunek  przyjmijmy  stosunek;  -r-838*^,  *  że  na  mocy  (18)  dla 
krzywej  przekroju:  -p88-  —  p — tt-)  przeto  otrzymujemy   warunek  dodatkowy 

w  postaci :  pl^/f  ""—  *>  czJli :  A+Cp+(B+  Cq)A=0. 

lS+Lq 

Na  wyznaczenie  spółczynników  A9  -B,  C  równania  dowolnej  płaszczy- 
zny normalnej  w  danym  punkcie  powierzchni  mamy  zatem  równania: 

Ap+Bq—0=0,    A+BA+C(p+qX)=0, 
z  których  wynikają  stosunki: 

ABC 


A,  p+q* 


-1,  p 

p+qA,  1 


P,  3 
1,1 


v  AB 

czyli : 


P0+(l+2*)*      -1— p»— jagi        pX-q 
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Równanie  wszelkiej  płaszczyzny  normalnej  w  danym  punkcie  P(x,y,t) 
powierzchni  *«-/(*,  y)  możemy  zatem  przedstawić  w  postaci : 

(pq+q*X+X)  (X-x)-(j>qX+p>+ 1)  (J-y) +(i>A-q)(Z-e)=0, 
gdzie  X  jest  dowolnym  parametrem.  Celem  wyznaczenia  promienia  krzywizny 
w  danym  pnnkcie  przekroju  normalnego  na  podstawie  wzoru  (19)  mamy  ta: 

A=pq+q1X+X,     B"=—pqX—pi—l,    C=°pX—q, 

A+Cp=(pi+q*+l)X,       B+Cq Q>M-2ł+l),       Aq-Bp~(p*+q*+l)(p+qt), 

A*+B*+C*-(p*+qi+l)[l+p1+2pqX+(l  +  q*)Xi], 
(A+Cp)>+(B+Cq)>+(Aq-Bp)1-(pi+q'+mi+p1+2pqX+{l  +  q*)X*), 
,      (pi+qi+l)[l+Pi+2pqX+(l  +  qi)Xy 

Otrzymujemy  zatem: 

9-WW+l- r+28X+M (20) 

wzór  na  wyznaczenie  promienia  krzywizny  w  dowolnym  przekroju  normal- 
nym powierzchni. 

18.  Główne  promienie  krzywizny.  Wielkość  promienia  krzywizny  w  da- 
nym punkcie  przekroju  normalnego  powierzchni  jest  na  podstawie  wzoru  (20) 
funkcyą  ułamkową  wymierną  stopnia  drugiego  ze  względu  na  parametr  do- 
wolny X,  posiada  więc  swą  wartość  największą  i  najmniejszą.  Chcąc  je  wy- 
znaczyć, otrzymujemy: 

M-W  +«  +1  (r+2sZ±ay 

skąd  kładąc  ^=0  otrzymujemy  równanie  drugiego  stopnia  ze  względu  na  Z, 

w  postaci  : 

[(l+g2)s-pqt]P  +  [a  +  q*)r  -  {l+p*)f\A+pqr-(l  +  p*)8  =  0  (21) 

dostarczające  dwie  wartości  na  X,  z  których  jedna  Xt  wskazuje  na  ten  prze- 
krój normalny,  w  którym  promień  krzywizny  jest  największy  (cmKx=Q])j 
druga  X2  zaś  na  ten  przekrój  normalny,  w  którym  promień  krzywizny  jest 
najmniejszy  (fmin— fc)- 

Największy  i  najmniejszy  promień  krzywizny  przekrojów  normalnych 
przez  dany  punkt  powierzchni  przechodzących  nazywamy  głównymi  pro- 
mieniami krzywizny  w  danym  punkcie  powierzchni  (fig.  225  i  226). 
Wartości  tych  promieni  określa  równanie: 


r+2sX+tX2 
lodzą  równe 
l+p*+2pqX  +  (l+q*)V      pq+(l+q*)X       l+p2+pqX 


przyczem  na  mocy  warunku  -£=0  zachodzą  równe  stosunki: 


(22) 


r+VsX+tX2  s+tX  r  +  sX      ' 

Mamy  tedy  dla  głównych  promieni  krzywizny  dwa  równania  kształtu 
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które  uporządkowane  podług  X  przedsta- 
wiają się  w  postaci: 

skąd,  po  wyrugowaniu  parametru  X,  otrzy- 
Fig.  225.  Fig.  226.  mujemy  równanie  : 

które  uporządkowane  podług  c  jest  równaniem  drugiego  stopnia  kształtu: 
(rt-si)c*-[(l+q*)r-2pqs+(l+p2Jt]rfp*  +  q^4-(p*+  (23) 

Pierwiastki  tego  równania  wyznaczają  bezpośrednio  oba  główne  pro- 
mienie krzywizny  w  danym  punkcie  powierzchni. 

W  szczególności  otrzymujemy  na  podstawie  powyższego  równania: 

a)  sumę  głównych  promieni  krzywizny: 

b)  iloczyn  głównych  promieni  krzywizny: 

14.  Wzajemne  położenie  głównych  płaszczyzn  krzywizny  w  danym 
punkcie  powierzchni.  Chcąc  wyznaczyć  wzajemne  położenie  płaszczyzn  głó- 
wnych krzywizny,  należałoby  wyznaczy ó  kąt  między  niemi  zawarty.  Przyj* 
mijmy  dany  punkt  powierzchni  jako  początek  układu,  płaszczyznę  styczną 
w  tym  punkcie,  jako  płaszczyznę  XOY,  a  normalną  w  tym  punkcie  jako  oś  OZ, 
otrzymamy  wtedy  dla  tego  punktu:  x=y=z=0,  ^=0,  g=0. 

Eównanie  cechujące  położenie  płaszczyzn  głównych  kształtu: 

sprowadza  się  wtedy  do  postaci: 

^J+(r-/)A-5=0,  czyli:  A*+—i—l-0,  (26) 

s 

daje  więc  na  X  dwie  wartości  Xx  i  X2  takie,  że  XXX2  = — 1,  a  że:  A1=tanga1, 

42  =  tanga,,  gdzie  aly  a3  przedstawiają  kąty,  jakie  ślady  płaszczyzn  głównych 

na  płaszczyźnie  X0Y  tworzą  z  osią   0Xy  przeto  mamy  tang  ^  tang  04  =—1, 

a  zatem:  Płaszczyzny  głównych  krzytcizn  są  do  siebie  prostopadłe. 

15.  Przyjmując  ślady  płaszczyzn  głównych  na  płaszczyźnie  stycznej, 
przyjętej  za  płaszczyznę  XOY,  czyli  t.  zw.  kierunki  główne  w  danym  punkcie 

jako  osie   0X  i  OY,  tnieó  będziemy  a^O,  a%=-£-,  zatem   Xt*=  0,    A2=*oo,  co 

możliwe,  jeżeli  w  równaniu  na  X  obok  a?=y— z=0,  J9=gr=0  będzie  także  s*~ 0. 
Równanie  wyznaczające  główne  promienie  krzywizny  kształtu : 
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sprowadza  się  w  przyjętych  założeniach  do  postaci: 

r*g>-('+0g+ 1=0,    czyli:  c*-r-±lc+ ±-0. 

Promienie  główne  krzywizny  mają  tedy  wartości: 

1  1 

czyli  są  w  takim  razie  odwrotnemi  wartościami  drugich  pochodnych  cząstko- 
wych fnnkcyi  e  względem  zmiennych  niezależnych  x  i  y. 

16.  Wzór  Eulera,  wyznaczający  promień  krzywizny  w  dowolnym  prze- 
kroju normalnym.  Promień  krzywizny  w  dowolnym  przekroju  normalnym 
przedstawia  się  na  mocy  art.  12  w  postaci: 

g«VP  +2+1  r+tol+W 

Przyjmując  dany  punkt  jako  początek  układu,  płaszczyznę  styczną  za 
płaszczyznę  XOY,  normalną  za  oś  OZ,  a  kierunki  główne  za  osie  OX  i  OY 
mamy: 

gi  9* 

zatem : 

!  +  !* 

fi  g* 

Dowolna  płaszczyzna  normalna  otrzymuje  w  przyjętym  układzie  równa- 
nie: y*=Xx,  gdzie  ^=tanga,  jeżeli  przez  a  oznaczymy  kąt,  jaki  ślad  tej  pła- 
szczyzny normalnej  tworzy  z  nową  osią  a?-ów  (fig.  227). 

Otrzymujemy  tedy  wzór: 

« 1 tang2  a tang1  a 

1  n  gi       g»       *       ^  gi       9% 

q  1 + tang2  a  sec2  a  ' 

t                     *        cos*  a       sin2  a  „ 

ozyh :  —  = (27) 

*  9  9i  gi 

wzór,  znaczy  pod  nazwą  wzoru  Eulera. 

Wniosek:  Suma  odwrotnych  wartości  dwóch 
promieni  krzywizny  ę  i  q'  w  dwu  przekrojach  nor- 
malnych do  siebie  prostopadłych  jest  ilością  stałą. 
Jest  bowiem: 


1       cos1  a  ,  sin1  o 
9  =     9i            9t     ' 

1       sin1  a  ,  cos1  a 

I  +  l.l  +  J. 
f       ?'       Ci       9i 

Fig.  227. 

zatem : 

17.  Wzór  Meusnlera,  wyznaczający  promień  krzywizny  w  dowolnym 
przekroją  skośnym.  Zatrzymując  powyżej  określony  układ  naturalny  w  da- 
nym punkcie  powierzchni,  przyjętym  za  początek  układu,  otrzymujemy  ró- 
wnanie jakiejkolwiek  płaszczyzny  skośnej  przez  tenże  punkt  przechodzącej 
w  postaci: 

Ax+By+Ce=0. 
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Płaszczyzna  ta  przecina  płaszczyznę    styczną,   przyjętą  za  płaszczyznę 

tOT  podług  prostej  o  równania : 

Ax+By=0. 

Oznaczmy  przez  a  kąt,   jaki    ta   prosta    tworzy  z  osią  OX,   a   przez  o 

ąt,  jaki  tworzy  płaszczyzna    skośna    z    płaszczyzną   normalną,    przesuniętą 

A 
es  prostą:  Ax+By=-0,  natenczas  otrzymamy  tanga=» — =;     możemy    za 

równanie  płaszczyzny  skośnej  przedstawić  w  postaci: 

x  sin  a— y  cos  o  4-  G*— 0, 
aanie  płaszczyzny  normalnej:  t/=xtanga,  otrzyma  wtedy  kształt: 

x  sin  a— y  cos  a=0, 
jt  ai,  zawarty  między  dwiema  płaszczyznami : 

4s+.By+Ck+2)=0  i  A^+B^y+Oz+I^^O 


la  się  wzorem: 


COS2  Ct)  = 


AA'  +  BB'+CO 


rtrzymujemy  zatem: 


(^l2+£2+  C2)  (A'*+B'*+  C'2) 


2  sin2  a+cos2  a  1 

COS  ^^(sin2  a+cos2  a)  (sin2  a+cos2  a+  C2)  **  ITC"2' 
więc:  C2— tang2 c«>,  czyli:  C=db  tanga*. 

Równanie  płaszczyzny  skośnej  otrzymuje  zatem  kształt: 

x  sin  a— y  cos  a±*  tang  a>=*0. 
Wyznaczając  promień  krzywizny  c'  przekroju   skośnego  podług  wzoru: 

• [(A+Cp)*+(B+Cq)*+(Bp-Aqyy 

C~(A*+B*+C*)[r(B+Cq)*-2s(B+Cq)(4  +  Cp)+t(A+CPyy> 
trzymujemy  tu  ze  względu  na  to,  że: 

A=sma}  2?=  —  cos  a,    C—tanga,  p«g=s«=0,   r=- — ,   t=* — ,  wzór: 

ją  (sin2  a+co82a)3 

q'*= ->    ■ 


COS2  O) 


"/t  .4.       *    ^(1        i     L  X    •   2    \2      /cos2a      sin2a\2' 
(1  +  tang2  £*>)( —  cos2a4 — sin2  a  I        I 1 I 


a  więc: 


f- 


COS  Ci) 


cos2 a       sin2  a* 


+ 


Ci  ft 

Oznaczając  przez    c    promień    krzywizny 

w    przekroju  normalnym    płaszczyzną    przesu- 
niętą  przez  ślad   płaszczyzny  skośnej  na  pła- 
szczyźnie stycznej  (fig.  228),  mamy: 
cos2  a      sin2  o  __  1 

Qx  9i     ~7' 

otrzymujemy  zatem    wzór   znany    pod    nazwą 

wzoru  Meusniera  w  postaci: 
Figł228ł  c'»ccos6>.  (28) 

To  znaczy :  Promień  krzywizny  w  dowolnym  przekroju  skośnym  jest  rzutem 
gromienia  krzywizny  w  przekroju  normalnym  na  l§&  płaszczyznę  skośną,  jeżeli  pła- 
tężyzna  normalna  ma  z  płaszczyzną  skośną  ten  sam  ślad  na  płaszczyźnie  stycznej 
f  danym  punkcie  powierzchni. 
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ćwiczenia   LI. 

1)  Wykazać,  że  powierzchnia  n-go  rzędu  jest  wyznaozona   w   ogólności    zapomoc*  | 
[(^-l]  punktów.  | 

2)  Ile  punktów  wyznacza  powierzchnię  drugiego,  ile  trzeciego,  a  ile  czwartego  rzędu?  , 
8)  Wykazać,  ze  linia  prosta  przecina  powierzchnię  n-go  rzędu  w  ogólności  w  n  (a  nie 

więcej)  punktach. 

4)  Wykazać,  że  przekrój  płaski  powierzchni  n-go  rzędu  jest  w  ogólności  krzywą 
*go  (a  nie  wyższego)  rzędu. 

6)  Znaleźć  miejsce  punktów,  w  których  proste  wychodzące  z  początku  układa  prosto- 

x7      y*       «* 

padle  do  płaszczyzn  stycznych  ellipsoidy :  -^  +  |y  +  -j  =—  1  przecinają  te  płaszczyzny. 

6)  Zbadać  powierzchnię  kształtu:   z  —  a.  arctang— . 

x 

7)  Zbadać  powierzchnię  określoną  równaniem:  *yz«»e(sa— ya)  i  wyznaczyć  jej  punkta 
osobliwe. 

8)  Wykazać,  że  powierzchnie,  określone  równaniami: 

(*M-ya)  («'— **)— c V1  =  0,    (*-.<>)»+y«+**— aa  —  0 
dotykają  się  nawzajem;  rzut  krzywej  styczności   przedstawia   się  na  jednej  z  płaszczyzn 
rzutowych  jako  koło,  na  drugiej  jako  parabola. 

9)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  któraby  miała  tę  własność,  ie  płaszczyzna 
styczna  w  punkcie  P(x,  y,  z)  przecina  oś  z-ów  w  odległości  równej  odstępowi  tego  punktu 
od  początku  układu. 


X1       V*        z* 

10)  Wierzchołek  stożka  stycznego  do  ellipsoidy :  t  +  rf  +  ~y  =  1  porusza  się  po  eili- 

wykazać,  że  jego  płaszczyzny  styczności  są  styczne  do  powierzchni: 

11)  Wykazać,  że  równanie: 

«ii*,+«ijy'+«j3*,+2fli4*+2o»4y+2at4Z+a448«l 

przedstawia  stożek,  skoro:   — —  -| —  +    --  =  *4ł- 

«ii        «n        <Hi 

12)  Z  każdego  punktu  powierzchni: 

4?  (o»H  &y1)+a6(x«+ył)  —  0, 
jako  wierzchołka  wykreślone  zostały  stożki   styczne    do   powierzchni:   afcs— (o*a-f&y^)  —  0, 
wykazać,  że  płaszczyzny  styczności  tworzą  powierzchnię : 

4r  (a*'+&y»)-(*  v+&  V)  —  0. 
IB)  Wyprowadzić  równanie  linii  prostej    stycznej   w   danym   punkcie   krzywej  prze- 

gl  y1  g3  gjS  yl  gl 

kroju  ellipsoidy:    ~f+|yH — j^l  z©  stożkiem:  -j  +  rf §  ""0. 

14)  Wykazać,  że  spodki  prostopadłych  wykreślonych   z   początku  układu  na  styczne 
krzywej  :  m  =  a  cos  9,  y  =  a  sin  «p,  z  =  6?  tworzą  linię  krzywą,  leżącą  na  powierzchni : 

»ł+y»      **        fl^ 
&>  a8*"  &«• 

Zbadać  powierzchnie,  określone  następuj ącemi  równaniami: 
16)  (Ax+By+  C*+D)*+(A'x+B'y+  C*+D'y+(A"x+B"y+  Cs+D")1  —  *. 

16)  (A*+£y+  &+D)*+(A§*+B'y+  Cts+&)*-Um*+B"P+  C"*+ *>")*  —  *• 

17)  (Ax+By+  C5r+D)ł+(ii'*+B'y + Os+D')'  —  #. 

18)  (4*+£y-f  C*+D)*-(^'*+*'y+  Cjr+D')*  « 1T. 
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19)  Wykazać,  że  prostopadłe  wykreślone  z  początku  układa  do  wspólnych  płaszosysn 
stycznych  ellipsoid:  ^  +  fs  +  fa  =  x   *  ^i+fm  +  ^T^1  tworzł  8<«>ż<&: 

(a>-a' V'+(&,--*',)yM-(«*-«'')*1  =  0- 

20)  Znaleźć  miejsce  geometryczne  punktów,  w  których  prostopadłe  wyprowadzone 
z  początku  układu  na  płaszczyzny  zamykające  z  płaszczyznami  spółrzędnemi  stałą  obję- 
tość V=sa*  przecinają  te  płaszczyzny. 

21)  Okazać,  że  płaszczyzna  styczna  w  pewnym  punkcie  powierzchni: 

aV+&V+c  V— 2&cy»— 2acxz— 2afcuy  =  0 

przecina  powierzchnię, : 

ayz+bxz-\-cxy  —  0 

podług  dwu  prostych  do  siebie  prostopadłych. 

22)  Wyprowadzić  warunek,  jakiemu  poddane  być  muszą  wierzchołki  stożków  stycz- 
nych do  ellipsoidy,  aby  środki  ellips  styczności  były  równooddalone  od  środka  ellipsoidy. 

28)  Wyprowadzić  warunki,  pod  jakimi  dwie  powierzchnie  drugiego  rzędu,  przecho- 
dzące  przez  początek  układu,  a  określone  równaniami: 

«i  i**+**tf*+<H***+2*i  i*y+2axlxz+2a%lyz+2z  —  0, 

Alix*+Altf*+Auz*+2Aiixy+2Aiixe+2Auy*+2z  —  0 

mają  w  tymże  początku  układu  oba  główne  promienia  krzywizny  sobie  równe. 

JT*  y'  2f* 

24)  Wykazać,  że  punkta  hiperboloidy:  -f  +  ry j  ^"^  w  których  główne  promie- 
nie krzywizny  są  równe,  ale  przecinego  znaku  mieszczą  się  na  krzywej,  której  rzut  na 
płaszczyznę  X0Y  jest  ellipsą  o  równaniu: 

26)  Wykazać,  że  powierzchnia  określona  równaniem: 

s  =  (y-fc)tang  — 

ma  w  każdym  punkcie  główne  promienie  krzywizny  jednakowe   co  do  wielkości   a  przeci- 
wne co  do  znaku. 

26)  Zbadać  powierzchnię  określoną  równaniem  :  xyz  ==  o8  i  wyznaczyć  główne  pro- 
mienie krzywizny  w  każdym  punkcie  tej  powierzchni. 

27)  Znaleźć  główne  promienie  krzywizny  dla  powierzchni :  «r—  e  =  \/xy. 

28)  Zbadać  powierzchnię: 

4*(oa>M-&ył)+a&  (»*+y*)  «=  0 

29)  Na  danej  powierzchni  wykreślono  pewną  linię  krzywą,  wykazać,  że  promień  krzy- 
wizny w  danym  punkcie  tej  krzywej  jest  taki  sam  jak  promień  krzywizny  w  przekroju 
powierzchni  z  płaszczyzną  ściśle  styczną  w  tymże  punkoie  linii  krzywej. 

80)  Wyprowadzić  równanie  drugiego  stopnia  wyznaczające  główne  promienie  krzy- 
wizny w  danym  punkcie  powierzchni:  f(*)-f-?(y)+ł(')—0. 

81)  Główne  promienie  krzywizny  w  danym  punkcie  powierzchni  są  a  i  b\  przyj  ą- 
wszy  ten  punkt  za  początek  układu  a  płaszczyznę  styczną  za  XY,  a  płaszczyzny  główne 
za  XZ  i  TZ}  wykazać,  że  koła  krzywizny  w  przekrojach  normalnych  przez  ten  punkt  prze- 
chodzących tworzą  powierzchnię: 

(*«+y»+«,)(y + x)  -  a?(a,,+y')- 

82)  Znaleźć  promień  krzywizny  w  dowolnym  przekroju  normalnym  powierzchni: 

*%i**+*%a9+*n*%+2*i  j*y+2a13a*+2a„y*+2*  =  0. 
przechodzącym  przez  początek  układu. 

83)  Sumę  głównych  promieni  krzywizny  w  danym  punkcie  powierzchni  wyrazić 
w  spółrzędnych  tego  punktu. 
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84)  Jeżeli  p|  i  p,  są  głównemi  promieniami  krzywizny  w  danym  punkcie  powierzchni, 
a  f  i  <|»  są  kątami,  jakie  normalne  w  tym  punkcie  tworzą  z  osiami  x-ów  iy-ów,  okazać,  śe: 

1    ,    1  <2  cos  9  ,  dcoBty 


Pt        Pt  dx     ^     dy 

85)  Wykazać,  że  powierzchnia  o  równaniu: 

A*)+?(y)+ł(*)-o 

ma  w  danym  punkcie  P(x1  y,  e)  główne  promienie  krzywizny  sobie  równe,  skoro: 

/"(*)  =  ?"(y)  =  ł"(*). 

86)  Wykazać,  że  normalne  w  punkoie  osobliwym   powierzchni  F(x,  y,  *)  =  0  tworzą 
stożek  o  równaniu: 

l?S-CT*--)*+.(3£-Sg)MM**-» 

87)  Wyznaczyć  punk  ta  osobliwe  powierzchni: 

(*2+yM-*')  (****+b  v,+c,*,)-*,(fc1+c2)a:,-*,(«1+«*)y1-«5(fl1+*,)^+«,^,c1 — o. 

88)  Wykazać,  że  powierzchnia:    a^+jy-*1^- z)   ma   w   początku   układu  ostrze 
jako  punkt  osobliwy,  w  którym  stożek  stycznych  wpada  w  oś  z-ów. 

89)  Wyznaczyć  promienie  krzywizny  przekrojów  płaskich  powierzchni: 

«4i*H-««yM-«s3*M-2«i  j«y+2fl43a»+2o,,y«-h2a,4«  =  0, 
przechodzących  przez  punkt  P(0,  0,  0)  a  leżących  na  płaszczyznach:  y*=0,  x=0. 

40)  Wykazać,  że  suma   krzywizn   w   dwu  przekrojach  normalnych   danego   punktu, 
a  do  siebie  prostopadłych  jest  ilością  stałą. 

41)  Wykazać,  że  równanie  stożka  stycznego  do  powierzchni :  /(»,  y,  *) « 0  o  wierz- 
chołku £(£,  i),  C)  wypływa  z  równań: 

^(0=/[5+<(X-Q,  «H-'(r-i),  C+*(*-y]=o,  *'(<)=o, 

po  wyrugowaniu  zmiennej  t. 

42)  Wykazać,  że  krzywa  styczności  walca  równoległego  do  prostej: 

L(»  —  az+a,    y  «&«+£), 
a  stycznego  do  powierzchni  /(*,  yf  *)-0  określa  się  równaniami : 


Rozwiązania  LI.    5)  (a^-t-yM-*1)1  =  a V+6'y1+ A*     6)  Powierzchnia  śrubowa. 
9)  *+V*>+yH-**=  f  (1-).  18)  *f  +  *£.  -  -*- ,     Z« ^=.         20)   (**+y«)> « 6a«v. 


Literatura.  G.  Monge:  Application  de  1'analyse  a  la  geometrie.  Cinquióme  śdition 
par  M.  Łiouyille.  Paris  1850.  Dr.  Reinhold  Hoppe:  Łehrbuch  der  analytischen  Geome- 
trie. II  Teil  Leipzig  1890.  George  Salmon:  A  treatise  on  the  analytic  Geometry  of 
three  dimensions.  Dublin  1882. 


lematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  powierzchni  określony  oh  równaniami  kształtu:  »=/(*,  y\ 

2.  Teorya  powierzchni  określonych  równaniami  kształtu:  F{x,  y,  *)«Oi 

8.  Teorya  powierzchni  określonych  układem  równań  kształtu:  x  =/(«*,  t?),  y-^r), 
*«=+(«>  »)• 


Wykład  LII. 

Teorya  krzywizny  powierzchni. 

1.  Środki  krzywizny  powierzchni.  W  teoryi  krzywych  płaskich  nazy- 
wamy punkt  przecięcia  się  normalnych  w  pewnym  punkcie  z  normalną 
w  punkcie  sąsiednim  środkiem  krzywizny  w  danym  punkcie  linii  krzy- 
wej. Chcąc  zastosować  to  określenie  do  powierzchni  zbadajmy,  jakie  poło- 
żenie względem  normalnej  w  danym  punkcie  powierzchni  mają  normalne 
w  punktach  sąsiednich. 

Normalna  w  punkcie  P(#,  y,  g)  powierzchni:  *=/(#,  y)  jest  określona 
równaniem : 

X-*+p(Z-*)-0,  Y-y±q(Z-g)-0.  (1) 

Około  tego  punktu  istnieje  nieskończenie  wiele  (od1)  punktów  sąsiednich 
danej   powierzchni,  mających  spółrzędne: 

z+dx,  y+dy,   0+d*=e+pdx+qdy, 

gdzie  stosunek :  j-i  jest  dowolnym  parametrem. 
dx 

Normalna  w  którymkolwiek  z  tych  punktów  sąsiednich  otrzymuje  ró- 
wnania : 

X— x— dx+(p+dp)(Z— *-cfr)=0,  7—  y-dy+(q+dq)(Z—g—  <fe)-0     (l1) 
Warunki,  pod  którymi  normalna  ta  przetnie  normalną  w  punkcie  P(x,  y,  e) 
otrzymujemy,  odejmując  od  siebie  kolejno  co  dwa  równania,  czyli  co  najedno 
wychodzi,  różniczkując    równania   (l1)    według   x  i  y;    otrzymujemy    wtedy 
równania  warunkowe : 

—dz—pd*+(Z-z)dp-0,   —dy—qdt+(Z—z)dq-0, 

.    ,                                     -    m    dx+pd$       dy+qd0 
a  stąd:  Z-* ^ ^— , 

Ażeby  więc  dwie  normalne  sąsiednie  miały   punkt  wspólny,  musi  spełnić  się 
warunek : 

dx+pd0       dy+qd* 


dp  dq 

Ponieważ  jednak: 

de=pdx+qdy,  dp=*rdxĄ-sdy,   dq=*sdx+tdy, 
przeto  warunek  powyższy  sprowadza  się  postaci: 

dx+p(pdx+qdy)  ^  dy+q(pdx+qdy) 
rdz+sdy       "*        sdx+tdy        ' 


(2) 
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Kładąc:  -j|— ^  otrzymujemy  stąd  równanie: 

r+sl      "        s+a        ' 
przedstawiające  warunek,   pod  którym  normalna  w  punkcie  P(x,  y,  $) 
cina  się  z  normalną  sąsiednią.  Uporządkowawszy  powyższe  równanie 
X  otrzymujemy: 

a  więc  równanie  drugiego  stopnia  ze  względu  na  dowolny  parametr:  A— ^ 

Istnieją  więc  dwie  wartości  na  X  spełniające  powyższy  warunek. 

Innemi  słowy :  Pomiędzy  wszystkiemi  normalnemi,  jakie  wykreślić  mo 
w  nieskończenie  małem  otoczeniu  danego  punkt  P(x,  y,  g)  powierzchni  istni 
tylko  dwie  takie,  która  przecinają   normalną  punktu   P(x,  y,  §)\   wsaj 
inne   normalne  są  względem  normalnej  punktu  P(x}  y,  #)  powierzchni  wic 
watę.  Powyższe  dwa  punkta  przecięcia  się  normalnych  sąsiednich 

dwoma  środkami  krzywizny  w  punkcie  P(*,j 

danej  powierzchni  (fig.  229). 

Odpowiednie  promienie  krzywizny  jako 

punktu  P(x}y,0)  od  tychże  dwu  środków  krzywizny 

znaczymy  z  wzoru: 

e,HX-*),+(3^-y),K2-*)^ 

który  ze  względu  na  to,  że: 

X-% p{Z-*\  T-y j(Z-#), 

otrzymuje  kształt  : 

c1-(p1+g»+l)(Z-#)»f   czyli:  f-YpMy+l^-*). 


A  że: 


■i 


Z-e= 


Z-e= 

dy+qdg 


dp 

(l+q*)A+pq 


r+sZ 


tudzież:  ~ ^ ł+<i 

przeto  otrzymujemy  na  odnośne  promienie  krzywizny  dwa  równania: 

z  których  po  wyrugowaniu  X,  otrzymujemy  równanie  drugiego  stopnia  ^ 
względu  na  f  w  postaci: 

(r*_5i)c2_[(i  +  gi)r^  (6) 

zgodnej  z  postacią  pod  23  w  art.  13  poprzedniego  wykładu  otrzymaną,  wy 
znaczające  dwa  główne  promienie  krzywizny,  odpowiadające  przyjętea* 
punktowi  P(Xj  y,  s)  powierzchni:  e=f(x,  y);  odległości  danego  punktu  od  jego 
dwóch  środków  krzywizny  wyznaczają  więc  największy  i  najmniejszy  pro- 
mień krzywizny  wszelkich  krzywych  przez  ten  punkt  przechodzących,  czyli 
główne  promienie  krzywizny. 

2.  Powierzchnia  środków  krzywizny.  Środki  krzywizny  odpowiadają* 
wszystkim  punktom  danej  powierzchni  t^ffay)  tworzą  pewną  powier*chni| 
zwaną  powierzchnią  środków  krzywizny  danej  powierzchni. 
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Spóirzędne  X,  Y,  Z  środków  krzywizny   są   w   punkcie  P(x,  y,  9)  spól- 
Inemi  punktów  przecięcia  dwa  sąsiednich  normalnych,  określają    się   we- 
(1)  wzorami : 


X-x p(Z-e),    Y-y q(Z-e),    Z-z= 


Q 


jch  otrzymujemy  równania: 

X-x-  ,.    P*        ,     Y=y-  ,.    q(f        ,      Z-b-==L=.  (7) 

Vpa+g2+l  VjP2+g2+l  Y^+jf+l 

Wyrugowawszy  z  tych  równań  przy  pomocy  równania  *=/(£,  y)  zmienne 
\tt  *>  otrzymamy  jedno  równanie  między  zmiennemi  X,  F,  Z  w  postaci 
ftZ,  Y,  Z)*=0  jako  równanie  powierzchni  środków  krzywizny  danej  powierz- 
:  *-f(*f  y). 

Do  każdego  punktu   powierzchni   należą   dwa   środki   krzywizny  odpo- 
ające  dwu  wartościom  na    p,   otrzymujemy    więc   na   mocy   wzorów    (6) 
równania,  a  więc  dwie  powierzchnie  środków  krzywizny,  jedną  powierz- 
środków  największej,    drugą    powierzchnię  środków  najmniejszej  krzy- 
ay.    W  ogólności  tworzą  obie  te  powierzchnie    dwie    powłoki  jednej    po- 
bili, zwanej  ogólnie  powierzchnią  środków  krzywizny. 

S.  Uwaga.   Powierzchnia  środków  krzywizny  danej  powierzchni  odpowiada  w  teoryi 
pch  płaskich  krzywej  środków  krzywizny,  zwanej  ewolutą  danej  krzywej.    Jak  nor- 
krzywej  płaskiej  jest  styczną   do   ewoluty   w   odpowiednim  środka  krzywizny,  tak 
i  jest  każda  normalna  do  powierzchni   styczną   do  jej    powierzchni  środków  krzywizny 
I  to  styczną  w  dwa  punktach,  t.  j.  w  dwa  odpowiednich  środkach  krzywizny,  gdyż  każdą 
Halną  przecinają  dwie  sąsiednie  normalne  w  dwu  różnych  punktach,  mianowicie  w  środ- 
i  największej  i  najmniejszej  krzywizny. 

4.    Krytorya  krzywizny.    Główne    promienie    krzywizny    ct    i    ct  dają 
cie  o  krzywiżnie  w  danym  punkcie  powierzchni:  *=/(#,  y)  i  jej  rodza- 
leh.  Uwzględniając,  że  iloczyn   głównych   promieni   krzywizny   wyraża  się 
orem: 

nn      (l>M-g2+l)a 

promień  krzywizny  c  w  dowolnym    przekroju    normalnym    określony   jest 
irem  Eulera: 

1        cos2  a       sin2  a 

chodzimy  do  następujących  wniosków: 

a)  Jeżeli  r<— **>0,  natenczas  jest  iloczyn  ctct  dodatni,  główne  promie- 
krzywizny  są  wtedy  oba  jednakowego  znaku.  Tego  samego  znaku  są  też 
lienie  krzywizny  we  wszystkich  przekrojach  normalnych.  Środki  krzy- 
ay  leżą  wtedy  po  jednej  stronie  normalnej  punktu  P(x}  y,  z)  powierzchni, 
ierzchnia  jest  w  tym  punkcie   w  jedną   stronę   skrzywiona.    Punkt  taki 

ramy  punktem  ellipty  czny  m; 

b)  Jeżeli  r*— *2<0,  natenczas  iloczyn  ctc2  jest  ujemny,  główne  promie- 
krzywizny  są  wtedy  znaku  przeciwnego,  promienie  krzywizny  leżą  między 

knioami  cx  i  qu  są  więc  częściowo  dodatnie,  częściowo  ujemne.  Środki 
ywizny  leżą  tedy  po  przeciwnych  stronach  normalnej  punktu  P(x,  y,  z) 
rierzchni.  Powierzchnia  jest  w  tym  punkcie  siodełkowatą.  Punkt  taki 
lywamy    punktem     hiperbolicznym.     W    takim     punkcie     istnieją     prze- 
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kroje  normalne,  W  których  promienie    krzywizny    są    nieskończenie    wielkie, 
a  położenie  odnośnych  płaszczyzn  normalnych  określone  jest  wzorem : 

cos*  a  ,   sin2  a     _  ..  -W— p, 

— h 0,    czyli :    tang  a=±  l/— £L. 

Ki  K2  f      C\ 

Są  to  dwie  płaszczyzny  ułożone  symetrycznie  względem  płaszczyzn 
głównych  tego  punktu    Ich  przekroje   wykazują   w   tym  punkcie  krzywiznę 

—  równą  zeru,  podczas  gdy    przekroje    normalne   wykazują   bądź   dodatnią, 

bądź  ujemną  krzywiznę. 

c)  Jeżeli  rt — $*=0,  natenczas  iloczyn  c{c^=co  ,  zatem  przynajmniej  jeden 
z  głównych  promieni  krzywizny  w  tym  punkcie  jest  nieskończenie  wielki. 
Powierzchnia  wykazuje  wtedy  w  jednym  przekroju  głównym  krzywiznę 
równą  zeru,  a  we  wszystkich  swych  przekrojach  normalnych  krzywiznę  tego 
samego  znaku.  Punkt  taki  nazywamy  punktem  parabolicznym. 

Gdyby  w  takim  punkcie  były  oba  główne  promienie  krzywizny  nie- 
skończenie wielkie  ct=ao,  c2=oo,  wtedy  byłyby  wszystkie  promienie  krzywi- 
zny nieskończenie  wielkie,  a  punkt  taki  byłby  punktem  płaskim. 

5.  Krzywa  wskazująca  (Indlcałrlx)  Dupina.  Pojęcie  o  krzywiźnie  w  da- 
nym punkcie  P(x,  y,  z)  powierzchni  *=/(<r,  y)  o  głównych  promieniach  krzy- 
wizny qx  i  q2  może  dać  przekrój  powierzchni  płaszczyzną  przeprowadzoną 
w  pewnem  oddaleniu  równolegle    do    płaszczyzny   styoznej  w  tym   punkcie. 

Weźmy  pod  uwagę  obok  punktu  P(a?,  y,  b)  powierzchni  *—/(*>  y)  punkt 
inny  Q(z+z',  y+y',  s+z*)  tej  powierzchni,  mamy  wtedy  związek: 

*+*'=/(*+*',  y+y1), 
z  którego  na  mocy  szeregu  Taylora  otrzymujemy: 

rxl2  tu'1 

czyli :  0'=pz'+ <7y+_+5jPy +\+Rz.  (8) 

Przyjmując  punkt  P(s,  y,  s)  za  początek  układu,  a  płaszczyznę  styczną 
w  tym  punkcie  za  płaszczyznę  XOY,  ślady  dwóch  płaszczyzn  głównych  na 
tejże  płaszczyźnie  stycznej  za  osie  OX  i  OT  otrzymamy: 

9\  to 

Oznaczając  przez  h  odstęp  płaszczyzn  równoległych,  a  więc,  kładąc 
*'=A,  otrzymujemy  na  podstawie  wzoru  (8)  wzór: 

,      z'2       v'* 

h-wSfc  (9) 

A  zatem :  Płaszczyzna  poprowadzona  równolegle  do  płaszczymy  stycznej  da- 
nego punktu  powierzchni  w  nieskończenie  molem  oddaleniu  przecina  powierzchni* 
podług  krzywej  drugiego  rzędu,  zwanej  krzywą  wskazującą  Dupin1  a. 

Główne  osie  krzywej  Dupin'a  wskazują  główne  kierunki  krzywizny 
w  danym  punkcie  powierzchni. 

Krzywa  ta  jest: 

a)  ellipsą  (fig.  230),  skoro  oba  główne  promienie  krzywizny  ct  i  ct  i  od- 
stęp h  mają  jednakowe  znaki,  czyli,  jeżeli  rt — s2>0,  a  więc  powierzchnia 
jest  skrzywioną  w  jedną  stronę  normalnej  ; 
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p)  hiperbolą  (a  właściwie  w  nieskończenie  małem  otoczeniu  pnnktn  sty- 
czności ma  postać  hiperboli)  (fig.  381),  jeżeli  oba  główne  promienie  krzywi- 
zny mają  przeciwne  znaki,  jeżeli  więc  rt— s*<0,  czyli,  jeżeli  powierzchnia 
jest  w  danym  punkcie  siodełkowatą. 


Fig.  290. 


Fig.  281. 


Fig.  282. 


jemy    tedy:     *™^ss"~p7%-*    Miarę    krzywizny    w    danym    punkcie    krzywej 


y)  Jeżeli  z  dwu  głównych  promieni  krzywizny  ct  i  c2  jest  jeden  nie- 
skończenie wielki,  wtedy  krzywa  Dupin9a  w  nieskończenie  małem  sąsiedztwie 
punktu  styczności  sprowadza  się  do  paraboli,  względnie  do  dwu  prostych  równo- 
ległych (fig.  282),  otrzymując,  gdy  ft«=ao   równanie: 

y—±Y2(>,A,  a  dla  ft^oo,   równanie  *— ±V2c1A. 

6.  Krzywizna  Gaussa.  Krzywizna  k  w  danym  punkcie  krzywej  płaskiej 
określa  się,  jak  wiadomo,  stosunkiem  kąta  styczności  do  różniczki  łuku,  czyli 

de 
wzorem:  £a-T--  Stosunek  ten  można  uzmysłowić  geometrycznie  w  ten  spo- 
sób :  Wykreślmy  w  dwu  sąsiednich  punktach  P,  Q  krzywej  w  odstępie  PQ—d$ 
normalne,  a  z  dowolnego  punktu  0,  jako  środka,  koło  o  promieniu  1,  popro- 
wadźmy proste  równoległe  do  obu  normalnych,  proste  te  przetną  koło  w  pun- 
ktach P*  i  Q',  odległość  PQ*  będzie  tedy  miarą  kąta  styczności  de,  otrzymu- 
ję i»<y 
sds~  PQ' 

płaskiej  możemy  więc  określić  jako  stosunek  między  elementem  koła  o  pro- 
mieniu równym  jednostce,  a  elementem  krzywej,  gdzie  końcowe  promienie 
łuku  koła  są  równoległe  do  normalnych  w  końcach  elementu  krzywej. 

Gauss  uogólnia   to  określenie  krzywizny 
V^CT      N  krzywych    płaskich    do  powierzchni  w  sposób 

\^J^P  A  następujący.    Wyobraźmy   sobie   na  danej  po- 

/^^^  J  wierzchni  dowolnie  ograniczoną  część  powierz- 

(      R  J  chni    PQB   (fig.   288),    a    w    punktach    ograni- 

\.  y/  czenia   wykreślone    normalne   do    powierzchni, 

x  obierzmy  sobie  obok  powierzchni  dowolny  punkt 

0,  jako  środek  kuli  o  promieniu  równym  jed- 
nostce i  wykreślmy   z   tego  punktu  promienie 
równolegle  do  normalnych  wykreślonych  w  po- 
wyżej przyjętych    punktach    powierzchni,    na- 
tenczas   promienie    te    wyznaczą    na    kuli   pe- 
wną   krzywą  P'Q'Bi,   odpowiadającą  przyjętej 
krzywej  na  powierzchni. 
Skończonemu  polu  ograniczonej    powierzchni   odpowiada   również  skoń- 
czone pole  na  kuli.  Stosunek  między  tern  polem  kuli  a  odpowiedniem  polem 
powierzchni  możemy  uważać  za  miarę  krzywizny   tejże   części    powierzchni. 


Fig.  288. 


Dr.  Mwiftaln.  Wykł.  matem.  I.  Tom  II. 
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Ażeby  w  myśl  tego  uogólnienia  wyznaczyć  krzywiznę  w  danym  punkcie 
powierzchni  *«/(#,  y)  obierzmy  nieskończenie  mały  element  /  tej  powierzchni 

i  wykreślmy  odpowiedni  element  q>  na  kuli,  natenczas  stosunek  ~  będzie  szu- 
kaną miarą  krzywizny.  Jako  nieskończenie  mały  element  powierzchni  może- 
my przyjąć  trójkąt  prostokątny,  powstały  w  ten  sposób,  że  obok  punktu 
P(x}  y,  $)  powierzchni  przyjmiemy  dwa  nieskończenie  bliskie  punkta  Q  i  X 
w  kierunkach  osi  0X  i  OY,  jako  wierzchołki  trójkąta  (fig.  233),  a  więc  punkta: 

P{x,  y,  ir),     Q(x+dx,  y,  t+djt),    E{x,  y+dy,  *+<*,*), 
czyli : 

P(xt  y,  *),     Q{x+dx,  y,  £r+jxfc),     R(x,  y+dy,  e+ądy). 
Trójkąt  PQE  rzuci  się  tedy  na    płaszczyźnie    XOY  jako    trójkąt  o  po- 
wierzchni   -eferfy,  a  że  wielkość  trójkąta  płaskiego  jest  równa  wielkości  jego 

rzutu  podzielonej  przez  cos  kąta,  jaki  płaszczyzna  trójkąta  tworzy  z  płaszczy- 
zną rzutową,  a  kątem  tym  jest  w  tym  przypadku  kąt  y,  jaki  styczna  w  punkcie 
P(Xj  y,  z)  tworzy  z  płaszczyzną  XOY1  a  więc  określa  się  wzorem: 

1 

cos  y=  r         , 

przeto  oznaczając  powierzchnię  trójkąta  PQR  przez  <Z*F,    otrzymamy  wzór: 

d2F=- ^dxdy^*+q*+l. 

Wykreślmy  teraz  odpowiedni  trójkąt  PQ'B*  na  kuli,  a  otrzymamy,  jako 
wierzchołki  odpowiednie  punktom: 

-?(*,  tff  '),     Q(*+dx,  y,  *+pdx),    R(x,  y+dy,  e+qdy\ 
powierzchni,  punkta: 

na  kuli. 

Rzut  tego  trójkąta  na  płaszczyznę  XOF  otrzymuje  powierzchnię  okre- 
śloną wzorem: 

X,  T,        li 


dXJ     ar. 

dX     dY\ 

<^—dx,      -    ar 
1  ida;           dx 

1  ,  , 

dx'    dx 

=  ydx,     ar. 

=  -g-<&dy 

dX     dY 

dy'     dy 

Wobec  tego  powierzchnia  trójkąta  (P,QiR*)1  którą  oznaczmy  przez  <**#, 
ze  względu  na  to,  że  płaszczyzna  trójkąta  /-'Q'22'  jest  równoległą  do  pła- 
szczyzny trójkąta  PQIł,  otrzymuje  wartość: 

dX     dY 


d*0=±-dxdy^p2+q*+l 


dx '    dx 
dX     dY]> 
dy1    dy 


(10) 
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zatem  stosunek: 

d*0 


k~~d*F' 


dX  dT_dX  dT 

dx  '  dy       dy  '  dx " 


dX     dY 
dx'    dx 
dX     dTc 
dy9    dy 

Pozostaje  nam  tedy  wyznaczyć  tylko  spólrzędne  X,  Z,  Z  punktu  P 
na  kuli,  odpowiadającego  punktowi  P(x,  y,  e)  na  powierzchni. 

Jeżeli  środek  kuli  o  promieniu  równym  jednostce  przyjmiemy  w  po- 
czątku układu,  a  z  punktu  tego  wyprowadzimy  prostą  równoległą  do  nor- 
malnej w  punkcie  P(s,  y,  0)  powierzchni,  wtedy  oznaczając  przez  a,  /?,  y  kąty, 
jakie  ta  normalna  tworzy  z  osiami  układu,  otrzymujemy: 

X— cos  o,     Y=  cos  /J,     Z  =  cos  y, 
cos  a       cos  (ł       cos  y  1 

p         q       -1      yP2+32+i' 

przeto  będzie: 

*-.    »      ,     r=      «  ._,  z=         l 


Yj»»+j»+i'         Vp»+?2+i'  VP+72+i" 

Wobec  tego  otrzymnjemy : 

dX       (l+q2)r+pqs  dT      (L+p^s+pgr 


.»/.  ' 


dX      {l+q*)s+pqt         dT      (l+p^l+pgs 

dy       d>*+3J+l)*'' '        dy       d»*+a»+l)*' 
zatem: 

dzar_  ąxąr=  (w— sł)(i+Pł+gł) 
aafdy     4y  a*         (pł+a*+i)»      ' 

a  więc  wzór:  *~7j>'+^+l)»'  (12) 

określający  miarę  krzywizny  powierzchni,  zwaną  krzywizną  Gaussa. 

Szukając  związku  między  krzywizną  Gaussa  a  głównymi  promieniami 
krzywizny  qu  (fr,  których  iloczyn  wyraża  się  wzorem: 

gift  —  — j-^-,  otrzymujemy  wzór:   t— .  (13) 

A  zatem :  Krzywizna  Gaussa  w  danym  punkcie  powierzchni  jest  równa  od- 
wrottnej  wartości  iloczynu  głównych  promieni  krzywizny  w  tym  punkcie. 

7.  Krzywizna  dodatnia,  ujemna  i  zerowa.  Krzywiznę  Gaussa  w  danym 
punkcie  powierzchni  nazywamy  też  zupełną  krzywizną  powierzchni 
w  tymże  punkcie. 

Punkta,  w  których  krzywizna  zupełna  k  jest  dodatnią,  a  więc  punkta, 
w  których  główne  promienie  krzywizny  ^  i  c2  są  tego  samego  znaku,  czyli 
t.  zw.  punkta  elliptyczne  na  powierzchni,  nazywamy  też  punktami  o  do- 
datniej krzywiinie  zupełnej,  a  powierzchnie,  w  których  wszystkie 
punkta  mają  krzywiznę  dodatnią  (i>0),  nazywamy  powierzchniami  o  krzy- 
wiźnie  dodatniej. 

Punkta,  w  których  krzywizna  k  jest  ujemną,  a  więc  punkta,  w  któ- 
rych główne  promienie  krzywizny  ct  i  c2  są  przeciwnych  znaków,  czyli 
punkta   hiperboliozne,  nazywamy   też   punktami   o  ujemnej    krzywi- 
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i  nie  zupełnej,  a  powierzchnie,  w  który  eh  wszystkie  punk  ta    mają   krzy. 
wiznę  ujemną  (i<0),  nazywamy  powierzchniami  o  krzywiźnie  ujemnej, 

Punkta,  w  których  krzywizna  Tc  jest  równa  zeru,  a  więc  punkta,  w  któ- 
rych przynajmniej  jeden  z  głównych  promieni  krzywizny  jest  nieskończenie 
wielki,  czyli  t.  zw.  punkta  paraboliczne,  nazywamy  też  punktami  o  kr  z 
wiźnie  równej  zeru,  a  powierzchnie,  w  których  wszystkie  punkta  mają 
krzywiznę  zupełną,  równą  zeru  (*=■()),  nazywamy  powierzchniami  o  krzywiłaś 
zerowej. 

Jeżeli  krzywizna  zupełna  otrzymuje  w  poszczególnych  punktach  po- 
wierzchni stale  tę  samą  wartość  niezależną  od  spółrzędnyoh  punkta  t  naten- 
czas nazywamy  taką  powierzchnię  powierzchnią 
o  stałej  krzywiinie.  Według  tego  dzielimy  po- 
wierzchnie o  stałej  krzy wiźnie  na  a)  powierzchnie 
o  stałej  krzy  wiźnie  dodatniej,  określone  warunkiem 
,     J_  rt-s*  , 

6)  powierzchnie  o  stałej  krzy  wiźnie  ujemnej  (fig. 
określone  warunkiem: 

Jc       1     =        rt-s2 
~(>iQ2      (jPa+?a+l)a> 
c)  powierzchnie  o  stałej  krzy  wiźnie   zerowej, 
ślone  warunkiem: 

1  rt— s* 


-u* 


Fig.  284. 


... 

^I+^+ip-O,  czyli:  rt-B^O. 


ł?i?i 

8.  Punkta  kulisto  czyli  punkta  pępkowe  powieraehnl.  Szukają  kie- 
runku głównych  płaszczyzn  w  danym  punkcie  P(x,  y,  z)  powierzchni  na 
podstawie  wzoru: 

[(l  +  q2)s-pqt]Z2  +  [(l^ą2)r-(l^pli)t)Z+pqr-a+p^s^Ot 
możemy  natrafić  na  przypadek,  w  którym  szukany  kierunek  jest  nieozna- 
czony, gdy  równanie  powyższe  ma  na  X  nieskończenie  wiele  pierwiastków, 
przypadek,  w  którym  wszystkie  trzy  spółczynniki  równania  są  zerami,  a  więc 
spełniają  się  równania  warunkowe: 

a  +  q2)s-pqt  =  0,     (l  +  g2)r-(l  +  p2)^0,     (l+p*)s-pqr=0.         (14) 

Z  tych  trzech  równań  jest  jedno  wynikiem  dwu  innych,  a  więc  dwa 
z  nich  wystarczają  do  wyznaczenia  spółrzędnych  x}  y,  z  takich  punktów. 

Powierzchnia  ma  w  takich  punktach  nieskończenie  wiele  kierunków 
głównych,  promienie  krzywizny  wszystkich  przekrojów  normalnych  przez  ten 
punkt  przeprowadzonych  są  wtedy  jednakowe.  Powierzchnia  ma  więc  w  tym 
punkcie  kształt  kuli,  a  punkt  taki  nazywamy  punktem  kulistym  albo 
punktem  pępkowym  (pępkiem)  powierzchni.  Krzywa  wskazująca  Du* 
pina  jest  w  takim  punkcie  kołem. 

Punkta  kuliste  określone  równaniami  (14),  występują  na  powierzchniach 
w  ogólności  jako  oddzielne  punkta,  w  szczególnych  przypadkach  mogą  two- 
rzyć pewne  krzywe  na  powierzchni.  Powierzchnią  o  samych  punktach  kuli- 
stych jest  tylko  powierzchnia  kuli. 

9.  ftozwijalność  powierzchni  na  innej  powierzchni.  Krzywizna  Gaussa 
spowodowała  teoryę  rozwijalności  jednej  powierzchni  na  drugiej.  Powierzchnia 
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»  na  drugiej  powierzchni  rozwijalną,  jeżeli  można  ją  na  tej  drugiej  po- 
rzchni  rozwinąć  bez  zmiany  jej  wymiarów.  Odpowiednie  elementa  obu 
ich  powierzchni  muszą  mieć  tedy  jednakową  wielkość,  innemi  słowy  krzy- 
ma  Gaussa  jest  w  odpowiednich  punktach  dwu  powierzchni  na  sobie  roz- 
alnyoh  jednakową. 

Powierzchnie  rozwijalne  na  płaszczyźnie,  zwane  zwykle  powierzchniami 
wijalnemi,  mają  w  każdym  punkcie  krzywiznę  zupełną  równą  zeru,  ich 
ricta  czynią  więc  zadość  równaniu  różnicznikowemu  cząstkowemu  drugiego 
iu9  kształtu: 

re  też  nazywamy  równaniem  różniozkowem  powierzchni  rozwi- 
lych  na  płaszczyźnie. 

Powierzchnie  rozwijalne    na    kuli   o    promieniu    a   mają  we  wszystkich 

lktach  stałą  krzywiznę  zupełną  Tc  równą  -y.  Równanie  różniczkowe  czą- 
owe  kształtu: 

jest  więc  równaniem  różniczkowem  wszystkich 
powierzchni  rozwijalnych  na  kuli  o  promieniu  a. 
Powierzchnie  o  stałej  krzywiźnie  dodatniej  są 
więc  powierzchniami  roz wijalnemi  na  kuli. 

Powierzchnie  rozwijalne  na   powierzchni 

o  stałej  krzywiźnie  ujemnej:  *= ^,  zwanej 

pseudosferą  o  promieniu  a,  jaką  jest  traktry- 
soida  (fig.  236),  t.  j  powierzchnia  powstała  przez 
obrót  traktrysy  około  jej  asymptoty  mają  we 
wszystkich  punktach  stałą  krzywiznę  zupełną 


Fig.  285. 


Tc  równą ^,  równanie  różniczkowe  cząstko 

we  kształtu: 
r*-s2  1 


*2  > 


b  więc  równaniem  różniczkowem  wszystkich  powierzchni  rozwijalnych 
pseudosferze  o  promieniu  a.  Powierzchnie  o  stałej  krzywiźnie  ujemnej 
więc  powierzchniami  rozwijalnemi  na  pseudosferze. 

10.  Spólrzędne  krzywolinljne  na  powierzchniach.    Jeżeli  powierzchnia 
eślona  jest  trzema  równaniami  kształtu: 

s=/(u,  v),  y— tfu,  v)  z-tp(u,  v)} 
lwu  parametrach  zmiennych  w,  i?,  natenczas  każdej  parze  przyjętych  war- 
ci uv  vx  parametrów  u  i  v  odpowiada  pewien  punkt  tej  powierzchni, 
żdy  punkt  występuje  tu  jako  przekrój  dwu  krzywych  u=ut1  v=vXy  z  któ- 
h  jedna  należy  do  układu  krzywych  u,  druga  do  układu  krzywych  vy 
iemi  pokryta  jest  powierzchnia  powyższemi  równaniami  określona.  Szcze- 
ne  wartości  u19  vt  parametrów  fi,  v,  nazywamy  spółrzędnemi  kr  ży- 
li nij  nem  i  punktu  na  danej  powierzchni,  a  krzywe  u  i  v  nazywamy 
sywemi   parametr  o  wemi  tej  powierzchni. 


Spółrzędne  krzywoliuijne  punktu  na  powierzchni  nazywają  niekiedy 
także  spółrzędnemi  Gaussa.  Są  one  ściślej  związane  z  naturą  powiert 
chni  samej  bez  względu  na  jej  położenie  w  przestrzeni,  dla  tego  używa  się  ich 
z  korzyścią  przy  badaniu  powierzchni  i  wyszukiwaniu  jej  własności  lub  wit- 
sności  pewnych  krzywych  na  niej  wykreślonych,  których  równanie  określi 
dowolny  związek  między  parametrami  u,  v  w  postaci  (p(u7  v)=0*  Doi 
układów  krzywoliuijnych  na  danej  powierzchni:  F(%,  yt  £)=*0  jest  nieogra- 
niczona; każdy  taki  układ  otrzymamy,  wyrażając  spółrzędne  xt  yt  b  punktu 
ruchomego  jako  takie  funkcye  dwu  niezależnych  parametrów  u  i  v}  ażeb; 
przez  wyrugowanie  tych  parametrów  z  odpowiednich  trzech  równań: 

£-/*(*!,  u),  y  =  ę{uą  t?)T  §=ę{u,  v) 
wypadło  równanie  dane  kształtu:  F(xt  yf  *)=Q. 

11,  Różniczka  łuka  na  powierzchni,  określonej  trzema  równaniami} 
kształtu:  vc=f(u%  ej9  y  =  ęfu9  v},  z^yjfu^  t^.  Element  łuku  krzywej  w  prze- 
strzeni określa  wzór: 

eto*— *te,+w»J+dr* 

__ 


dz =  -    du  +  -dv  =  a  du  +  a'  dv , 
du  dv 


du  =  Ydu+  T-d® =  bdu+ 1>*  dv, 
'     dl*  dv 


tte-=v  du  +  ^  dv=cdu+c*c 
du  dv 


gdzie : 


du 


du 


a*  = 


dz 
dv 


dv* 


-5^       4- 


dy 
du 


h' 


'dv 


r?'  = 


Ó& 


dv' 


d§       dtp 

du  ""da'       "  ~dv 
zatem:  ds*  =  {adu  +  a*  dvy  +  (hdu  +  bł  drf  +  iedu+c*  dv)\ 

a  stąd:     ^a-(a1+fi34-c1)rf«4a+2foa'H-W ^€Ci)cb*dv+(a^+bi%+ciJ)dv\ 
czyli  wzór:  ds*=*Edu1  +  2Fdudv  +  Gdv\  (16} 

przedstawiający  odległość  dwu  punktów,  odpowiadających  parametrom  {*, i 
i  (u+duj  v  +  dv),  leżących  na  powierzchni: 

czyli  element  łuku  na  tej  powierzchni,  wykreślonego  z  punktu  P{u,  v)y  w  kie* 

di 


runku  określonym   stosunkiem : 


dv' 


Spółezynniki : 


&e  da;       dy  ^       d*  d* 
du  dv       du  dv       du  dv 

•HSW+©' 


taa'  +  &&'  +  cc\ 


mają  dla  wszystkich  elementów,  wychodzących  z  tego  samego  punktu  (a,  * 

powierzchni:  a:^/(«,  u),  y~y(w,  v),  0  =  ^(14,7?),  w  tymże  punkcie  te  sanie  war- 
tości i  nazywają  się  z  asadniczemi  wielkościami  pierwszego  rzędu 
w  danym  punkcie  powierzchni. 
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Jeżeli  na  dwu  powierzchniach,  których  równania  przedstawione  są 
w  tych  samyoh  parametrach  u,  t>,  wielkości  zasadnicze  JE,  Fy  G  są  te  same, 
natenczas  na  podstawie  równania  (16)  są  takie  długości  wszystkich  odpo- 
wiednich elementów  równe,  skąd  wnosimy,  że  powierzchnie,  mające  ze  względu 
na  te  same  parametry  u,  v,  jednakowe  wielkości  zasadnicze  są  na  sobie  roz- 
wijalne. 

Uwaga.  Jeżeli  spółrzędne  x  i  y  są  same  parametrami,  a  więc  powierz- 
chnia ma  równanie  *—/"(#,  y),  wtedy  otrzymujemy: 

zatem  wzór  na  element  łuku  na  powierzchni  *=/(*,  y\  w  postaci: 

ds*=(l+p*)dx*+2pqdxdy+(l  +  q*)dy*.  (17) 

12.  Kąt  zawarty  między  dwoma  łukami  na  powierzchni.  Jeżeli  *t  p,  y,  przedstawiają 
kąty,  jakie  element  łuka,  przechodzący  przez  dany  punkt  («,  r)  powierzchni: 

*=f(«t  *),  y  =  ?(«>  *)>  *—ł(«i  «0 

tworzy  z  osiami  układu,  wtedy  mamy: 

dx  .       dy  dz 

co8a  =  -,        oos?  =  ^,        co8T  =  St 


zatem : 


dx  ,    ,  dx  ,  dy  ,    .  dy 

du  dv  _  du  dp 

cos  « =  — .  .        cos  3  « 


dz  ' 


cos  y« 


du         dv 


VE  du*+2F  du  dv+  G  dv* 

dv 
Kładąc:  —  =sX,  otrzymujemy  stąd  wzory: 

di^     dv  a  dU^     dv  du^~     dv 

cos  p  =  —       - ,        cos  y  = , 


VE+2FX+G\*  \/E+2Fk+G\*  VE+2t\+G\* 

wyznaczające  styczną  odpowiadającą  parametrowi  X. 

Dwa  łuki  w  punkcie  P(«,  t>),   z   których  jeden  odpowiada  parametrowi  X,  drugi  pa- 
rametrowi X'  zawierają  kąt  co,  którego  wielkość  wyznacza  się  wzorem: 

COS  w  =  COS  a  COS  a'-fC08  P  COS  p"+OOS  *f  COS  *f'  = 

V/(J?+2i'X+GX>) .  (jE4-2JX'+GX'>  ' 

Ę+FCk+l')+GXk' 


czyli:  cos  co  =  — 7_ . 

V  (E+  2FX+  G\*)  (^+2FX'-f-  G\'*) 

Dwa  łuki  w  danym  punkcie  P(u,  v)  przecinają  się  zatem  pod  kątem  prostym,  skoro : 

.E-j-J7(X-ł-X')+GXX'  =  0. 
Jeżeli  z  dwu  elementów  łuku,  wychodzących  z  punktu  P(« ,  t>),  wpada  jeden  w  krzywą 
u  =  e  stałej,  drugi  w  krzywą  v  =  e  stałej,  wówczas  otrzymujemy  w  pierwszym  przypadku 
du  =  Q,  zatem  X  =  co,  w  drugim  <to=>0,  zatem  X'  =0,  kąt  zawarty  między  temi   krzywemi 
wyznacza  się  wtedy  wzorem: 

_     F  i  lEG—F* 

008  "  ""  Veg  '  8kąd  wynika :   8in  a  =  V    EG    ' 

Warunek  prostopadłości  krzywych   u  i   v  przedstawia    się   tedy   w   postaci:   F=0, 
a  różniczka  łuku  określa  się  wzorem: 

ds*  =  Edu*+Gdv*. 
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13,  Promień  krzywizny  przekroju  normalnego  powleraehnt  -b=/T«, i 
lf^fp(u9  v/f  2-=ipfw9  vj9  Płaszczyzna  etyczna  w  punkcie  («,  v)  po  wierzei 
*=-/(«,  v),  ft^tpiu,  v)t  fi=ip{uf  «)  ma  równanie: 

A(X~x)  +  B{Y--.tf)+C(Z-*)-Qf 
gdzie  spółozynniki  Af  Br  C  są  wyznacznikami    funkcyjnymi    we    wzorze 
gtr.  414  określonymi.  Dowolna  płaszczyzna  normalna  w  punkcie  P(ut  v)t  ja 
prostopadła  do  płaszczyzny  stycznej  w  tym  punkcie,  przetnie   powierzchn 
podług  krzywej,  której  promień  krzywizny    q   możemy   bezpośrednio  n 
sposób  wyznaczyć.    Niech  będzie    PQ=d$   elementem    luku    tego    przekroje 
a  6  odległością  punktu  Q(u+dUj  v-±dv)  od  płaszczyzny  stycznej,  tedy  będz 

dsl 
cte'«*2nd,  zatem  (r=  ~ Ą  . 

Odległość  d  punktu  <J{ii  +  rf»t  v  +  dv)  od  płaszczyzny  stycznej  w  punk 
P(w,  i?)  bidzie  nieskończenie  małą  rzędu  drugiego,  wyznaczoną  wzorem: 

1   Ad*x+%Bd*y+CdH 


d~ 


2!         Y^M-JH-C1 


~du2  +  S  -  —  du  dv  +      a  di?1, 


du 


d**% 


rfV' 


*V 


day 


U 


»*1+aŁ-£rf-*+j;*1. 


(łi*dt» 


duto' 


^-Hi*»1+»=ri*ł* +  !,»*'. 


przeto  otrzymujemy: 


ó  -  -J-  [B  *§*+  2£rf«  rfu  +  IW], 


gdzie : 


i{; 


du1        du1        dtt* 


y^+^+c* 


— ,    s- 


A^B-  +  B-*-  +  C— *- 
dudv        dudv       dudv 


r= 


dv1         dv3        >»■■ 


i+B*+Ct 


iJAi+Bi+C* 
ds*=Edu1+2Fdudv+Gdvł, 

^ds*  =  Edtf+SFdudy+Gdy* 
2<J  "    ~Bdu*+tźSdudv  +  Tdv2  ' 


A  że: 

przeto  otrzymujemy : 

dv 
ski}d  kładąc  j=°A,  otrzymujemy  wzór: 

C'~B+2SA+TV 

przedstawiający  promień  krzywizny  w  przekroju  normalnym  punktu  P(u,  l\ 
określonym  parametrem  A. 

14,  Główne  promienie  krzywizny  w  punktach  powierzchni  x—/(u,v), 
y  =  ę(-u,  v)f  #—ip(u,  v).  Główne  krzywizny  znajdziemy  z  warunku:  |3« 


Otrzymujemy  tedy  z  (19)  równanie  na  A  w  postaci : 

B+2SA+TA\   S+TA 
E+2FA+GA\   F+GA 


=  0, 
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czyli  równanie  stopnia  drugiego  kształtu : 


B,  S 
E,I 


R,  T 

E,  G 


i+ 


T,  S 
G,F 


i»=0. 


(20) 


Główne  promienie  krzywizny  wyznaczone  będą  tedy  stosunkami: 
E+2FX+G?S     I+GJl      E+Fl 
C~B+2SX+TV  ~~S+TX=B+SX' 
czyli  równaniami:     (S+TA)q=-F+GZ,  (B+SA)c=E+FA, 
z  których  po  wyrugowaniu  parametru  X,  otrzymujemy  równanie  stopnia  dru- 
giego ze  względu  na  c: 

(RT-SW-iOB+ET—ZFSte+iEG-F^-O,  (21) 

wyznaczające  oba  główne  promienie  krzywizny  ct1  c,  w  danym  punkcie  po- 
wierzchni : 

Na  podstawie  tego  równania  znajdujemy: 
a)  krzywiznę  Gaussa,  czyli  zupełną  krzywiznę: 

1         i*T—  S* 


ci9t~EG-F» 
b)  średnią  krzywiznę: 

_1_      _1_       GR+ET-2FS 

9i  +  (fi 


(22) 


EG-F1       ' 
Punkta  kuliste  (ft^Cj)  będą  określone  równaniami: 

*    Ł    Ł 

E  ™  S  ™  T% 
a  punkta  pseudosferyczne  (ft  — —  (»i)  równaniem: 

GR+ET-2FS-0. 

Wielkośoi  R,  8,  T  określone  wzorami  (18),  a  występujące  przy  badania  krzywizny 
powierzchni  o  równaniach:  x=/(«,  »),  y=»r(«,  v),  *  =  <|i(i»,t>),  nazywają  się  zwykle  zasa- 
dniozemi  wielkością  mi  drogiego  stopnia. 


(23) 


(24) 


ćwiczenia  LII. 

1)  Wykazać,  że  przekrój  powierzchni  płaszczyzną  równoległą  i  nieskończenie  bliską 
do  płaszczyzny  stycznej  w  danym  punkcie  powierzchni  jest  w  ogólności  krzywą  rzędu 
drugiego  (w  nieskończenie  małem  otoczeniu  punkta  styczności). 

2)  Wykazać,  że  odległość  punktu:  (x+dx,  y+dyt  z+dz)9  powierzchni  «==/(»,  y)  od 
płaszczyzny  stycznej  w  punkcie  P(x,  y,  z)  tej  powierzchni  otrzymuje  wartość: 

r  dx*+2idx  dy+t  dy* 

9)  Wykazać,  że  kierunki  główne  w  punkcie  P(x,  y,  z)  powierzchni  s  =  /(ap,  y)  określa 
równanie  stopnia  drugiego  ze  względu  na  X  =  -  - ,  które  możemy  przedstawić  w  postaci : 

\\    -X,     1 

1+Pł.  W,  1+?1   =0. 

r        $        t 

4)  Wykazać,  że  t.  zw.  średnia  krzywizna  w  danym  punkcie  P(x,  y,  z)  po 
wierzchni  z*=*f{x,  y)  ma  wartość: 


Pt  "*"  Pi  (1+pM-rt^  "      ' 


—  842  — 

6)  Wykazać,    że  t.  z  w.   zupełna   krzywizna   w   danym   punkcie  i*(«,  y,  z)  po- 
wierzchni z=f(x,  y)  ma  wartość: 

1    _        r/-*» 

fth"  0>,+ff,+l)1# 
6)  Wykazać,  ze  punkt  P(«,  y,  s)   powierzohni  *—/(*,  y)  jest  jej  punktem  kulistym 
skoro  spełniają  się  relacye: 


1+P*i   Pff 


-0, 


=  0, 


1+**,  1+P* 
*  r 


=  0, 


z  których  jedna  jest  następstwem  dwu  pozostałych. 

7)  Wykazać,  ie  główne  promienie  krzywizny  Pi  i  pj  w  danym  punkcie  P(x,  y,  z)  po- 
wierzchni *=*/(*,  y)  są  równe,  lecz  znaku  przeciwnego,  skoro: 

X1      y* 

8)  Okazać,   ie   normalne   do   płaszczyzn   przecinających   paraboloidę: \--r-  =  2z 

G  O 

podług  krzywych,  mających  w  punkcie  początkowym    promienie   krzywizny  równe  r,  leżą 
na  powierzchni  stożkowej: 

(*>-|V)««r'(*H-yM-*')(£  +  C)\ 

9)  Znaleźć  główne  promienie  krzywizny  w  tym  punkcie,  w  którym  oś  *-ów  prze- 
cina powierzchnię: 

2ae*+z(x*+2xy+y*--2a*)-4a*y  «0. 

10)  Wyznaczyć  promień  krzywizny  przekroju  normalnego  w  punkcie  powierzchni: 

2o«H-*(*,+2»y+y,-2ał)-.4a«y  -  0, 
leżącym  na  osi  *-ów,  skoro  styczna  w  tym  punkcie  przekroju  jest  prostopadłą  do  osi  x-ów. 

**       y1 

11)  Wyznaczyć  punkta  kuliste  na  powierzchni : \-  ~-  =  2z. 

12)  Wyznaczyć  punkta  kuliste  (pępki)  powierzchni  xyz  =  al. 

13)  Wykazać,  że  promień  krzywizny  w  punkcie  kulistym  powierzchni  xyz=*a%  jest 
równy  odległości  tego  punktu  kulistego  od  początku  układu. 

ohc 

14)  Wykazać,  że  kula  o  promieniu :  r  ■=»  -^-r- — -pr-  ,    której    środek    leży    w    początku 

układu  dotyka  się  powierzchni:  (y)%+  (y )^+  (y)^  * 

w  jej  punktach  kulistych. 

15)  Wyznaczyć  punkta  kuliste  powierzchni: 

OBM-y-f**)* — 4ał(xH-y*). 

16)  Wykazać,  że  punkta  paraboloidy  elliptyoznej,  w  których  krzywizna  Gaussa  jest 
jednakową,  tworzą  linie  krzywe  rzucające  się  na  płaszczyznę  prostopadłą  do  osi  parabo- 
loidy jako  ellipsy  podobne. 

17)  Wykazać,  że  powierzchnia,  powstała  przez   obrót  traktrysy  około  jej  asymptoty 

(fig.  285)  jest  pseudosferą,  mającą  w  każdym  punkcie  jednakową  krzywiznę,   równą ,, 

jeżeli  a  jest  stałą  długością  stycznej  zawartą  między  punktem  styczności  a  asymptotą. 

18)  Wykazać,  że  powierzchnia  śrubowa  wichrowata  (powstała  przez  ruch  prostej  po 
osi  OZ  i  po  linii  śrubowej :  *  =  a  cos  ?,  y  =»  b  sin  ?,  z  =  aq,  równolegle  do  płaszczyzny  X0T\ 
ma  w  każdym  punkoie  sumę  głównych  promieni  krzywizny  równą  zeru. 

19)  Wykazać,  że  krzywizna  Gaussa  w  danym  punkoie  P{x1  y,  z)  ellipsoidy: 

*'       «)       *s                                                          1  $« 

-=•  +  Ti  +  t  =  1   otrzymuje  wartość:  JT— =  -^-s , 

gdzie  8  jest  odległością  płaszczyzny  stycznej  od  środka  ellipsoidy. 

20)  Wykazać,  że  punkta  powierzchni:  ocyz  =  a(xy-{-y*-\-xz\  w  których  krzywą  wska- 
zującą jest  hiperbola  równoboczna,  leżą  na  przekroju  powierzchni  ze  stożkiem  piątego 
rzędu: 

*4(y+*)+y4(*+*;+*4(*+y) =o 


efrł  = 


—  843  — 

21)  Wykazać,  że  punkta  powierzchni:  *s-fy8+e8— 3xyz  =  a\  w  których  krzywa  wska- 
zująca jest  hiperbolą  równoboczną  lezą  na  przekroju  tej  powierzchni  ze  stożkiem  drugiego 
rzędu:  xy+aa+yz  =  0  i  że  ten  przekrój  jest  kołem  o  równaniach: 

x-ł-y+z  =  «,    x*+yl+z1  =  a1. 

22)  Wykazać,  że  kula  jest  powierzchnią  o  sta- 
łej dodatniej    krzywienie. 

28)  Wykazać,  że  traktrysoida,  t.  j.  powierzchnia 
powstała  przez  obrót  traktrysy  około  jej  osi,  jest  po- 
wierzchnią o  stałej  krzywiźnie  ujemnej. 

24)  Wykazać,  że  katenoida  (powierzchnia  powstała 
przez  obrót  linii  łańcuchowej  około  jej  osi)  (fig.  286)  jest 
powierzchnią  o  stałej  średniej  krzywiźnie  równej  zeru. 

25)  Wykazać,    że   element  ds  łuku  linii   krzywej, 
Fig.  286.                          leżącej    na   powierzchni,  określonej  równaniami: 

x  =/(«,  v),  y  =  c(«,  «0>   ~  =*  +(<*>  v)  wyraża  się  wzorem : 

■[©,+®,+(£)V*(££+2S+b£)**+ 

+ KS) + S) +(3>-'*h".*+«*'. 

26)  Wyznaczyć  odległość  punktu  (»+*»  y+k>  *+0  powierzchni :  x  =  /"(«,  p),  y  =  ?  (uy  t>), 
s  =*<!»(!#,  v)  od  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie  P(x,  y,  0)  tej  powierzchni. 

27)  Wykazać,  że  odległość  punktu  (v+duy  v+dv)  powierzchni:  *=/(«,  t>),  y  =  9(«,  0), 
z  =  i|,(u,  9)  od  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie  (m,  p)  tej  powierzchni  otrzymuje  wartość: 

8  =  i-  (£  d«'+2S  <fe  ^-ł-rdP8). 

28)  Wykazać,  że  promień  krzywizny  w  dowolnym  przekroju  normalnym,  przecho- 
dzącym przez  punkt  (« ,  v)  powierzchni :  x  =/(«,  t>)>  y  =  V  (*»  *)>  *  —  ł  (*»  » )  określa  się 
wzorem: 

E+2F\+G\*        ,  .    .       <*t> 
ps=s*+2SX+TX"   SdzieX==<*w' 

29)  Wykazać,  że  główne  promienie  krzywizny  w  danym  punkcie  («,  v)  powierzchni : 
*=■/(«,  v),  y=©(«,  t>),  z=s<|»(i#,  t>)  określają  się  równaniem: 

(fir-55)  pł+(25r-£F-  GR)p+(EG-F*)  —  0. 

80)  Wykazać,  źe  krzywizna  Gaussa  w  danym  punkcie  («,  v)  powierzchni:  x=/(w,  t?), 

Dy OJ 

y  =  «(«,  r),  z  =e ł(«,  t>)  wyznacza  się  wzorem:  &  =  -— — — — . 

81)  Wykazać,  że  kierunki  główne  w  punkcie  («,  v)  powierzchni:  x=/(u,  v\  y  =  9 (t#,  v), 

z==Hui  v)  określa  równanie  stopnia  drugiego  ze  względu  na  X  =  -—  ,  które  możemy  przed- 

X>,  -X,   1 
E,    F,    G   —  0, 
R,    8,     1 

32)  Wykazać,  że  t.  z.  wielkości  zasadnicze  E,  F,  0,  R,  8,  2  powierzchni  x=/(x,  t>), 
x=:^p(ii,  ©),  2  =  <(>(«,  v)  nie  zamieniają  swych  wartości  przy  zmianie  układu  OXYZ. 

88)  Wykazać,   że  punkt   (t#,  t>)   powierzchni:   *=/(«,  t>),   y  =  ?'(*,  t>),   *  =  <[>(«,  t>)  jest 

punktem  kulistym,  skoro  między   wielkościami   zasadniczemi   powierzchni  w  tym  punkcie 

v  a  1  R        8       1 

zachodzą  relacye :   —«  —  =»—. 

84)  Wykazać,  że  równania:  *  =  *  cos  t>,  y  =  u  Bmv,  z  =  —  \/u*—a*   o   dwu    parame- 

a 

trach  w,  o  przedstawiają  hiperboloidę  obrotową  o  jednej  powłoce. 

36)   Wyznaczyć    wielkości   zasadnicze   E,    F,    G,   R,   S,    T  powierzchni :   x  =  u  cos  r, 

y-=f«8inp,  *  =  — Y/wa— o*. 


stawić  w  postaci : 


-  844  - 

86)  Wyznaczyć  wielkości  zasadnioze  E1  F,  G,  i?,  8,  T  powierzchni  obrotowej : 

»  =*  u  cos  v9    y  =  u  sin  e,    *  —/(w). 

87)  Wyznaczyć  główne  promienie  krzywizny  Pi,  ft.  w  danym  punkcie  (*,  v)  poi 
chni  obrotowej:  x=*uoobv,  y=**8int>,  *=/(«). 

88)  Wyprowadzić  równanie  i  kształt  powierzcbni  środów  krzywizny  dla  hiperbc 
o  jednej  powłoce. 

89)  Wyprowadzić  równanie  i   kształt  powierzchni   środków   krzywizny  dla  pa 
loidy  ellip tycznej. 

Eozwiązania  LII.    11)  *  =  0,  y~-Y/Sd=&>,  *-i- («-&).      26)  ^-|-*t 


36)   1+ 


&»«» 


a*  (u* -a*)' 


Fig.  287. 
0,    •*; 


Fig.  288. 

-aW 

(u*-a*)[a\u*-a*)+b*u*Yłt  » 


Fig.  289 
0, 


«V 


'[•»(«,-•ł)+*v^, 


ii  A  A 


Pi 


Fig.  240. 


««)    !+[/'(«)]',    0,     u 


/"(«) 


Fig.  241. 
0, 


'         «(l+[/'W],)'/'  ' 
88)   fig.  237,  238,  289. 


Fig.  242. 


37)  Pl= 


(1+I/'WJ5 


(l+[/'(«)],)V,*     "'  rl  /-(•) 

Modele  powłok  oddzielnych  i  ich  połącz 


89)   fig.  240,  241,  242.     Modele   oddzielnych    powierzchni   środków    krzywizny   parabol 
ellip  tycznej  i  ich  połączenia. 

Literatura.  Ch.  Dupin:  Developpements  de  Geometrie.  Paris  1818.  V.  Kon 
rell  i  K.  Kommerell:  Allgemeine  Theorie  der  Raumcurven  und  Flachen.  II  Band.  '. 
zig  1903.  Carl  Friedrich  Gauss:  Allgemeine  Flachen  theorie  (Disąuisitiones  gene 
circa  superficies  curvas),  deutsch  herausgegeben  v.  A.  Wangerin,  Leipzig  1889. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Krzywizna  i  powierzchnia  środków  krzywizny  ellipsoidy. 

2.  Krzywizna  i  powierzchnia  środków  krzywizny  hiperboloidy  o  jednej  powłoce 
8.  Krzywizna  i  powierzchnia  środków  krzywizny  paraboloidy  ellip  tycznej. 


Wykład  LIII. 


Teorya  tworzenia  powierzchni. 

1.  Powierzchnie  powstałe  przez  ruch  Unii  prostej.  Linia  prosta  w  prze- 
strzeni określona  jest  dwoma  równaniami  zwyczajnemi  kształtu: 

s— ag+a,    y—ls+fa  (1) 

zawierającemi  cztery  dowolne  parametry  a,  b,  a,  /?,  z  których  pierwsze  a,  b 
cechują  kierunek,  drugie  a,  /?,  położenie  prostej  w  przestrzeni. 

Istnieje  zatem  w  przestrzeni  w  ogólności  oo4  prostych,  a  potrzeba  czte- 
rech warunków,  przedstawiających  związki  między  czterema  parametrami 
a,  6,  a,  /J,  z  którychby  można  wyrachować  wartości  parametrów,  aby  prosta 
w  przestrzeni  była  wyznaczona.  Trzy  dane  warunki  wyznaczają  trzy  para- 
metry jako  funkcye  czwartego  np.  6—  f{a)}  a—q>(fl\  /?=#(«). 

Równania : 

*-o*+c<a),    y=f{a)*+y{<*),  (2) 

o  dowolnym  parametrze  a  określają  tedy  oo1  prostych  w  przestrzeni,  cechują 
zatem  pewien  ruch  prostej  w  przestrzeni,  skutkiem  którego  powstaje  powierz- 
chnia, którą  nazywamy  powierzchnią  prostokreślną. 

Równania : 

x—ae + c>(a),    y =f(a)0+ #(a), 

o  dowolnym  parametrze  a,  przedstawiają  więc  ogólne  równania  powierz- 
chni prostokreślnych. 

Dwa  dane  związki  między  czterema  parametrami  a,  6,  a,  P  linii  prostej,  wyznacza- 
jące dwa  parametry  jako  funkcye  dwu  pozostałych,  określają  oo1  prostych  w  przestrzeni, 
tworzących  zbiór  prostych,  zwany  kompleksem  rzędu  drugiego;  jeden  związek 
między  czterema  parametrami  prostej,  wyznaczający  jeden  parametr  jako  funkcye  trzech 
pozostałych,  określa  oo1  prostych  w  przestrzeni,  tworzących  zbiór  prostych,  zwany  kom- 
pleksem rzędu  trzeciego. 

2.  Powierzchnie  walcowe.  Jeżeli  prosta  w  przestrzeni  porusza  się  po 
danej  linii  krzywej  równolegle  do  swego  pierwotnego  położenia,  natenozas 
tak  powstałą  powierzchnię  prostokreślną  nazywamy  powierzchnią  wal- 
cową. Przy  takim  ruchu  prostej  pozostają  parametry  a  i  b  niezmienione, 
a  zmieniają  się  tylko  parametry  a  i  /?  w  pewnej  zależnośoi  od  siebie.  Niech 
będzie  £«c>(a),  natenczas  równania  prostej  ruchomej  przedstawiają  się  w  po- 
staci : 


-  846  - 

gdzie  a  i  i  są  pewnemi  stałemi  liczbami,  a  zaś  jest  dowolnym  parametrem. 
Po  wyrugowaniu  parametru  a  otrzymujemy  jedno  równanie  o  trzech  zmien- 
nych %,  y,  *,  kształtu: 

y—hz=ą>{x—az\  (3) 

jako  ogólne  równanie  powierzchni  walcowych. 

Kładąc  *«=0  otrzymujemy  y=tp(x)  jako  równanie  przekroju  powierzchni 
walcowej  z  płaszczyzną  XOT1  zwanego  zwykle  kierownicą  powierzchni. 

Jeżeli  za  kierownicę  powierzchni  przyjmiemy  dowolną  krzywą  w  przestrzeni,  okre- 
śloną równaniami: 

wtedy  warunki,  pod  którymi  prosta  a5  =  o*+«,  y==6«4-p,  opiera  się  na  tej  krzywej,  przed- 
stawią się  dwoma  równaniami: 

/i(**+«,  &*+P,  *)  =  0,    /,(«*+«,  **+P,  *)=o, 
z  których  po  wyrugowaniu  zmiennej  z  otrzymamy  jedno  równanie  między  zmiennemi  para- 
metrami «,  6  prostej  ruchomej  w  postaci :  /(«,  p)  =  0,  z  której  otrzymujemy  ogólne  równa- 
nie powierzchni  walcowych  w  postaci: 

f(x-az9  y-  bz)  «0.  (4) 

Jeżeli  prosta  ruchoma  określona  jest  jako  przekrój   dwu   płaszczyzn  o  równaniach: 
Ax+By+  Cz+D  =  a,     A'x+ B'y+  Cz+D'  —  P, 
w  których  wszystkie  spółczynniki  są  stałe  z  wyjątkiem  parametrów  a,  0,  natenczas  przed- 
stawi się  ogólne  równanie  powierzchni  walcowych  w  postaci: 

f(4x+By+Cz+D,    A'x+B<y+  Cz+D*)  =  0.  (5) 

3.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe  powierzchni  walcowych.  Różniczku- 
jąc ogólne  równanie  powierzchni  walcowych  kształtu: 

y— b*=*<p{x— a*)t 
kolejno  cząstkowo  podług   zmiennych  niezależnych  x  i  y,  otrzymujemy,  kła- 
dąc: t— -=jp,   -£--"■?!  dwa  równania  różniczkowe  w  postaci: 

ox  oy 

—bp=q>l(x—ae) .  (1— op),     1 — ftg=c>'(a— a*).( — o$), 
z  których    możemy    wyrugować    dowolną    funkcyę  c>,    cechującą    szczególny 
kształt  powierzchni  walcowej. 

Otrzymujemy  tedy  równanie:  aftjpg=(l— op)(l— bq\ 
czyli :  ap + bq — 1 =0,  (6) 

zwane  równaniem  różniczkowem  cząstkowem  powierzchni 
walcowych. 

Równanie  to  wypowiada  wspólną  własność  wszystkich  powierzchni  wal- 
cowych, niezależną  od  kierownicy,  mianowicie  tę  własność  charakterystyczną, 
że  płaszczyzna  styczna  w  danym  punkcie  jakiejkolwiek  powierzchni  walco- 
wej jest  styczną  w  każdym  punkcie  tworzącej  przechodzącej  przez  ten  punkt, 
a  wszystkie  płaszczyzny  styczne  przecinają  się  podług  prostych  równole- 
głych do  tworzących  powierzchni  walcowej,  których  kierunki  określone  są 
stałymi  parametrami  a  i  b. 

Różniczkując  otrzymane  powyżej  równanie  różniczkowe  cząstkowe  pier- 
wszego rzędu  jeszcze  raz  kolejno  podług  zmiennych  x  i  y  i  kładąc: 

to2~r'     dxdy~Sy     dy*~~'' 
otrzymujemy  równania:         ar+bs—0,     as+bl^O, 
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z  których  możemy  wyrugować  parametry  a  i  6,  stąd  zaś  otrzymamy  równa- 
nie różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu,  kształtu:    rt— s2=0, 
które,  wypowiada,  że  wszelkie  powierzchnie  walcowe  mają  w  każdym  punkcie 
krzywiznę  równą  zeru,  ożyli,  że  należą  do  powierzchni  rozwijalnych  na  pła- 
szczyźnie. 

4.  Powierzchnie  stożkowe.  Jeżeli  prosta  w  przestrzeni  porusza  się  po 
danej  linii  krzywej,  przechodząc  zawsze  przez  pewien  punkt  stały,  natenczas 
tak  powstałą  powierzchnię  nazywamy  powierzchnią  stożkową. 

Niech  będzie  dany  stały  punkt  &'(£,  c,  £),  zwany  wierzchołkiem  powierz- 
chni stożkowej,  natenczas  równania  wszelkiej  prostej,  przechodzącej  przez 
ten  punkt,  przedstawiają  się  w  postaci: 

x-£=a (*-£),    y—tj^b {b—C), 
gdzie  a  i  &  są  dowolnemi  parametrami. 

Jeżeli  prosta  ruchoma  ma  się  opierać  na  danej  kierownicy:  /,(#,  y,  $)=0, 
fi(xi  t/y  ^=0,  natenczas,  po  wyrugowaniu  zmiennych  a?,  y}  e  z  powyższych 
czterech  równań,  otrzymamy  pewien  związek  między  parametrami  a  i  b 
w  postaci: 

F(a,  &)«0,  a  stąd:  b~ę(a). 

Równania  prostej  ruchomej  otrzymują  tedy  kształt: 
s-£=a(*-f),     y— i?~c>(a)(*-£), 
z  których  po  wyrugowaniu  dowolnego  parametru  a,  otrzymujemy  równanie: 


(8) 


względnie:  J-g=J,   ^|)-0, 

jako  ogólne  równanie  powierzchni  stożkowych. 

W  przypadku  szczególnym,  gdy  wierzchołek  powierzchni  stożkowej 
leży  w  punkcie  początkowym  układu  sprowadza  się  powyższe  równanie 
do  postaci: 


f ~*(y),  względnie:  F^t    f)=0. 


Ogólne  równanie  (7)  powierzchni  stożkowych  jest  równaniem  jednorodnem  ze  względu 
na  zmienne  *— C,  y— tj,  z— C,  gdzie  C,  tj,  C  są  spółrzędnemi  wierzchołka.  Nawzajem  wszelkie 
równanie  jednorodne  zmiennych  x— C,  y  -tj,  *— £  przedstawia  powierzchnię  stożkową  o  wierz- 
chołku S(C,  »j,  Q,  kładąc  bowiem:    — ^  =  a,   ^—^  =  6,  otrzymamy  z  danego  równania  jedno- 
ść—  %  z — * 

rodnego  równanie  F(a,  &)  =  0,  jako  związek  między  parametrami  o,  &  prostej,  przechodzą- 
cej przez  punkt  S(C,  tj,  Q}  tworzącej  zatem  powierzchnię  stożkową.  Nie  trudno  okazać,  że 
ogólnie  wszelkie  równanie  jednorodne  kształtu: 

F(Ax+By+Oz+D,  Atx+B'y  +  Ctz+Dt,  A"x+ J3"y+  C"z+D")  =  0, 

przedstawia  powierzchnię  stożkową,  której  wierzchołek  jest  punktem  przecięcia  trzech 
płaszczyzn : 

Ax+By+Cz+D  =  0,  A^Ą-B^+CzĄ-D*  =  0,  A"x+B"y+C"z+D"  =  0. 

5.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe  powierzchni  stożkowych.  Różniczku- 
jąc ogólne  równanie  powierzchni  stożkowych,  kształtu: 


"™  0*0  ^ 

kolejno  cząstkowo  podług  zmiennyoh  z  i  y  otrzymujemy  równania : 

g-g-(y-?)g  _„Y*-g\  -(g-l)g 

c-d*    -*U-cr  (#-o»  ł 

sb  których  po  wyrugowania  dowolnej  fankoyi  c>,  cechującej  szczególny  kształt 
powierzchni  stożkowej,  o trymujemy  równanie: 

p(*-i)+<to-v)-(»-C)-o,  (9) 

które  jest  równaniem  różniczkowem   cząstkowem   powierz- 
chni stożkowych. 

Równanie  to  wypowiada  wspólną  własność  wszystkich  powierzchni 
stożkowych,  niezależną  od  kierownicy,  a  polegającą  na  tern,  że  płaszczyzna 
styczna  w  danym  punkcie  powierzchni  stożkowej  jest  styczną  wzdłuż  całej 
tworzącej  przez  ten  punkt  przechodzącej,  a  wszystkie  płaszczyzny  styczne 
do  danej  powierzchni  stożkowej  przechodzą  przez  jej  wierzchołek  S(£,  17,  £)• 

Różniczkując  otrzymane  równanie  (9)  jeszcze  raz  kolejno  cząstkowo  ze 
względu  na  zmienne  niezależne  x,  y,  otrzymujemy  równania: 

p+(*-g)r+df-^-p-Of    (*-£)*+? +  (y-if)*-g-0, 
czyli :  (*-£)r  Hy-itfs-O,     (x-f  )*+  fy-^-O, 

z  których  możemy  wyrugować  spółrzędne  £,  17,  f  wierzchołka,  a  otrzymamy 
różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu  kształtu: 

rt—  $*-0, 
dowodzące,  że  powierzchnie  stożkowe  należą    także    do  powierzchni  o  krzy- 
wiźnie  równej  zeru,  czyli  są  powierzchniami  rozwijalnemi   na   płaszczyźnie. 

6.  Ogólne  równanie  powierzchni  rozwijalnych  na  płaszczyźnie.  Powierz- 
chnią rozwijalną  na  płaszczyźnie  nazywamy  w  ogólności  powierzchnię  pro- 
stokreślną,  w  której  dwie  po  sobie  następujące  tworzące  leżą  na  jednej  pła- 
szczyźnie, a  więc  przecinają  się  wzajemnie.  Równanie  wszelkiej  powierzchni 
prostokreślnej  możemy  na  mocy  art.  1   przedstawić  w  postaci  dwu  równań: 

z*-a0+<p(a)y    y~/(a)*+tf<a) 
o  dowolnym  parametrze  a. 

Danej  wartości  parametru  a  odpowiada  pewna  prosta  tworząca  tejże 
powierzchni  prostokreślnej ;  tworząca  po  niej  bezpośrednio  następująca  odpo- 
wiada parametrowi:  a+da,  otrzymuje  zatem  równania: 

z=*(a+da)0+q>(a+da\    y— f(a+da)0+ff>(a+da). 

Ażeby  te  proste  przecinały  się,  muszą  spełnić  się  warunki,  które  wyni- 
kają z  kolejnego  odejmowania  powyższych  równań,  lub  co  na  jedno  wycho- 
dzi z  różniczkowania  pierwszych  dwu  równań  podług  parametru,  w  postaci  : 

0-*+c>'(a),    ()=*/•' (a) +*'(«), 
z  których  otrzymujemy  warunek: 

^(a)-f(a)  *•(•), 
zatem :  V(«) «  Sf'(a)  ę\a)da. 

Ogólne  równania  wszelkich  powierzohni  rozwijalnych  przedstawiają  się 
zatem  w  postaci : 

x=a.e+(p(a),    jr-/(a).*+ J/#(a)  ę\a)da.  (10) 
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7.  Równanie  różniezkowe  powierzchni  rozwijalnych.  Szczególne  po- 
pfecie  powierzchni  rozwijalnyoh  zależą  od  kształtu  funkcyj  /  i  y,  występu- 
|ąćych  w  równaniach  (10).  Różniczkując  powyższe  równania  kolejno  cząstko- 
■ro  podług  zmiennych  z  i  y,  otrzymujemy  cztery  równania  w  postaci  : 

0=f(a) .p+0.f(a)^  +/-(fl) c>'(a)g  ,     1  -/(a) .  ?+*./'(a) ^  +/'(«)  ?>'(«)|j. 

k  Wyrugowawszy  z  tych  równań  funkcye  q>  i  c>',  a  to  mnożąc  pierwsze 
ppównanie  przez  /'(a),  trzecie  przez  —  1,  następnie  drugie  przez  /'(a),  a  czwarte 
tapnez  — 1  i  dodając  co  dwa  tak  powstałe  równania,  otrzymujemy: 

m  których  możemy  znowu    wyrugować    funkcyę  /'(a).    Otrzymujemy  miano- 

pdcie: 

f  P  +  */'(a)=0,  (11) 

■latem  równanie  różniczkowe  cząstkowe  pierwszego  rzędu  w  postaci: 

*JP+/(a).?-l=0  (12) 

o  dowolnej  funkcyi  f(a). 

Różniczkując  jeszcze  raz  to  równanie  kolejno  cząstkowo  podług  x  i  y, 
otrzymujemy  dwa  równania  różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu: 

ar+/(a;.5+[p+^(a)]^=0,     «+/(a).*  +  [|i+j/'-(a)]--Oł 

które  ze  względu  na  to,  że  na  podstawie  (11):  JP+?/'(a)s0,  sprowadzają  się 
do  postaci: 

ar +f(a).  s=0,    o5+/,(a).<=0, 
■kąd,  po  wyrugowaniu  dowolnej  funkcyi  /(a),  otrzymujemy  równanie   róźni- 
ezkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu,  kształtu: 

rts2=0,  (13) 

nie  zawierające  żadnej  funkcyi  dowolnej,  wypowiadające  wspólną  własność 
'wszystkich  powierzchni  rozwijalnych,  zwane  też  równaniem  różnicz- 
ko we  m  powierzchni  rozwijalnych. 

8.    Krzywa   zwrotu  na  powierzchni  rozwijalnej.   Tworzące  powierzchni 
prostokreślnej  rozwijalnej    następujące  nieskończenie  blisko  po  sobie,  przeci- 
nając   się    kolejno  tworzą  krzywą  przestrzenną,  leżącą  na  tejże  powierzchni, 
m  zwaną  krzywą  zwrotu  powierzchni  rozwijalnej. 
Z  ogólnego  równania  powierzchni  rozwijalnej  : 

x=az  +  <p(a),     y=f{a)z+ff'(a)  y'(a)rfa, 
otrzymujemy  równania  krzywej    zwrotu  w  postaci    trzech    równań  o  jednym 
parametrze  dowolnym  a,  kształtu: 

x a(p'(a)  +  q>(a),    y f{a)q>\a)+Sf\a)q>\a)da,    *--c>'(a).      (14) 

Wszelka     tworząca    powierzchni     rozwijalnej     ma    z     krzywą     zwrotu 
Wspólne    dwa  punkta  po  sobie  następujące,  mianowicie  swe  punkta  przecię- 
'Oia  się  z  poprzedzającą  i  następującą  tworzącą,  jest  więc  styczną  do  krzywej 
zwrotu,  można  zatem  powierzchnię  rozwijalną  uważać  jako  powierzchnię  po- 
wstałą przez  ruch  linii  prostej,  która  pozostaje  stale  styczną  do  danej  krzywej 
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przestrzennej,  która  w  tym  razie  staje  się  krzywą  zwrotu  tejże  powierz 
rozwijalnej. 

9.  Równanie  powierzchni  rozwijalnej,  mającej  daną  krzywą 

Niech    będzie    daną    krzywa    w    przestrzeni    określona    trzema    równania 
o  dowolnym  parametrze  t}  w  postaci: 

*-/»,   y=?>(*),   *=*W, 

natenczas  równania  stycznej  w  dowolnym   punkoie  (t)  tej  krzywej 
wiają  się  w  postaci  trzech  równych  stosunków,  kształtu: 

*-/(*)     y-y(Q    *-»(<) 

f'(f)     "    q/(f)     "    f  (Q  • 
Oznaozając  zmienną  wartość  tyoh   równych  stosunków    przez  % 
mamy  trzy  równania  o  dwu  zmiennych  parametrach  *  i  u  w  postaci: 

■-/»+«/'»,    ir-»»+«rM.   *-lK*)+*r(<),  (IB) 

przedstawiające  równania  powierzchni  rozwijalnej,  dla  której  dana  krzyi 

*-/(0,   y=»<0»    *-lK0 

jest  krzywą  zwrotu.    Z  równań  powierzchni  rozwijalnej  w  ten  spo 
nych  łatwo  jest  poznaó  jej  krzywą  zwrotu,  na  której  opiera  się  kształt  ii 
zwa  odnośnej  powierzchni  rozwijalnej. 

10.  Płaszczyzna  styrana  w  danym  pankeie  powierzchni  rozwijało^. 
Płaszczyzna  styczna  w  danym  punkcie  (*,  y,  *)  powierzchni  roz wij i 
ślonej  równaniami: 

*-/W+«/'W»    y-fCi+^^Wi    '-*W+«*Wi 
ma  równanie: 

ii  (X—*)  +  B  (*-*)+  e(Z-*)-0, 


gdzie : 


A^ 


dy      de\ 
dt'    dt\ 

de 
dt' 

dx 
dt 

\dx 

dt 

dy      dz\>      żf- 

de 

dx 

'       Cwm\d* 

dy\ 

du '     du 

du' 

du 

'dt*' 

du\ 

Mamy  tu 
d£ 


dx 


dt 


-f'(t)-r*f'(fi,      ź.=f'{t\ 


du 


|-fW+«f»,    %' 


*r(0, 


de 


zatem : 


=tl>'(t)+utl>*(t), 
*u[<P''(t)V'(t)-V"(t)<P'(t)]>    B" 


de 
du 


-♦'W, 


Wszystkie  trzy  spółczynniki    ^L,  2?,  C  zawierają    czynnik   «,   ról 
płaszczyzny  stycznej  jest  więc  zależne    wyłącznie    od  wartości  par 
Płaszczyzna  styczna  w  pewnym  punkcie  powierzchni   rozwijalnej  jeałH 
styczną  wzdłuż  całej  tworzącej,  przechodzącej  przez  ten  punkt  poi 
Z  tej  własności  płaszczyzn  stycznych    do    powierzchni  rozwijalnyoh 
bezpośrednio,  że  przez  daną  linię    prostą  nie  można  w  ogólności  prMfc 
dzió  płaszczyzny  stycznej  do  danej  powierzchni  rozwijalnej  ;   jeżeli   bs 
P  jest  punktem  przecięcia  tej   prostej    z    powierzchnią,  musiałaby  płaszczy 
zna  przesunięta  przez  tę   prostą   i   przez  tworzącą   powierzchni  rozwijalnej, 


-861  — 

przechodzącą  przez  P,  byó  płaszczyzną  styczną  w  punkcie  P,  co  w  ogólności 
nie  koniecznie  musi  być. 

Przez  dany  punkt  przestrzeni  możemy  w  ogólności  poprowadzić  skoń- 
czoną ilość  płaszczyzn  stycznych  do  danej  powierzchni  rozwijalnej.  Ilość 
tych  płaszczyzn  stanowi  klasę  powierzchni. 

11.  Powierzchnie  wichrowate  w  ogólności.  Powierzchnię  prostokreślną 
nazywamy  wichrowatą,  jeżeli  dwie  po  sobie  następujące  tworzące  tej 
powierzchni  nie  leżą  na  jednej  płaszczyźnie.  Ogólne  równania  wszelkich  po- 
wierzchni wichrowatych  przedstawiają  się  w  postaci : 

x=a*+<p(a),    *-f{a)*+fp(a),  (16) 

gdzie  a  jest  dowolnym  parametrem,  a  funkcye  dowolne/,  c>,  tf>  cechują  szcze- 
gólny kształt  powierzchni  wichrowatej. 

Funkcye  te  mogą  być  wyznaczone,  gdy  dane  są  trzy  kierownice  Cif  C2,  C37 
na  których  ma  się  opierać  prosta  ruchoma,  tworząca   odnośną  powierzchnię. 

Otrzymamy  tedy  na  wyznaczenie  spółczyn- 
ników  a,  a,  6,  /?  trzy  równania  warunkowe, 
przedstawiające  warunki  przecięcia  się  prostej 
ruchomej  z  danemi  trzema  kierownicami  w  po- 
staci : 

A(a,  a,  6,  /J)=0,    Ma,  a,  b,  fl-O, 

fz(ata  &,  /S)=0.  (17) 

Warunki  te  określają  i,  a,  /?,  jako  funkcye 
czwartego  parametru  a,  a  więc  żądane  trzy 
funkcye  f(a\  c>(a),  tp(a). 

Najprostszą  z  powierzchni  wichrowatych  w  ten 
sposób  powstałych  będzie  ta,  w  której  trzy  dane  kiero- 
wnice C],  C,,  <73  są  liniami  prostemi;    powierzchnią  tą 
Fig.  248.  jest,  jak  wiadomo,  hiperboloida  o  jednej  powłoce  (fig.  243). 

Szczególny  rodzaj  powierzchni  wichrowatych  tworzą  takie  powierzchnie 
prostokreślne,  w  których  jedna  z  trzech  kierownic  jest  w  nieskończoności. 
Powierzchnie  takie  powstają  przez  ruch  prostej,  opierającej  się  na  dwu  kie- 
rownicach Cx  i  C2,  a  równoległej  do  pewnej  stałej  płaszczyzny,  zwanej  p ła- 
sze żyzną  kierowniczą.  Takie  powierzchnie  prostokreślne  nazywamy 
też  powierzchniami  wichrowatemi  o  jednej  płaszczyźnie 
kierowniozej. 

Pomiędzy  powierzchniami  wichrowatemi  o  jed- 
nej płaszczyźnie  kierowniczej,  zasługują  na  szcze- 
gólniejszą uwagę  te,  w  których  jedna  z  dwu  kiero- 
wnic jest  linią  prostą,  a  druga  linią  krzywą.  Takie 
powierzchnie  wichrowate  nazywamy  konoidami, 
a  szczególny  rodzaj  kierownicy  krzywolinijnej  ce- 
chuje też  kształt  i  nazwę  odnośnego  konoidu. 

12.  Przykłady  konoidów.   a)  Paraboloida  hiperboliczna. 

Najprostszy  rodzaj  konoidów  powstaje,  jeżeli  prosta  porusza  się 
po  dwu  prostych  wichrowatych,  równolegle  do  pewnej  stałej 
płaszczyzny.  Jest  nią,  jak  wiadomo,  paraboloida  hiperboliczna 
(%  244). 
-,.      044  P)  Konoid  kołowy  powstaje,  jeżeli  linia  prosta  porusza 

'  się  po  innej  linii  prostej  i  po  kole  równolegle  do  danej  pła- 
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szczyzny.   Niech  będzie  np.  daną  linia   prosta  leżąca  na"  płaszczyźnie  XOZ,  równoległa  4$  j 
osi  x-ów,  o  równaniach  y«»0,  z***h  i  koło  na  płaszczyźnie  XOY  o  równaniach:  arJ+jr,—rłt 
*=*0,  a  prosta  ruohoma  niech  będzie   stale  równoległą  do  płaszczyzny  YOZ,  natcoem 
równanie  prostej   ruchomej   przedstawia   się  w   postaci  x  ■=  o,  y  *=  fc*+p.   Na  wysnacunk 
związków  między  spółczynnikami  o,  ft,  p  otrzymujemy: 

6A+p  =  0,    a»+p»  — r»,  zatem  p—^H^^1",    »  —  — ^rj|""— , 

a  wiec  równania  prostej  ruchomej  w  postaci: 


skąd,  po  wyrugowaniu  parametru  «,  otrzymujemy  równanie: 

(r»--**)(*--A)»-y»A»-0,  (18) 

jako  równanie  szukanego  konoidu  kołowego. 

18.  Płaszczyzny  styczne  do  powierzchni  wichrowatych.  Dwie  nieskoń- 
czenie bliskie  tworzące  I  i  II  powierzchni  wichrowatej  nie  mają  w  ogólności 
żadnego  punktu  spólnego.  Wszelka  płaszczyzna  przesunięta  przez  tworzącą 
I  przecina  tworzącą  II  w  pewnym  punkcie  P.  Prosta  łącząca  ten  punkt 
z  jakimkolwiek  punktem  tworzącej  I  leży  na  tej  płaszczyźnie ;  płaszczyzna 
ta  jest  zatem  styozną  w  punkoie  P.  Obracając  ją  około  tworzącej  I,  otrzy- 
mamy na  tworzącej  II  coraz  inne  punkta  przecięcia,  które  będą  punktami 
styczności  tej  płaszczyzny  z  powierzchnią.  Jeżeli  płaszczyzna  obracająca  się 
około  tworzącej  I  zajmie  położenie  równoległe  do  tworzącej  II,  natenczas 
punkt  styczności  P  przyjdzie  do  nieskończoności. 

Poprowadźmy  przez  tworzącą  I  płaszczyznę  prostopadłą  do  pewnej  pła- 
szczyzny przesuniętej  przez  tworzącą  I,  a  stycznej  w  punkoie  A  powierzchni, 
natenczas  płaszczyzna  ta  prostopadła  do  płaszczyzny  stycznej  w  A  będzie 
płaszczyzną  normalną  w  tym  punkcie.  Płaszczyzna  ta,  jako  przechodząca 
przez  krawędź  I,  jest  jednak  sama  płaszczyzną  styczną  w  innym  punkcie  B 
tej  powierzchni,  mianowicie  w  tym  punkcie,  w  którym  ona  przecina  sąsiednią 
tworzącą  II. 

A  zatem :  1)  Wszelka  płaszczyzna  przechodząca  przez  tworzącą  powierzchni 
wichrowatej  jest  w  jednym  punkcie  powierzchni  płaszczyzną  styczną,  a  w  innym  pła- 
szczyzną normalną; 

2)  Jeżeli  dwie  płaszczyzny  przesunięte  przez  pewną  tworzącą  powierzchni  wichro- 
watej są  do  siebie  prostopadłe,  natenczas  punkt  styczności  jednej  z  nich  jest  tym  pun- 
ktem, te  którym  druga  płaszczyzna  jest  płaszczyzną  normalną  i  nawzajem. 

14.  Takie  dwa  punkta  A  i  B  powierzchni  wichrowatej,  które  posiadają  tę 
własność,  że  jedna  i  ta  sama  płaszczyzna  jest  płaszczyzną  styczną  w  pun- 
kcie A,  a  płaszczyzną  normalną  w  punkcie  2?,  mają  następujące  uwagi 
godne  własności.  Jeżeli  płaszczyzna  przesunięta  przez  tworzącą  I  ma  swój 
punkt  styczności  A  w  nieskończoności,  natenczas  punkt  2?,  w  którym  ona 
jest  płaszczyzną  normalną  do  powierzchni,  wpada  w  miejsce  najkrótszego 
oddalenia  tworzącej  I  względem  sąsiedniej  tworzącej  II.  Płaszczyzna  prze- 
sunięta przez  tworzącą  I  prostopadle  do  płaszczyzny  stycznej,  do  tworzącej  II 
równoległej,  przetnie  bowiem  tworzącą  II  w  punkcie  P,  z  którego  wychodzi 
wspólna  prostopadła  do  tworzącej  I  i  II,  wyznaczająca  miejsce  ich  najkró- 
tszej odległości. 

Jeżeli  punkt  A  zmienia  swe  położenie  na  tworzącej,  natenczas  zmienia 
go  także  punkt  B;   jeżeli    punkt   A    zajmie    miejsce    najkrótszej    odległości 
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dwóch  tworzących  po  sobie  następujących,  natenczas  punkt  B  przejdzie  do 
nieskończoności  i  nawzajem. 

15.  Krzywa  zwężenia  (strykcyjną)  danej  powierzchni  wichrowatej.  Miej- 
sca najkrótszego  oddalenia  dwóch  tworzący ah  danej  powierzchni  wichrowa- 
tej, po  sobie  następujących,  tworzą  pewną  krzywą  na  tejże  powierzchni, 
zwaną*  krzywą  zwężenia  powierzchni,  albo  krzywą  strykcyjną 
tejże  powierzchni. 

Według  Chasle8'a  nazywa* się  miejsce  najkrótszego  oddalenia  tworzącej  I  wzglę- 
dem nieskończenie  bliskiej  następnej  tworzącej  II  także  punktem  centralnym  two- 
rzącej I,  linia  strykcyjną  określa  się  więc  jako  miejsce  punktów  centralnych  wybranych 
na  każdej  tworzącej  danej  powierzchni  wichrowatej. 

Nie  trudno  zauważyć,  że  wspólna  prostopadła  w  miejscu  najkrótszego 
oddalenia  dwu  tworzących  sąsiednich  danej  powierzchni  wichrowatej  nie 
jest  elementem  linii  strykcyjnej  czyli  innemi  słowy  nie  jest  styczną  do  linii 
strykcyjnej,  na  każdej  tworzącej  jest  bowiem  tylko  jedno  miejsce  najkrótszego 
oddalenia  tejże  tworzącej  względem  tworzącej  następnej,  a  dwa  takie  punkta 
dwa  tworzących  po  sobie  następujących,  jako  dwa  następne  punkta  linii 
strykcyjnej,  nie  leżą  na  wspólnej  prostopadłej  obu  tych  tworzących. 

16.  Powierzchnie  powstałe  przez  ruch  koła.  Ogólne  równania  koła 
w  przestrzeni  przedstawiają  się  w  postaci  dwu  równań  kształtu: 

(*-f)2+(y-1?)J+(s-D,-*^ 

A(x-Z)+B<j,-V)+C(e-C)=0,  (18) 

zawierają  więc  sześć  stałych  dowolnych:  £,  17,  f,  B7  -^>»  ~rf  >  musiałoby  za- 
tem istnieć  pięć  warunków,  które  przedstawiałyby  pięć  stałych  jako  pewne 
funkcye  pozostałej  szóstej  stałej,  aby  ruch  koła  w  przestrzeni  określić.  Przyj- 
mijmy £,  jako  tę  szóstą  stałą  niezależną,  a  pozostałe  pięć  stałych,  jako  jej 
funkcye,  to  otrzymamy  równania: 

[•-/i(Mt+|jf--A(0]a+(*-D>-/.(fo,  (20) 

jako  ogólne  równania  powierzchni  powstałych  przez  ruch  koła. 

Pomiędzy  powierzchniami  tego  rodzaju  zajmiemy  się  głównie  powierz- 
chniami obrotowemi  i  powierzchniami  kanałowemi. 

17.  Powierzchnie  obrotowe.  Powierzchnia  obrotowa  powstaje,  jeżeli 
koło  o  zmiennym  promieniu  tak  się  porusza,  że  jego  środek  posuwa  się  po 
pewnej  linii  prostej,  a  jego  płaszczyzna  pozostaje  stale  prostopadłą  do  tejże 
linii  prostej.  Tę  stałą  prostą  nazywamy  osią  obrotu  powierzchni. 

Przyjmijmy  oś  obrotu  za  oś  *-ów,  natenczas  równania  koła  ruohomego 
przedstawiają  się  w  postaci: 

s2+y2+(*-c)2=JB2,    *=c. 

Pierwsze  przedstawia  kulę  o  środku  C(0,  0,  c)  i  promieniu  r,  drugie  pła- 
szczyznę równoległą  do  X0Y}  przechodzącą  przez  środek  Ć7(0,  0,  c),  oba  równa- 
nia zawierają  więc  jeszcze  dwie  stałe  dowolne  B  i  c. 

Ażeby  ruch  tego  koła  był  określony  musi  być  podany  związek  między 
temi  stałemi,  przyjmijmy,  że  i?2=c>(c),  natenczas  sprowadzamy  równania  po- 
wyższe do  postaci: 
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o  jednej  stałej  dowolnej  c;   wyrugowawszy  ją  otrzymujemy  jedno    równani* 
kształtu : 

*2+yJ-c>(*),  (21) 

jako  ogólne  równanie  wszelkich  powierzchni  obrotowych,  których  oś  obrotu 
wpada  w  oś  OZ. 

Przekroje  powierzchni  płaszczyznami  prostopadłemi  do  osi  obrotu  nazy- 
wamy równoleżnikami  powierzchni  obrotowej.  Są  one  kołami  o  równa- 
niach: z=*h,  x2+y2*=q>(h). 

Przekroje  powierzchni  płaszczyznami  przechodzącemi  przez  oś  obrotu 
nazywamy  południkami  powierzchni  obrotowej.  Są  one  krzy  wemi  przy- 
stającemi,  południk  powierzchni  obrotowej:  x2+y2=(p(z)  leżący  na  płaszczy- 
źnie XOZ,  określony  jest  równaniami:  y=0,  x2=<p(z). 

18.  Określając  koło  jako  przekrój  kuli  o  stałym  środku  C(a,  /J,  y).  pła- 
szczyzną: a(x— a)  +  b(y  —  P)  +  c(z — y)=*d,  o  stałym  kierunku,  określonym  spół- 
czynnikami  a,  6,  c,  otrzymamy  równania: 

(a._a)2+(y_/3)2+(j,_y)l  =  jB27 

a(x-a)+b(y-P)  +  c(z-y)=d, 
a  dodając  warunek  i?2=c>(d),  otrzymamy  równanie: 

(x^a)2+(y^^+(js-yj^(f[a(x--a)  +  b(y-p)  +  c(z^Y)]j  (22) 

jako  ogólne  równanie  powierzchni  obrotowej,  której  osią  obrotu  jest  prosta: 

x—  a  ^  y—p      z—y 
a  b  c 

Jeżeli  oś  obrotu  przechodzi  przez  początek  układu  C(0,  0,  0)  w  kie- 
runku oznaczonym  liczbami  a,  6,  c,  natenczas  powyższe  równanie  sprowadza 
się  do  postaci: 

x2  +  y2  +  z2=<p(ax+by+cz\  '     (88) 

a  w  przypadku,  gdy  oś  obrotu  wpada  w  oś  OZ,  a  więc,  gdy  a=J— 0,  e*l, 
otrzymuje  kształt: 

x2  +  y2=<p(z) 
powyżej    pod  (21)  otrzymany. 

19.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe  powierzchni  obrotowych.  Bóioicz- 
kując  ogólne  równanie  powierzchni  obrotowych,  których  osią  obrotu  jest  oś 
£-ów,  przedstawiające  się  w  postaci:  x2+y2  =  q>(z),  kolejno  cząstkowo  podług 
x  i  y,  otrzymujemy  równania  różniczkowe : 

2x  =  <p'(e).p,     2y  =  (p'(z).q, 
z  których  po  wyrugowaniu  funkcyi  dowolnej  gp,  cechującej  szczególny  kształt, 
powierzchni,  otrzymujemy  równanie  różniczkowe  pierwszego  rzędu: 

^  =  Ą->  czyli:  yp-xq=0.  (24) 

Różniczkując  analogicznie  ogólne  równanie  powierzchni  obrotowej  o  do- 
wolnej osi  obrotu,  przedstawiające  się  w  postaci: 

(x-a)*+(y-P)*  +  (z-y)*=<p[a(x-a)  +  l(y-P)  +  c(e-y)], 
otrzymujemy  dwa  równania  różniczkowe  cząstkowe : 

2(x-a)  +  2(z-yjp  =  f'{a{x-a)  +  b(,j-p)  +  c(z-y)](a+cp), 
2(y-p)  +  2(z-y)q  =  <p,[a(x-a)  +  b(y-p)  +  c(e-y))(b+cq), 
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z  których,  po  wyrugowaniu  dowolnej    funkcyi:    q>'[a(x— a)+b(y— P)  +  c(z—y)], 
otrzymujemy  równanie  różniczkowe  oząstkowe   bez  funkcyi  dowolnej  w  po- 

#— a+(*— y)p      a+cp 


8taci:  y-p+(z-y)q~b  +  cą> 

czyli :  \b(z— y)-c(y— (ł)]p+[c(x-a)-a(z-y)]q=a(y 

które  możemy  przedstawić  w  postaci  wyznacznika : 

P         ?       — ! 

=0, 


|8)— b(x-a\ 


(25) 


(26) 


a         b  c 

x—a,  y-p,  z-y 
jako  równanie  różniczkowe  wszelkich    powierzchni    obrotowych    o    dowolnej 

osi  obrotu,  określonej  równaniami :  =     ,     =  — — • 

Równania  różniczkowe  cząstkowe  (24)  i  (25)  wypowiadają  wspólną  wła- 
sność wszystkich  powierzchni  obrotowych  niezależną  od  kształtu  południka, 
która  opiewa: 

Normalna  w  jakimkolwiek  punkcie  powierzchni  obrotowej  przecina  oś  obrotu. 

Innemi  słowy :  Płaszczyzna  styczna  w  jakimkolwiek  punkcie  powierzchni  obro- 
towej jest  prostopadłą  do  płaszczyzny,  przechodzącej  przez  ten  punkt  i  przez  oś  obrotu 
czyli  prostopadłej  do  płaszczyzny  południkowej  tego  punktu. 

80.  Powierzchnie  kanałowe.  Powierzchnia  kanałowa  powstaje,  jeżeli 
koło  o  stałym  promieniu  tak  się  porusza,  że  jego  środek  przebiega  daną 
krzywą  przestrzenną,  a  jego  płaszczyzna  pozostaje  stale  płaszczyzną  nor- 
malną tejże  krzywej  (fig.  245). 

Niech  będzie  daną  krzywa  w  przestrzeni  określona  równaniami: 

zwana  kierownicą  powierzchni  kanałowej. 
Ogólne   równania  koła,  kształtu : 

(*-£)2+(y-*7)'+('-02==*a, 

A(x—§)+.B(y—ii)  +  C(0-S)-O, 
podpadają  tu  następującym  pięciu  warunkom: 

a  że  dg-/'(f)#i  <ty  =  c>'(£)d£,    sprowadzają  się 
zatem  do  postaci : 

[*-/(£]H[y-c>(£)]2+(*  -  f)*-*1. 

Fig.  246.  r(D[^-/(^)]  +  y,(?)[y-y(0]  +  (^-?)-0; 

Równania  te  zawierają  jeden  dowolny  parametr  f  i  są  ogólnemi  równa- 
niami wszelkich  powierzchni  kanałowych. 

21.  Równanie  różniczkowe  cząstkowe  powierzchni  kanałowych.  Różnicz 
kując  ogólne  równania  powierzchni  kanałowych  podane  pod  (27)  kolejno  czą- 
stkowo podług  zmiennych  niezależnych  x  i  y,  otrzymujemy  najpierw  z  pier- 
wszego równania  dwa  następujące: 

i-«og]  +  [r-*n]  [-,*>*]  +  H  HH 


(27) 


-«f]tHK|+H(^ 
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czyli : 


.-/<o+*(-t)  - §{ 


*-A?)]/'(£)  +  [y-rtC>]ł>'(D+(*-c)}-0, 


które  za  uwzględnieniem  drugiego  równania  sprowadzają  się  do  postaci: 

*-/(£)+*('-£)  =0,    y-^)+j(^-t)-0,  mm 

Otrzymane  równania  różniczkowe  cząstkowe  rzędu  pierwszego  zawierają 
jeszcze  obie  funkcye  dowolne  /(£)  i  9>(f),  cechujące  kierownicę  danej  po- 
wierzchni, i  wypowiadają  własność  tej  powierzchni,  że  wszelka  normalna 
do  powierzchni  kanałowej  przecina  kierownicę  tej  powierzchni.  Różniczkując 
oba  te  równania  jeszcze  raz  kolejno  podług  zmiennych  x  i  y,  otrzymujemy 
następujące  cztery  równania  różniczkowe: 

l+l>>+r(*-C)=[/'(£)+p]g,    pt+HM-t)-[f'(£)+pi£t 

z  których  możemy  funkcye  dowolne  /'(£)  i  qp'(C)  wyrugować. 

Odejmując  mianowicie  od  iloczynu  pierwszego  i  czwartego  równania 
iloczyn  drugiego  i  trzeciego  równania,  otrzymujemy  równanie  różniczkowe 
cząstkowe  drugiego  rzędu,  kształtu: 

[i+P1+Ki-ffl[i+j»+*(f-t)]-[P«+^--0],-o.  W 

zawierające  w  sobie  jeszcze  stałą  dowolną  f.    Stałą  tę  dowolną  możemy  za- 
stąpić danym  promieniem  R  koła  ruchomego. 
Z  równania : 

[*-/(&]'+[y-rtS)],+(«-S),-ii,ł 

w  połączeniu  z  równaniami  (28): 

otrzymujemy  bowiem:  (s—  C)2(p2  +  q2  +  l)=R2,  zatem:  a— £=»- ■ 

Podstawiając  tę  wartość  w  równanie  (29),  otrzymujemy: 

a  stąd  równanie : 

jako  równanie  różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu  przynależne  wszystkim 
powierzchniom  kanałowym,  powstałym  przez  ruch  koła  o  stałym  promienii 
jR,  niezależnie  od  obranej  kierownicy.  Równanie  to  jest  ze  względu  na  i 
zgodne  z  równaniem  wyprowadzonem  pod  (6)  na  str.  830,  wyznaczającen 
główne  promienie  krzywizny  w  danym  punkcie  powierzchni,  z  czego  wynika 
że  w  powierzchniach  kanałowych  jest  w  każdym  punkcie  jeden  z  głównyel 
promieni  krzywizny  zawsze  stały,  równy  promieniowi  koła  ruchomego. 

Jeżeli  kierownicą  powierzchni  kanałowej  jest  krzywa  płaska:    2=0,  y  =  f(x).  wted 
ogólne  równanie  powierzchni  kanałowej,  otrzymuje  kształt: 

(*-5),+[y-/(;)],+*,  =  *ł,   (*-;)+[y-/tf)]/'(5)  =  o,  (Si; 

a  odnośne  równanie  różniczkowe  sprowadza  się  do  postaci: 

jest  więc  równaniem  różniczkowem  cząstkowem  rzędu  pierwszego. 
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ćwiczenia  LIII. 

1)  Wyprowadzić  równtfnie  powierzchni  walcowej,  której  kierownicą  jest  linia  krzywa 
z  «  0,  F(Xj  y)  =  0,  a  tworzące  są  równoległe  do  prostej :  x  =  az,  y  «  bz. 

2)  Jaki  kształt  ma  równanie  walca  parabolicznego,  którego  kierownicą  jest  parabola: 
4*==2jKr,  leżąca  na  płaszczyźnie  X0Y,  a  tworzące  są  równoległe  do  prostej :  x  =  <mz,  y  =  bz. 

3)  Jaki  kształt  ma  równanie  walca  kołowego,  którego  kierownicą  jest  koło:  x*+y*=  1, 
leżące  na  płaszczyźnie  xy,  a  tworzące  są  dowolnie  nachylone. 

4)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  walcowej,  której  kierownicą  jest  logarytmika : 
y  =  e*:  z  =  0,  a  kierunek  tworzących  jest  określony  liczbami :  a,  fc,  1. 

B)  Wykazać,  że  równanie:   aj,+y,+2fi?ł— 2xz-\-2yz— 1  =  0   przedstawia   walec   kołowy, 
którego  tworzące  są  równoległe  do  prostej :  *  =  z,  y  =  —  z. 

6)  Wykazać,  że  krzywa  styczności  walca  opisanego  na  powierzchni : /(*,  y,  «)  =  0  ma- 
jącego tworzące  równoległe  do  prostej:  x=*az,  y  =  bz,  przedstawia  się  równaniami: 

/fc^-o  .£  +  .£+2-0. 

7)  Wyprowadzić  równanie  walca  opisanego  na  kuli :  *?+yJ-f  z1  —  r\  a  mającego  two- 
rzące równoległe  do  prostej  x  =  az,  y=*bz. 

8)  Wykazać,  że  równanie  stożka  opierającego  się  na  krzywej  z  =  h,  /(a?,  y)=0,  a  ma- 
jącego wierzchołek  w  początku  układu  przedstawia  się  w  postaci* 

/£,  *)-o. 

9)  Wykazać,  że  równanie  stożka  opierającego  się  na  krzywej:  z  =  0,  /(*,  y)  =  0, 
a  mającego  wierzchołek  w  punkcie:  £(£,  ?),  Q  przedstawia  się  w  postaci: 

10)  Wykazać,  że  równanie: 

&*H-2yJ— 2a*+4y*— 4a?— fts— 8  =  0 
przedstawia  stożek  o  wierzchołku:  5(0,  2,  —2). 

11)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  linii  prostej,  która 
przecina  stale: 

1)  prost*  l{*2°0,    2)  koło  x{*=ytlr,,  .8)  koło  K>{*  =  ~lrt 

12)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  prostej,  która  opiera 
się  stale:   1)  na  kole  *{*i^  i_rii    2)  na  prostej  £{*~q>    3)  na  prostej  £'{*~^"C. 

18)  Wykazać,  że  wszelką  powierzchnię  prostokreślną  możemy  przedstawić  układem 
równań  kształtu: 

x=*az+v(o\    y  =/(«).  *+««)> 
gdzie  a  jest  dowolnym  parametrem. 

14)  Wykazać,  że  ogólne  równania  powierzchni,  powstałych  przez  ruch  prostej,   opie- 

)X—CLZ—GL  «=  0  i  /  • 

__/,  _ft  —  n  mo*emy  zawsze  przedstawić  w  postaci: 

IB)  Wykazać,  że  ogólne  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  prostej,  która 
pozostaje  stale  równoległą  do  płaszczyzny  ax-\rbyĄ-cz  =  0  możemy  przedstawić  w  postaci: 

x*(ax+by+cz)+yĄ[ax-\-  &y+<*)+l  =  0. 

16)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  linii  prostej, 
opierającej  się  stale  na  dwu  prostych: 

My-te-p^O  l       |y-&'*-P'  =  0' 
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17)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  powierzchni,  powstałej  przez  ruch  linii  prostej, 
która  opiera  się  stale  na  prostej :  L  {  a  Z!  n  *  powstaje  zawsze  równoległa  do  pła- 
szczyzny: Ax~\-ByĄ-  Cz  =*  0. 

18)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  powierzchni,  powstałej  przez  ruch  prostej,  opiera- 
jącej się  stale  na  osi  ZZ*  i  przecinającej  ją  pod  kątem  w. 

19)  Jakie  równanie  ma  powierzchnia   powstała   przez   ruch   prostej,   która   przecina 

prostą  LĄ    ~  0  i  prostą  Z*  l    ~     ,  a  do  prostej  Lx  jest  nachyloną  pod  stałym  kątem  «. 

20)  Jakie  równanie  ma  powierzchnia  prostokreślna,  jeżeli  jej  tworzące  przecinają  oś 
OZ  pod  stałym  kątem  w,  a  nadto  opierają  się  na  ellipsie: 

»(•-*  S+S-O- 

21)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  powstającej  przez  ruch  prostej,  któraby 
przecinała  oś  XX  pod  danym  kątem  co,  a  od  osi  YY'  miała  stale  odległość  równą  p. 

22)  Wykazać,  że  ogólne  równanie  konoidy,  której  tworzące  opierają  się  na  osi  OZ 
i  są  równoległe  do  płaszczyzny  X0Yt  możemy  przedstawić  w  postaci: 

*(*ł)-a 

23)  Wykazać,  że  normalne  w  punktach  prostej,  leżącej  na  dowolnej  powierzchni 
wichrowatej,  tworzą  paraboloidę  hiperboliczną. 

24)  Okazać,  że  przez  wszelką  tworzącą  powierzchni  wichrowatej  możemy  zawsze 
przeprowadzić  taką  powierzchnię  wichrowatą  drugiego  rzędu,  że  obie  powierzchnie  będą 
miały  we  wszystkich  punktach  tej  tworzącej  te  same  płaszczyzny  styczne. 

2B)  Wyprowadzić  równanie  konoidu  kołowego,  którego  tworzące  opierają  się  na  osi 
OZ  i  na  kole  x  =  a,  y»-{-**  =  rJ,  a  są  równoległe  do  płaszczyzny  X0Y. 

x*       y1 

26)  Wykazać,    że  krzywa   zwężenia  na   paraboloidzie   hi  per  bo  licznej :    —  —  —  =  2z 

składa  się  z  dwu  parabol,  określonych  równaniami: 

27)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  powierzchni  powstałej  przez  ruch  linii  pro- 
stej przecinającej    dwie   dane  krzywe   i   równoległej   do   płaszczyzny  X0Y. 

28)  Wyznaczyć  równanie  powierzchni  utworzonej  przez  linię  prostą,  która  porusza 
się  równolegle  do  płaszczyzny  XOY,  a  przecina  oś  *-ów  i  krzywe  daną  równaniami: 

29)  Zbadać  powierzchnię  utworzoną  przez  linię  prostą,  która  porusza,  się  równolegle 
do  płaszczyzny  XOY  i  przecina  krzywe: 

<*S+-S-i.  »-«}.    <*{$+$-».  — °}- 

80)  Wykazać,  że  ogólne  równanie  różniczkowe  cząstkowe  wszelkich  powierzchni  po- 
wstałych przez  ruch  prostej,  pozostającej  stale  równoległą  do  płaszczyzny:  AxĄ~By-{-Cz  —  0 
przedstawia  się  w  postaci: 

(*+ C?)V-2(2?+  C^)  (A+Cp)9+(A  +  Cp)H  -  0. 

,   .  dz  dz  d*z  dhs  ó*z 

gdzie:  p  =  -x,       „__,      r=-,,      .  =  -x-,      <  =  -r 

81)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  utworzonej  przez  prostą,  która  przecina  dwie 

proste:  L,r  ,    Ltr  i  koło,  o  promieniu  r,  którego  płaszczyzna  jest  równole- 

\z  =  c  \z  =  — c 

głą  do  tychże  dwu  prostych,  a  którego  środek   dzieli   najkrótszą    odległość  tych  prostych 

na  dwie  równe  części. 
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82)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  wszelkich  powierzchni  prostokreślnyoh  utwo- 
rzonej przez  linię  prostą,  która  przecina  prostą:  — —  «=- —  = i  pozostaje  równoległą' 

do  płaszczyzny:  Jx~\-By+Cz  =  0. 

33)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  wszelkich  powierzchni   prostokreślnyoh,  których 
tworzące  przecinają  daną  linię  prostą  i  są  do  niej  prostopadłe. 

34)  Znaleźć  powierzchnię  utworzoną  przez  linię  prostą,   któraby  była   stale  równole- 
gła do  płaszczyzny  XOY,  przecinała  os  OZ  i  krzywą:  C(xy*  =  a8,  xi+yl=:bt). 

35)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  obrót  linii  łańcuchowej : 

c  s 

y  =  0,    mwm- £-(«*+«     a)»  oko*°  osi  OZ  (ńg.  246). 

86)  Jakie  równanie   otrzymuje   powierzchnia  po- 
wstała przez  obrót  linii  łańcuchowej : 


y_o,  .-!(."+.  °) 


około  osi  OZ. 
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87)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powsta- 
łej przez  obrót  linii  prostej :  x  =  az+a,  y  =  hz-\-$  około 
osi  OZ, 

88)  Wykazać,  że  równanie  wszelkiej  powierzchni 
obrotowej,  który   osią   obrotu  jest  prosta: 

R*m  g-g  =  y-b  =     Z 

cos  a       cos  p       cos  y  ' 
możemy  przedstawić  w  postaci: 

(»— a)*+(y— 6)J+*J  =  qp(ar  cos  *+y  cos  $Ą-z  cos  y) 

39)  Wyprowadzić  równanie   powierzchni   obrotowej,   powstałej    przez  obrót  krzywej: 

X==/,(2?  około  osi  OZ. 

40)  Jakie  równanie  otrzymuje  powierzchnia  powstała   przez  obrót   krzywej: 

0{y  =  0,  az*+bx*+2ex+d  =  0)  około  osi  OZ. 

41)  Jakie  równanie  otrzymuje  powierzchnia  powstała  przez  obrót  hiperboli: 
C(y  =  0,  xz  =  a1)  około  jednej  z  jej  asymptot. 

42)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  powstałej  przez  ruch  koła  o  stałym  pro- 
mieniu a,  jeżeli  środek  koła  porusza  się  po  osi  XX',   a   płaszozyzna  koła  przechodzi  stale 

przez  prostą  ^{*^6- 

43)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  koła  o  stałym 
promieniu  r,  jeżeli  płaszczyzna  koła  pozostaje  stale  równoległą  do  płaszczyzny  X0Y, 
a  środek  koła  opisuje  pewną  krzywą,  leżącą  na  płaszczyźnie  X0Z. 

44)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  koła  o  stałym  promie- 
niu r,  jeżeli  płaszczyzna  koła  pozostaje  stale  równoległą  do  płaszczyzny  X0Y)  a  środek 
koła  opisuje  daną  krzywą  w  przestrzeni:  »«=*?(*),  y—Ą(z). 

45)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  ruch  koła  o  stałym  promie- 
niu r,  jeżeli  środek  koła  opisuje  krzywą  y  =  ?  (x),  leżącą  na  płaszczyźnie  X0Yf  a  płaszczy- 
zna koła  przechodzi  przez  oś  OZ. 

46)  Jakie  równanie  ma  powierzchnia  powstała  przez  ruch  koła,  o  stałym  promieniu  r, 

)«  =  0 
, ,  a  płaszczyzna  koła  przechodzi  przez  oś  OZ. 

47)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  powierzchni,  powstałej  przez  ruch  koła  o  stałym 
promieniu  r,  jeżeli  środek  koła  opisuje  pewną  krzywą  przestrzenną,  a  płaszczyzna  koła 
przechodzi  stale  przez  oś  OZ. 

48)  Jakie  równanie  otrzymuje  powierzchnia  powstała  przez  ruch  koła  o  stałym  pro- 
mieniu r,  jeżeli  środek  koła  opisuje  linię  śrubową : 

z  z 

x  =  a  cos  —  ,        y  =■  a  sin  — , 
na  na 

a  płaszczyzna  koła  przechodzi  przez  oś  OZ. 
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49)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  powstałej  przez  ruch  koła  o  stałym  promie 

{#  =  0 
.  ,  a  obwód  koła  dotyka  się  stale 

osi  OZ. 

60)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  powstałej  przez  ruch  kola  zmiennego,  jeżeli 
płaszczyzna  koła  przechodzi  przez  oś  0Z,  środek  koła  pozostaje  w  początku  układu, 
a  obwód  koła  przecina  ellipsę:  E{*  «  0,  fcV+«V  =  «'&')• 

51)  Znaleźć  powierzchnię  obrotową,  któraby  miała  tę  własność,  że  główne  promie- 
nie  krzywizny  w  każdym    z  jej    punktów   byłaby   równe,    ale   przeciwnego  znaku. 

62)  Wyznaczyć  promień   krzywizny   w   przekroju   normalnym   ellipsoidy   obrotowej : 

a^-fy1        z* 

, h  -y  =  1,  jeżeli   płaszczyzna   przekroju   tworzy   z   płaszczyzną   południkową  dany 

kąt  a. 

68)  Wykazać,  że  promień  krzywizny  przekroju  normalnego  w  danym  punkcie  po- 
wierzchni rozwijalnej  jest  proporcyonalny  do  kwadratu  sinusa  kąta,  jaki  ten  przekrój  za- 
myka z  tworzącą  powierzchni  rozwijalnej. 

64)  Wykasać,  że  promienie  krzywizny  przekrojów  normalnych  w  punktach  danej 
tworzącej  powierzchni  rozwijalnej  są  proporcyonalne  do  odległości  tych  punktów  od  punktu 
przecięcia  się  tej  tworzącej  z  tworzącą  nieskończenie  blisko  położoną. 

R  o  z  w  i  ą  z  a  n  i  a  LIII.        1)    F(x—az,  y—bz)  =  0  2)    (y— bz)*  =  2p(x— az\ 

8)    (»-«w)M-(y-te)ł  — 1.         4)    y- te  =  «*-«*.         7)   {b*+\)x*+(a*+l)y*+(a*+b*y*-2abxy-- 
-2axz-2byz  =  (a*+b*+\)r\  11)    a«(ya+*>)-rV  =  0  lub  *V+«V-  rV  —  a 

12)    •V(.+e)»+eV(^e)'-.r»(f+e)"(*-«)«  =  a  16)    £T^=J- « f (^^^). 

17)    Ax+By+Cz  =  9(?=£^).      18)  *  =  cotgW  V*MV  +  *(t\        19)  (*'+*')  (y-*)1- 

—  tang*  w  y  V.  20)    {b^+ahf^z—cotg  to\/a:*+y»  ]»  =  a^d*  cotgJ  «o  (**+yJ). 

21)  [*8inc»)+V/a:^+y^co8al]»y^=,p^(*1co8,w+y,)•     26)  «y+»V--rV  «=  0.      28)  ^  +  ^  = 

"O^Kt  +  t)'    29)(^  +  i)1+5=l-    31)(mc'a5-cy^+mXmcx*-cV)ł=mMc,-^2 

*i)bhop  =  *{**+?).         86)^+y'=^{ea+e     *}\  36)  *  =  |-(«     a     +  .         a     ). 

87)  x*+y*  =  {az+*)*+(bz+W.        39)    x>+y>  =  [/(*)]»+[?«]>.  40)    [b(x*+rt+m*+*P  = 

—  4^+y1)-      41;  •»l»*+*,>  — «4-     42)  (yH*1)  (*-&)' ^O*'-*1)*1-      *8)  *=i«<*+t/r*-y2> 
44)    [x-*W]H[y-+W]ź«r*.  46)    ^(^-^H-^+y^-^^^-a  46)   y»(*ł-r»H- 

+(*1+y,)(y-*),=a  47)  *t{#_ł(l.J|1+  (*'+y')  {x    ^AjJ^ri,!. 

48)  (s-na  arctg  |-)  +  \/x*+j?  -a)>-  r«.  49)    (y»+*«)(y-  2b)Ą-x*y  =  0. 

60)  (a*y,+*l«,)(*1+y>+«,)  =  aaA1(xs+y1).    61)  Powierzchnia  powstała  przez  obrót  linii  łań- 

X  X 

cuchowej:  y=*--\e    +e       J  około  osi  *-ów. 

Literatura.  Joachimsthal:  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung 
auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flftchen  und  der  Lin  i  en  doppelter  Krttmmung.  Leipzig  1870 
Knoblauch:  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  krummen  Fl&chen.  Leipzig  1&& 
Ludwig  Immanuel  Magnus:  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsatzen  aus  der  ana 
lytischen  Geometrie  des  Raumes.  Berlin  1887. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Teorya  powierzchni  prostokreślnych. 

2.  Teorya  powierzchni  obrotowych. 
8.  Teorya  powierzchni  rurowych. 


Wykład  MV. 


Dalszy  ciąg  teoryi  tworzenia  powierzchni. 

1.  Powierzchnia  powstała  przez  ruch  dowolnej  krzywej.  Niech  będzie 
ogólnie  dana  krzywa  ruchoma  w  przestrzeni,  określona  równaniami: 

/i(s,  y,  g,  a)=0,  f%(x,  y,  g,  a)=0,  (1) 

o  dowolnym  parametrze  a. 

Każdej  wartości  parametru  a  odpowiada  pewne  położenie  krzywej  rucho- 
mej. Jeżeli  parametr  a  zmienia  się  ciągle,  natenczas  krzywa  ruchoma  utwo- 
rzy powierzchnię.  Rugując  tedy  z  obu  danych  równań  parametr  a,  otrzy- 
mamy równanie  tej  powierzchni  jako  miejsca  geometrycznego  wszystkich 
położeń  powyższej  krzywej  ruchomej. 

Jeżeli  równania  krzywej  ruchomej  przedstawione  są  dwoma  równa- 
niami : 

/i(x,  y,  *,  a,  6)=0,   f%(x,  y,  *,  a,  6)=0,  (2) 

o  dwu  parametrach  dowolnych  a  i  6,  wtedy  istnieje  oo2  położeń  krzywej 
ruchomej.  Ażeby  tedy  krzywa  ruchoma  utworzyła  powierzchnię,  musi  istnieó 
pewien  związek  między  parametrami  a  i  b  w  postaci: 

¥fh  *)-<>-  (3) 

Pod  tern  założeniem  możemy  parametrom  a  i  b  nadawać  tylko  takie 
wartości,  które  czynią  zadość  danemu  warunkowi,  w  takim  razie  będzie 
istniało  tylko  oo1  położeń  krzywej  ruchomej,  które  utworzą  pewną  powierz- 
chnię przez  ruch  krzywej  powstałą,  a  równanie  tej  powierzchni,  otrzymamy, 
jeżeli  z  powyższych  trzech  równań  wyrugujemy  oba  parametry  a  i  b. 

Ogólnie  jeżeli  krzywa  ruchoma  w  przestrzeni  jest  przedstawiona  dwoma 
równaniami : 

A(*>  Vi  *,  «n  «j,-..,*«)=0,  f2(x,  y,  *,  o,,  a2,...,an),  (4) 

o  n  parametrach  dowolnych  ai}  a2ł..  ,<*»,  to  jej  ruch  w  przestrzeni  będzie 
określony,  gdy  będzie  danych  (n— 1)  równań  między  tymi  n  parametrami, 
w  postaci: 

?>i(«i>  aa,..,on)«0,  9>2(at,  asi..  va»)-09...lfpll-1(aly  av  ..,0^=0,        (5) 

które  dozwalają  wyznaczyć  (fi — 1)  parametrów  jako  funkcye  pozostałego  n  go 
parametru.  Możemy  tedy  wyrugować  z  danych  (»+l)  równań  wszystkie  para- 
metry, a  otrzymamy  jedno  równanie  między  spółrzędnemi  x}  y,  g  jako  równa- 
nie powierzchni  powstałej  przez  tak  określony  ruch  krzywej  w    przestrzeni. 
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Warunki  w  ilości  (n—  1),  potrzebne  do  określenia  ruchu  krzywej,  mającej 
w  swych  równaniach  n  parametrów  dowolnych,  możemy  otrzymać  w  ten 
sposób,  że  podamy  (» — 1)  stałych  krzywych  w  przestrzeni,  zwanych  kiero- 
wnicami powierzchni,  na  których  krzywa  ruchoma  ma  się  opierać,  prze- 
cinając je. 

2.  Przykłady  powstawania  powierzchni  neta  drugiego  przez  ruch  krzywych  dnigiec* 
rzędu. 

a)  ElUpsoida  powstaje  przez  ruch  ellipsy  zmiennej,  której  wierzchołki  poruszają  się 
po  dwóch  ellipsach,  mających  jedną  oś  wspólną  i  leżących  w  płaszczyznach  do  siebie  pro* 
stopadłych.   Obierzmy  płaszczyzny  dwóch  ellips  stałych  COA  i  COB  za   płaszczyzny  ZOX 

i  ZOY,  a  ich  oś  wspólną  CC  za  oś  s-ów  i  przyjmijmy,  że 
płaszczyzna  ellipsy  ruchomej  AOB  jest  równoległą  do  pła- 
szczyzny XOY  (fig.  247).  Oznaczmy  w  ellipsach  stałych  COA 
i  COB  półosie  OA  =  o,  OB  =  b,  OC  =  c  i  weźmy  pod  uwagę 
jakiekolwiek  położenie  ellipsy  ruchomej  AOB,  np.  AlOiBl. 
Dowolny  punkt  P  tei  ellipsy  niech  ma  współrzędne  *  =  ON. 
y*=MN,  z*=*MP,  wtedy  będzie  dla  ellipsy  OAlBl  widocznie 
X*  Y1  OA\       Z1 

ar* +  ob*~ = lf  z  elliP8y  0AC  wypada  atoli :  - 


£-X 


+  7.-* 


Fig.  247. 


z  ellipsy  OBC  zaś: 
0A\=~  o* 


OB\ 


6*     ^  c 

0-5). 


-j  =  1  będzie  więc: 


OB\n 


■*0-£) 


Wstawiwszy  te  wartości  w  równanie  ellipsy  OAxBx,  otrzymamy  związek,  jaki  za- 
chodzi między  spółrzędnymi  każdego  punktu  ellipsy  ruchomej  w  każdem  jej  położeniu, 
czyli  równanie  ellipsoidy  w  postaci: 

xl  y*  *'       y*       ar* 


-('-5)  -0-5) 


P)  Hiperboloida  o  jednej  powłoce  powstaje  przez  ruch  ellipsy  zmiennej,  której  wierz- 
chołki  poruszają  się  po  dwóch  hiperbolach,  mających  wspólną  oś  urojoną  i  położonych 
w  płaszczyznach  do  siebie  prostopadłych. 

Obierzmy  płaszczyzny  dwóch  stałych  hiperbol  za  płaszczyzny  ZOX  i  ZOY,  a  pła- 
szczyznę ellipsy  ruchomej  równoległą  do  płaszczyzny  XOY  (fig.  248).  Oznaczmy  ich  pół- 
osie 0-4  =  a,  OB  =  6,  a  połówkę  wspólnej  osi  urojonej  OC  =  c  i  weźmy  pod  uwagę 
jakiekolwiek  położenie  ellipsy  ruchomej  AOB,  np.  AiOiBi.  Dowolny  punkt  P  tej  ellipsy 
niech  ma  współrzędne    O^T=»,    lfAT=y,   PM  =  z,   to  jej    równaniem  będzie: 


0%A*^    OxB* 
z  hiperboli  AAX  otrzymamy  atoli: 
0,A\       *> 


-i; 


•1, 


z  hiperboli  BBt  zaś: 


OtB\ 


b* 


3-1- 


będzie  więc: 

CM\=a'(l+£),     4*w(l+{£). 

Wstawiwszy  te  wartości  w   równanie  ellipsy  OlAlBl, 
otrzymamy : 


Fig.  248. 


^  + 


•■(i+£)    »-(i+5) 


—  «=  1 ,     czyli : 


««  "•"  4"!  r« 


1, 


jako  szukane  równanie  hiperboloidy  o  jednej  powłoce. 
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y)  Hiperboloida  o  dwóch  powłokach,  powstaje  przez  ruch  ellipsy,  której  wierzchołki 
poruszają  się  po  dwóch  hiperbolach,  mających  wspólną  oś  rzeczywistą  i  położonych  w  pła- 
szczyznach do  siebie  prostopadłych. 

Weźmy  płaszczyzny  stałych  hiperbol,  mających  wspólną  oś  poprzeczną  AA'  =  2a,z& 
płaszczyzny  spółrzędne  XOZ  i  TOZ  i  przyjmijmy,  że  ellipsa  porusza  się  równolegle  do 
płaszczyzny  YOZ.  Oznaczmy  przez  c  połowę  osi  urojonej  dla  hiperboli  ACiC,  położonej  na 
płaszczyźnie  XOZ,  zaś  przez  b  połowę  osi  urojonej  dla  hiperboli  ABiB1  położonej  na  pła- 
szczyźnie XOY  i  weźmy  pod  uwagę  jakiekolwiek  położenie  ellipsy  ruchomej,  np.  BiSlCu 
gdzie  SiBi  i  SlCl  są  jej  półosiami.  Dowolny  punkt  P  tej  ellipsy  niech  ma  współrzędne 
x=  OĄ,  y  =  J#Ą,  z  =  MP  (fig.  249),  wówczas  otrzymamy  jej  równanie  w  kształcie: 


+ 


=  1. 


Z  hiperboli  ACX  otrzymamy  jednakże: 


8iC\ 


z  hiperboli  ABt  zaś: 


8,B*. 


6' 


i-1, 


-e-o  'S-o 


będzie  więc:    Ą C*t=  c*  (^  -l),     StB\^  b*  (^  -l). 

Wstawiwszy  te  wartości  w  równanie  ellipsy  CiPBx 
otrzymamy: 

6» 


=  1, 


y'       0'       a?* 
czyli:  ^  +  -^---1, 


a  stąd: 


1, 


X1       ya        z1 

jako  szukane  równanie  hiperboloidy  o  dwóch  powłokach. 

8)  Paraboloida  elliptyczna  powstaje  przez  ruch  paraboli  poruszającej  się  wierzchoł- 
kiem po  innej  stałej  paraboli,  jeżeli  płaszczyzny  tych  parabol  są  do  siebie  prostopadłe, 
a  osie  parabol  równoległe  i  w  tę  samą  stronę  zwrócone. 

Przyjmijmy  płaszczyznę  stałej  paraboli  za  płaszczyznę  XOZ,  jej  wierzchołek  za  po- 
czątek układu,  a  jej  oś  za  oś  *-ów  (fig.  250).  Równanie  tej  para- 
boli na  płaszczyźnie  ZOX  będzie  tedy: 

x%  =  2pz} 
jeżeli  p  jest  jej  parametrem. 

Niech   będzie   teraz    CP  jakiemkolwiek   położeniem  paraboli 
ruchomej,  której  parametrem  niech  będzie  q.  Przyjmijmy  dowolnie 


Fig.  250. 


punkt   P  na   tej   paraboli,    niech    będzie   nadto    ON' 
MN=*z}  wtedy  będzie: 

PM*  =*  y»  =  2q .  MO  =  2q{MN—NC), 
czyli:  y*  —  2qz—2qNC. 

Z  paraboli  OC  dostaniemy  zaś : 

CR*  -=  2p .  OB,  czyli:  x*  =  2p  .  ON, 


*x,  PM— y, 


>' 


y«  =  2g*-^,    czyli:    *—  +  *-  —  2z, 


przeto:     CN= 

Otrzymamy:  „  A  . 

jako  równanie  paraboloidy  ellip tycznej. 

e)  Paraboloida  hiperboliczną,  która  powstaje  przez  ruch  paraboli  poruszającej  się 
wierzchołkiem  po  innej  stałej  paraboli,  jeżeli  płaszczyzny  tych  parabol  są  do  siebie  pro- 
stopadłe, a  osi  równoległe,  jednakże  w  stronę  przeciwną  zwrócone. 

Przyjmijmy  płaszczyznę  stałej  paraboli  za  płaszczyznę  XOZ,  jej  wierzchołek  za 
początek  układu,  a  jej  oś  za  oś  z-ów.  Równanie  tej  paraboli  na  płaszczyźnie  X0Z  będzie 
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8  pól  rzędne  jego  niech  będą  0Q 
Z 


*-* 


Fig.  261. 


tedy:  x1  =  2p£,  jeżeli  p  jest  jej  parametrem.  Niech  będzie  teraz  CP  jakiemkolwiek   położe- 
niem paraboli  ruchomej  o  stałym    parametrze  q.    Przyjmijmy   na   niej    dowolny    punkt  P, 

*,  QM=y,  PM *=z  (ńg.  261). 

Z  paraboli  CP  otrzymujemy  tedy : 
PIP  =  2q.ON=2q  (CQ-NQ\ 
czyli:  ys  =*2q(CQ-z); 

z  paraboli  OC  dostaniemy  zaś: 
CQ*  =  2p.OQ, 
czyli :         x*  =  2p .  CC,  przeto : 
Otrzymamy  więc: 

równanie  paraboloidy  hiperbolicznej. 

8.  Powierzchnie  śrubowe.  Powierzchnią  śrubową  w  ogólności,  nazywamy 
powierzchnię,  która  powstaje  w  ten  sposób,  że  dowolna  krzywa  obraca  się 
około  pewnej  osi,  a  zarazem  przesuwa  się  równolegle  do  tej  osi,  jednakże 
tak,  że  stosunek  między  szybkością  obrotu  a  szybkością  przesunięcia  jest 
ilością  stalą. 

Każdy  punkt  tworzącej  opisuje  przy  tym  ruchu  linią  śrubową,  a  wszy- 
stkie te  linie  śrubowe  mają  jednakowe  kroki. 

Przecinając  powierzchnię  śrubową,  płaszczyzną  przesuniętą  przez  oś 
powierzchni  śrubowej  otrzymujemy  krzywą,  którą  nazywamy  linią  połu- 
dnikową powierzchni  śrubowej.  Linie  południkowe  powierzchni  śrubowej 
są  do  siebie  przystające.  Jeżeli  linia  południkowa  powierzchni  śrubowej  wy- 
konywa ten  sam  ruch  śrubowy,  co  krzywa  tworząca,  natenczas  powstaje  ta 
sama  powierzchnia  śrubowa. 

Najogólniejsza  linia  śrubowa  może  więc  powstać  przez  ruch  śrubowy 
krzywej  płaskiej  około  osi  leżącej  na  płaszczyźnie  tej  krzywej. 

Przyj ąwszy  oś  OZ  za  oś  powierzchni  śrubowej,  krzywą  na  płaszczyźnie 
XOZ  o  równaniu  z=*f{x)  jako  krzywą  południkową  powierzchni  śrubowej, 
wtedy  obracając  dowolny  z  jej  punktów  o  kąt  <p  na  około  osi  OZ  i  przesu- 
wając go  zarazem  wzdłuż  osi  o  wielkość  acp,  otrzymamy  na  wyznaczenie 
nowych  spółrzędnych  tego  punktu  równania: 

jr=r  cos  c>,  y=r  sin  q>,  g^ĄĄ+ay, 
o  dowolnych  parametrach  r  i  q>,  skąd 
po  wyrugowaniu  r  i  %  otrzymujemy: 

y 


0  =  f(^x2+y2)+a.  arctang 


(6) 


Fig.  262.  Fig.  263.  Fig.  264 

wstała    przez  ruch    śrubowy    prostej 


jako    ogólne    równanie    powierzchni 
śrubowych  (fig.  252,  253  i  254). 

W   szczególności    powierzchnia 

o  równaniu :  0=a  arctang  —  jest  po- 


wierzchnią śrubową  wichrowatą  po- 
proś topadłej  do  osi  OZ. 
Jeżeli  a=0,  natenczas  ruch  śrubowy  przechodzi  w  prosty  ruch  obrotowy, 
równanie  otrzymuje  tedy  kształt:  *=/(Y#2-ł-y2)    i  przedstawia    powierzchnie 
obrotową  o  osi  *-ów. 
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Powierzchnie  obrotowe  możemy  przeto  uważać  jako  szczególny  przy- 
padek powierzchni  śrubowych. 

4»  Powierzchnie  powstałe  przez  ruch  powierzchni.  Niech  będzie  daną 
powierzchnia,  określona  równaniem:  /(a?,  y,  *,  ż)«=0,  w  którem  t  jest  dowol- 
nym parametrem,  natenczas  zmiana  parametru  t  wywołuje  zmianę  w  poło- 
żeniu powierzchni,  czyli  ruch  powierzchni  powyższem  równaniem  określonej. 
Weźmy  pod  uwagę  nieskończenie  bliskie  położenie,  odpowiadające  para- 
metrowi t+dt,  określone  równaniem: 

/(*,  y,  g,  t+df)=0, 

natenczas  oba  równania:  f(x,  y,  g,  t)=0,  f(x,  y,  g}  t+dt)=0  przedstawiają 
razem  przekrój  dwu  powierzchni  po  sobie  następujących  w  miejscu  odpo- 
wiadającem  pewnej  wartości  parametru  t.  Równania  te  możemy  zastąpió 
dwoma  równaniami  następuj ącemi : 

Ze  zmianą  wartości  parametru  t  zmieniają  się  położenia  obu  powierzchni, 
a  więc  także  położenie  ich  krzywej  przecięcia.  Krzywa  ta  poruszając  się 
w  przestrzeni  tworzy  powierzchnię,  określoną  równaniami: 

'-0,    1=0,  (7) 

o  dowolnym  parametrze  t. 

Powierzchnię  tę  nazywamy  powierzchnią  obwijającą  układ  powierzchni, 
określonych  równaniem :  f(x,  y,  *,  ż)=0,  albo  także  powierzchnią  obwie- 
dnią układu  f(x,  y,  *,  t)--=0. 

Przekrój  dwu  nieskończenie  bliskich  powierzchni  tego  układu  nazywa 
się  według  Monge'a,  krzywą  charakterystyczną  powierzchni  obwie- 
dniej.  Wzdłuż  krzywej  charakterystycznej  ma  powierzchnia  ruchoma  te 
same  płaszczyzny  styczne,  co  powierzchnia  obwiednią. 

Równanie  płaszczyzny  stycznej  w  danym  punkcie  powierzchni  /=0  ma 

/>/*    ?if    ?tf 
bowiem  za  spółczynniki  pochodne  cząstkowe :  ^-,  ^-,  ^,  a  te  są  dla  pewnej 

stałej  wartości  parametru  i  takie  same  także  dla  powierzchni,  określonej  równa- 
sz 
niami:  /«0,  -^Ta=-0,   z   których   parametr  t  został  wyrugowany,  t.  j.  dla  po- 

ut 

wierzchni  obwiedniej. 

Powierzchnia  obwiednią  dotyka  się  więc  każdej  powierzchni  ruchomej 
(tworzącej)  wzdłuż  przynależnej  krzywej  charakterystycznej,  czyli  ob  wij  a 
ją  wzdłuż  tej  krzywej. 

5.  Przykład.  Powierzchnie  powstałe  przez  ruch  płaszczyzny.  Niech  bodzie  danem  równa* 
nie  płaszczyzny  ruchomej  w  postaci: 

gdzie  t  jest  dowolnym  parametrem,  a  /(*)  i  ?(t)  pewnemi  danemi  funkcyami. 
Bóżniczkując  to  równanie  ze  względu  na  parametr  t,  otrzymujemy: 

0  =  *+/'(*).  y+?'», 
oba  równania  razem: 

Dr.  Dahriński.  Wyki.  matom.  L  Tom  II.  °" 
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przedstawiają  po  wyrugowaniu  parametru  *,  powierzchnię  powstałą  przez  ruch  płaszczyzny. 
Różniczkując  powyższe  pierwsze  równania  cząstkowo  podług  zmiennych  a;  i  y,  otrzymu- 
jemy: 

skąd,  uwzględniając  drugie  równanie  w  (8),  otrzymujemy  równania: 

zatem,  po  wyrugowaniu  parametru  f,  równanie  różniczkowe  cząstkowe  pierwszego  rzędu, 
przynależne  powierzchniom  przez  ruch  płaszczyzny  powstałym,  w  postaci : 

j~/(Ao«yli  :£-/(£).  (9) 

Każda  powierzchnia,  której  odpowiada  równanie  różniczkowe  cząstkowe  pierwsze- 
go rzędu  kształtu:  ^^/(p),  jest  powierzchnią  rozwijalną  na  płaszczyźnie.  Różniczkując 
bowiem  powyższe  równanie  cząstkowe  podług  zmiennych  *  i  y,  otrzymujemy  równania: 

.*=/'(*>).  r,     *-/'(p).«, 

a  stąd,  po  wyrugowaniu  dowolnej  funkcyi  /'(p),  dostajemy  równanie  różniczkowe  cząstkowe 
drugiego  rzędu,  kształtu; 

r<-«*  =  0,  (10) 

cechujące  powierzchnie  rozwijalne. 

Wszelka  powierzchnia  powstała  przez  ruch  płaszczyzny  jest  zatem  powierzchnią 
rozwijalną ;  linią  charakterystyczną  jest  tu  przekrój  dwu  płaszczyzn  po  sobie  następują- 
cych, zatem  linia  prosta. 

6.  Powierzchnie  graniczne.  Jeżeli  równanie  między  trzema  zmiennemi 
z,  y,  b  zawiera  w  swym  składzie  dwa  parametry  zmienne  u  i  t?,  a  więc  przed- 
stawia się  w  postaci: 

/to  y,  *,  «*,  *)-<>, 

natenczas  przedstawia  ono  podwójnie  nieskończony  układ  powierzchni  czyli 
oo2  powierzchni  w  przestrzeni. 

Dwie  po  sobie  następujące  powierzchnie,  odpowiadające  pewnej  warto- 
ści parametru  u  i  wartości  następnej  u  +  du,  przy  pewnej  stałej  wartości 
parametru  v,  określają  jako  swój  przekrój  krzywą  w  przestrzeni,  wyznaczoną 
równaniami: 

f(*,  y>  *,  «,  *)-0,    f[x,  y,  g,  u+du,  t>)=0 

czyli:  /-O,      g~0. 

Analogicznie,  dwie  po  sobie  następujące  powierzchnie,  odpowiadające  pewnej 
wartości  parametru  v  i  wartości  następnej  v+dv,  przy  pewnej  stałej  warto- 
ści parametru  w,  określają  jako  swój  przekrój  krzywe  w  przestrzeni,  wyzna- 
czoną równaniami: 

f{x>  y,  *,  «,  v)=0,    f(x,  y,  .0,  u,  t?+cfo)=0,  czyli:   /"=(),     ^==0. 
Obie  krzywe  określają  punkta  przecięcia,  określone  trzema  równaniami: 

'-*  %-°-  %-«■  <»> 

z  których,  po  wyrugowaniu  parametrów  w  i  t?,  otrzymuje  się  równanie 
F(x}  y,  *)=0,  jako  równanie  powierzchni,  zwanej  powierzchnią  gra- 
niczną danego  układu  powierzchni. 
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Powierzchnia  graniczna  jest  styczną  do  każdej  powierzchni  danego 
układu  "w  ich  punkoie  wspólnym.  Weźmy  bowiem  pod  uwagę  jedną  z  po? 
wierzchni  układu,  określoną  równaniem :  /(#,  y)  *,  w,  t?)=0  przy  pewnych  sta- 
łych wartościach  a  i  v,  natenczas  płaszczyznę  styczną  w  pewnym  punkcie 
tej   powierzchni  wyznacza  różniczka  zupełna : 

płaszczyznę  styczną  w  pewnym    punkcie    powierzchni   granicznej,  określonej 
równaniami : 

określa  zaś  różniczka  zupełna: 

która  wobec:    —-=0,     ^=0  sprowadza  się  także  do  postaci: 

dx         dy         d» 
jest  więc  taką  samą,  jak  dla  powierzchni:   f(xyyyB,  w,  v)    o  stałej  wartości 
parametrów  u  i  v. 

Płaszczyzna  styczna  w  punkcie  powierzchni  granicznej,  leżącym  .na 
pewnej  powierzchni  danego  układu  powierzchni,  wpada  więc  w  płaszczyznę 
styczną  w  tym  punkcie  do  tejże  powierzchni  układu. 

Powierzchnia  graniczna  obwija  więc  podwójnie  nieskończony  układ  po- 
wierzchni, dotykając  się  każdej  z  nich  w  pewnym  punkcie. 

7.  Przykład.   Powierzchnia  graniczna  podwójnie  nieskończonego  układu  płaszczyzn  ma 

w  ogólności  równania  kształtu : 

*  =  u*+*y+*  (",*),     0  =  *+£,    0  =  y4-£,  (12) 

i  których  po  wyrugowaniu  parametrów  Mit?  wypływa   równanie   tej    powierzchni    w    po- 
staci: F(xy  y,  *)  =  0. 

Kształt    tej    powierzchni    zależy    od    kształtu    funkcyi    «p(t#,  v).    Przyjmijmy,    że: 
c(m,  v)  =  \/ ahflĄ-bWĄ-c1 ,  natenczas  odnośna  powierzchnia  graniczna  otrzymuje  równania 

Wstawiwszy  w  pierwszem  z  tych  równań  w  miejsce  x  i  y  wartości,  wypływające 
z  drugiego  i  trzeciego  równania,  otrzymujemy: 

9*u*+bW  /— o1 

■g  =  —  — —  -j-y/ałtił-ffcłPł-fgłT    zatem:    *•-       


Spółrzędne  punktów  szukanej  powierzchni  granicznej  określone  są  więc  trzema  równa- 
niami kształtu : 

__  a*u  b*v  c* 

.2  których   możemy  z  łatwością   wyrugować    oba    parametry    zmienne    u    i   v.„   Mianowicie 
otrzymujemy- stąd  równanie: 

cechujące  ellipsoidę  jako  szukaną  powierzchnię  graniczną. 
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8.  Równania  powierzchni  w  spółrzędnych  płaszczyzny.  Plflcker  byl  pier- 
wszy, który  okazał,  że  wszelką  powierzchnię  możemy  przedstawić  jako  po- 
wierzchnię graniczną  jej  płaszczyzn  stycznych. 

Niech  będzie  daną  powierzchnia,  określona  równaniem: 

/(*,  y,  *)-<>. 

Równanie  płaszczyzny  stycznej  w  pewnym  punkcie  P(x,  y,  jer)  tej  po- 
wierzchni : 

g(X-,)+^r-y)+^-.)=o, 

możemy  sprowadzić  do  postaci  Pliłckerowskiej : 

uz+vy +far= 1, 

w  której  spółczymiiki  u,  v,  w,  zwane   spółrzędnemi   płaszczyzny,   otrzymują 
wartości : 

dL  dL  dl 

9 Tf Tf Hf'         w=—*7 J7 H    (I8) 


dt\    df        df'  df  t     df         df'         w        df  ,     df  ,      df 

przyczem  f(%}  y,  *)«0. 

Wyrugowawszy  z  tych  czterech  równań  spółrzędne  x1  y,  z  punktów 
powierzchni,  otrzymamy  równanie  tej  powierzchni  w  spółrzędnych  «,  f,  w 
jej  płaszczyzn  stycznych,  w  postaci: 

JP(u,  v,  teO-O. 

9.  Przykład.  Równanie  ellipsoidy  w  spółrzędnych  jej  płaszczyzn  stycznych.  Z  równani* 

x*       y'        z* 
ellipsoidy  w  spółrzędnych  punktu:  -j +ry  +  -j=l  otrzymujemy  równanie  jej   płaszciy- 

zny  stycznej  w  postaci: 

a%  i"  &,  i-  c,     a  — u. 

Spółrzędne  (w,  r,  w)  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie  (x,  y,  z)  tejże  ellipsoidy  określone 
są  zatem  wzorami: 


x  y  z 

"=«>•      —ii>     tt'=^' 


z  których  otrzymujemy: 


aj  —  °  v  '      -i  —  c 


zatem  równanie  ellipsoidy  w  spółrzędnych  jej  płaszczyzn  stycznych  w  postaci: 

a*u2+&V-fcłu>2=l. 

10.  Powierzchnie  spodkowe  danej  powierzchni.  Niech  będzie  daną  po- 
wierzchnia F(x,  y,  £)=0  i  dany  punkt  O  w  przestrzeni.  Wykreślmy  z  pun- 
ktu O  prostą  prostopadłą  do  jakiejkolwiek  płaszczyzny  stycznej  do  danej 
powierzchni,  natenczas  spodki  tych  prostopadłych,  wyznaczone  na  poszcze- 
gólnych płaszczyznach  stycznych,  utworzą  nową  powierzchnię  powstałą 
z  danej  powierzchni,  zwaną  powierzchnią  spodkową  danej  powierz- 
chni. 

Przyjmijmy  stały  punkt  O  w  początku  układu  i  oznaczmy  przez  u,  t',  te 
spółrzędne  płaszczyzny  stycznej  do  danej  powierzchni:  F(x,  y,  #)=0,  naten- 
czas równanie  tej  płaszczyzny  możemy  napisać  w  postaci: 

ux+vyĄ-wz=l. 
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Prosta  prostopadła  do  tej  płaszczyzny,  wyohodząca  z  początku  układu, 
przebija  tą  płaszczyznę  w  punkcie  x,  y,  *,  którego  spółrzędne  czynią  zadość 
relacyom : 

u       v        w  * 

z  których,  na  podstawie  twierdzeń  o  równych  stosunkach,  otrzymujemy: 

x_     jf_       b_      sł+y*+g*  _  s*+y*+*a 
u       v        10  ^ttS+tfy+fMr ~"  1  ' 

a  zarazem: 

x        y        0       ux\-vy+u>0  1 


a  stąd  wzory: 


0—s — ^ r.       to= 


a  zarazem: 

u  v  to 

s**    «  .     «  .      «.i         Sf  ■=■-=-: — 5-:: — «,         *— ' 


t#2+t;2+t0a,       *    u^+^Hw1'  t#,+«;2+t01, 

wykazujące  zależność  między  spółrzędnemi  płaszczyzn,  a  spółrzędnemi  pun- 
któw, w  których  proste  wyprowadzone  z  początku  układu  prostopadle  do 
tych  płaszczyzn,  je  przebijają. 

Mając  więc  daną  powierzchnię  określoną  równaniem  w  spółrzędnych 
jej  płaszczyzn  stycznych  w  postaci : 

J(w,  t;,  uO-0, 
trzymamy  równanie  jej  powierzchni  spodkowej  w  postaci: 

/  X  V  0  \ 

F\x*+y*+0* '  *2+y'+*a  '   **+**+**/    °m  (14) 

Nawzajem  jeżeli  punkt  P(x,  y,  0)  opisuje  powierzchnię  F(x,  y,  0)=* 0 
natenczas  płaszczyzna  poprowadzona  przez  punkt  P  prostopadle  do  promie- 
nia OP  obwija  powierzchnię,  której  równanie  w  spółrzędnych  płaszczyzny 
przedstawia  się  w  postaci: 

*(n*+v*+wi>    u2+v*+u>*'   u*+v*+w*r°*  (16) 

Z  danej  powierzchni  możemy  wyprowadzić  kolejno  szereg  powierzchni, 
jako  powierzchni  spodkowych,  które  nazywamy  powierzchniami  spodkowemi 
wyższych  rzędów,  kolejno  pierwszą,  drugą,  ...,  n-tą  spodkową.  Naodwrót 
nazywamy  powierzchnię  obwiednią  płaszczyzn  stycznych  wykreślonych  w  koń- 
cach promieni  wodzących  poszczególnych  punktów  danej  powierzchni  spod- 
kową ujemną,  odróżniając  kolejno  spodkowe  ujemne  pierwszą,  drugą,  •.,  n-tą, 
spodkową  ujemną. 

11.  Przykład.  Spodkową  dodatnia  i  ujemna  ellipsoidy.  Stosując  powyższe  postępowa- 
nie do  ellipsoidy: 

x*      V1       *' 

—  -4-  — 4-  — =  1 

czyli :  a*u*+b*v*+cho*  =  1, 

otrzymamy  równanie  powierzchni  spodkowej  danej  ellipsoidy  w  postaci: 
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*ł      y*       ** 
Jeżeli  zaś  punkt  P(x\  y,  z)  opisuje  ellipsoidę:  ~j  +  ł1+   _a [  —  1»   natenczas   płaszczy- 
zna prostopadła  w  P  do    promienia    0P  ob  wij  a   powierzchnię,   określoną    w   spółrzędnych 
płaszczyzny  równaniem: 

fi'  «ł  |/j' 

p  +  p  +  J-C-H-M-i1)1. 

18.  "Powierzchnie  równolegle  do  danej  powierzchni.  Powierzchnia  gra* 
niczna  podwójnie  nieskończonego  układu  kul  o  stałym  promieniu  r,  których 
środki  leżą  na  danej  powierzchni,  ma  od  tej  powierzchni  zawsze  jednakową 
odległość  r,  nazywamy  ją  przeto  powierzchnią  równoległą  do  da- 
nej powierzchni. 

Wszelka  powierzchnia  ma  nieskończenie  wiele  (oo1)  powierzchni  równo- 
ległych, gdyż  promień  r  może  przybierać  nieskończenie  wiele  wartości. 

Powierzchnie  równoległe  do  płaszczyzny  są  płaszczyznami,  powierzchnie 
równoległe  do  kuli  są  kulami  z  nią  spółśrodkowemi. 

Powierzchnia,  równoległa  do  powierzchni :  0*=*f(z,  y)  w  odstępie  r,  okre- 
ślona jest  trzema  równaniami: 

[x-i]*+[y-v]*+[e-ni  ,)]>„,», 

[X-ł)-[t-f(i,,,)}M^=o, 
fr-iM*v<M>]— J^-<* 

o  dwu  zmiennych  parametrach  £  i  tj. 

Powierzchnię  równoległą  do  danej  powierzchni  możemy  także  określić 
jako  powierzchnię,  którą  podwójnie  nieskończony  układ  normalnych  w  po- 
szczególnych punktach  powierzchni  przecina  pod  kątem  prostym. 


Ćwiczenia    LIV. 

1)  Wykazać,  że  równanie: 

*>  =  [\A«+p_a]  [b  -  V**+y*] 
przedstawia  powierzchnię  powstałą  przez  obrót  koła   około   linii   prostej    leżącej    na  pła- 
szczyźnie tego  koła 

2)  Wykazać,  że  powierzchnia:  x*-f y^z*— 8xys  =  r1  jest  powierzchnią  obrotową, 
której  oś  obrotowa  jest  określona  równaniami:  x  =  y  =  z. 

x*       V1       «* 

8)  Wykazać,  że  krzywa  zwężenia  hiperboloidy :  -j +rf i —l  Jest  JeJ  przekro- 
jem z  powierzchnią: 

/i  __iy  «£  ,  (_L__±Y^_(±  _  J_V cl 

U»        cV   a^+la*       cV   y»  ~~  \ft>       «>/  i»" 

4)  Wykazać,  że  ogólne  równanie  powierzchni  obrotowych,  których  osią  obrotu  jest 
oś  s-ów,  możemy  przedstawić  w  postaci  trzech  równań: 

x  =  «cost>,    y  =  «8inr,    *=/(t#), 
o  dwu  dowolnych  parametrach  u  i  v. 

5)  Wykazać,  że  w  każdej  powierzchni  obrotowej  normalna  w  danym  punkcie  po- 
wierzchni spada  z  normalną  linii  południkowej  tego  punktu. 

6)  Wykazać,  że  w  każdym  punkcie  powierzchni  obrotowej  jeden  z  głównych  pro- 
mieni krzywizny  jest  równy  promieniowi  krzywizny  południka,  a  drugi  równy  odcinkowi 
normalnej,  zawartemu  między  tym  punktem  a  osią  obrotu. 


-^  871  —. 

7)  Wykazać,  że  równania: 

x  =  u  cos  v,    y  =  u  sin  r,    s  =*  9>(w)+ar, 
o  zmiennych  parametrach  u  i  o  przedstawiają  powierzchnię  śrubową. 

8)  Kole  o  stałym  promienia  r  przechodzą  przez  początek  układu,  znaleźć  powierzchnię 
obwiednią  stożków  wychodzących  z  punktu  5(a,  b,  c),  a  stycznych  do  tychże  kul. 

9)  Kula:  *,+y1+*ł— 2<mp— 26y-2c«  =  0  przecina  inną  kulę,  przechodzącą  przez  począ- 

5c'       i/'        z^ 
tek  układu  a  mającą  środek  na  ellipsoidzie:   -j  H-  ^  -| — j  =  1 ;  wykazać,  że  obwiednią  pła- 
szczyzn przecięcia   się   tworzy  powierzchnię : h  r-  H =us  & 

ax      by      cz 

10)  Dane  są  dwie  parabole: 

CK#«»4«rfy-0)f     Ą(y'  =  4a'*,  «  =  0), 
znaleźć  obwiednią  płaszczyzn  stycznych  do  tychże  parabol. 

11)  Wyznaczyć  powierzchnię,  powstałą  przez  ruch  kuli,  która  ma  środek  na  pOWierZ- 
chni  paraboloidy :   ^  -Ą — -  =  2x,  a  promień  równy  odległości  tego  punktu  od  pewnej  stałej 

o*       c 

płaszczyzny  prostopadłej  do  osi  tej  paraboloidy. 

12)  Wyznaczyć  obwiednią  ellipsoid  o  stałej   objętości,   których  jedna  oś  rośnie  nieo- 
graniczenie,  a  przekroje  zawierające  dwie  inne  osie  są  ellipsami  podobnemi 

13)  Znaleźć  obwiednią  płaszczyzny:  uxĄ-vy+wz  =  ly  jeżeli  zmienne  parametry  w,  vyu> 
czynią  zadość  równaniom: 

w+bvĄ-cw=*  1,    **u*+bh>*+chp*=l. 

14)  Wykazać,  że  obwiednią  płaszczyzn: 


sin  (p  cos  +      sin  (p  sin  <j>      cos  qp 

jest  powierzchnia :  *  k+y^+s  '•  =  a*'*. 

15)  Wykazać,  że  obwiednią  płaszczyzn:  Ax-\-ByĄ-Cz  =  D,   których   spółczynniki  czy- 
nią zadość  równaniom: 

A+B+C*=0,    A*+B*+C*=*l, 
jest  walec  drugiego  rzędu: 

fc-sOM-fy-^M-C*-*)1  -  3a>. 

16)  Wyznaczyć  obwiednią  płaszczyzn: 

£  cos  (?>-ł)+  ■*-  sin  (c>    +)+  y  sin  (^+ł)  —  sin  (flP-t). 

gdzie  9>  i  ł  są  dowolne  parametry. 

Wyprowadzić  równania  w  spółrzędnych  u,  t>,  w  płaszczyzn  stycznych  dla  następują- 
cych powierzchni  drugiego  rzędu: 


ajl  |/ł  *1  X1  f/*  2*  SC*  I/'  * 


a??        ył       *' 


22)  Wykazać,  że  płaszczyzna  ruchoma  odcinająca  ze  stożka:    -j  +  rj 188"^    stałą 

cv        o         c 

objętość  obwija  hiperboloidę   o    dwu   powłokach,   której    równanie   w   spółrzędnych  u}  p,  w 
płaszczyzny  ma  kształt:  c'irł— a*!*'— 6'p*  =  1. 

23)  Wykazać,  że  równanie  w  spółrzędnych  «,  0,  te  płaszczyzny  kształtu: 

«'  t?i  w* 

ai+X  ^  6'+*       cJ+*         ' 
gdzie  X  jest  dowolnym  parametrem,  przedstawia    układ  powierzchni  drugiego  rzędu,  mają- 
cych te  same  przekroje  kołowe. 
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24)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  spodkowej  dla  ellipsoidy:  -j  +  t*  +-7* 4 

jeżeli  prostopadłe  do  jej  płaszczyzn  stycznych  wychodzą  z  początku  układu. 

26)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,   której    powierzchnią   spodkową  ze  względi 

jP*  J/'  2f' 

na  początek  układu  jest  elllpsoida:  -j  +  r|-  +  -5  —  *• 

26)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  spodkowej,  odpowiadającej  początkowi  układu, 
jeżeli  płaszczyzny  przechodzą  przez  dany  punkt  (a,  b}  e)  przestrzeni. 

27)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  jaką  ob  wij  a  płaszczyzna,  której  spodkową 
jest  płaszczyzna:  aar+6y+es=l. 

28)  Znaleźć    miejsce    spodka    prostopadłej     z    początku    układu    do    powierzchni 

29)  Wyprowadzić  równanie  pierścienia  kołowego  w  takiem  położeniu,  że  oś  obrotu 
koła  o  promieniu  a  wpada  w  oś  OZ,  a  środek  leży  na  płaszczyźnie  XOT  w  odległości  e. 

80)  Koło  o  promieniu  r  porusza  się  tak,  że  jego  środek  opisuje  krzywą:  *=»?(*): 
y  =  (j/(z)|  a  jego  płaszczyzna  pozostaje  stale  równoległą  do  płaszczyzny  XOY.  Wyprowa- 
dzić równanie  powierzchni  powstałej  przez  tenże  ruch  koła. 

81)  Jaką  powierzchnię  opisuje  koło  o  promieniu  r,  poruszające  się  równolegle  do  pła- 
szczyzny XOY}  jeżeli  jego  środek  opisuje  linię  śrubową: 

z  z 

x  ■=  a  cos  — ,        y  =  a  sm  — . 
na1        *  na 

82)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  powstałej  przez  obrót  krzywej: 

Ci[az*+bx*+2cx+d  =  0,    y  =  0]  około  osi  OZ. 
88)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni   obrotowej    powstałej    przez   obrót  hiperboli 
równobocznej  (xz  =  a\  y  =  0)  około  jednej  z  jej  asymptot. 

84)  Wykazać,  że  równanie:   z=a.r .aro tang  — +9 (**+y*)    przedstawia   ogólną  po- 

x 

wierzchnie  śrubową,  której  osią  jest  oś  z  ów. 

85)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni  śrubowej  powstałej  przez  ruch  śrubowy  koła 
K[(x-a)*+z*  =  r*1  y  =  0]  około  osi  OZ. 


Rozwiązania  LIV.        8)   (az+by+cz)*  -=  r2[(x+a)s-f  fy4  b)*+(z+cy]. 

10)  **=  (&  +  vJ-  U)  M  ^-°+  *+£»  +  M^7)=a  12>  CM-W-^ 
^(T  +  T  +  T-O^S  +  S  +  i-1)-   ^S  +  S  +  5-1'  ">  «V+»V+eV-i. 

18)  aV+JV-cV  =  l.  19)  aV-iV-cV==l.  20)  aV+6V  =  -2if.  21)  «2m2— fcV*=-2ir. 
28)  (a2+X)r2+(62+X;y2+(c2+x>2=l.    26)  a*+ty+cs  =  :r2-f  y2+22.    27)  au+bv+cw  =  &+&+**• 

28)  4(^ys+*J)f52ł!c=0.  29)  (^+y2+^+c2-a2)2-4c2(x'+y2)  =  0.  30)  [y-y(*)]3ł 
+[*-?0)],  =  r2.  31)  x2+y2~2aysin  Z-  -  2axcos  *  +a2  -r2  =  0.  32)  (iwa+6y2+ftxs+rf;2  = 
=  4c2(x2-hy2).     33)  *2(*2+y2)  =  a*.     35)  s  ■-=  na  arc  tang  |  +yr2_a;J_y2_a2_|.2aV.v2+V-- 


Literatura.  Dr.  Max  Simon:  Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Leipzig  1906. 
Gaston  Darboux:  Leeons  sur  la  theorie  generale  des  surfaces  et  les  applicatioDS geo- 
mćtriąues  du  calcul  infinitesimal.  Paris  1887.  Bilrklen:  Aufgabensammlung  zur  analyti- 
schen  Geometrie  des  Raumes.  Leipzig  1906. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  powierzchni  śrubowych. 

2.  Powierzchnie  powstałe  przez  ruch  kuli. 

3.  Teorya  powierzchni  równoległych. 


Wykład  LV. 

Zasady  teoryi  przekształcania  powierzchni. 

1.  Powierzchnie  algebraiczne.  Oznaczając  przez  u0J  uu  w,,..., Un  funk- 
cje jednorodne  stopnia  0,  1,  2,  ...,  n-go  ze  względu  na  zmienne  spółrzędne 
Xj  y,  b  punktu  powierzchni,  otrzymamy  ogólne  równanie  powierzchni  alge- 
braicznej n-go  rzędu  w  postaci: 

«0+tt1+t#2  +  ...+¥n=a  (1) 

Równanie  to  zawiera  w  ogólności  (  o  )  spółczynników  dowolnych, 
z  czego  wynika,  że  do  wyznaczenia  pewnej  powierzchni  n-go  rzędu  potrzeba 
w  ogólności  znaó  v=(   "i    J— 1    punktów    w    przestrzeni,   należących   do  tej 

powierzchni.  "W  szczególnych  przypadkach  jest  ta  ilośó  niewystarczającą. 

Niech  będą  bowiem  dane  dwie  powierzchnie  n-go  rzędu:  -F«=0,  jPn=0, 
natenczas  równanie:  F„+iPn«0, 

o  dowolnym  parametrze  4,  przedstawia  układ  powierzchni  n-go  rzędu,  prze- 
chodzących przez  punkta  wspólne  obu  powierzchniom:  JPn=»0  i  F'n*=0.  Te 
wspólne  punkta  utworzą  krzywą  przestrzenną  n2-go  rzędu,  jako  przekrój  dwu 
powierzchni  n-go  rzędu,  z  czego  wynika,  że  zagadnienie  wyznaczenia  po- 
wierzchni n-go  rzędu  któraby  przechodziła  przez  dane  *«={  ^  j— 1  pun- 
któw, staje  się  nieoznaczonem,  gdy  dane  punkty  leżą  na  krzywej  przestrzennej 
n*-go  rzędu. 

2.  Układy  liniowe  powierzchni.  Z  danych  dwu  powierzchni  n-go  rzędu 
F— 0,  0=0,  otrzymamy  nieskończony  układ  powierzchni,  przechodzących 
przez  ich  wspólną  krzywą  przekroju,  określony  równaniem: 

F+A0-O.  (2) 

Układ  taki  nazywamy  liniowym  układem  pierwszego  stop- 
nia, utworzonym  z  dwu  danych  powierzchni.  Przez  każdy  punkt  w  prze- 
strzeni przechodzi  jedna  powierzchnia  tego  układu. 

Z  danych  trzech  powierzchni  n-go  rzędu :  F«=0,  0=0,  ©=0,  otrzymamy 
układ  n1  powierzchni,  przechodzących  przez  punkta  wspólne  danym  trzem 
powierzchniom,  określony  równaniem: 

F+X0+p&<=O.  (3) 

Taki  układ  powierzchni  nazywamy  liniowym  układem  dru- 
giego stopnia.  Równanie  tego  układu  powierzchni   zawiera   dwie  stałe 


=0.  (5) 
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dowolne  k  i  fi,  a  więc  przez  każde  dwa  punkta  przestrzeni  przechodzi  jedna 
powierzchnia  tego  układu. 

Podobnie  możemy  utworzyć  z  czterech  powierzchni  1^=0,  F2=*0,  F3=0, 
F4  =0  układ  liniowy  trzeciego  stopnia,  określony  równaniem : 

Fj+JFa+fiF.  +  f^-O,  (4) 

a  każda  z  powierzchni  tego  układu  wyznaczona  jest  trzema  dowolnymi 
punktami  przestrzeni. 

Rozważania  te  możemy  odnieść  do  układów  liniowych  dowolnego  stopnia. 

W  szczególności  nazywamy  układ  liniowy  powierzchni  przechodzących 
przez  jeden  i  ten  sam  punkt  wiązką,  a  układ  liniowy  powierzchni,  prze- 
chodzących przez  tę  samą  prfę  punktów  nazywamy  pękiem  powierzchni. 

3.  Przez  stosowne  połączenia  powierzchni,  należących  do  dwu  różnych 
układów  liniowych,  możemy  utworzyć  nowe  powierzchnie,  jako  miejsce  geo- 
metryczne wszystkich  tych  krzywych,  podług  których  przecinają  się  odpo- 
wiednie pary  powierzchni  dwu  różnych  układów. 

Tak  otrzymamy  np.  z  dwu  układów  liniowych  pierwszego  stopnia: 

z  których  jeden  utworzony  jest  z  powierzchni  n-go  rzędu,  drugi  z  powierz- 
chni p-go  rzędu,  powierzchnię  algebraiczną  (n+p)-go  rzędu,  której  równanie 
wskutek  wyrugowania  parametru  przedstawi  się  w  postaci: 

Powierzchnia  ta  zawiera  widocznie  obie  krzywe  podstawowe  danych 
dwu  układów  powierzchni. 

W  szczególności  otrzymujemy  przez  połączenie  danych  jednokreślnych 
dwu  pęków  płaszczyzn:  i\+2JS2»0,  Ez+lEk=*0  powierzohnię  prostokreślną 
drugiego  rzędu,  określoną  równaniem : 

Bu  E2\       AiZ+Bitr+ąi+Dn    A2z+B7y+C2z+D2 
Ą,  Ą|        Ąz+Btf+ąe+Dz,    A,x+Bky+Gkfi+D, 

4.  Rząd  i  klasa  powierzchni  algebraicznych.  Stopień  równania  powierz- 
chni w  spółrzędnych  jej  punktów  nazywamy  rzędem,  a  stopień  jej  równa- 
nia w  spółrzędnych  jej  płaszczyzn  stycznych  nazywamy  klasą  powierzchni. 

Jeżeli  równanie  powierzchni  w  spółrzędnych  punktu  w  postaci :  /(z,  y,  £?)=0 

jest    równaniem    n-go  stopnia,  wtedy    są    pochodne:  — ,    — ,    —   funkcyami 

(n  — 1)  go  stopnia.  Związki  między  współrzędnemi  (a?,  y,  z)  punktu  na  powierz- 
chni, a  spółrzędnemi  (w,  v,  w)  płaszczyzny  stycznej  w  tym  punkcie,  okre- 
ślone stosunkami: 

u        v  __  w  1 

v~w-dji~-v     df     dr  (6) 

dx  dy  de  dz  dy  dz 
z  warunkiem  f(z,  y,  #)— 0,  prowadzą  więc  celem  wyrażenia  spółrzędnych 
,r,  y,  z  przez  spółrzędne  w,  t>,  w,  do  trzech  równań,  z  których  dwa  są  stopnia 
(n  — l)-go,  a  jedno  stopnia  n-go.  Wskutek  wyrugowania  zmiennych  #,  y,  *, 
otrzymujemy  więc  ze  względu  na  zmienne  fi,  t?,  w  równanie  (n — l)(n — l)n-go 
czyli  n(n— l)2-go  stopnia. 


=0. 
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A  zatem:  Równanie  n-go  stopnia  w  spólrzędnych  punktu  zamienia  się  na 
równanie  n[n—l)*-go  stopnia  w  spólrzędnych  płaszczyzny  i  nawzajem. 

Ztąd  wniosek:  Powierzchnia  n-go  rzędu  jest  zarazem  powierzchnią  w(w— l)2 
klasy  i  nawzajem. 

Rząd  i  klasa  pozostają  takie  same  ty] ko  przy  powierzchniach  drugiego  rzędu.  Po- 
wierzchnie drugiego  rzędu  są  zarazem  powierzchniami  drugiej  klasy,  powierzchnie  trze- 
ciego rzędu  są  już  w  ogólności  powierzchniami  12- tej  klasy  i  t.  d. 

Geometrycznie  rząd  powierzchni  wskazuje  na  ilość  punktów,  w  któ- 
rych linia  prosta  przecinać  może  powierzchnię,  klasa  powierzchni  wskazuje 
na  ilość  płaszczyzn  stycznych  do  powierzchni,  jakie  przeprowadzić 
można  przez  daną  prostą  przestrzeni. 

5.  Powierzchnie  biegunowo-wząjemne.  Jeżeli  dwie  powierzchnie  F  i  Q> 
tak  są  ze  sobą  związane,  że  każdemu  punktowi  jednej  odpowiada  pewna 
płaszczyzna  styczna  drugiej  powierzchni,  jako  jego  płaszczyzna  biegunowa 
ze  względu  na  pewną  powierzchnię  pomocniczą  rzędu  drugiego  i  nawzajem, 
natenczas  powierzchnie  takie  nazywamy  według  Poncelet'a  powierzch- 
niami bieguriowo-wzajemnemi. 

Jeżeli  powierzchnia  F  jest  powierzchnią  n  go  rzędu  (a  więc  prosta  prze- 
cina ją  w  n  punktach),  natenczas  jej  powierzchnia  biegunowo  -  wzajemna 
będzie  miała  n  płaszczyzn  stycznych,  przechodzących  przez  jedną  prostą, 
więc  będzie  powierzchnią  n-tej  klasy,  a  zatem  w  ogólności  powierzchnią: 
«(«— l)2- go  rzędu. 

Powierzchnia  pomocnicza  drugiego  rzędu,  służąca  do  tworzenia  powierz- 
chni biegunowo -wzajemnych,  może  być  w  ogólności  dowolną;  przyjmijmy 
ją  jako  kulę  o  promieniu  r,  określoną  równaniem : 

x2+y*+z2— r2=0, 

i  wyznaczmy  dla  danej  powierzchni  F(z,  y,  z)=0  powierzchnię  biegu- 
nowo-wzajemną.  Przyjmując  dowolnie  punkt  P(^17  yi7  z±)  na  powierzchni 
F(z,  y,  z)=07  otrzymamy  równanie  płaszczyzny  biegunowej  tego  punktu  ze 
względu  na  kulę  w  postaci : 

*a?i+Wfi+**i— r2=0, 

która,  porównana  z  równaniem  Pluckerowskiem  płaszczyzny,  kształtu: 

ux+vy+wz— 1=0, 

prowadzi  do  relacyj  :  u=^- ,     v^ ,     "— j§- , 

które  podają  spółrzędne  u,  v,  w  płaszczyzny  stycznej  do  powierzchni  biegu- 
nowo-wzajemnej  z  powierzchnią  F(z}  y,  x?)«=0.  Z  równań  tych  otrzymujemy 
spółrzędne  zt.  y,,  *,,  odpowiedniego  punktu  powierzchni  F(z,  y,  z),  określone 
wzorami : 

zA  =*r2fi,    yx  =r2t;,    zt  =*rho. 
Wstawiwszy  te  wartości    w   równanie  F(x}  y,  js)=0  powierzchni,  otrzy- 
mamy równanie: 

F(r\  r\  r2w)=0,  (7) 

przedstawiające  powierzchnię  biegunowo- wzajemną  w  spólrzędnych  jej  pła- 
szczyzn 8  tyczny  eh.  Jeżeli,  nawzajem,  powierzchnia  dana  określona  jest  równa- 
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niem:  F(u,  t>,  w)>=0  w  spółrzędnych  jej  płaszczyzn  stycznyoh,  natenczas  jej 
powierzchnia  biegunowo-wzajemna  ze  względu  na  kulę  o  promieniu  r  otrzy- 
muje w  spółrzędnych  punktu  x,  y,  z  równanie  kształtu: 


*£.  ,4.  £)-*  (S) 


Przyjmując  r=l,  otrzymujemy  równania: 

F(x9  y,  *)-0,    F{u,  *,  «0-O,  (9) 

jako  równania  powierzchni  biegunowo- wzajemny  eh  ze  względu  na  kulę  o  pro- 
mieniu 1. 

A  zatem:  Z  równania  danej  powierzchni  otrzymujemy  wprost  równanie  po- 
wierzchni biegunowo-wzajetnnej  ze  względu  na  kulę  o  promieniu  równym  jednostce, 
zastępując  spółrzędne  punktu  x,  y,  z  przez  spółrzędne  u,  v,  w  płaszczyzny  i  na- 
wzajem. 

Tak  otrzymamy    np.    powierzchnię    biegunowo-wzajemna    z   elllipsoidą : 

x2      y2       z2 

~T  +  rsM — ^  =  1,   określoną  równaniem  w  spółrzędnych  jej    płaszczyzn   sty- 

u2      v2      w2 
cznych:  -2--f  — +  _^lf  a  więc  równaniem  kształtu: 
a         o ,        c 

w  spółrzędnych  jej  punktów. 

6.  Powierzchnie  jednokreślne  czyli  homograflezne.  Wszelkiej  powierz- 
chni F(x}  y,  xf)=0  odpowiada  na  podstawie  wzorów  jednokreślności,  podanych 
w  Tomie  I  str.  302,  art.  3,  kształtu  : 

A,X+BiY+CxZ+Di  AiX+B1Y+CiZ+Dt 

X    ^4X+J94^+C4Z+2)4,     y^AkX+BiY+CiZ+Dk1 

AZX+B3Y+CZZ+D3 
*~AkX+BKY+CkZ+Dk% 

nowa  powierzchnia  o  równaniu: 

(A^+BjY+CiZ+Di     A^+B.Y+C.Z+D,     A3X+BZY+CZZ+DA 
\AKX+B,Y+ąZ+D^    AkX+BKY+CkZ+Dk'    A,X+B,Y+ChZ+DJ      ' 

czyli:  &(X,  Y,  £)=0, 

która  posiada  tę  własność,  że  każdemu  punktowi  powierzchni  F,  odpowiada 
jeden  punkt  powierzchni  0  i  nawzajem. 

Takie  przekształcenie  powierzchni  F  na  powierzchnię  0  nazywamy 
przekształceniem  jednokreślnem  albo  homograficznem,  a  od- 
nośne powierzchnie  I  i  0  nazywamy  powierzchniami  jednokreśl- 
nem i,    albo    homograficznemi. 

Przekształcenie  homograflezne  nie  zmienia  rzędu  powierzchni.  Wszelka 
powierzchnia  homograficzna  danej  powierzchni  drugiego  rzędu  staje  się  także 
powierzchnią  drugiego  rzędu  Możemy  tedy  korzystać  z  dowolności  stałych 
spółczynników,  występujących  we  wzorach  jednokreślnośoi,  obierając  je  tak, 
aby  dana  powierzchnia  pewnego  np.  drugiego  rzędu  przekształciła  się  na 
inną  prostszą  powierzchnię  tego  samego  rzędu. 
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Chcąc  np.  przekształcić  ellipsoidę:  -2-  +  ?2-  +  -2=l   na  kulę  o  promie- 

a        o         c 

równym  jednostce,  należy  użyć  wzorów  jednokreślności  w  postaci: 

z=aX,    y=bY,    0=cZ. 
iwiająo  te  wartości  w  dane  równanie  ellipsoidy,  otrzymamy  równanie, 

więc  równanie  kuli,  jako  równanie  powierzchni  homograficznej. 

Nawzajem    możemy    użyć    przekształceń   jednokreślnych    także   w  tym 

aby  z  pewnej  szczególnej  prostszej  powierzchni  dojść  do  powierzchni  ogól- 

y  tego  samego  rzędu.  Tym  sposobem  możemy   za   pomocą   przekształ- 

homograficznyoh  z  własności  pewnej  powierzchni    wyprowadzić  odnośne 

iwie  ogólniejsze  własności  odpowiednich  powierzchni  tego  samego  rzędu. 

7.  Powierzchnie  jednokładne  czyli  homologiczne.  Szczególny  przypa- 
jednokreślności  stanowi  środkowa  kolineacya  (T.  I.  str.  313  art.  2),  na  mocy 
bj  dwie  figury  środkowo -kolineacyjne  mają  wspólny  punkt  P(z0,  y0,  *0), 

punkt  podwójny  (środek  kolineacyi)  i  wspólną  płaszczyznę  punktów  po- 
lnych (płaszczyzna  kolineacyi). 

Wzory  przekształceń  środkowo-kolineacyjnych   przedstawiają  się  w  po- 

X-g0  Y-y0 

*    XqSSSAX+BY+CZ+D}     y    y°~~AX+BY+CZ+D' 


*—*« 


0     AX+BY+CZ+D' 

liie  punkt  S(x0}  y0,  $0)  jest  środkiem  a  płaszczyzna:  AX+BY+CZ+D=Q, 
izczyzną  kolineacyi,  a  sprowadzają  się  w  przypadku,  gdy  środek  kolinea- 

i  leży  w  początku  układu  do  postaci : 

X  Y  Z 

X    AX+BY+CZ+DJ    y~AX+BY+CZ+D}     *~~AX±BY+CZ+D1 

Podstawiając  te  wartości  w  równanie  powierzchni:  F(x,  y,  £t)=0,  otrzy- 
Nuny  powierzchnię  o  równaniu: 

F(  *  T Z \ 

\AX+BY+CZ+D'   AX+BY+ĆZ+D'   AX+BY+CZ+D)      ' 

JTli:  0(X,  Y,  Z)-0, 

raną  powierzchnią  homologiczną  z  daną  powierzchnią. 

Stosując  wzory  przekształcenia  homologicznego  (w  przypadku,  gdy  śro- 
kolineacyi  leży  w  początku  układu)  do  kuli  o  równaniu: 

x*+y2  +  **-R2~0, 
rzymamy  równanie : 

X*+  Y2+Z2—R*  (AX+BY+  CZ+D)2~0,  (10) 

odstawiające  powierzchnię  obrotową    rzędu    drugiego    jako    powierzchnię 
ilą  homologiczną. 
Powierzchnia  ta  przedstawia    tę    własność,    że    odległość  każdego  z  jej 
■mktów  od  początku  układu  pozostaje  w  stałym  stosunku  od  jego  odległo- 
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ści  od  płaszczyzny:  Ax+By+Ct+D==0,  początek  układu  jest  więc  jednem 
z  jej  ognisk,  którego  płaszczyzną  kierowniczą  jest  płaszczyzna : 

Az+By+Ce+D-O. 

Tym  sposobem  moglibyśmy  uiyó  przekształceń  homologicznych  do  wy- 
prowadzania z  własności  kuli  odpowiednich  własności  dla  powierzchni  obro- 
towych drugiego  rzędu. 

8.  Przekształcenie  powierzchni  za  pomocą  promieni  odwrotnych  (Inwer 

sj  a).  Przydzielmy  każdemu  punktowi  P(x,  y,  z)  przestrzeni,  mającemu  od- 
ległość r  od  punktu  układu  inny  punkt  Pt(X,  Y,  Z)  na  promieniu  OP  tak, 
żeby  odległość  jR  tego  nowego  punktu  V'  od  początku  układu  była  określona 
równaniem : 

*~y,  (U) 

gdzie  c  jest  dowolną  liczbą  stałą,  a  otrzymamy  z  danej  powierzchni  utwo- 
rzonej z  punktów  P{x}  y,  e)  nową  powierzchnię,  utworzoną  z  punktów 
P'{X,  ^i  ^)«  Takie  przekształcenie  powierzchni  nazywamy  p  rzek  s  z  ta  ł  ce- 
ni em  za  pomocą  promieni  odwrotnych,  albo  krótko  inwersyą. 
Punkt  0  nazywamy  środkiem  inwersyi.  Wszystkie  punkta  położone 
na  kuli  o  promieniu  c  około  punktu  0,  jako  środka,  spadają  razem  ze  swy- 
mi odpowiedniemi  punktami,  wszystkie  punkta  wewnątrz  tej  kuli  mają  swe 
punkta  odpowiednie  po  za  nią  i  nawzajem;  środek  inwersyi  jest  osobliwym 
punktem,  który  ma  swój  punkt  odpowiedni  w  nieskończoności. 
Z  warunku: 

r 
znajdziemy    z    łatwością    związek    między    spółrzędnemi    x,   yy   g    punktu  P 
a  spółrzędnemi  X,  Y,  Z  punktu  odwrotnego  P4  określony  wzorami: 

X-        cH  Y^-        °ty  7-        C%*  (\to 

i  nawzajem: 

c2X  c2Y       .  c*Z 

x~x2+y*+z2>    *~x*+y*+z*9     *xssx*+Y*+zr       (  ' 

Na  podstawie  tych  wzorów  otrzymamy  z  danej  powierzchni  JF(z,y,  *)=0 
nową  powierzchnię  o  równaniu: 

F(        c%X  c2Y  c2Z        \_n 

*\X*+Y*+Z*'    X2+Y2+Z2'   X*+Y*+Z*r   '  ( 

czyli:  0(X,  F,  Z)=0, 

jako  inwersyą  danej  powierzchni. 

Wedle  tego  wypada  jako  inwersyą  płaszczyzny:  Ax+By+ Gr+D-0 
kula  o  równaniu: 

c\AX+ BY+  CZ)  +  D(X*+  Y*+Z*)=0, 
która  staje  się  tą  samą  płaszczyzną,  gdy  D=0 

Kuli:  x2+y2+02+Ax+By+C0+I)=O  odpowiada  jako  inwersyą  knls 
o  równaniu: 

c*+c2(AX+BY+CZ)+D(X2+Y2+Z2)=0, 

która  przechodzi  w  płaszczyznę,  gdy  JD=0. 
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Linii  prostej  jako   przekrojowi    dwu    płaszczyzn    odpowiada    tedy  jako 
inwersya  koło  jako  przekrój  dwu  kul;  podobnież  koła  odpowiada  znowu  koło. 

Łatwo  poznać,  że  inwersya  należy  do  przekształceń,    przy  których  po- 
dobnie jak  przy  figurach  podobnych  utrzymują   się    kąty  figur  pierwotnych. 

9.  Równania  powierzchni  w  spółrzędnych  jednorodnych.  Aby  równania 
powierzchni  uczynić  jednorodnemi,  wprowadzamy  w  miejsce  spółrzędnych 
zwyczajnych  punktu  (x,  y,  z)  lub  płaszczyzny  (u,  v,  w)}  t.  z.  spółrzędne 
jednorodne,  któremi  są  spółrzędne  czworościenne  (xi,  x2,  xzi  xk)  punktu 
lub  spółrzędne  czworościenne  (wn  «a,  w3,  w4)  płaszczyzny  (Patrz  T.  I.  Wy 
kład  XXII)  określone  wzorami  ogólnymi : 

x     Axxi+Aix2+Azxz  +  Ahxk  u_^  a^+a^  +a2uz  +  ahuk 

D^  +Dtx2  +I)zxz  +Bkxh '  "  dxui  +  d2u2  +  dzuz +ri>4 ' 

Bxxx+B^  +  Bzxz+B>xk  w„,Gdnie.  b,»,+b%u%+bzHz±huk 

y^D,xx+D%x2  +  Dzxz  +  D^         względnie.     v' d^+d^  +  d^  +  d.u,  > 

£_Cixi  +  Ctx2  +  C\xz  +  G'4s4  ^_  ex ux  +  c2u2  +  czuz  +  c4*4 

Ą  xx  +  D2x2  +  Dzxz  +  t)Kxk  '  d, «!  +  d%u%  +  dzuz+  d4i*4 ' 

lub  też  wzorami  szczególnemi : 

*=V     '-%'     H^'    względnie:    —J,     — * ,     "~%         ^ 
Z  pomocą    tych    podstawień    zamienia    się    równanie    powierzchni  n  go 
rzędu  kształtu  F(x,y,  *)=0  na  równanie  jednorodne  kształtu :  F(xxi  x2,  »3,  #4)=0, 
względnie  równanie  powierzchni  n-tej  klasy  kształtu  :  F(t#,  v,«;)«0  na  równa 
nie  jednorodne  kształtu  :  F(uu  Wj,  t*3,  w4)=0. 

W  szczególności  równanie  ogólne  powierzchni  drugiego  rzędu  przedsta- 
wia się  w    spółrzędnych  jednorodnych  w  postaci : 

«11*21  +«22*S  +«33*23  +«44^24  +  2a12a?liC1  +8^,^*3  +2a14«,0?4  + 

+  2a2zx2xz  +  2aux2xk  +  2a34s3a:4  «0, 
a  równanie  powierzchni  drugiej  klasy  w  postaci  : 

^ii^\+Aiu\  +  Azzu\+Akku\  +  2Aituiu%+2Auui  ug  +  2Aikuiuk  + 

+2A2zu2uz  +2Auu2Ui  +  2Aziuzui<=0. 

Wprowadzenie  spółrzędnych  jednorodnych  w  teoryi  powierzchni  rzędu 
drugiego  nadaje  odnośnym  wzorom  odpowiednią  symetryę  i  umożliwia  w  wy- 
sokim stopniu  zastosowanie  odpowiednich  symbolów  skróconych,  jest  przeto 
szczególnie  przy  badaniu  rzutowych  własności  powierzchni  nadzwyczaj  ko- 
rzystne. Dodać  przy  tern  należy,  że  możliwa  dwojaka  interpretacya  wzorów 
i  wyników  rachunku,  opartego  na  równaniu  jednorodnem  stopnia  drugiego 
względem  oztereoh  zmiennych,  polegająca  na  tem,  że  się  te  zmienne  uważa 
bądź  jako  spółrzędne  punktu,  bądź  jako  spółrzędne  płaszczyzny  prowadzi 
jednocześnie  do  dwu  twierdzeń  dotyczących  powierzchni  drugiego  rzędu 
i  drugiej  klasy.  Wskazówki  w  tym  kierunku  znaleźć  można  w  tomie  I, 
w  wykładach  LIX  i  następnych,  które  dotyczą  badania  krzywych  stożko- 
wych na  podstawie  spółrzędnych  jednorodnych  punktu  lub  prostej. 

Stosowanie  spółrzędnych  jednorodnych  jest  też  wskazanie  w  ogólnej 
teoryi  powierzchni  n-go  rzędu,  jeżeli  chodzi  o  zbadanie  własności  rzutowych 
powierzchni  n-go  rzędu. 
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10.  Powierzchnie  biegunowe  punktu  ze  względu  na  daną  powierzchnię 
n-go  rzędu.  Mając  daną  powierzchnię  określoną  równaniem  w  spólrzędnych 
jednorodnych  w  postaci: 

F(xu  *a,  *3>  *4)-° 
znajdziemy  punkta,  w  których  prosta  przechodząca  przez  dane  dwa  punkta: 

P&U   *Il   *%>   *\>»      *■(*"! l   *"*■   *'■!    *\) 

przecina  tę  powierzchnię,  określone  spółrzędnemi : 

Xi=-Xx\+pZ%,      Xt~*X'i+fiX\1      Xz  =tez+ltX"3,      *3~  ^4+^41 

gdzie  na  wyznaczenie  stosunku  parametrów  X :  p  otrzymujemy  jako  wynik 
podstawienia  powyższych  wartości  na  g]y  xz,  xzi  xk  w  równanie  danej  po- 
wierzchni: Fx{xu  x2}  xz,  04)— 0y  równanie  n-go  stopnia  w  postaci: 

F(lx\+fix,%  Xx'i+px''i}  Xx*z+px"zi  Xx\+tiz»k)=0. 

Rozwijając  to  równanie  i  oznaczając  znakiem  A  działanie: 

możemy  powyższe  równanie  przedstawić  w  postaci: 

JŁ,F+i— ^/liF+jjA— >m1^1F  +  ...-0.  (16) 

Otóż  powierzchnię  określoną  równaniem: 

dF  dF  dJP  dF  7 

**  dx,  +X  2  dxz  +X  3  dxz  +*>  dxk     °'  (i) 

nazywamy    pierwszą    powierzchnią    biegunową    punktu 
(z\,  xł2}  xfZ}x\)  ze  względu  na  daną  powierzohnię  F=0)  powierzchnię  okre 
śloną  równaniem: 


("•sŁ+*>Ę+','aŁ+«'«Ę)*-*  (18; 


nazywamy    znowu    drugą    powierzchnią    biegunową    punkta 
(x\,  x\,  x'z,  x'4),  ogólnie  powierzchnię  określoną  równaniem: 


hi+^i+^4+a,4^)>=0, 


(19) 


nazywamy  r-tą  powierzchnią  biegunową  punktu  (x'u  xt2}x'z,x'Ą)  ze  względu 
na  daną  powierzchnię:  F(xti  x2l  xz,  *4)«0. 

Równanie  r-tej  powierzchni  biegunowej  punktu  (x\)  jest  równaniem 
jednorodnem  r-go  stopnia  ze  względu  na  spółrzędne  tego  punktu,  zwanego 
biegun  em,  a  zarazem  równaniem  (n — r)-go  stopnia  ze  wzglęgu  na  spól- 
rzędne  zmienne  punktów  r-tej  powierzchni  biegunowej. 

11.  Płaszczyzna  styczna  jako  pierwsza  powierzchnia  biegunowa  punktu 
na  danej  powierzchni.  Jeżeli  punkt  P(z'n  x'2,  x*Z}  x\)  leży  na  powierzchni: 
F(xu  x2,  x2J  x4)=0,  tedy  linia  prosta,  przechodząca  przez  punkt  /*(*,)  prze- 
cina powierzchnię  F=*0  w  dwu  punktaoh,  wpadających  w  punkt  P(«?),  joieli 
obok  spółczynnika  F  przy  Xn  takżfc  spóJczynnik  przy  Xn~mifi  w  równaniu  (16) 
staje  się  zerem,  co  się  stanie  skoro: 
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dP  .     dP  .     dP  .     <#* 


*\**r0' 


^^^"■^^s;"^  (20) 

a  to  równanie  jest  równaniem  płaszczyzny  stycznej  w  punkcie 
P(*\)  powierzchni  F(zt,  a?,,  *,,  *4)«=0. 

18,  Draga  powierzchnia  biegunowa  punktu  parabolicznego  na  płaszczy- 
źnie 1  powierzchnia  Hessego.  Linia  prosta  przechodząca  przez  punkt  P(%i) 
powierzchni  F(xu  xt1  o?3,  s4)—0  przecina  powierzchnię  w  trzech  punktach 
po  sobie  następujących,  jeżeli  w  równaniu  (16)  oprócz  spóJozynnika  przy 
i"  i  Z*-*/*  znika  także  spółozynnik  przy  A9~2ft*,  linia  prosta  leży  tedy  nie 
tylko  na  płaszczyźnie,  lecz  także  na  powierzchni  biegunowej  drugiego  rzędu : 

d 

--L.4* -L**_ wrt 

♦dr'. 


(« 


dxJi 


s 


F-0, 


(21) 


która  jest  powierzchnią  stożkową. 

Punkta  tego  rodzaju  są  punktami  parabolicznemi  powierzchni  (punkta- 
mi przegięcia  w  odnośnym  przekroju),  a  wyróżnik: 

2d*F  d*F   d%F  d*F 
±  dx\'dx\'dx\'dx\} 

równania  .F—  0  położony  równym  zeru,  przedstawia  powierzchnię  4(»— 2)-go 
rzędu  : 

d*F     JPF         d2F^ 

dx\'     dxAdx2'     dxidxz} 
d*F       d'F       d*F 


H(xt,  x%1  a?3f  a?4)« 


dx±  dx% 

_d*F_ 

dxidxz1 

d*F 


dx\1     dx2dxz 
d*F       d*F 

dx2dxz1    dx\' 
d*F         d2F 


d*F 
dxtdxi 
JPF 
dx^dxk 

d*F_ 

dxzdxK 

d*F 


=0, 


(22) 


dxidxkl    dxJdxi1    dxzdxj    dx\ 

której  przekrój  z  daną  powierzchnią  daje  krzywą  4n(n— 2)-go  rzędu,  jako  miej- 
sce geometryczne  punktów  parabolicznych  danej  powierzchni.    Powierzchnię 


B(*i, 


*2» 


xt1  <r4)=»0    nazywamy    powierzchnią    wyznaczników  ą, 


albo  powierzchnią  Hessego,  odpowiadającą  danej  powierzchni. 

Jeżeli  powierzchnia    określona   jest   równaniem    zwyczajnem    kształtu: 
F(x7  y,  *)=0,  wtedy  otrzymujemy  równanie  powierzchni  Hessego  w  postaci: 

^11)  F\i>  -Pi3»  Fi 

F%\1    <*22l    -*23>    ^2 


H(x,  y,  s)= 


F»4,  Jo,,  -Foo,  F* 


31>    •Ł32?    x33) 
^11       *1>       FZ 


0 


gdzie : 


=0, 


(23) 


F-dF 


*>' 


dF 

V 
d*F 


W     dF* 


W    -d*F 


•u" 


■ii" 


FiZ=F2 


d*F 


w   -d*F 


S3=d*a ' 

"dyde 


dxdy}     *13~~3ł"~ar<fc' 
Krzywa  punktów  parabolicznych  występuje  tu  jako  przekrój  powierz- 
chni JP(«,  y,  *)=0  z  powierzchnią  H{x,  y,  e)=0. 


Pr.  DałwUaU.  Wykł.  matom,  l  Tom  U. 
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Dla  powierzchni  określonej   równaniem   8=f(&j  y)  otrzymamy    powierz- 
chnię Hessego,  określoną  równaniem:  rt— sJ— 0,  czyli: 

a  miejsce  geometryczne  punktów  parabolicznych  powierzchni  z=f(x}y)  okre- 
ślone jest  równaniami: 

5=/(x,  y),    rt — s2*==0. 


ćwiczenia   LV. 


1)  Wykazać,  że  równanie  powierzchni  drugiego  rzędu: 

wyrażone  w  spółrzędnych  t*,  v,  w  płaszczyzny  możemy  sprowadzić  do  postaci: 

<Hu    aia»    °i3ł    «i4»    * 

«tlł  «H>  «h3ł  aił»  r 

a13t  <*J3»  °33j  «34i  W     =0. 

°14?  <h4i  °34ł  <*44ł  1 

«,  t>,  W,  1,  0 

2)  Wykazać,  że  równanie  powierzchni  drugiej  klasy  kształtu: 
An**+Auv*+AnW*+2AXi*v+2Alzuw+2Auvw+2Aiiu+2Auv+2Auu>+Aii==0, 

wyrażone  w  spółrzędnych  as,  y,  2  punktu  można  sprowadzić  do  postaci: 

-^llł      ^13»      ^13i      -44ł      * 


Any    A 


339 


-^ttł 

^J4t 

y 

-^337 

-^341 

z 

^84 » 

-^44» 

1 

=  0. 


y,      *,      1      o 

8)  Wykazać,  że  ogólna  powierzchnia  drugiej  klasy: 

Ax  t  u*-Mm»2+^33«>M-24  ju»+2418uf(7+2i4„tw++2il1  4«+2L4lłf»+2^4iH-^4-»Q, 
staje  się  krzywą  drugiej  klasy,  skoro  spełni  się  warunek: 

^11)      ^JJ>      ^38 1 


»14 
^14 

-^ISł      ^33 1      ^33  >      -^34 


—  0. 


^14j      -^34 1      ^34  J      -^44 

4)  Wykazać,  że  powierzchnia  biegunowo  -  wzajemna  powierzchni  drugiego  rzędu  ze 
względu  na  powierzchnię  pomocniczą  tego  samego  rzędu  jest  także  powierzchnią  drugiego 
rzędu. 

B)  Wyprowadzić  równania  powierzchni  biegunowo- wzajemnych  ze  względu  na  kulę 
o  promieniu  r  =  l,  odpowiadających  powierzchni  drugiego  rzędu  kształtu: 

Ax*+By*+Cz*+D  =  0. 

6)  Wykazać,  że  powierzchnia  biegunowo- wzajemna  kuli: 

(«+S)2+y*+*a-*s==o, 

ze  względu  na  kulę:  x*-\-y*+z*— 1  =0,  otrzymuje  równanie: 

(R*Ą.V)x*+R*{y*+z*)-2tx-l  =0, 
jest  więc  powierzohnią  obrotową  drugiego  rzędu. 

7)  Wykazać,  że  powierzchnia  biegunowo  -  wzajemna  wszelkiej  kuli  (ze  względu  01 
kulę  pomocniczą  r=l)  jest  powierzohnią  obrotową  drugiego  rzędu. 

8)  Wykazać,  że  powierzchnia  biegunowo-wzajemna  (ze  względu  na  kulę  o  promie- 
niu r  =  1)  wszelkiej  powierzchni  obrotowej  drugiego  rzędu  jest  ogólną  powierzchnią  dru- 
giego rzędu. 

9)  Wykazać,  że  przekształcenie  homograficzne  nie  zmienia  rzędu  powierzchni. 
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10)  Wykazać,  że  w  dwu  powierzchniach  homograficznych  stosunek  odległości  dwu 
punktów  jednej  powierzchni  od  dowolnej  płaszczyzny  pozostaje  w  stałym  stosunku  do  sto- 
sunku odległości  odpowiednich  dwu  punktów  drugiej  powierzchni  od  płaszczyzny  homo. 
graficznej. 

11)  Wykazać,  że  w  dwu  powierzchniach  homograficznych  stosunek  odległości  dowol- 
nego punktu  jednej  powierzchni  od  dwu  stałych  płaszczyzn,  pozostaje  w  stałym  stosunku 
do  stosunku  odległości  punktu  odpowiedniego  drugiej  powierzchni  od  odpowiednich  stałych 
dwu  płaszczyzn  homograficznych. 

12)  Wykazać,  że  dwie  powierzchnie  homologiczne  drugiego  rzędu  przecinają  się  po- 
dług dwu  krzywych  płaskich,  z  których  jedna  leży  na  płaszczyźnie  kolineacyi. 

18)  Wykazać,  że  dwie  powierzchnie  drugiego  rzędu  wpisane  w  ten  sam  stożek  dru- 
giego rzędu  są  powierzchniami  homologicznemu 

14)  Znaleźć  punkta,  w  których  prosta  łącząca  dwa  punkty  określone  spółrzędnemi 
jedno  rodnemi : 

Pl(**U   *\,   *'*,   *4),     -Pt(«"t.   *%   *"3,   *"|) 

przecina  powierzchnię  drugiego  rzędu:  /(xlt  a^,  a*8,  sc4)  =  0. 

15)  Wyprowadzić  warunek,  pod  jakim  punkta  przecięcia  się  prostej,  łączącej  punkta: 
f(x't,  a^j,  *',,  o?'4)  i  P"(x",,  x"a,  rr"|,  ac"4),  z  powierzchnią  drugiego  rzędu: /(*,,  ara,  Xg,  *4)  =  0 
są  harmonicznie  sprzężone  z  parą  punktów  P'  i  P". 

16)  Wykazać,  że  płaszczyzna  biegunowa  punktu:  P'(*'i,  x\,  a?'8,  x\)  względem  po- 
wierzchni drugiego  rzędu:  /(a?,,  o^,  x3,  a?4)  określa  się  równaniem: 

17)  Wykazać,  że  pary  punktów  sprzężonych  względem  danej  powierzchni  drugiego 
rzędu: /(atj,  as,,  as,,  a?4)  =  0,  leżące  na  jednej  prostej,  tworzą  inwolucyę,  której  punktami 
podwójnymi  są  punkty  przecięcia  się  tej  prostej  z  daną  powierzchnią. 

18)  Wykazać,  że  płaszczyzna  styczna  w  punkcie  P(x'u  a*'a,  x'a,  x\)  powierzchni  dru- 
giego rzędu:  f{xu  a^,  asj,  a?4)  =  0  określa  się  równaniem  jednorodnem: 

19)  Wykazać,  że  stożek  styczny  do  powierzchni  drugiego  rzędu:  f(xi1  asj,  xt)  *4)  — 0 
o  wierzchołku:  S(x'u  x\,  a»'8,  «'4)  określa  się  równaniem: 

20)  Znaleźć  płaszczyzny  przechodzące  przez  prostą  występującą  jako  przekrój 
dwu  płaszczyzn  E*  i  E"  danych  w  spółrzędnych  jednorodnych  E'(tt'u  u'%J  «'3,  u'4), 
E"{u"u  «"a»  u"zi  *"ł)i  a  stycznych  do  powierzchni  drugiej  klasy:  F(uu  «,,  1*3,  «4)  =  0. 

21)  Wyprowadzić  warunek,  pod  jakim  płaszczyzny  styczne  do  powierzchni  drugiej 
klasy:  jP(«*i,  Uj,  Uj,  «4)»0,  przesunięte  przez  krawędź  przecięcia  się  dwu  płaszczyzn: 
#(«'i,  n'j,  tt'8,  ti'4),  E"(u'\,  u"j,  t*"j,«")  są  harmonicznie  sprzężone  z  parą  płaszczyzn  2?',  2£". 

22)  Wykazać,  że  biegun  płaszczyzny  E'{u\,  t*V  u'3,  u\)  względem  powierzchni  dru- 
giej klasy:  F(ul1  ♦*,,  1*3,  «4)  =  0  określa  się  równaniem  jednorodnem: 

23)  Wykazać,  że  punkt  styczności  płaszczyzny:  E'(v\,  «'j,  w'3,  ^'4)  stycznej  do  po- 
wierzchni drugiej  klasy:  F(ux,  Wj,  1/3,  «4)  =  0  określa  się  równaniem  jednorodnem: 

M'i  łM^H^,  f  «4*\=  0. 

24)  Wykazać,  że  powierzchnia  drugiego  rzędu  opisana  na  ozworościanie  odniesienia 
otrzymuje  równanie  jednorodne: 

^1*1^+^3*1^+^4*1  a?4+<l*3aJla:3+0*4a:la;4  +(hix3xis=  °' 

25)  Wykazać,  że  powierzchnia  drugiej  klasy  wpisana  w  czworościan  odniesienia 
otrzymuje  równanie  jednorodne: 

^lł^«*J+-4i3«'l«3+^14«*l«*4+^J3Ml«3  +  ^4««J«*4+^34«3«*4=0. 

26)  Wyznaczyć  rodzaj  powierzchni  drugiego  rzędu,  określonej  równaniem  jednorod- 
nem kształtu: 

°ll*Il+<hja?,l+«33aj23+«44aJ*4—  0- 


23)  WynmaeayŚ  rodaaj  powimu^ 

-  »*     *•      #* 

28)Wyka«»<Sli6powi«r2ołmi«fcodk<^kMyw5anyelUp»oidy:  — 4.^  +  — =  1, 

muje  w  spófcrsędnych  «,  t ,  *  jej  płaszczyzn  stycznych  równanie  (wskazane  przez  I. 
w  r.  1876)  kształtu: 

29)  Wykazać,   ee  w  powierzchni  środków  krzywizny  ellipsoidy:  ^»+^  +  -* 

zachodzą  między  epólrzędnemi  (*,  y,  i)  jej  punktów  *  spohrzędnemi  (e\  9,  w)  jej 
etycznych  relecye  (podane  przez  Salmona  w  r.  1868)  kształtu: 

[(T-4)W(i-iy--^].      [(ł-f)W(i-^)v-^ 

[(i-iWf-^a- 

*— —& Jl 51 • 

80)  Wykazać,  ze  powierzchnie  środków  krzywizny  ellipeoidy  jest  powienohaia,  i 
nastego  rzędu. 

81)  Wykazać,   że   dowolny  punkt  normalnej   w  punkcie  styczności 
(*,  #%  **)  m  powierzchnią  drugiej  kiesy:  aV+W+«V-l  określa  aie 

gdeie  X  jest  dowolnym  parametrem. 

82)  Wykazać,  że  punkta  styczności  wszystkich  płaszczyzn  etycznyoh 
przez  punkt:  (a?',,  a^,  oj',,  a^)  do  powierzchni:  F(ą9  *j,  a,,  ą)«0  leśą  na 
wierzchni  biegunowej  tego  punktu,  określonej  równaniem: 

^  **+*'  *l+*  — +*  — — O 
dx^  dxf  <2x|  djt| 

88)  Wykazać,  że  w  danym  punkcie  powierzchni  z  «/(*,  y)  da  się  wykreślić  pa 
loida  ściśle  styczna,  która  będzie  paraboloidą  elliptyczną,   hiperboliczną  lub  walcem 
bolicznym  stosownie  do  tego,  czy  ten  punkt  powierzchni  jest  punktem  elliptyoznym,  hip 
bolicznym  lub  parabolicznym. 

84)  Dowieść,  że  wszelka  płaszczyzna  styczna  w  danym  punkcie  P  powierzchni 
cina  ją  podług  linii  krzywej,  która  ma  w  tym  punkoie  albo  punkt  odosobniony,  albo  wę 
albo  punkt  zwrotu  stosownie  do  tego,  czy  ten  punkt  jest  elliptycznym,  czy  hiperboli© 
czy  też  parabolicznym. 

Rozwiązania    LV.      14)    xi  =  X1a?,'+-X1*tM    (t  —  1,   2,   8,  4),    przyczem:    X\f 
+2W*V^+^/'i+*''i  A+*"i  f4)+V/"  =  0,  gdzie:  /,=  g  ,  /2  =  g  ,  /,=  g ,  /4=£, 
20)  ui=^\ui'+\ui"  (»=1,  2,  3,  4),    przyczem:    l\*'+2\W«'\Fi+*'\P%W\Fi+*\f\H 
+\\F'  =  0t  gdzie:  F%J£,    *,=  £,    Ą-£,    FŁ='* 


Literatura.    George   Salmon:   Analytische   Geometrie  des  Baumes  deutsch 
beitet   von    Dr.    Wilhelm   Fiedler      Dr.   Władysław   Zajączkowski:   Gieometrj} 
analityczna.  Warszawa  1884. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Przekształcenia  jednokreślne  i  jednokładne  danej  powierzchni  i  ich  zastosowani! 

2.  Teorya  powierzchni  drugiego  rzędu   i   drugiej    klasy  na   podstawie   spółrzędnyi 
jednorodnych. 

8.  Teorya  biegunów  i  powierzchni  biegunowych 


Wykład  LVI. 

Powierzchnie  określone  równaniami  róźniczko- 
wemi  i  wybitniejsze  linie  na  powierzchniach. 

1.  Równania  zwyczajne  a  równania  różniczkowe  powierzchni.  Równa 
zwyczajne  powierzohni  przedstawiając  związki,  jakie  zachodzą  między 
ipółrzędnemi  wszystkich  punktów  odnośnych  powierzchni,  prowadzą  za  po- 
Bocą  metod  różniczkowania  do  nowych  równań,  zwanych  równaniami 
ólniczkowemi,  które  wypowiadają  własności  dotyczące  otoczenia  pun- 
Etów  na  powierzchniach. 

W  szczególności  równania  różniczkowe  cząstkowe  pierwszego  rzędu 
wypowiadają  własności  dotyczące  styczności,  t.  j.  płaszczyzn  stycznych  i  wiel- 
ttśoi  z  niemi  związanych  w  każdym  punkcie  powierzchni. 

Równania  różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu  wypowiadają  własno- 
dotyczące  krzywizny,  t.  j.  promieni   największej    i   najmniejszej    krzywi- 
my i  ich  zależności  w  dowolnym  punkcie  powierzchni. 

Równania  różniczkowe  zwyczajne  pierwszego  i  drugiego  rzędu  wyrażają 
Bowu  własności  stycznych  i  krzywizny  linij  krzywych  na  powierzchni. 

W  jaki  sposób  z  danego  równania  różniczkowego  dojśó  do  zwyczajnego 
anią  będzie  przedmiotem  teoryi  równań  różniczkowych.    W  niniejszym 
Uadzie  podamy  tylko  kilka  przykładów    typowych    ważnych    głównie  ze 
owiska  historycznego. 

8.    Powierzchnie  stokowe,  czyli  powierzchnie  posiadające  płaszczyzny 

jednakowo  nachylone  do  danej  płaszczyzny.   Przyjmijmy  jako   pła- 

[ttczyznę  stałą  XOT  i  szukajmy  powierzchni,  których  płaszczyzny  styczne  są 

ylone  do  płaszczyzny  XOY pod  stałym  kątem  y,  otrzymamy  wtedy  warunek: 

i  cosy«7—      —     ,  a  stąd:  pa+?2+l=»sec2y, 

!*yli:  P2+2*=tang2y,  (1) 

•  jako  równanie  różniozkowe  cząstkowe  szukanych  powierzchni,  które  nazy- 
i Warny  powierzchniami  stokowemi.  Są  to  więc  powierzchnie  o  ró- 
hrnaniu  *«=/(a?,  y),  posiadaj  ącem  tę  własność,  że  suma  kwadratów  pierwszych 
pochodnych  cząstkowych  funkcyi  z  względem  zmiennych  niezależnych  z  i  y, 

ij.  p— —   i  5=-- jest  ilością  stałą. 
ox  oy 

\  Uwzględniając,  że  na  podstawie  powyższego  równania  g=Vtang2y— jp*, 
:a  więc  pochodna  cząstkowa  q  jest  funkcyą  pochodnej  cząstkowej  p,  docho- 
dzimy do  wniosku,  że  szukane  powierzchnie  są  powierzchniami  rozwijalnemi. 
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Aby  otrzymać  równanie  takiej  powierzchni,  uważajmy  ją  jako  po- 
wstałą przez  ruch  płaszczyzny  o  równaniu: 

*=tx  +  f(t)y+q>(t)  (2) 

o  zmiennym  parametrze  t 

Wyrugowawszy  z  tego  równania  i  z  równania  różniczkowego: 

0=x+f(t)y+<p'(f)  (3) 

zmienny  parametr  ty  otrzymujemy  równanie  wszelkich  powierzchni  rozwijał* 
nych,  między  któremi  znajdować  się  musi  także  szukana  powierzchnia. 
Z  równania  (2)  otrzymujemy: 

zatem  na  podstawie  (3)  otrzymujemy  równania: 

p—h   ?=/(')>  a  że:  ?=VtangJy— *\ 

przeto  otrzymujemy  na  wyznaczenie  funkcyi  f(t)  równanie: 

/•(0=Vfcang2y-*'. 
Podstawiwszy  tę  wartość  w  równania  (2)  i  (3),  otrzymujemy  równania: 

ytang2  y — *a 
o  zmiennym  parametrze  l  i  o  dowolnej  funkcyi  ę{f))  jako    ogólne    równania 
wszelkich  powierzchni,  których  płaszczyzny  styczne  są  nachylone  do  płaszczy- 
zny XOT  pod  stałym  kątem  y. 

Powierzchnie  rozwijalne  tego  rodzaju  mają  widocznie  tę  własność,  że 
nie  tylko  ich  płaszczyzny  styczne,  lecz  także  ich  tworzące  są  do  płaszczy- 
zny XOT  jednakowo  nachylone. 

Płaszczyzna  XOY  przecina  taką  powierzchnię  podług  linii  krzywej, 
którą  wszystkie  tworzące  powierzchni  przecinają  pod  kątem  prostym;  krzywą 
tę  nazywamy  kie  równicą  odnośnej  powierzchni  rozwijalnej. 

Możemy  więc  wszelką  powierzchnię  tego  rodzaju  także  w  ten  sposób 
utworzyć,  jeżeli  linię  prostą  poruszać  będziemy  po  danej  krzywej  płaskiej 
jako  kierownicy,  tak,  aby  ta  prosta  ruchoma  była  stale  prostopadłą  do  po- 
szczególnych stycznych  tejże  linii  krzywej,  a  tworzyła  zarazem  z  płaszczy- 
zną tej  krzywej  pewien  kąt  stały. 

Najprostszym  przykładem  powierzchni  tego  rodzaju  jest  prosty  stożek 
kołowy. 

3.  Powierzchnie  Welngartena  (zwane  krótko  powierzchnie  W.)«  Wiemy , 
że  w  każdym  punkcie  powierzchni  istnieją  dwa  kierunki  główne,  w  których 
przekroje  normalne  wykazują  największą,  względnie  najmniejszą  krzywiznę. 
Promienie  krzywizny  cit  c2  tych  przekrojów  określone  dla  powierzchni  o  ró- 
wnaniach e=f(x1  y)  wzorem: 

(rf-*»)¥s-[(l  +  jty-2OT*+(l+*^^  (5) 

a  dla  powierzchni  o  równaniach:  x=f(u,  v),  y=c>(i*,  t>),  g=tp(u,  v)  wzorem: 
(2ŻT-S2)  q*-{GR+ET-1FS)(>+EG-F*~Q,  '     (6) 

są  funkcyami  współrzędnych  (a?,  y),  względnie  parametrów  («,  t;)  i  pochodnych 
cząstkowych  pierwszego  i  drugiego  rzędu  w  tym  punkoie. 
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Otóż  wszelkie  powierzchnie,  które  odnośnie  do  głównych  promieni  krzy- 
wimy ft  ic2  posiadają  własność,  określoną  jakiemkol wiek  równaniem  kształtu: 
J{(u  ft)=0  nazywają  się  powierzchniami  Weingartena,  według 
BMwiska  matematyka,  który  się  niemi  pierwszy  zajmował. 

Do  powierzchni  Weingartena  należą  w  szczególności  np.  powierzchnie 
0 stałej  krzywiżnie  zupełnej,  określone   równaniem: 

— -*,  (7) 

powierzchnie  o  stałej  średniej  krzywiżnie,  określone  równaniem: 

l  i  tym  podobne. 

Z  równania,  określającego  dany  związek  między  głównymi  promieniami 
Lkraywizny  w  każdym  punkcie  szukanej  powierzchni  w  postaci:  F(cu  ft)"888^, 
otrzymujemy  na  podstawie  różniczkowania  cząstkowego  podług  zmiennych 
•liezależnych  z,  y,  względnie  podług  parametrów  w,  v  równania: 


dFdCt   .dFdto 

dci  dz       dc2  dx        f 

dęt  dy      dc2  dy 
\t  których  wynika  równanie : 


względnie : 


=o, 


dF  dęt  dF  dę, 

dcx  du  dct  du 

dFdc,  ,dFdc,=Q 

dct  dv  dc ,  dv       ' 


dz  ' 

dx 

dcA 

dę2 

dy 

=0,    względnie : 


du 
dct 

dv 


dc2 
du 

dęt 

dv 


■0, 


(9) 


jako  ogólne  równanie  różniczkowe  wszelkich  powierzchni  Weingartena. 

4.    Powierzchnie  minimalne.    Powierzchnie,  które  mają  tę  własność,  że 

▼  każdym  z  ich  punktów  krzywizna    średnia : 1 jest  równa  zeru,  czyli 

główne  promienie  krzywizny  cv  c2  są  równe,  lecz  znaku  przeciwnego,  stano- 
wią szczególny  rodzaj  powierzchni  W.,  które  z  powodu  osobliwszej  ich  wła- 
sności przez  Lagrange'a  odkrytej  nazywają  się  powierzchniami  mini- 
malnemi.  Zawierają  one  bowiem  minimum  powierzchni,  które  daną  krzywą 
przestrzenną  napina. 

Możnaby  je  praktycznie  otrzymać,  wtykając  drut  dowolnie  zamknięty 
wrozczyn  mydlany,  powłoka  płynna  wyobraża  wtedy  powierzchnię  minimalną. 

Powierzchnie  minimalne  określone  są  warunkiem  : 


_  +  — =0,  czyli :  <>, <>2, 


(10) 


który  na  podstawie  wzoru  (5)  prowadzi  do  równania  różniczkowego  cząstko- 
wego drogiego  rzędu  kształtu: 

(1  +  q*)r-Vpqę  +  (1  +p*)t-Ot 

ttóre  nazywamy  też  równaniem  różniczkowem  powierzchni  minimalnych. 


Równanie  to  możemy  na  mocy  (6)  zastąpić  ogólniej szem : 

odpowiadająoem  szukanej    powierzchni  o  równaniach  :    #=/(«,  u),   y* 
*=#{«,  v)t 

Powyższemu  równaniu  stanie  się  zadość,  gdy  przyjmiemy: 
E*=*Q,     G=> 0,     S-0,  czyli: 

C)'+G:)'+ <£)'-*   (£)'+ ©'+(£)'-<>■ 


(18 
•ffc 


d«<H>         dudo        dttdu 


=0. 


Równaniu  5=0  stanie  się  zadość,  gdy  przyjmiemy : 


<o, 


Szukane  funkcye  musiałyby  pod  tymi  warunkami  mieć  kształt: 

*-/<*)+/tW)i    *^y(«)+ViW.    #-V<«)+*iW» 
zawierający  szeió  dowolnych  funkcyj, 
W  tych  warunkach  byłoby: 
da;  dx  dy        u  .      dy 

d«^(a)'  *r^>  S-^*  £■ 


•y'i( 


sr*™ 


zatem  wobec:  £=0,  G=0  musiałyby  się  spełniać  relacye : 
z  których  wynika: 

zatem:       *(«)=»W[7(«)]2 +[¥>'(»)]*  <*♦,     *t(«)-»IVŁ/*i  («)]*+ [^  (•)]**. 

Możemy  więc  ogólne   równanie   powierzchni    minimalnych   przedata 
w  postaciach: 

«=/"(«) +/i(f),    y=9>(«)+9>i(»), 

*-»IV[/(«)],+  [«»'(«»FAfcb»'JVl/'1(f»)]»+[c»'1(^1*, 

w  których  mamy  już  tylko  cztery  funkcye  dowolne. 
Połóżmy  za  przewodem  Weierstrassa : 

f(u)=fF(u)  cos  u  dw,     /i  (v)==JPx(v)  cos  v  dv, 
q>(u)=fF(u)  sin  «  dw,     c^^/F^^sin  v  dv, 
wtedy  otrzymamy  powyższe  równania  w  postaciach: 

x=JP(u)  cos  u  cłu  +fPi  (v)  cos  v  dv, 
y  =fF*(u)  sin  u  du+fPi  (v)  sin  v  dv, 
*-tJF(n)  dw— tJF^*)  dv, 
które  zawierają  już  tylko  dwie  funkcye  dowolne:  .F{w)  i  2^(0). 
Zastąpmy  je  innemi  dwoma  /"  i  q>,  za  pomocą  podstawienia: 
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wtedy  otrzymamy: 

z—$f(u)  oos  u  du+  [f{v)  oos  v  dv+i[^(u)  cos  u  du— fo>'(«0  cos  tuto], 
y=*lf(u)  sin  w  du+ $f(v)  sin  t>  cto+i^^n)  sin  u  du— JyJ(v)  sin  i?  <fo], 

*-  {fM— /(«0H~  {*M + #*)},  13) 

jako  ogólne  równania  powierzchni  minimalnych. 

5.  Przykłady*  1)  Przyjmując  f(u)  =  cm^  9(«)«0,  otrzymamy: 

x  »  Ca  oos  «  a*«+fa  cos  vdv=*  a  (sin  «+sin  «), 
y  =  ja  sin  «  aVf  f  a  sin  vdv  =  —  o  (oos  «+oos  *),    z  =  ia  (u—v\ 

czyli:  *  =  2asin-^— oos-g— ,    y  —  —  2a oos  — g—  oos  — g— ,    *»»»«(f#— *), 

zatem  »*+y*  =  4a* cos8 -g- ,    a  że:    —  «*  — , 

przeto :  #H-y*  «=■  4a*  cos1  ^-. , 

z  s 

a  więc:     ^»l+yl  —■  2a oos  5— ;  =  2a  cos  55-  — 2a ^r , 

M  M 

wyli :  \/&+j*=,  •  •  (•*"  +  •"  *"). 

skąd,  kładąc  2a  =  m,  otreymujemy  równanie: 

Bównanie  to  przedstawia  powierzchnię  powstałą  przez  obrót  linii  łańcuchowej  około 
osi  *-ów,  czyli  t.  zw.  katenoidę  (fig.  265). 

Jedną  z  powierzchni  minimalnych  jest  więc  katenoida. 

2)  Przyjmując /(w)  =  O,  ©(«)=*<»«,  otrzymujemy  równania  odpowiedniej  powierzchni 
minimalnej  w  postaci: 

««»  \^a  cos  u  du—^a  cos  t?  cfo}  —  to  (sin  «—  sin  9), 
y«t{Ja  sin  u  du— ja  sin  v  dv  l  =  —  ai  (oos  « —cos  r)t    z  »  a  («+»)> 

tf— f?  tf-l-0  u — 0         n-ł-t> 

czyli :  x  =  2at  sin  — =—  oos  — ~ ,    y  =»  2a*  sin  — =—  sin  -^— ,    *  —  a  (u+»), 

z  których  wypływa:  —  =»  tang  -^-  =  tang  ~ , 

y  z  y 

a  więc :  —  =  tang  ^- ,    czyli  równanie :  z  =  2a .  arc  tang  —  , 

przedstawiające  zwyczajną  powierzchnię  śrubową. 

Jedną  z  powierzchni  minimalnych  jest  więc  także  powierzchnia  powstała  przez  ruch 
śrubowej  prostej  prostopadłej  do  osi  z- ów,  czyli  t.  zw.   zwyczajna    powierzchnia  śrubowa. 

6.  Linie  na  powierzchniach.  Linie  na  powierzchni  określa  się  zazwy- 
czaj jako  przekroje  danej  powierzchni  innemi  powierzchniami  za  pomocą 
równań  kształtu: 

a)    *~f(xy  y)    0=<p(x,  y), 

6)  JF(*f  y,  *)=0,  0fe  y,  *)~0, 
c)  *-/(*,  t>),  y«-p(w,  v),  *=^(«,  r).  JF(u,  tO«0. 
Linie  na  powierzchni  mogą  być  też  określone  równaniami  różniczko- 
wemi  zwyczajnemi,  wypowiadająoemi  własności  tyohże  linij  krzywych,  do- 
tyczące ich  styczności  lub  krzywizny,  a  więc  równaniami  różniozkowemi 
rzędu  pierwszego,  drugiego  lub  rzędów  wyższych.  W  tym  przypadku  otrzy- 
mujemy obok  równania  danej  powierzchni  jeszcze  jedno  równanie  różnicz- 
kowe! z  którego  staramy  się  zwykle  otrzymać  równanie  różniczkowe  rzutów 
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odnośnych  linij  krzywych  na  płaszczyznę  X0Y.  Szukane  krzywe  na  powierz- 
chni występują  tedy  jako  przekroje  danej  powierzchni  walcami  rzucającemu 
W  następnych  artykułach  zajmiemy    się    wybitniejszemi   liniami  krzy- 
wemi,  występuj ącemi  na  powierzchniach. 

7.  Linie  krzywiznowe.  Z  każdego  punktu  P  danej  powierzchni  wycho- 
dzą, jak  wiemy,  dwa  kierunki  główne  do  siebie  prostopadłe,  mianowicie  kie- 
runki największej  i  najmniejszej  krzywizny  w  tym  punkcie.  Możemy,  idąc 
z  punktu  P  do  punktu  sąsiedniego  P,  a  następnie  z  P  do.  P*  i  t.  d.,  postę- 
pować w  kierunku  największej  krzywizny,  a  otrzymamy  linię  krzywą  na 
powierzchni,  zwaną  linią  krzywiznową  największej  krzywizny 
punktu  P.  Idąc  z  punktu  P  do  punktu  sąsiedniego  Q'f  a  następnie  z  Q'  do  Q* 
i  t.  d.  w  kierunku  najmniejszej  krzywizny,  otrzymamy  drugą  linię  krzywą, 
do  pierwszej  prostopadłą,  zwaną  linią  krzywiznową  najmniejszej 
krzywizny  punktu  P. 

Przez  każdy  punkt  powierzchni,  przechodzą  zatem  dwie  linie  krzywi- 
znowe do  siebie  prostopadłe,  na  każdej  powierzchni  istnieją  zatem  dwa 
układy  linij  krzywiznowych  do  siebie  prostopadłych,  mianowicie  linie  naj- 
większej i  najmniejszej  krzywizny. 

Ponieważ  dwie  normalne  wykreślone  w  dwu  punktach  sąsiednich  leżą- 
cych w  kierunkach  głównych  powierzchni  kolejno  się  przecinają,  przeto  nor- 
malne do  powierzchni  wykreślone  w  punktach  linii  krzywiznowej  tworzą 
zawsze  pewną  powierzchnię  rozwijalną. 

Linię  krzywiznową  na  danej  powierzchni  możemy  więc  określić, 
jako  krzywą  na  powierzchni,  mającą  tę  własność,  że  normalne  do  powierz- 
chni  w   punktach  tej  krzywej  wykreślone  tworzą    powierzchnię    rozwijalną. 

Normalne  wykreślone  w  punktach  jakiejkolwiek  krzywej  na  powierzchni 
tworzą  w  ogólności  powierzchnię  prostokreślną,  która  jest  tylko  wówczas  po- 
wierzchnią na  płaszczyźnie  rozwijalną,  gdy  wykreślona  krzywa  jest  linią 
krzywiznową. 

8.  Linie  krzywiznowe  poszczególnych  powierzchni.  Na  podstawie  po- 
wyższego określenia  linij  krzywiznowych  możemy  dla  niektórych  powierzchni 
podać  wprost  położenie  linij  krzywiznowych. 

a)  Powierzchnie  walcowe  mają  jako  jeden  szereg  linij  krzywiznowych 
swoje  tworzące,  gdyż  normalne  w  punktach  tworzącej  leżą  na  jednej  pła- 
szczyźnie, drugi  szereg  linij  krzywiznowych  tworzą  przekroje  prostopadle 
do  tworzących. 

b)  Powierzchnie  stożkowe  mają  także  jako  jeden  układ  linij  krzywizno- 
wych swoje  tworzące,  drugi  układ  tworzą  przekroje  sferyczne  stożka  kulami 
spółśrodkowemi,  których  środek  leży  w  wierzchołku  powierzchni  stożkowej. 
Tworzące  powierzchni  stożkowej  stają  się  bowiem  promieniami  każdej  takiej 
kuli,  kula  i  powierzchnia  stożkowa  przecinają  się  zatem  pod  kątem  prostym, 
ich  krzywe  przekroju  są  zatem  prostopadłe  do  układu  tworzących,  tworzą 
więc  drugi  układ  linij  krzywiznowych. 

e)  Powierzchnie  rozwijalne  na  płaszczyźnie  mają  jako  jeden  układ  linij 
krzywiznowych  układ  swych  tworzących,  drugi  układ  tworzą  krzywe,  które 
wszystkie  tworzące  danej  powierzchni  rozwijalnej  przecinają  pod  kątem 
prostym,  czyli  t.  z.  trajektorye  prostokątne  układu  tworzących  po- 
wierzchni rozwijalnej. 
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Na  ogólnej  powierzchni  prosto kreślnej,  względnie  na  powierzchni  wichro- 
watej nie  możemy  tak  łatwo  podaó    z    góry   położenie  linij  krzywiznowych. 

d)  Powierzchnie  obrotowe  mają  jako  jeden  układ  linij  krzywiznowych 
swoje  równoleżniki,  gdyż  normalne  do  powierzchni,  wykreślone  w  punktach 
równoleżnika  przechodzą  wszystkie  przez  ten  sam  punkt  osi  obrotu,  drugi 
układ  linij  krzywiznowych  na  powierzchni  obrotowej  tworzą  jej  krzywe 
południkowe. 

e)  Powierzchnie  kanałowe  mają  jako  jeden  układ  linij  krzywiznowych 
układ  kół  ruchomych,  tworzących  daną  powierzchnię  kanałową,  drugi  układ 
tworzą  krzywe  przecinające  układ  tychże  kół  pod  kątem  prostym,  czyli 
t.  z.  trajektorye  prostokątne  układu  kół  tworzących  powierzchnię  kanałową. 

9.  Analityczne  wyznaczanie  linij  krzywiznowych  na  danej  powierzchni. 
Z  określenia  linii  krzywiznowej  jako  linii  krzywej,  która  ma  tę  własność, 
że  normalne  w  jej  punktach  do  powierzchni  wykreślone  kolejno  się  przeci- 
nają, otrzymujemy  na  podstawie  równań  dwu  sąsiednich  normalnych  powierz- 
chni *=/(*,  y)  kształtu:       X-sf p(Z-g)~0,     J— y+q(Z— *)=0, 

X— z-dx+(p  +  dp)(Z— 0— efe)=0,     F—  y-dy+(q+dq)(Z—  *-efc)=0, 
jako  warunek  przecięcia  się  tychże  dwu  prostych  równanie: 

dx-\-pdz       dy+qdss 
~dp  dq       ' 

czyli:  (dx+pdz)dą—(dy+qdz)dp=Q.  (14) 

Po  wy  Ź8  ze  równanie  sprowadza  się  na  mocy  wzorów: 

dz=pdx+qdyi     dp=rdx  +  sdy,     dq=sdx  +  tdy} 
do  postaci: 

[(l+«')*  -pĄ%)\  |(1+2^-(l+^>]I  +  [«r-(l+*,>]-0,   (IB) 
wyprowadzonej  pod  (21)  na  str.  822,  cechującej  kierunki  główne  na  powierz- 
chni £=./"(£,  y)  i  przedstawiającej  zarazem  równanie  różniczkowe  linij 
krzywiznowych  na  tej  powierzchni. 

Jest  ono  równaniem  różniczkowem  pierwszego  rzędu  i  stopnia  drugiego, 
cechuje  zatem  oba  układy  linij  krzywiznowych. 

Odpowiednie  równanie  różniczkowe  linij  krzywiznowych  na  powierzchni 
o  równaniu  kształtu:  F(x,  y,  z)=0  otrzymamy  z  (14),  podstawiając  odpowie- 
dnie wartości  za  p  i  q.  T%  drogą  otrzymamy  równanie : 


dF 
dx-ffde 
~dż 


dF  „dF     dF  JF 
de     dy       dy    de 


(dF\* 
\de) 


dy— 


dF 

dy 
dF 
de 


dF  ,dF  ,  dF  .dF 

u  —  -| d  — 

dz     óx       dx     dz 


dFV 


(50 


=o, 


które  uporządkowane  podług  dx,  dy,  de,  sprowadza  się  do  postaci: 
}dF  JdF     dF.dF\  ,  ,    ii 
'■\-dy-dTe--dz-d-dy-i+dy\\ 


dx{ 


IdFjdF 
dz     dx 


bx   der 


czyli : 


dx, 
dF 
dx' 
JF 


dy, 
dF 

dy' 
,dF 


~dx'        dy1 


+  de{ 

de  I 
dF  | 
dz 

de 


dF  .dF 


dFddF{Q 
dx~  dy       dy     dx  t       ' 


(15*) 
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y1 


10*  linie  krzywiznowe  na  elUpsoidzie.  Dla  ellipsoidy :  -^  +  |j  +  -^  =■  1  mamy: 

dJF_2*      dJF      fy      dF__2z  M      2dx        ,df_^y       ddF  =2dz 

óx-~a*'     dy^b*'    ~te~~c*'  te**  a*'        dy  ~~  ft*  '         eto        **  ' 

zatem  na  podstawie  (15)  równanie  różniczkowe: 

£&*•-  *d»)+^(.«fa-«&)+^,(*rfy-y<fc)=0,  O 

które  uporządkowane  podług  z  i  da,  otrzymuje  kształt: 

idmdy      ^Mi^/y***      xdy      xdy      !t**\_n  (b\ 

Ponieważ : 

*— (»-S-S>  ■*— (-f*-'i& 

przeto,  pomnożywszy  równanie  (6)  przez  *,  otrzymamy: 

./a:1       y*\(dxdy      dydx\       ,/*^  ,  y<*yVyjf*      '^^^..^aO 
V     i*  ~"  fc>  A  CV  ~~  IV 7  ""*  Wr  "*"    6»  A  A  V  ~  aV  "*"  aV      «V/ 
ożyli : 

dy»  .  a«(6*— cJ)*y— Arciy  [A»fc*-a»)»*4  «'(*'— c^H-"' **("'— &*)]+*** 6ł(c*    aJ)*y  =0. 
Zakładając-  a*>6*>e«,  połóżmy  dla  skrócenia:  ^-^.-.rf,     -~'-  =  p*,  a>-6ł  =  e5, 

a  otrzymamy  stąd: 

p*ay  rfy>+[aV— pV— «>]  Ar  dy— a^aycte1  =  0, 
czyli : 

pM&)  +  ■<«1«1-P  v  -*1)  £  -•**  »  °>  <16) 

jako  równanie  różniczkowe  linij  krzywiznowych  na  ellipsoidzie. 

Celem  wyznaczenia  funkcyi  pierwotnej,  czyli  całki  tego  równania  pomnóżmy  je  przez 

dy 
xy  i  wprowadźmy  nową  zmienną  na  mocy  podstawienia:  xy^.  =  t\  a  otrzymamy: 

I»»««-k«v-pv'-«,)*,-"W = o, 

skąd  wypływa: 

ył lw+,»»»     '  °*h:  ^-|,-pp+H^  (17) 

Za  pomocą  różniczkowania  dostajemy  6tąd: 

y  tfy  «=  tai  „__  , 

a  Vx*  (*<*«— «<**) 


czyli :  y  dy  —  tdt— 


(PV+«V)* 


a  że  na  mocy  podstawienia:  ydy  =* ,  przeto  mamy: 

x 

--  -  tdt-*Uhrt (lv- ^ ,     czyli:  -  {tdx-xdt) - «V>« (pł<1+aVyr 

Równaniu  temu  stanie  się  zadość,  skoro  spełni  się  relaoya: 

dt      dx 
tdx  =  xdt9  czyli :  —  =  —  ,   zatem :  log  t  =  log  *+log  C9   czyli :  t =.  Gs, 
t        x 

gdzie  (7  jest  stałą  dowolną.  Wstawiwszy  tę  wartość  w  (17),  otrzymujemy: 

Wprowadzając  w  miejsce  stałej  dowolnej  O  inną  stałą  X  na  podstawie  związku: 

°  p»(a»-X)  '  V ' 
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otrzymujemy  %  (18)  równanie: 


*(b*-X)  aV(t.-X) 

y  p»(«'-^)  -a«P>(dł-X)+a»P»(o»-X)        "' 


Równanie  to  w  połączeniu  z  równaniem  ellipsoidy: 


a  więc:  __+i;_^_  =  __t  0Byii:    __  +  _^_  =  i.  (19) 


»»      «'       »» 

if  +  J-F  +  ?  =  1'  (20) 

daje  linie  krzywiznowe  na  ellipsoidzie,  jako  przekroje  układa  walców  drugiego  rzędu  z  elli. 
psoidą. 

Na  podstawie  równań  (19)  i  (20)  pomnożywszy  (20)  przez  e\  a  (19)  przez  X  i  odjąwszy 
tak  otrzymane  równania,  dostajemy  równanie: 

*  a«       a'-^^  a*a'-X)  ""a»-X» 

c«  _  J*^       ft>c»~c>>—  (d«-c»)X  ___  c*-X 
fti       aJ-X*s  ft*(6»-X)  ~~~&»-X, 

przeto  równanie  (21)  sprowadza  się  do  postaci: 

x*  vl  z1 

^T  +  ^b  +  i^-1-  (22) 

Jest  to  równanie  powierzchni  spółogniskowych  z  daną  ellipsoidą. 

A  zatem:  Linie  krzywiznowe  na  ellipsoidzie  są  przekrojami  ellipsoidy  z  jej  powierzchniami 
spółogniskotoemi. 

Poszczególne  linie  krzywiznowe  na  ellipsoidzie,  w  której  a  >  b  >  c,  otrzymamy  z  (22)' 
nadając  parametrom  X  rozmaite  wartości. 

Jeżeli  —x  <  X  <  e\  wtedy  powierzchnia  spółogniskowa  jest  ellipsoidą,  lezącą  we- 
wnątrz danej  ellipsoidy,  nie  otrzymujemy  tedy  żadnych  rzeczywistych  linij  krzywizno- 
wych. 

Jeżeli :  c1  <  X  <  b\  otrzymamy  rozmaite  hiperboloidy  o  jednej  powłoce,  ułożone  około 
osi  OZ.  Wyznaczają  one  jeden  układ  linij  krzywiznowych,  leżących  symetrycznie  wzglę- 
dem płaszczyzny  XY.  Jeżeli  X  =  ft*  sprowadza  się  hiperboloida  do  hiperboli  leżącej  w  pła- 
szczyźnie XOZ. 

Jeżeli:  61  <.X<aJ,  otrzymujemy  jako  powierzchnie  z  ellipsoidą  spółogniskowe  roz- 
maite hiperboloidy  o  dwu  powłokach  ułożone  około  osi  OX.  Wyznaczają  one  drugi  układ 
linij  krzywiznowych,  które  leżą  symetrycznie  względem  płaszczyzny  YZ. 


Fig.  256.  Fig.  267.  Fig.  268. 

Załączone  figury  przedstawiają  położenie  linij  krzywiznowych  na  powierzchniach 
środkowych  drugiego  rzędu:  fig.  256  na  ellipsoidzie,  fig.  257  na  hiperboloidzie  o  jednej  po- 
włoce, fig.  268  na  hiperboloidzie  o  dwu  powłokach. 


11 .  Wprowadzając  dwa  dowolne  parametry  «  i  i>,  określone  pod  aalotetdem u1  <^< 
warunkami:  «*<«<•*,  b*<v<a\  otrzymamy  linie  krzywiznowe  elHpsoidy 
trzema  równaniami: 

Pierwsze  i  drogie  równanie  wyznaczają  tedy  jeden  okład,  pierwsze  i  trzecie  < 
układ  linij  krzywiznowych. 

Na  podstawie  równań  (23),  otrzymujemy  trzy  równania: 

o  dwu  dowolnych  parametrach  u  i  •,  jako  równania  parametrowe  ellipsoidy 
przez  układy  jej  linij  krzywiznowych. 

Spółrzedne  uiv  pnnktn  na  ellipsoidzie  nazywają  się  zwykle  spółrzcdaett| 
elliptycznemi. 

18.  Dwie  powierzchnie  prseelnająee  się  poilug  wspólna)  Unii  knjv^ 
ZBOW<\J.  Niech  będą  dane  dwie  powierzchnie  określone  równaniami :  ' 

*i(«,  y,  *)-0, '  Ffa  y,  #)-<>, 

które  przecinają  się  podłng  linii,  będącej  dla  obn  powierzchni  linią  krzyw 
znową,  natenczas  muszą  się  na  mocy  wzoru  (14)  spełnić  relacye: 

przy  ozem:  cfr—Pjifo+Cid^,  jakoteż:  dst^p^+ą^dff.  (i) 

Obierzmy  pewien  punkt  na  krzywej  przekroju  i  poprowadźmy  w 
dwie  płaszczyzny  styczne,  jedną  do  powierzchni  F{%%  y,  *)—0,  drugą  do 
wierzchni  F^fa  y,  t)=*0,  natenczas    dostawy    kierunkowe    tych   płass 
otrzymują ,  wartości : 

Pi  gi  -1 

ilp^^+i'      1p\+9\+i%      YpV+Vi+i' 
v%  q%  _  -1 

1p\+q\  +  l'         1p\+q\  +  l'        Sp\+9\  +  1' 
zatem  kąt  o>,  zawarty  między  temi  płaszczyznami  będzie  określony  wzorem: 

czyli :  cos  «-^  *»+**+? -  £ , 

gdzie:  f-PtA+ftft  +  l,     e-p\+q\+l>    ?=P*2+?%+l, 

zatem : 

d/=Pjdp2  +p2dp4  +gi^i  +M?i ,     de^2(pidpi  +  ^dj, ),     dg=2(p%dp2  +  qidq1) 

Na  podstawie    relacyj    (a)  i  (6)  otrzymamy  jednak,    rugując   dz,  dy,  it, 
równania  następujące : 

f.de=2e(q2dqt  +p2dpi)}    f.dg=2g(qidqt+pidp2)y 

przedstawiające  warunki,  pod  którymi  krzywa  przekroju  jest   linią  krzywi- 
znową jednej   i  drugiej  powierzchni. 

Z  warunków  tych  otrzymamy  równanie : 

y(y  +  -jj=P\<iP2+P2dPi+q^q2+q2<iqis=s<if> 
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czyli  równania  różniczkowe : 


f(dedg\_V 


Całkując  to  równanie,  otrzymamy  zatem: 

log  /'-ylog^-ł-logC, 

czyli:  log  -==log  C,     a  więo:  -,=.=>€.  czyli:  cosg>»=C. 

W  Veg 

A  zatem:  Dwie  powierzchnie,  których  przekrój  jest  ich  Unią  krzywiznową, 
przecinają  się  zawsze  pod  kątem  stałym. 

Nawzajem :  Jeżeli  krzywa  przekroju  dwu  powierzchni  przecinających  się  pod 
kątem  stałym  jest  linią  krzywiznową  dla  jednej  z  tych  powierzchni,  to  jest  nią  także 
dla  drugiej. 

Skoro    bowiem    w    każdym    punkcie    przekroju    dwu    powierzchni:    Fx(x,y,z)  =  0 
i  ***(*,  V,  *)  =  0  jest: 

cos  co  =  C,  czyli :  - J j=_  =  C,   natenczas  jest:   -~  =  —  ( 1-  —  )  , 

Veg  f        * v  *        9 ' 

jeżeli  obok  tego  krzywa  przekroju  jest  linią  krzywiznową  jednej   powierzchni,  natenczas: 

/  de 

przeto:  <*/=  ptdpt+qldqt  4  ^ , 

*     i     j        *x     f d*      f  (d*  ,  d9\      f  de 
więc:  Mft+ft^.^-Z.T.i(T  +  ^./_tfi 

czyJi :  Pi*Pi+qidqi  =  £  -f , 

co  dowodzi,  że  ta  krzywa  przekroju  jest  także  linią  krzywiznową  dla  drugiej  powierzchni. 
13.  Linie  asymptotyczne  na  powierzchni.  Promień  krzywizny  w  punkcie 
P(x,  y,  z)  dowolnego  przekroju   normalnego   powierzchni:   **=/(«,  y)  określa 
się  wzorem  (20)  str.  822  kształtu: 

*-¥!»+*  +1-  r+2sA+a* 

w  którym  parametr:  X^~-  cechuje  kierunek  płaszczyzny  normalnej. 

Kierunek,  w  którym  promień  krzywizny  jest  nieskończenie  wielkim, 
nazywamy  kierunkiem  asymptotycznym. 

Wartość  odpowiedniego  parametru  X  wyznacza  równanie: 

r+2sX+tX*=0, 
które  daje  dwie  wartości  na   X,   rzeczywiste   gdy   rt — sa<(J,   t.  j.  gdy  dany 
punkt  jest  punktem  o  krzywiinie    ujemnej,    czyli,  gdy    wskazująca    Dupina 
jest  hiperbolą. 

W  punktach,  które  mają  krzywiznę  ujemną,  istnieją  zatem  dwa  kierunki 
asymptotyczne.  Idąc  z  punktu  do  punktu  sąsiedniego  w  jednym  z  kierunków 
asymptotycznych,  otrzymamy  na  powierzchni  dwa  układy  krzywych,  których 
styczne  w  danym  punkcie  są  kierunkami  asymptotycznemi  tego  punktu.  Krzy- 
we tego  rodzaju  nazywamy  kr  zy  w emi  asymptotycznemi  powierzchni. 

Krzywe  asymptotyczne  na  powierzchni  cechuje  równanie  różniczkowe 
pierwszego  rzędu  i  drugiego  stopnia  kształtu  : 


'+■£+'(2)"-*  (M) 


które  też  nazywamy  równaniem  różniczkowym  linij  a  a  y  m  p  te 
tycznych. 

Możemy  je  także  przedstawić  w  postaci : 

rdz1 +  2sdxdy+tdy*^Qi 
z  której  wypływa  równanie : 

dx(rd3t^sdy)^dy(sdx+łdy)^07 
czyli :  dx  dp + dy  dq = 0t  (26) 

charakteryzujące  Unie  asymptotyczne, 

Jeżeli  powierzchnia  dana  określona  jest  równaniami; 

wtedy  na  mocy  wssoru  (19)  sir,  840,  otrzymamy  równanie  różniczkowe  kriy 
wych  asymptotycznych  w  postaci: 

Ildu*+2Sdudv  +  Tdv*~Q.  m 

14.    Linie  asymptotyczne    na    powierzchniach   obrotowych,  określono 
równaniami:  x=*uw>Hvf    y=unluvf   z=f(u)*    Mamy  tu: 

dz  dz  dy       .  dy  d$       ...  _       dff     a 

ti-008*'    *~ umv>   *—»•-    -d—uaQSV>    *-m    *T0, 

^4  =  tł  cos  v  */{»),     £=ttBin  ?j  ,/'(!#),     C^—  ttf 
d*jc  .  d*y  d2*       _ 

a~  —  SIDI?,        —  =  003  171        =  W, 

dudv  duóv  dudv 

zatem  na  podstawie  wzorów  (18)  strony  840  otrzymujemy: 


«— 


r(«) 


5=0      J 


«/'(«) 


Równanie  różniczkowe:   Rdui-\-iSd»dv+Tdv'i^>0   sprowadza  sie.  tn  a- 
tern  do  postaci: 

— /"(«)  <*«*— u  /*(«)  <fo*— O, 

skąd  otrzymujemy: 


d»?«-  —  ^— .- -  dii2,    zatem  :   dv  = 


*F#* 


'W 


a  stąd : 


^  -*-$£3h 


(26) 


jako  związek  między  parametrami  u  i  \\  który  połączony  z  równaniami  po- 
wierzchni obrotowych,  wobec  stałej  dowolnej  C,  wyznacza  układ  krzywycb 
asymptotycznych  na  tejże  powierzchni 

W     szczególności    dla    hiperboloidy    obrotowej:    s1-^*— sf*  =  l,     czyli:    *^#»§' 
y  —  u  sin  0,  s  =  \/ u1— 1,  otrzymamy: 
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Ci/'    ?\*)*  _  f *f_ 1     li    «+* 

J  V      «/M      ""  J tf,(«,-l) ~~  «        2  10g«-l f 


*/*(«)  Jt»*(«i»— 1) 

ttem  szukany  związek  w  postaci :  r-f  0  « -^  log  ^r  ,   a   więc   linie   asymptotyczne, 

iko  przekrój  hiperboloidy:  *,+yl — »2«=  1  z  powierzchniami  o  równaniu: 

arc  tang  ^-  -  — — -      +  -^  log  -^-g -Ty^i  ^  (7. 

15.  Proste  mllilmaloe.  Prostą,  przechodzącą  przez  dany  punkt  P(ay  b}  c 
przestrzeni,  możemy  określić  równaniami : 

x=a+at,    y=b  +  pt,    z=c+yt,  (27) 

gdzie  t  jest  dowolnym  parametrem ;  a,  6,  c  przedstawiają  spólrzędne  danego 
punktu  P;  a,  /3,  y  są  stałe  cechujące  kierunek  tej  prostej. 

Każdej  wartości  parametru  ł  odpowiada  pewien  punkt  M(x)  y,  z)  tej 
prostej.  Odległość  punktu  Jf(z,  y,  *)  od  punktu  P{a,być)  określa  się  wzorem: 

d=}j(x-a)*+(y-b)*+(z--~ć)~2=  fla,  +  jł1+ył. 

Dla  prostych  rzeczywistych  może  być  ta  odległość  tylko  wówczas  zerem, 
gdy  *=0,  czyli  gdy  punkt  M(x,y,z)  spada  z  punktem  P(a,b,c).  Dla  prostych 
urojonych  staje  się  odległość  d  także  wówczas  zerem,  gdy : 

a*+p+y*-0.  (28) 

*   Otóż  proste  urojone  tego  rodzaju  są  prostemi    o    długości   równej    zeru 
i  nazywają  się  z  tego  powodu  proste  minimalne. 

Przez  każdy  punkt  w  przestrzeni  przechodzi  oo1  prostych  minimalnych 
Ażeby  wyznaczyć  ich  miejsce  geometryczne,  połóżmy  w  (28)  wartości  z  (27) 
wypływające: 

x— a  y-b  z-c 

*-— »    0— -*-»    y=~r' 

a  otrzymamy  równanie : 

(*  -  «)2  +  (y-W+ f*-  c)*=0.  (29) 

Równanie  to  możemy  uważać  jako  równanie  kuli  o  promieniu  równym 
ceru,  zwanej  kulą  zerową,  albo  też  jako  równanie  stożka  urojo- 
nego drugiego  rzędu  o  wierzchołku  P(a}  6,  c).  Przenosząc  punkt 
-P(a,  6,  c)  do  początku   układu  otrzymujemy     powyższe  równanie  w  postaci: 

x*+y*+z*=0,  (30) 

przedstawiającej  kulę  zerową  punktu  początkowego,  czyli  sto- 
nek urojony  drugiego  r  z  ę  d  u  utworzony  z  prostych  minimalnych, 
wychodzących  z  początku  układu. 

Wszelki  stożek  utworzony  z  prostych  minimalnych  powstaje  przez  prze- 
sunięcie równoległe  stożka  urojonego,  wychodzącego  z  początku  układu.  Wszy- 
stkie stożki  urojone  mają  co  dwie  tworzące  do  siebie  równoległe.  Płaszczy- 
zna nieskończenie  daleka  przecina  wszystkie  te  stożki  i  kule  zerowe  podług 
jednego  i  tego  samego  koła  urojonego.  To  koło  urojone  jest  wspólnem  wszy- 
stkim kulom,  proste  minimalne  występują  tedy  jako  proste  łączące  punkta 
tego  nieskończenie  dalekiego  koła  urojonego  z  dowolnym  punktem  przestrzeni. 

16.  Możemy  także  w  inny  sposób  dojść  do  prostych  minimalnych.  Mo- 
iemy  bowiem  każdą  powierzchnię  drugiego   rzędu    uważać   za    powierzchnię 

Dc  DsHrińaln.  Wykł.  matem.  I.  Tom  U.  ^ 
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prostokreślną  o  dwu  szeregach  prostych  tworzących,  jeżeli  dopuścimy  takie 
tworzące  urojone. 

Nieskończenie    dalekie    punkta    tych    tworzących    na    powierzchni  kali 
tworzą  urojone  koło  wspólne  wszystkim  kulom. 

A  zatem :  Urojone  tworzące  kuli  są  same  proste  minimalne. 
Przyjmijmy  kulę: 

x*+9*+m*~1. 
Aby  otrzymać  równanie  prostych  urojonych  na  kuli  połóżmy: 

x+yi        1+g 


1 — e       x — yi 


(31) 


iu  x—y*      1+s  l  /QOv 

albo :  ,         =  — ^—.  = .  (32 

1—0       x+y%  v 

Równania  (31)  określają  tedy  pierwszy  szereg  tworzących  urojonych 
kuli,  równanie  (32)  —  drugi.  Oba  szeregi  tworzą  proste  minimalne,  gdył 
proste  przeprowadzone  przez  początek  układu  równolegle  do  prostych  sze- 
regu (31),  mają  równania: 

*-±* ^=«,  (33, 

—  0        x—y%       ' 

a  zatem  te  proste  leżą  na  stożku : 

x2+y*+0*=O 

To  samo  dotyczy  prostych  (32).  Z  równań  (31;  wypływają  stosunki: 

*    =      y  j*      „ 

1— n»      ♦(!+«*)  "  u        ' 

a  2 

z  których: 

*=!(l-«*),       y  =  |'(l  +  tt^       *=,««.  (34) 

Są  to  równania  prostych  minimalnych  przechodzących  przez  początek 
układu. 

Proste  minimalne  przechodzące  przez  punkt  (x0,  y0,  j?0)  otrzymują 
równania: 

^  =  ^o+y(i— w2V     #=y0+  2*U  ±**y     z=z0+tvu. 

Z  równań  tworzących  urojonych  kuli  wypływa  ważny  sposób  przedsta- 
wień spółrzędnych  kuli  jako  funkcyj  parametrów  u  i  v  urojonych  tworzą- 
cych tej  kuli.  W  szczególności  równania: 

,.1=^,       9J.^+^\t       ,_«+?,  (36) 

u — v  u—v  u — t;7 

przedstawiają  kulę:  x2  +  y2  +  z2=l. 

17.  Krzywe  minimalne  nazywamy  takie  krzywe  urojone,  których  sty- 
czne są  prostemi  minimalnemi,  czyli  których  styczne  przecinają  nieskończe- 
nie dalekie  koło  urojone  wspólne  wszystkim  kulom.  Aby  otrzymać  równania 
krzywej  minimalnej,  szukajmy  warunków,  którym  spółrzędne  x,  y,  z  jej  pun- 
któw, jako  funkcye  parametru  w,  muszą  uczynić  zadość. 

Równania  stycznej   w  punkcie  (x,  yy  z)  mają  kształt: 

X— x+av,     Y=ry  +  (łv,     Z^z+yv. 
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Ażeby  ta  prosta  była  minimalną,  musi  być: 

oi+0*+y*«O,  czyli:  ds*=dx*+dy2+dz*=0. 
Krzywe  minimalne  są  krzywe  o  długości  zera.  Własność  ta  służy  często 
za  określenie  krzywych  minimalnych. 
Pisząc  warunek  eto1— 0  w  postaci: 


(sw+er-* 


zauważymy,  że  równania  temu  stanie  się  zadość,  gdy: 

gdzie  w  może  być  jeszcze  dowolną  funkcyą  parametru  u.  Oznaczmy  ją  przez 
F{u)y  a  otrzymamy: 

*•  Y$(l-«W")<fo,      y— |-J(l+w2)  ^  W  *••      *=*{«  F(n)  *,       (36) 

jako  równania  krzywych  minimalnych. 

Zastąpmy  F(u)  przez  ,/"'(*),  a  otrzymamy  na  podstawie  całkowania 
przez  części  równania  krzywych  minimalnych  w  postaci : 

%       ,  (37) 

Płaszczyzna  ściśle  styczna  w  jakimkolwiek  punkcie  krzywej  minimal- 
nej dotyka  się  nieskończenie  dalekiego  koła  wspólnego  wszystkim  kulom. 

18.  Linie  geodezyjne.  Linią  geodezyjną  na  powierzchni  nazywamy  taką 
linię  krzywą,  która  wyznacza  najkrótszą  odległośó  między  dwoma  punktami 
danej  powierzchni. 

Weźmy  pod  uwagę  trzy  nieskońozenie  bliskie  punkta  A,  2?,  C  linii  geo- 
dezyjnej, to  łuk  ABC  musiałby  byó  najkrótszą  drogą  między  punktami  A  i  C 
powierzchni.  Z  trzech  nieskończenie  bliskich  punktów  A,  2?,  C  linii  geode- 
zyjnej musiałby  więc  punkt  średni  B  byó  takim  punktem  powierzchni,  przez 
który  przechodzi  najkrótsza  droga  między  drugimi  dwoma  punktami  A  i  C. 
Trzy  po  sobie  następujące  punkta  A,  J5,  C  linii  geodezyjnej  wyznaczają  koło 
ściśle  styczne  do  tej  krzywej,  które  jest  zarazem  kołem  krzywizny  w  pewnym 
przekroju  powierzchni.  Jeżeli  ten  przekrój  jest  skośnym,  to  promień  koła 
krzywizny  jest  mniejszym  od  promienia  krzywizny  przekroju  normalnego 
przez  punkta  A  i  C  przechodzącego.  Ze  wszystkich  łuków  kołowych,  prze- 
chodzących przez  dane  dwa  punkta,  jest  ten  łuk  najkrótszy,  który  należy 
do  koła  o  największym  promieniu.  Jeżeliby  więc  łuk  ABC  był  najmniejszym 
ze  wszystkich  łuków  przechodzących  przez  punkta  ii  C  powierzchni,  to 
jego  promień  musiałby  byó  największym,  koło  krzywiznowe  musiałoby  byó 
więc  leżeć  na  płaszczyźnie  normalnej  tego  punktu. 

A  zatem :  Płaszczyzna  ściśle  styczni  w  danym  punkcie  linii  geodezyjnej  musi 
byó  płaszczyzną  normalną  to  danym  punkcie  powierzchni. 

Jest  to  charakterystyczna  własność  linij  geodezyjnych,  na  której  mo- 
żemy oprzeć  wyznaczanie  linij  geodezyjnych  na  danej  powierzchni. 


19.  Analityczne  wyznaczanie  Hnlj  geodezyjnych  na  powlmchnt: 
z=f(xf  y)m  Linia  geodezyjna  na  powierzchni  posiada  według  poprzednia 
art.  tę  własność,  że  jej  płaszczyzna  ściśle  styczna  w  pewnym  punkcie  x,\t,t 
określona  równaniem : 

przechodzi  przez  normalną  w  tym  punkcie  do  powierzchni  wykreśloną,  i  j 
przez  prostą: 

X~*+p(Z-#)-of    T-y+q  {Z— #)-(), 
musi  się  zatem  spełnić  relacya: 

I)>+Qq-B=Qf 
gdzie:  P=dydH-dgd%y,     Q=*dssd*x  -dxd%     It=dzd*y—dyd*£t 

Uwzględniając  te  wartości,  otrzymujemy  równanie  różniczkowe 
(dydh     dgdtyp  +  idsd**     d£d*M)q—(dxd2y-dyd*x)=>Ot 
które  uporządkowane  podług  djs%  i  d$  sprowadza  się  do  postaci: 
dh  (p  dy     q  d*) — d&  (p  d  *y — q  dtx)^{dx  dly—dy d~x)— 07 
a  że  dla  każdego  punktu  na  powierzchni  *=/(x,  y\  mamy: 

dh=rdz%+2sdj;dy+tdy*f 
przeto  otrzymujemy  z  powyższego  równania  następujące: 

{pt  +  t!t+l)ldgd%-dzd^)  +  (pdy—qdx)(rd*x+2stUdy  +  £dg*)=(ł 
Przyjmując  x  za  zmienną    niezależną,    a    więc    kładąc    d%x^Q  i  dzieląc 
równanie  przez  <ir3t  otrzymamy  równanie  różniczkowe: 

jako  równanie  różniczkowe  rzutów  linij  geodezy  j  nych  powieri- 
chni  s=f{Xi  y)  na  płaszczyznę  X0¥* 

20*  Linie  geodezyjne  na  powierzchniach  obrotowych.    Opierając  się  na 

tej  własności  linii  geodezyjnych,  że  ich  główne  normalne  wpadają  w  nor- 
malne powierzchni,  otrzymamy  jako  równania  różniczkowe  linij  geodezyj- 
nych na  powierzchni  obrotowej,  określonej  równaniem: 

szereg  stosunków : 

d%d%yd*i^         jo      rf/(Yg'  +  ył).  j;       d/(Y*a+y')    . 

ds*ds*ds%        Y^+y7    rfVxa+y*  Y*'+y*    dY*'+y* 

z  których  wypływa  równanie: 

jako  równanie  różniczkowe  rzutów    linij  geodezyjnych  na  płaszczyznę  IW» 
Równanie  to  możemy  przedstawić  w  postaci; 

d 


d$ 


{xdy    ydx)=Q, 


Wprowadzając  apółrzędne  biegunowe:  ar^rcosy,  y^rsinc),  otrzymana 


xdy—jfdx—r2 


dtp 


x*9 


dx*  +  djt*        d$* 
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Tym  sposobem  przekształci  się  powyższe  równanie   różniczkowe  w  na- 
stępujące : 

s  którego  wypływa  równanie  różniczkowe  pierwszego  rzędu  w  postaci : 

,'%-C,  (41) 

gdzie  C  jest  stałą  dowolną. 

21.  Znaczenie  geometryezne  równania:  r*-— =  C.    Weźmy  pod   uwagę  element   PP* 

jako  element  linii  geodezyjnej  i  przeprowadźmy  przez  punkt  P(x,  y,  z),  równoleżnik, 
a  przez  punkt  P*  południk,  który  przetnie  równoleżnik  w  Q,  natenczas  z  trójkąta  prosto- 
kątnego PQI*  otrzymamy: 

PC  =-P/*  sin  Pi*  ft 

Oznaczając  2£  Pł*Qi  który  możemy  uważać  za  kąt,  pod  jakim  linia  geodezyjna  prze- 
cina południk,  przez  a  i  mając  na  uwadze,  że:  PQ  =  rd(p,  PP*  —  ds,  otrzymamy: 

d(p 
rd(p*=ds.  sin  *,  więc :  r-^-  =  sin  a. 

dW 
Równanie :  r*  -±-  =  C  przedstawia  się  wobec  tego  w  postaci : 

r  sin  a  =  C. 

To  znaczy :   W  kaidym  punkcie  linii  geodezyjnej   na   powierzchni   obrotowej    iloczyn  z  pro- 
mmm  równoleżnika  przez  sinus  kąta  nachylenia  linii  geodezyjnej  do  południka  jest  ilością  stałą. 

22.  Długość  tuka  linii  geodezyjnej  na  powierzchni  obrotowej  z=»ftr). 

Z  równania :  r2  ~  -■  C,  wypływa : 

*'-^\  (42) 

» io:      d81-dxi+dy*+ds1™dri+r1d<p2+f'(r)dri~r1d<pi+[lĄ-(/'(r)i]dr*, 
przeto  otrzymujemy  z  (42): 


^(ri-C^Ml  +  TOlW 


,      C-./l+[T(n]» 
«Co:  *<P=-  \-^bc*    dr> 


*  że:  dy«=» — j-,  przeto  będzie: 


*atem  otrzymujemy :  s  =  Jr  V i±^]-  dr  +  C1 ,  (43) 

^«ór  podający  długość  łuku  linii  geodezyjnej  jako  funkcyę  promienia  r. 

28.  Warstwiee  1  Unie  największego  spadu.  Przekroje  powierzchni  pła- 
szczyznami równoległemi  do  płaszczyzny  (poziomej)  X0Y,  nazywają  zwykle 
^arstwioami  powierzchni,  a  linie  prostopadłe  do  warstwie  nazywają  się 
liniami  największego  spadu. 
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Warstwice  powierzchni  £=/{£,  y)  określone  są  równaniami: 

z  których  wypada  równanie  równiczkowe  cte^O,  czyli ; 

pdx+qdy=*Q>  (44) 

jako  równanie  różniczkowe  warstwie  powierzchni:  #=/(#,  y). 

Linie  największego    spadu,    jako    linie    do    warstwie    prostopadle,  mają 
w  każdym  pankcie  styczne  prostopadle  do  stycznej,  jaką  w  tym  punkcie  mi 

odnośna  warstwica  powierzchni, 

Ponieważ  styczna  w  danym  punkcie  warstwicy    ma    na    podstawie  (ii) 
kierunek  określony  równaniem: 

dy^  _  p_ 

; 


dx  q  T 

przeto  kierunek  stycznej  do  linii    największego    spaduT    przechodzącej   przez 
ten  punkt  powierzchni,  będzie  określony  równaniem: 

*«*  JL 

dz  **  p  ' 
skąd  otrzymujemy  równanie  różniczkowe: 

qdx^pdy^Ot  (4 

jako  równanie  różniczkowe  linij  największego   spadu    na  danej  powierzę 

2-4,  Linii*  największego  spadu  mi  ellipsoidzic*  Z  równania  ellipsoidy  :   -i  +  r|+~i=* 
otrzymujemy  za  pomocą  całkowania  częściowego: 


*       I        *  rt  Fi*  A 


stąd: 


p  ~*V 

zatem  równanie  różniczkowe  linij  największego  spadu  na  tejże  elipsoidzie  przedstawi*  i 
w  postaci : 

dy      «V  i.      <ty      »'  A 

j-  =  r^-1  czyli :    —  =  ^  — . 

Całkując  to  równacie,  otrzymujemy; 

as 

logy  =  ^loga?+01 

skąd  kładąc;   --  *-=ot  dostajemy  równanie:  y  =  ca™  przedstawiające  wobec  stałej  dowolfi#j< 

układ  powierzchni  walcowych,  które  przecinają    daną   ellipsoidę  podług  krzywych  najwię- 
kszego spadu. 

2&,  Warstwice  I  linie  nuj  większo  spada  na  powierzchni  obrotowej  z  =  /</).  liitnyta 


zatem : 


óz       dz  dr 
^  =  ć x  *"*  dr  ńar       dr  \/ari-J-y»  ł 

ib        dzdr       dz  y 


3  =— 

tfy       rfrity       dr  yat_|_yi 

Równanie  różniczkowe    liuij    największego    spadu  kształtu:  pdy—qdx  =  0  otrtyfflflj* 
tu  wiec  postać: 

sdy— yds  =  Ot  czyli:  -^=  — , 

skąd  za  pomocą  całkowania  otrzymujemy: 

log  y  =  log  a+log  c,  czyli  równanie :  y  =  es, 
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które  przedstawia  przy  stałej  dowolnej  e  pęk  płaszczyzn  przechodzących  przez  oś  02,  jako 
oś  obrotu. 

lanie  największego  spadu  są  więc  południkami  powierzchni  obrotowej,  jeżeli  war- 
stwice  są  równoleżnikami. 

26.  Isofoty  na  danej  powierzchni.  Isofotą  ożyli  linią  równego  oświetle- 
nia na  danej  powierzchni  nazywamy  linię  krzywą  na  powierzchni,  mającą 
tę  własność,  że  płaszczyzny  styczne  do  powierzchni  wykreślone  w  poszcze- 
gólnych punktach  tej  linii  są  do  kierunku  światła  jednakowo  nachylone. 

Niech  a,  /?,  y  oznaczają  kąty,  jakie  promień  światła  tworzy  z  osiami 
układu,  płaszczyzna  styozna  w  punkcie  P(x,  y,  z)  powierzchni  F(x,  y,  g)«=0 
określona  jest  równaniem : 

Kąt  nachylenia  tej  płaszczyzny    do   kierunku   światła  wyznacza  wzór: 

dF  dF        a^dF 

-r—  cos  a+  -z—  cos  P  +  ^~  cos  y 

dx  by         r      dz         ' 

sina>=»- 


V(SH*)'+C£r 


Kładąc  sin* (o=C,  otrzymamy  stąd  równanie: 

przedstawiające  powierzchnię,    której    przekrój  z  powierzchnią  F(%,  y,  *)=0 
określa  isofotę,  odpowiadającą  danej  wartości  stałej  dowolnej  C. 

W  szczególności  isofoty  na  ellipsoidzie:  t  +  4^  + -y  =  1   określają   się   jako    prze- 
kroje ellipsoidy  z  powierzchniami: 

(^oo8«+  j*  cos  P+^cob  T)  =<7{^  +|i  +  ?;},  (47) 

które  są  stożkami  drugiego  rzędu,  mającymi  wierzchołek  w  początku  układu. 


Ćwiczenia  LVI. 

1)  Wykazać,    że    odcinając    na   prostopadłej    do   przekroju   środkowego   ellipsoidy. 

x'        y'       z* 

-j4-^j+-j  =  1,  począwszy  od  środka  i  po   obu  jego   stronach,   połowy   długości  obu  osi 

tego  przekroju  otrzymamy  jako  miejsce  punktów  końcowych  powierzchnię  czwartego  rzędu: 
x*  y*  z*  n 

zwaną  powierzchnią  falową  Fresuela. 

2)  Wykazać,  że  linia  prosta  leży  na  danej  powierzchni  *-go  rzędu,  jeżeli  ma  z  nią 
(»+l)  punktów  wspólnych. 

S)  Wykazać,  że  na  każdej  powierzchni  trzeciego  rzędu,  która  nie  jest  powierzchnią 
prostokreślną,  znajduje  się  27  linij  prostych,  rzeczywistych  lub  urojonych. 

4)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  której  płaszczyzny  styczne  są  nachylone 
do  płaszczyzny  XOY  pod  kątem  stałym  a,  jeżeli  ślady  tych  płaszczyzn  na  XOY  są  styczne 

do  ellipsy:  —  +  ^  =  1. 
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6)   Wykazać,  ie  kąta    zawarty  między  dwiemi  krzyweini    «  —  *,   r  ^  fc,   powier 
'*/(»»  F)t  ^  =  ?(•**  *)•  ■■•♦&*  r)  wyznacza  wzór: 


to  dtr       ty  Ąy       ds  d* 
to  rtp    '  to  dP       to  to 


**  VO'+  ©"♦  C)  VG)"+(2)'+(s) 

6)  Wyprowadzić  warunek,  pod  którym  krzywe  n*»ą  r  =  6  powierzchni  «=/(«,  ij, 
y  =  *(«,  p),  ^^=^(»,  p)  przecinają  się  pod  kątem  prostym. 

7)  Wykazać,  ze  pole  d7F  elementu  powierzchni:  x~/(i*1  p),  y  ■»  a(ut  *),  *  =  '!(«, 4 
zawarte  między  parą  krzywych  m=*o,  p  =  6  i  parą  krzywych  sąsiednich  wyraża  aif 
wzorom:  d*F  =  \/BG^ F*di*dtt. 


gdzie 


8)  Wykazać,    ze    krzywizny    główne    w    danym    punkcie    powierzchni:    s  — kcom, 
y  =*  ti  sin  f\  *  =  f  («)  otrzymują  wartości : 

9)  Wykazać,  fce  dwa  główne  kierunki   w  punkcie:  P{x,  yt  z)  powierzchni:  Ffoy,*)* 
są  wyznaczone  równaniem: 

dF       .iF  ^ 

to-  **?<  *x 

dF       _  dF  . 

— - ,     d—  ,  &$ 

ty        ty 


óF      _,dF 
dzł    'ii"' 


rf* 


-0 


czyli : 


10)  Wykazać,  ze  równanie  różniczkowe  linij  krzywiznowych  na  powierzchni  *=*/(*, s 
ma  kształt: 

dy1,  — dxrfy,  dx* 

11)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe  linij  krzywiznowych  na  powierzchni:  ^(z,?,*)^ 
możemy  przede  Ławic  w  postaci: 


to  dy    *  ł   da 


12)  Wykazaćt  ze  linie   krzywiznowe  powierzchni:  a=j{u,  o\   y  =  »(«T  r),   »s=ł(^') 
cechuje  równanie  różniczkowe,  w  postaci  wyznacznika: 

4  F,         G 

rf«*,     -dudp9    d$r  \ 

18)  Dowieść,  że  przekrój  kuli  z  płaszczyzną  jest  ich  linią  krzywiznową* 
14)  Dowieść,  że  gdy  płaszczyzna  przecina  powierzchnie   pod    stałym    kątami  knywi 
przekroju  jest  linią  krzywiznową  tej   powierzchni. 

]FV)  Wykapać,  że  główne  promienie  krzywizny  w  punkcie  K,  r  powierzchni:  s  =  /"(MJ: 
y^^ii,  »),  «  =  ł(«5  ")i  której  kr  żywe  mi  para  metro  we  mi  są  linie  krzywiznowe,  okwAlM 
się  wzorami: 

1-       *  1   -Z 


óF 

dF 

d  —  , 

dx 

dur  ' 

da:  ł 

dF 

df 

d  -    , 

dif 

<»y 

ty 

*F 

ńF 

d 

dz 

d*  J 

d* 
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16)  Wykazać,   że    liniami   krzywizn  o  wemi   powierzchni   obrotowej    są   równoleżniki 
południki. 

17)  Wyznaczyć  wszystkie  powierzchnie,  których  linie  krzywiznowe  są  kołami. 

18)  Dowieść,  że  krzywa  przekroju  dwu  powierzchni  spólogniskowych  rzędu  drugiego 
it  linią  krzywiznową  dla  obu  powierzchni. 

19)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe  linij  asymptotycznych  na  powierzchni  z  =/(*,  y) 
.  kształt: 

r  dx*+2s  dx  dy+  tdy*  =  0. 

20)  Wykazać,  że  równania   różniczkowe   krzywych  asymptotycznych  na  powierzchni 
•,  y  z)=*0  przedstawiają  się  w  postaci: 

F-0,    d-fdx+dfdV+d-Fdz=-0.     d^cU+d^dy+^-fdz-O. 
óx  óy    9       (z  0x  óy    *         dz 

21)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  krzywych  asymptotycznych  na  powierzchni : 


x=*u  cos  v,    y  =  i#  sin  u,    * 


=  •.  v/„._a 


22)  Wykazać,  że  kierunki  asymptotyczne  w  punkcie :  P(«,  y,  z)  powierzchni :  F(xy  y,  z)  =  0 
wyznaczone  równaniem: 


.dF,    .   ,dF,    ,   .dF, 
d  -—  dx+d  ■    dy4-d  —  dz  -- 
dx      ^    dy    '^    dz 


>0. 


28)  Wyznaczyć  krzywe  przestrzenne,  których  krzywizna  —  jest  stale  równa  zeru. 

P 

24)  Wyznaczyć  krzywe  przestrzene,  których  skręcenie  jest  stale  równe  zeru. 

25)  Wyznaczyć  linie  krzywe  przestrzenne,  w  których   stosunek  krzywizny  do  skręcę- 
i  iest  stały. 

26)  Znaleźć  obwiednią  płaszczyzn  ściśle  stycznych  danej  krzywej  przestrzennej. 

27)  Znaleźć  obwiednią  płaszczyzn  normalnych  danej  krzywej  przestrzennej. 

28)  Znaleźć  obwiednią  płaszczyzn  rektyfikacyjnych  danej  krzywej  przestrzennej. 

29)  Jaką  powierzchnię  przedstawiają  równania  parametrowe: 
1— uv  i(l+uv)  u+v 

'*•----  -'  ,2? . 


u- 


90)  Zbadać  przekrój  ellipsoidy: 


h  +  Si  +  Tt  =  X  z  kul* :  »,+»M-1  -  r». 


81)  Zbadać  przekrój  stożka  obrotowego :  x*-\  y%  -  z1  =  0  z  walcem : 

u 

log  (xl+y*)  =  arc  tang  — . 
x 

32)  Wykazać,  że  krzywe  parametrowe  powierzchni :  »=/(i#,  p),  y  =  <p(w,  p),  «s=ł|)(i»,f) 
krzywemi  asymptotycznemi,  skoro  R=T=0. 

88)  Wykazać,  że  punk  ta  paraboliczne  powierzchni:  F(x,  y,z)  =  0  tworzą  krzywą  prze- 
>ju  powierzchni  F«0z  powierzchnią  wyznacznikową  (powierzchnią  Hessego): 

^11 »   ^IJł   ^13ł   ^'i   i 

-^jii  ^i?ł  ^isł  Ą 

^31 1    ^3łi    -^33 1    ^3 
*!•      *i>      *l,      0 

34)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe  linij  geodezyjnych  na  powierzchni :  /"(»,  y,  *)  =  0 
oina  przedstawić  w  postaci: 


:0. 


6F 

dx, 

d*x 

~dx' 

dF 

¥' 

dy, 

d*y 

dF 

dz, 

d*z 

dz  ' 
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86)  Wykazać,  że  w  każdym  punkcie  P  linii  geodezyjnej  na  danej  powierzchni  pła- 
szczyzna ściśle  styczna  w  punkcie  P  tejże  linii  jest  płaszczyzną  normalną  w  punkcie  P 
powierzchni. 

86)  Wykazać,  że  główna  normalna  linii   geodezyjnej  jest  normalną  do  powierzchni. 

87)  Wykazać,  że  krzywe  parametrowe  powierzchni:  «=/(«,  ©),  y  =  *P(u*  *)»  *  —  ♦(*»*) 
są  liniami  krzywizno wemi,  skoro  F=S  =  0. 

88)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  linij  krzywiznowych  na  powierzchni  walco- 
wej z=*f(x). 

89)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  linij  krzywiznowych  na  powierzchni  stożko- 
wej: »  =  !#?(!>),  y  =  uv1  z  =  u. 

40)  Wykazać,  że  równanie  rzutu  linij  krzywiznowych  na  powierzchni  śrubowej: 
a?  =  r  cos  9,  y  =  rsinc,   z  =  ay,  na   płaszczyznę  X0T  można   przedstawić  w  spółrzędnych 

1  /  cĄ-<p  c  \  y\ 

biegunowych  r,  9  w  postaci :  r  =  -^-1  e  —  —  a*e    ~~   1. 

41)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  linij  asymptotycznych  na  konoidach:  x  =  u, 
y  =  uv%  *  =  ©(t>). 

42)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe  linij  asymptotycznych  na  paraboloidzie  hyper- 

bolicznej :  1  —  ry  =  2«  możemy  sprowadzić  do  postaci : 

48)  Wykazać,  że  linia  spadu  przechodząca  przez  punkt  (xu  yt)t  na  powierzchni  dru- 
giego rzędu:  ax*Ą-by*+ez*  =  d  występuje  jako  przekrój  tej  powierzchni  z  powierzchnią  wal- 
cową o  równaniu:  (— J  =(—  J  . 

44)  Wykazać,  że  powierzchnie  posiadające  płaszczyzny  styczne  jednakowo  nachylone 
do  danej  płaszczyzny  są  powierzchniami   utworzonemi   przez    styczne  do  linij  śrubowych. 

45)  Wykazać,  że  między  powierzchniami  obrotowemi  istnieje  tylko  jeden  rodzaj  po- 
wierzchni obrotowych  minimalnych,  a  tymi  są  t.  z  w.  katenoidy  obrotowe,  t.  j.  powierzch- 
nie powstałe  przez  obrót  linii  łańcuchowej. 

46)  Wyprowadzić  równania  krzywej,  zwanej  krzywą  loiodromiczną,  która  prze- 
cina południki  kuli  pod  stałym  kątem. 

Rozwiązania  LVII.  17)  Cyklida  Dupina  (fig.  259).  28)  Linie  proste.  24)  Krzy- 
we płaskie.  25)  Linia  śrubowa  na  dowolnym 
walcu.  26)  Powierzchnia  rozwijalna  utworzona 
przez  styczne  do  linii  krzywej.  27)  Powierzchnia 
rozwijalna  utworzona  z  osi  krzywiznowej,  czyli 
t.   z  w.  powierzchnia   biegunowa   danej    krzywej. 

28)  Powierzchnia  rozwijalna  rektyfikacyjna. 

29)  Kula:  a?*+y *+**  =  1.      80)  Ellipsa   sferyczna. 
81)  Spiralna  stożkowa.       88)  dxdy  =  0. 

89)  «V'(«)^{[l+0s+[r(«)]^^»4-t(«M4>fo}  =°- 
41)  du[uy"{v)dv— 2*'(t>)<*«]  =  0. 

Fig.  259. 

Literatura.  Luigi  Bianchi:  Vorlesungen  uber  Diffentialgeometrie.  Autorisirte 
tfbersetzung  von  Max  Lukat.  Leipzig  1894.  Dr.  Georg  Soheffers:  £infuhrung  in  die 
Theorie  der  Ouryen  in  der  Ebene  und  im  Raume.  Leipzig  1901.  Dr.  Georg  Scheffers: 
Einfuhrung  in  die  Theorie  der  Flaohen.  Leipzig  1902. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Teorya  powierzchni  Weingartena. 

2.  Linie  krzywiznowe  na  powierzchniach  drugiego  rzędu. 

8.  Isofoty  na  powierzchniach  rzędu  drugiego  przy  oświetleniu  równo  ległem. 


Wykład  LVII. 


Wstęp  do  teoryi  równań  różniczkowych. 

1.  Określenie  i  podział  równań  różniczkowych,  Równaniem  różniczko- 
wem  nazywamy  równanie,  określające  związek  między  zmienną  zależną,  jej 
pochodnemi  jakiegokolwiek  rzędu  i  zmiennemi  niezależnemi. 

Równania  różniczkowe  dzielimy  na: 

1.  równania   różniczkowe   zwyczajne; 

2.  równania   różniczkowe   cząstkowe. 

Równania  różniczkowe  zwyczajne  nazywamy  równania,  w  których  jest 
jedna  tylko  zmienna  niezależna,  a  do  niej  są  odniesione  pochodne  zmiennej 
zależnej.  W  przypadka  kilku  zmiennych  zależnych  należy  mieó  tyle  równań, 
ile  jest  zmiennych  zależnych,  aby  można  te  zmienne  zależne  określić  jako 
fankcye  danej  jednej  zmiennej  niezależnej. 

Równania  różniczkowe  cząstkowe  nazywamy  równania,  w  których  wystę- 
puje kilka  zmiennych  niezależnych,  najmniej  dwie  zmienne  niezależne,  a  do 
nich  odniesione  są  pochodne  cząstkowe  zmiennej  zależnej.  W  przypadku 
kilku  zmiennych  zależnych  należy  mieó  tyle  równań  różniczkowych  cząstko- 
wych, ile  jest  zmiennych  zależnych,  aby  można  było  te  zmienne  zależne 
określić  jako  funkcye  danych  zmiennych  niezależnych. 

2.  Kząd  1  stopień  równania  różniczkowego*  Rzędem  równania  różniczko- 
wego nazywamy  najwyższy  rząd  pochodnej,  jaka  w  tern  równaniu  się  poja- 
wia; stopień  równania  różniczkowego  określa  wymiar  poszczególnych  wyra- 
zów tego  równania,  o  ile  jest  ono  sprowadzone  do  postaci  całkowitej  wymier- 
nej, w  której  wymiar  jakiegokolwiek  wyrazu  stanowi  suma  wykładników 
potęgowych  odnośnej  funkcyi  i  jej  pochodnych  występujących  jako  czynniki 
tego  wyrazu. 

W  myśl  tego  określenia  jest  np.  równanie: 


3-t~  v-Dg+-(g)=* 


równaniem  różniczkowem  zwyczajnem  czwartego  rzędu,  bo  4  jest    rzędem    najwyższej  po- 
chodnej :  j^ ,  jaka  w  tern  równania   występuje ;  jest  ono  zarazem   równaniem   różniczko- 
wy  dy 
wem  zwyczajnem  czwartego  rzędu  a  trzeciego   stopnia,   gdyż   pierwszy   wyraz:   ^j*j^«y 

jest  wymiaru  trzeciego,  drugi:   xa(ył— l)-v-^4  także   wymiaru  trzeciego,  a  trzeci:    6*M:r-j •%) 

(tX  >%»X  / 

jest  wymiaru  drugiego. 
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Równania  różniczkowe  pierwszego  stopnia,  jakiegokolwiek  zresztą  rzędq 
nazywamy  zwykle  równaniami  różniczkowemi  liniowemi. 


Równanie  np.:  x.g+acg-6^+6y+l  =0 


jest  zwyczajnem  równaniem  róźniczkowem  liniowem  rzędu  trzeciego. 

3.  Całki  równania  różniczkowego.  Całkami  równania  różniczkowi 
uazywamy  funkcye,  które  wraz  ze  swemi  pochodnemi  czynią  zadość  danei 
równaniu  różniczkowemu,  sprowadzając  je  do  tożsamości. 

Wyszukiwanie  takich  funkcyj  nazywamy  całkowaniem   danego 
wnania  różniczkowego. 

4.  Tworzenie  równań  różniczkowych  zwyczajnych.    Z  danego  równani 
pierwotnego  o  dwu  zmiennych,  jednej  niezależnej  x  i  jednej  zależnej  y,  Ur 
wierającego  n  stałych  dowolnych  ci}  c2,„.,cB,  w  postaci: 

*(*>  *  «ii  ^,...,cw)=0,  (1) 

otrzymamy,  na  podstawie  różniczkowania  n-razy  powtarzanego,  równania  itt 
niczkowe : 

dF  ^  dF   t    n         ^.J^.    d*F  t2     dF    m 

d*F ,         d-F      ^  dF  , .     _ 

kolejno  I-go,  2  go,  .. ,  n-go  rzędu,    które    w    połączeniu   z   danem  równani* 
prowadzą  po    wyrugowaniu  n  stałych  dowolnych  cl7  ij,..., c«    do  jednego  Ą 
wnania  różniczkowego  n-go  rzędu  w  postaci: 

/•(*,  y,  y',  ...,  y<">)-0,  (8) 

które  nazywamy  równaniem  róźniczkowem  danego  równani 
pierwotnego,  nazywając  naodwrót  dane  równanie  pierwotne  o  n  stalyci 
dowolnych  całką  ogólną  otrzymanego  równania  różniczkowego 
zwyczajnego  n-go  rzędu. 

5.  Równania  różniczkowe  linij  krzywych.  Z  równania  układu  linij  krzy- 
wych kształtu:  F(x}  y,  cn  c21  ...,  c„),  zawierającego  n  dowolnych  parametrów 
otrzymujemy  na  podstawie  r-  krotnego  różniczkowania  r  równań  różniczko- 
wych, z  których  przy  pomocy  danego  równania  możemy  wyrugować  r  sta- 
łych (por.  T.  I.  str.  674),  tym  sposobem  otrzymujemy  lnJ  równań  różniczko- 
wych r  go  rzędu,  każde  o  [n—r)  stałych  dowolnych,  a  z  tych  równań  jest 
tylko  fr-f  1)  równań  od  siebie  niezależnych  Różniczkując  dane  równanie 
n  razy,  otrzymujemy  n  równań  różniczkowych,  z  których  przy  pomocy  da- 
nego równania  możemy  wyrugować  wszystkie  n  stałe,  a  otrzymamy  jedno 
równanie  n-go  rzędu  bez  stałych  dowolnych,  zwane  równaniem  różnic* 
kowem  danego  układu  linij   krzywych. 

Poszczególne  równania  różniczkowe,  otrzymane  z  danego  równania 
układu  krzywych  wypowiadają  pewne  własności  poszczególnych  krzywych 
tego  układu,  zależne  od  wartości  stałych  dowolnych  występujących  w  odno- 
śnych równaniach. 

Równanie  różniczkowe  n-go  rzędu  bez  stałych  dowolnych  wypowiada 
wspólną  własność  wszystkich  krzywych  danego  układu. 
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Geometryczna  interpretacya  tych  własności  zależy  od  rzędu  równania 
i  opiera  się  na  geometryoznem  znaczeniu  pochodnych  pierwszego  i  wyż- 
szych rzędów. 

W  myśl  tego  znaczenia  równania  różniczkowe  pierwszego  rzędu  wypo- 
wiadają własności  linij  krzywych,  danem  równaniem  pierwotnem  określo- 
nych, dotyczące  styczności  i  elementów  związanych  z  kierunkiem  i  położeniem 
prostych  stycznych  w  punktach  tychże  linij  krzywych. 

Równania  różniczkowe  drugiego  rzędu  wypowiadają  własności  linij 
krzywych,  danem  równaniem  pierwotnem  określonych,  dotyczące  krzywizny 
i  elementów  od  promienia  krzywizny  zależnych,  w  punktach  tychże  linij 
krzywych. 

Równania  różniczkowe  n-go  rzędu  wypowiadają  własności  ścisłej  sty 
czności  danych  krzywych  układu  z  prostszemi  liniami  krzywemi  n-go  rzędu, 
względnie  z  krzywemi  parabolicznemi  n-go  rzędu. 

6.    Przykłady  równań  różniczkowych  poszczególnych  linij  krzywych. 

«)  Równanie  linii  prostej:  y=wx+fc,  zawierające  dwie  stałe  dowolne  w  i  6, 
daje  dwa  równania  różniczkowe  pierwszego  rzędu,  z  których  każde  zawiera 
tylko  jedną  ze  stałych  m  i  6,  w  postaci : 

wypowiadające  własności  linii  prostej  zależne  od  jednego  spółczynnika  w, 
względnie  6,  a  prowadzi  tylko  do  jednego  równania  różniczkowego  drugiego 
rzędu  kształtu: 

g-0,  czyli:  y«=0,  (3) 

które  jest  równaniem  różniozkowem  wszystkich  linij  prostych,  cechującem 
linie  proste,  jako  linie  o  nieskończenie  wielkich  promieniach  krzywizny,  czyli 
o  krzywiźnie  równej  zeru  w  każdym  z  ich  punktów. 

j9)  Równanie  koła:    (x — a)2+(y — 0)a=r*  ma   trzy  stałe  dowolne:  a,  j9,  r 

prowadzi  zatem  do  f  ^  1=3  równań  różniczkowych  pierwszego  rzędu,  z  któ- 
rych każde  zawiera  tylko  dwie  stałe,  wreszcie  do  (oj^S  równań  różniczko- 
wych drugiego  rzędu,  z  których  każde  zawiera  tylko  jedną  z  powyższych 
trzech  stałych,  a  daje  tylko  jedno  równanie  różniczkowe  trzeciego  rzędu  bez 
stałych  dowolnych.  Równania  te  wynikają  z  równań: 

(*-a)a+(y~j8)2=r2,    (»-a)  +  (jr    flgJ-O, 

dających  ostatecznie  równanie  różniczkowe  wszystkich  kół  w  postaci: 

czyli :  (l+y'2)y"'-3y'y"'-0, 

wypowiadające  wspólną  kół  jako  krzywych  o  niezmiennej  krzywiźnie  (t.  j.  dla 

których  -^=0). 
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y)  Ogólne  równanie  krzywych  drogiego  rzędu,  kształtu : 

az2+by*+ czy +dx+ey  +1=0,  (6) 

ma  pięć  stałych  dowolnych,  prowadzi  zatem  do  równania  różniczkowego 
piątego  rzędu,  jako  równania  różniczkowego  wszystkich  od*  k  r  z  y- 
wych  stożkowych  na  płaszczyźnie,  które  przy  pomocy  rachunków 
powyżej  wskazanych  możemy  ostatecznie  sprowadzić  do  postaci: 

czyli :  9y*  Y^— 46y"y'"y(IV)+4Qy'"3-r0- 

Uwaga*  Dwa  równania  różniczkowe  pochodzą  od  tej  samej  fankcyi  pierwotnej,  skoro 
po  wyrugowaniu  swych  stałych  prowadzą  do  tego  samego  równania  różniczkowego  bez 
stałych  dowolnych. 

7.  Całka  ogólna  zwyczajnego  równania  różniczkowego  rzędu  pierwszego. 

Równanie    różniczkowe    pierwszego     rzędu,    kształtu:     ^"-/lfo  3/)»     podaje 

pierwszą  pochodną  niewiadomej  funkcyi  y  jako  wiadomą  funkcyą  fx  zmien- 
nej niezależnej  z  i  jej  niewiadomej  funkcyi  y.  Na  podstawie  tego  równania 
możemy  przedstawić  wszelkie  pochodne  wyższych  rzędów  tejże  niewiadomej 
funkcyi  y,  jako  znane  funkcye  zmiennej  niezależnej  x  i  zależnej  y.  Miano- 
wicie dostajemy  najpierw: 

dx*      dx  +  dy  dx      dx  +  dyM*'  yh 

d*y 

zatem:  dxi=f^X'  y)' 

Podobnie  znajdziemy: 

Niech  będzie  tedy  y=q>(x)  szukaną  funkcyą,  czyniącą  zadość  danemu 
równaniu  różniczkowemu,  tedy  na  podstawie  wzoru  Taylora  odpowiada  jej 
rozwinięcie  w  postaci  szeregu  potęgowego: 

Przyjmijmy,  że  dla  x— x0  jest  ,V=9>(a50)*=.Vo  gdzie  y0  jest  stalą  dowolną, 
natenczas  będzie: 

zatem  będzie: 

y-c<*)-y,+/;failjf.)^Ł+/,(ab,  Jf.)*^— +-+/.(*,  *)£=£)!  +  ...  (8) 

ogólnem    rozwiązaniem    czyli    ogólną    całką    danego    równania 
różniczkowego,  zawierającą  jedną  stalą  dowolną  y0. 
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Jeżeli  przyjmiemy  ą— O  i  oznaczymy  odpowiednią  wartość  szukanej 
funkcyi  przez  c,  wtedy  przedstawimy  szukaną  całkę  ogólną  w  postaci  sze- 
regu potęgowego: 

9-9(*)-c+Ą{0,  c)x+ft{07  c)J-?+... +/,((),  *)fj+...,  (9) 

w  którym  e  jest  jedną  stałą  dowolną. 

Tym  sposobem  dochodzimy  do  następującego  twierdzenia: 

Każdemu  równaniu  różniczkowemu  pierwszego  rzędu  odpowiada  zawsze  pewne 
rozwiązanie  ogólne  o  jednej  stałej  dowolnej,  czyli  pewna  całka  całka  ogólna^  którą 
możemy  zawsze  przedstawić  w  postaci  szeregów  potęgowych. 

Nadając  stałej  dowolnej  c  pewne  wartości  szczególne,  otrzymamy  szcze- 
gólne rozwiązania,  czyli  t.  zw.  całki  szczególne  danego  równa- 
nia różniczkowego. 

8.  Geometryczny  obraz  całek  szczególnych  1  eałkl  ogólnej  danego  rów- 
nania różniczkowego  pierwszego  rzędu.  Uważając  płaszczyznę  jako  zbiór  oo2 
punktów  (#,  y),  określamy  danem  równaniem  zwyozajnem  kształtu :  F(x1  y)=0 
zbiór  od1  punktów,  tworzących  w    ogólności    pewną    formę   jednowymiarową 

czyli  pewną  linię  krzywą  na  płaszczyźnie.  Pierwsza  pochodna  ~r-=yk  wyzna- 
cza kierunek  elementu  ds  w  jakimkolwiek  punkcie  P(x,  y)  tejże  linii  krzy- 
wej. Każdy  taki  element  łączy  punkt  P(g,  y)  z  punktem  sąsiednim: 
Q{x+dXj  y+dy)  tejże  linii  krzywej  i  może  być  nazwany  elementem  dwu- 
punktowym  płaszczyzny,  a  położenie  jego  określają  trzy  wielkości, 
jako  to  wielkości  x,  y,  cechujące  spółrzędne  jego  punktu  wyjścia  i  wielkość: 

dy 
yJ=:-p,  cechująca  jego  kierunek.    Płaszczyzna  posiada  oo8  takich  elementów 

dwupunktowych,  a  wszelkie  równanie  między  trzema  wielkościami  g,  y,  y4 
kształtu  f(x}  y,  y4)=*0  określa  zbiór  od1  elementów  dwupunktowych,  wybra- 
nych z  pośród  oo3  elementów,  mieszczących  się  na  płaszczyźnie  w  sposób 
danem  równaniem  f{x,  y,  y')=0  określony. 

Przyjąwszy  dowolnie  pewien  punkt  P(x,  y)  na  płaszczyźnie,  znajdziemy 
na  podstawie  danego  równania  różniczkowego  rzędu  i  stopnia  pierwszego 
kształtu:  f(z,  y,  y')=*0  pewną  wartość  na  y',  a  zatem  pewne  położenie  ele- 
mentu dwupunktowego  odpowiadającego,  na  podstawie  danego  równania 
różniczkowego,  przyjętemu  punktowi  P(g,  y)  płaszczyzny.  Uważając  teraz 
koniec  tego  elementu  dwupunktowego,  t.  j.  punkt  Q(x+dx}  y+dy)  jako 
początek  nowego  elementu  dwupunktowego,  znajdziemy  znowu  na  podsta- 
wie tego  samego  równania  różniczkowego  nową  wartość  y',  cechującą  poło- 
żenie następnego  elementu  dwupunktowego,  odpowiadającego  punktowi: 
Q{x+dx,  y+dy)  i  t.  d. 

Z  tego  widzimy,  że  każdemu  punktowi  P(g,  y)  płaszczyzny  odpowiada 
na  podstawie  danego  równania  różniczkowego  rzędu  i  stopnia  pierwszego 
pewien  zbiór  elementów  dwupunktowych,  tworzących  pewną  linię  krzywą 
na  płaszczyźnie  przez  tenże  punkt  P(#,  y)  przechodzącą,  która  jest  obrazem 
pewnej  całki  szczególnej  danego  równania  różniczkowego.  Przyjmując  kolejno 
coraz  inny  punkt  wyjścia  P{x,  y)  np.  na  prostej  równoległej  do  osi  y-ów, 
otrzymamy  od1  krzywych,  których  układ  jest  obrazem  całki  ogólnej  danego 
równania  różniczkowego  rzędu  i  stopnia  pierwszego. 
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Danemu    równaniu    różniczkowemu    rzędu    i    stopnia    pierwszego  odp 
w  jada  zatem  układ  od1  krzywych   plask  ich,    a    przez  każdy    z    punktów 
szczyzny  przechodzi  jedna  z  tych  krzywych. 

Jeżeli  dane  równanie  różniczkowe  rzędu    pierwszego  jest    równoczein 
równaniem  stopnia  ti  go,  natenczas  odpowiada  każdemu  punktowi  Pfaf)  \ 
szczyzny    na    podstawie    danego    równania    różniczkowego  n  wartości  na 
a  więc  n  elementów  dwupunktowych  ;    z  pośród  ooł  krzywych  układu,  bc 
oych  obrazem  całki  ogólnej  takiego  równania  różniczkowego,  przechodzi  tedy 
przez  każdy  punkt  płaszczyzny  n  krzywych  tego  układu. 

9.  Normalna  postać   równania   różniczkowego  pierwszego  rzędu  i 
\tnzegO  stopniu.     Równanie  różniczkowe    zwyczajne  pierwszego  rzędu  i  pi§ 
WftiegO   stopnia,  kształtu:  f{x9  yt  tt*)-l\  możemy  przedstawić  w  postaci: 


dv 


(#,  yjdc  +  V;*i  y)dy=0 


Kładąc  ę{X)  y)^M,  yifar,  y)=N>  otrzymujemy  równanie: 

J/^+JV%-0  (10) 

które  nazywamy  normalną  postacią  równań  różniczkowych  rzędu  i  s 
nta  pierwszego. 

W  szczególnych  przypadkach  możemy  równanie  tego  rodzaju  bez 
dnio  zcalkowaó. 

Należą  tn  przedewszystkiem : 

a)  równania    różniczkowe    zwyczajne,    w    których  zmienne  są  oddzi 
lone,  t,  j.  równania  kształtu: 

Xdz+Ydy  =  Of  (11) 

gdzie  X  jest  wyłącznie  funkcyą  zmiennej  je,  Y  zaś  wyłącznie  funkcya.  zmiefi 
nej  yt  jako  też  równania  różniczkowe,  w  których  zmienne  za  pomocą  stoso*1 
wnyeh  działań,  mianowicie  obustronnego  podzielenia  równania    przez   jedn| 
i  tę  samą  funkcyę,  dadzą  się  oddzielić,  t.  j.  równania  kształtu: 

X1Y,dw  +  XiY2dy^Of  (12) 

gdzie  X,  i  Xa  są  wyłącznie  funkcyami  zmiennej  ar,  ¥t  i  Y%  wyłącznie  font 
cyami  zmiennej  y,  podzieliwszy  bowiem  takie  równanie  przez  iloczyn  7tĄ» 
otrzymamy  równanie  różniczkowe  w  normalnej  postaci : 

^-dx+^dy=0, 

czyli:  Xdx+Ydy=0, 

w  którem  zmienne  są  już  oddzielone, 

b)  równania  różniczkowe  zupełne,  czyli  równania  kształtu: 


dF         dF 

rdz+  —dy=Q)  czyli:  dF(x,  f/)=0, 
dz  oy 
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t,  j.  równania,    które  powstają  wprost  z  różniczkowania  danej  fnnkrji  d 

zmiennych  kształtu:    F(jc,  y)^C  (Por.  art.  16.  str,  293). 

W  pierwszym  przypadku  otrzymujemy    wprost    rozwiązanie  w  posi 

[Xdx+[Yd9=a  (M) 

Zagadnienie     sprowadza    się    tym    sposobem    do    zagadnień    zwykleg* 
rachunku    całkowego  i  uważa  się  za  rozwiązane. 


Np.   1)  równanie  różniczkowe:    xdx  +  ydy  =  0    prowadzi   wprost   do  całki   ogólnej 
kształtu : 

Jas  dm-\-  Jy  dy  =■  C,  czyli :  a^+y'  =*  C, 
gdzie  c  jest  stałą  dowolną. 

2)  Równanie  różniczkowe : 1-       prowadzi  do  całki  ogólnej : 


Jt+E- 


C,  czyli :  log  *+log  y  =  O. 


W  drugim  przypadku,  którego  szczegółowy  rozbiór  będzie  przedmiotem 
następnego  wykładu,  z  równania  różniczkowego  zupełnego,  kształtu: 

£*+£*-*  (15) 

sprowadzonego  do  postaci:  dF(x,  y)«=0  otrzymujemy  wprost: 

Fi*,9)-C,  (16) 

jako  całkę  ogólną  danego  równania    różniczkowego,    w    której    C  jest   stałą 
dowolną. 

Tak  np.  otrzymamy  z  równania  różniczkowego  kształtu: 
ydx+xdy  =  0,  równanie:  d(x  y)  =  0, 
zatem :  xy  =-  C,  jako  jego  całkę  ogólną. 

10.  Rozmaite  postacie  całki  ogólnej  danego  równania  różniczkowego 
rzędu  1  stopnia  pierwszego.  Stosując  do  danego  równania  różniczkowego: 
f(x  y,  y')=0  dwie  różne  metody  całkowania,  możemy  otrzymaó  dwie  różne 
postacie  całki  ogólnej,  jedną  kształtu:  F^(x,  y)  =  Cu  drugą  kształtu  :  I2 (x,  y)=C2. 
Oba  te  rozwiązania  muszą  byó  zgodne,  gdyż  muszą  prowadzić  do  tego  samego 
równania  różniczkowego. 

Pierwsze  z  nich  daje  równanie  różniczkowe  kształtu : 

drugie  daje  równanie  różniczkowe  kształtu: 

dx  dy    * 

wartości  na  -~  z  tych  równań  otrzymane  muszą    byó   jednakowe,    a  to  wy- 
maga, aby  było: 

dFt   dF%       dFt  dF2 


dx     dy        dy    dx 


— 0,  czyli: 


a*ł 

dFi 

a*' 

dy 

dF2 

dĄ 

dx' 

dy 

=0,  (17) 


t.  z.  aby  Jakobian  funkcyj  F^(x9  y)  i  I%(x,  y)  był  równym  zeru  (Por.  str.  410). 

A  zatem:  Dwie  róene  postacie  całki  ogólnej  Fx{x^y)^C%  i  F2(x,y)  =  C2  na- 
lezą  do  tego  samego  rówtiania  różniczkowego,  skoro  Jakobian  tych  dwu  funkcyj :  FA  (x,  y) 
i  F2{x,  y)  jest  równy  Beru. 

Takie  dwie  funkoye  jak  Fx(x,y)^Cx  i  F2(x,y)=*C%,  prowadzące  do  tego 
samego  równania  różniczkowego  są  od  siebie  zależne,  rugując  z  obu  równań 
Ftfa  y)—@v  F*(x)  y)™^  jodną,  ze  zmiennych  x  lub  y,  wyrugujemy  tern 
samem  także  drugą  zmienną,  otrzymując  ostatecznie  związek  między  temi 
równaniami  w  postaci: 

F(CU  <7,)=0,  czyli:  Ct-f{t\). 

Dr.  CHriwtóski.  Wykł.  matem.  1  Tom  U-  &8 
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11.  Przykłady.    1)  Równanie  różniczkowe:  — +  -^  =  0,    któremu    odpowiada    całka 

ogólna  kształtu: 

log*4-logy  =  C, 
możemy  przedstawić  w  postaci: 

ydx  +  xdy=--0, 
a  więc  w  postaci  zupełnego   równania   różniczkowego,  kształtu:  rf(*y)  — 0,  któremu  odpo- 
wiada całka  ogólna  kształtu: 

Oba  rozwiązania   są   ze   sobą   zgodne,   mianowicie  jest:    C=]ogC'.    Dane  równanie 

różniczkowe  doprowadziłoby  więc,  gdybyśmy  logarytmów  nie  znali,  do  główne]  własności 

logarytmów:  log  ar+ log  y  — log  (ary),  z  których  wszystkie  inne  dadzą  się  wyprowadzić. 

dx  dy 

2)  Równaniu  różniczkowemu:  ,  ,  -  ,  +  tjt  i  ^^  odpowiada  wprost  całka. ogólna  w  po 

staoi: 

J  i  ,  ^  +  J J+p  =  C»  Gzyh :  arc *"« *+ arctangy  —  C. 

Biorąc  tangens  obu  stron  równania  i  kładąc:  tangC^=C,  otrzymujemy  równanie: 
j— — =  C,  które  jest  także  rozwiązaniem  danego  równania  różniczkowego. 

Moglibyśmy  więc  stosownem  przekształceniem  danego  równania  różniczkowego  otrzy- 
mać wprost  równanie  różniczkowe  zupełne  kształtu:  d(r-    -j=0,  a  tern  samem  otrzymać 

wprost  drugie  rozwiązanie  w  postaci:  =-■       —  C%  a  tem  samem  wyprowadzić  równość: 

i  —  xy 

x-\-y 
arc  tang  a?+arc  tang  y  =  arc  tang  t^~^  i 

z  które),  kładąc:  x  =  tangu,  y  — tangr,  otrzymujemy  wzór:  tang (*+t>)  =  j-? ■       ^     . 

■*>"—*©  li  yg  V 

dx  dy 

8)    Równanie  różniczkowe:     y Ą — -y-r- — r=0  prowadzi  wprost  do  całki  ogólnej: 

VI- »'       V  l—y* 

Jj  +  \     .  =*C,  czyli :  arc  sin  2-ł-arc  sin  y  =  C 

Biorąc  sinus  obu  stron  równania  i  kładąc  sin  (7=  C  otrzymujemy  równanie: 

które  jest  także  rozwiązaniem  danego  równania  różniczkowego. 

Można  je  również  otrzymać  wprost  z  danego  równania  różniczkowego  przez  prze- 
kształcenie tegoż  na  równanie  różniczkowe  zupełne  kształtu: 

d[x\/l=fi+y  V\=x~*]  =  0, 

czem  dowiedzioną  zostaje  własność  funkoyi  sinus  w  formie: 

sin  (u+v)  =  sin  u  Y/i—sin*  t>4-sin  v  \/l— sin*  «- 

12.  Powyższe  przykłady  wykazują,  że  dane  równanie  różniczkowe,  w  którem  zmienne 
są  oddzielone,  a  którego  rozwiązanie  prowadzi  do  sumy  dwu  funkcyj,  wychodzących  po 
za  zakres  funkcyj  nam  znanych,  przekształcone  na  równanie  różniczkowe  zupełne,  daje  t.  zw 
teorem  dodawania  tych  funkcyj  nieznanych. 

Tak  np.  równanie  różniczkowe  kształtu: 

<**        _    ,      *y  ^0 

V/(i-*')(i-*'*'~)     Y/O^Ki^y*) 
prowadzi  do  równania  pierwotnego: 

•>Y/(l-*>)(l-fc«X>)         J\/(l_y>)(l_i!>y>)  '  .  . 

kvóre  wymaga  znajomości  t.  aw.  całek  elliptycinych. 
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Powyższe  równanie  różniczkowe  możemy  stosownem  przekształceniem  sprowadzić  do 
równania  różniczkowego  zupełnego  w  postaci: 

d  \*V{i-y*){i-»y*)  +•  yV/(i-»»)  (i-*'^Jl     n 

a  tern  samem  przedstawić  całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego   w   postaci   alge- 
braicznej :  

^P-y^i-yyHify/O^a-y*1),  „  (b)' 


J*  dx 

,  —  =  «,    x  =  sn  «, 

•  \Z(i-»ł)(i-*,*,j 

Jy  y  =  *,    y*=snt>,     C  =  «+t>,      C"  =  sn (w-H>) 

o\^(l-y>)(l-*V) 

i  używając  skróceń:  \/l— sn* •#=» cmm,     Y/l— fcł8nł «  =  rfn«, 

otrzymujemy  z  porównania  równań  (a)  i  (fc)  tak  zwany  teorem  dodawania  elemen- 
tarnych funkcyj  elliptycznyoh  w  postaci: 

,    ,    v      snu  cnv  dnv4~snv  enu  dnu  /lOX 

sn  (u  Ą-v)  = 5 — =-i — 4 1 •  (18) 

x        '  1— *,sn,i#8n,» 

18.  Ogólne  uwagi  o  rodzajach  eałek  elliptyeznyeh.  Gałkami  elliptyoznemi  nazywamy 
w  ogólności  całki,  w  których  pod  znakiem  całkowania  występuje  pierwiastek  kwadratowy 
z  funkcyi   całkowitej    trzeciego  lub  czwartego  stopnia,  czyli  całki  typu: 

p*(*.  X)d*, 

gdzie:    X=»  V/*+(to+Ta?,+&lp,+ea54 »  a  R(xy  X)  jest  funkcyą  wymierną  zmiennej  x  i  funkcyi 
niewymiernej  X. 

Przypuśćmy,  że  funkcya:  a-ł-Pas+Y^+^M-6*4  nie  ma  czynników  wielokrotnych  i  roz- 
łóżmy ją  na  dwa  czynniki  drugiego  stopnia  tak.  że: 

X  =  VA(/-2^+*»)  (/'_2/*+.r»). 
Połóżmy :  x  =  *    ^,    4sb  =  L— -5L-,  gdzie  p  i  ?  są  stałe  dowolne,  *  zaś  nową  zmienną, 
wtedy  otrzymamy: 


f-2gx+x* j— ^ ,      (f-9jr'«+*1  — 


(1+01     '    '      y   ^  (i+0l       ' 

przeto :  X = O+Jf "* 

Mając  do  rozporządzenia  dwie  stałe  p  i  g,   możemy  je  tak   obrad,  aby  było:    0  =  0 
i  0'  =  O.   Otrzymamy  wtedy: 

a  przeto:  J5(»,  X)<te  =  p*(f,  l)dt,  (19) 

gdzie:    2  —  \/=fc(t'-l)(t'-|0- 

Gdyby  e  było  równe  0,  a  więc  wielomian  pod  pierwiastkiem  był  stopnia  trzeciego,  wtedy : 

X=  V^— 8  (a— *)(/—  2^aj+aj'),    a  wskutek  podstawień :  .r  =  ~^^-    sprowadziwszy  oba  czyn- 

.,.    ^  jti  i.  xr      \/— 3(F-20^Jft*)(P-2G'*+#''2) 

mki    do    wspólnego    mianownika,    otrzymamy:    X  = — '  * : ^, 

(1+*) 

czyli,  obierająo  p  i  q  tak,  aby  było:  0  =  0  i  0'  =  O,  dostaniemy  również: 

^-^(1+y   ^dt^W^^-^^T,     przeto:  {«(*,  X)<fa  =  ^(t,  7)*. 
Fonkeya  wymierna  B(t,  T)  wzoru  (19)  może  być  zawsze  sprowadzoną  do  postaci: 

S(t    T\-    M+Nt 
gdzie  M,  N,  M',  A'  są  fonkcyami  całkowi  tem  i  z  /*  i  T. 
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Pomnożywszy  licznik  i  mianownik  przez  M4—N't}  otrzymamy  ostatecznie: 

Rfr  T)  =  P+Qt, 
gdzie  Pi  C  będą  wymiernemi  funkoyami  z  /'  i  2,  przeto  będzie: 

$R{x,  X)dx  =  [R{t,  T)dt  =  $Pdt+$Qtdt,  (20) 

Druga  całka,   t.  j.  [Qtdt  za  pomocą  podstawienia  t*  =  u,  sprowadza  się  do  postaci: 
f/(*>  \/a+ &"+<"*')<*")  wyraża  się   więc   za   pomocą  funkcyj    algebraicznych,  logarytmicz- 
nych i  oyklometrycznyoh  (Por.  str.  56.  art.  9  i  następne). 
Pierwsza  całka  ma  kształt: 


[Pdt  = 


gdzie  Mu  Jfs,  Nu  N}  są  całkowitemi  funkcyami  samego  f2;   pomnożywszy  licznik  i  miano 

M 

wnik  ostatniego  ułamka  przez:  tfs  -  =^,  otrzymamy: 

lPdt  =  $R(t*)dt+$R(t*)^  (21) 

Gałkę  kształtu:  [R(t*)dt  można  wyrazić  przez   funkcye   algebraiczne,   logarytmiczne 

i  oyklometryczne,  bo  R(t*)  jest  funkcyą  wymierną,  pozostaje  jeszcze  zbadać  całkę  kształtu: 

f df  _  . 

}&(**)-=,  gdzie  R(t*)  przedstawia  funkcyę  wymierną  zmiennej  t\  zaś  T=  \/  -I-  (<*—>>)  (**— ci> 

r~        dt 
Jakiekolwiek   byłyby   wartości   rzeczywiste  X  i   jjl,  możemy   zawsze  całkę:   j /?(/*; -^ 

sprowadzić  do  postaci:  \    V     =\--> — - -=- »  (22) 

gdzie  R(xT)  przedstawia  funkcyę  wymierną,  zaś  fcs  ilość   dodatnią   mniejszą   od  jednostki. 
Rozłożywszy  następnie  R(xi)  na  ułamki  częściowe,  otrzymamy  wyrażenia  kształtu: 

gdzie  A,  B,  n  są  stałe,  ja  jest  liczbą  całkowitą  dodatnią,   odjemną    lub  zerem,  v  zaś   liczbą 
całkowitą  dodatnią. 

Całka :  j*(*»)<fa^  gdzie .  ffs=m  y/^Z^jfu^kW), 

rozpadnie  się  więc  na  całki  kształtu: 

Jx*t*dx  f         dx 

"H-'    *-J(l+iw*ir 
Weźmy  naprzód  całkę:  Y/$,    Różniczkując  iloczyn  *V»-3ff,  otrzymamy: 

iz  JtL  H. 

czyli:         d(a^3fl)g^-^ 

zatem :  *V*-3  #==  (2^-8)  Fm-2-(2|jl-2)  (l+*»)  1V-i+(2|jl-1)*»  r„. 

Wszelką  całkę  F^  można  na  mocy  tego  wzoru  wyrazić  przez   funkcye   algebraiczne 
i  dwie  całki: 

Weźmy  teraz  pod  uwagę  całkę: 

Jdx 
(I +»**)"#• 

xH 
Różniczkując  funkcyę  j— — $y^,  otrzymamy  po  wykonaniu  działań: 

d  ((I+^)v-t)  =  ^*^-Brf&-i+ W*-i-  Z>tó„_3, 
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gdzie  A,  By  C,  D  przedstawiają  stałe  współczynniki.  Całkując  to  równanie,  dostaniemy: 

xH 

Wszelkie  funkoye  Z*  dadzą  się  wedle  tego  wzoru  wyrazić  przez  funkoye  algebraiczne 
i  trzy  po  sobie  następujące  funkcye  Zr%  ponieważ  atoli,  jak  łatwo  zauważać: 

z0~y0,  z_i«r0+»rlf 

więc  wyznaczenie  całek  Zv  prowadzi  tylko  do  jednej  nowej  całki: 

*-Sv£m  (24) 

A  zatem :  Całki  funkcyj  wymiernych,  zawierających  oprócz  całkowitych  potęg  zmiennych  x 
tahie  kwadratowe  pierwiastki  z  funkcyi  trzeciego  lub  czwartego  stopnia,  można  wyrazić  za  pomocą 
funkcyj  znanych,  algebraicznych,  logarytmicznych  lub  cyklometrycznych  i  za  pomocą  całek  naleiących 
do  jednego  z  trzech  rodzajów: 

v      f  *■  v       f  x%dx 

•V(i-*j)(i-*'*>)  V(i-**)(i-*J*J) 

ZC dx 

1     J  (l+*rł)  \Z(l-x*)(l~k  V)     "' 

Te  trzy  całki  nie  dadzą  się  w  ogólności  wyrazić  przez  funkcye  znane  i  tworzą  nową 
klasę  funkcyj,  zwanych  całkami  eliptycznemi  I-go,  2-go,  8-go  rodzaju,  stano- 
wiące dziś  jedną  z  głównych  części  analizy  nowszej. 

14.  Całki  eliptyczne  I-go  i  2-go  rodzaju  zawierają  stałą  k  mniejszą  od  1,  zwaną  ich 
modułem;  całka  eliptyczna  8-go  rodzaju  Zx  zawiera  oprócz  modułu  k  jeszcze  stałą  n,  zwaną 
jej  parametrem. 

Podstawiając  x  =  sinC>,  Y/l—  x*  =  coa(p  i  kładąc:  AjP  =  \/  1— k* sin1  <p ,  otrzymamy 
te  trzy  całki  eliptyczne  w  prostszej  postaci: 

Cd<P  fsinł  <pd<p  __  r  d<p 

U      JAy'      *      J       AC>       '     ""JO+asin^Ay1 

kąt  f  nazywa  się  amplitudą  funkcyi  u  i  oznacza  ©  =  amu,  a  na  tej  podstawie  pisze  się : 

*  =  sin  amu,    \/l— x*  =  cos  amu}     V^l—  fc,*,  =  A  amu, 

albo:  x  =  snu,  \/l—x*  =  cnu,  \Zl—k*x%=dnu. 

Te  trzy  osobliwe  funkcye  zmiennej  niezależnej  u  zowią  się  funkcyami  elip- 
tycznemi Jacobie'go  (Por.  Wykład  XXXI  str.  518  i  nast.);  są  one  względem  całki  u 
tern,  czem  funkcye  goniometryczne  względem  funkcyj  cyklometrycznych. 

15.  Jeżeli  moduł  k  osięga  swoje  graniczne  wartości  O  i  1,  całki  eliptyczne  sprowa- 
dzają się  do  funkcyj  cyklometrycznych  lub  logarytmicznych. 

"W  szczególności  będzie  dla  fc  =  0: 

^Tfe^"08111^     ^^Tf^^-^Y/l-^  +  arcsin*, 

~       f dx  1  xV\+n 

Z0=  \ 7=-  =  — tt-—  arc  tg  , 

zaś  dla  *»1: 

Uwaga.  Jeżeli  stopień  funkcyi  stojącej  pod  pierwiastkiem  w  całce: 

J/(x,  X)dx, 
przewyższa  czwarty  stopień,  wohodzi  się  w  obszerne   pole   teoryi  całek   hipereliptyoznyoh 
i  funkcyj  hiperelliptycznych. 
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1<>.  Za&ta&Ofl  a  Dla  ^eometryc&lie  równali  różniczkowych  pierwszego  raędl 

Równanie  różniczkowe  pierwszego    rzędu    wypowiada    pewną    własność 
stych  stycznych  do  szukanej  linii  krzywej.  Wyznaczyć  całkę  danego  rówD 
nia  różniczkowego  rzędu    pierwszego,    znaczy    zatem    wynaleźć  linie  krzj 
któreby     posiadały     własność    danem    równaniem    róźniczkowem    okrealo 
W  zagadnieniach  wyrażających  dan%  własność  prostych    stycznych   do 
kanych  linij    krzywych  w  postaci    równań   różniczkowych   rasędu   pierwsi 
korzystamy  z  wzorów  podających    wielkości   od    położenia   stycznej  zalei 

jakiemi    dla    krzywej;    y*=f(x)    i    pochodnej  :  y*=^  =  tang  o,  są  między  Ums- 


dz 


mi  długość  stycznej   T=y- — ^—t  długość  podstycznej   T*=— rł     długość   no 

malnej    A=yYl  +  y*s,    długość  podnormalnej  N**^yy\  odcinek  stycznej  na  osi 

x*ów     a—x—-t-}  odcinek  stycznej  na  osi  y-ów  h=y—%ył  i  t.  p, 

17*  Przykłady.  1)  Znaleźć  krzywe,  które  mają  w  każdym    punkcie  stalą  długość 
cznej    T=  a, 

Hównanie  różniczkowe  szukanych  krzywych  przedstawia  się  w  postaci: 


r 


—  *,  czyli :  9%(l+f*)  =  « Vai 


Fig.  260* 


skąd  otrzymujemy: 

y'i(o*_j,») «.  yir  zatem:  y  —  Ły-^-_  , 

l/a1  —  f* 

a  wiec  równanie  różniczkowe   pierwszego  rzędu  w  | 
staci  normalnej : 


w  której  zmienne  są  oddzielone. 

Scałk  owa  wszy  to  równanie,  otrzymujemy  równanie: 

przedstawiające  układ  linij  krzywych,  zwanych  traktry&ami  (fig,  260), 

2)  Znaleźć  linie  krzywe    o    stałej    podstycznej    Z'==a,    Szukane  krzywe  s%  określone 
równaniem  róźniczkowem  rzędu  pierwszego,  kształtu: 

^=,aJozyIi:y  =  ał^) 

które,  sprowadzone  do  postaci  norma lnejt  otrzymuje  po 
oddzieleniu  zmiennych  kształt: 

—  —  *E  =  Q 

a        y 

Całka  ogólna  tego  równania  przedstawia  się  m$ 
2    w  postaci: 


a= 


Fig*  26L 


—  -logy  =  t, 


skąd  otrzymujemy: 

czyli  kładąc:  e~*  =  O,  równanie: 


*-*" 


jako  równanie  zwyczajne  krzywych  o  stałej  podstycznej.     Krzywe  te  tworzą  układ  loff*- 
rytmik  (fig*  261). 
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18.  Trąjektorye  układu  krzywych.  W  związku  z  teoryą  równań  różnicz- 
kowych zwyczajnych  rzędu  pierwszego  pozostaje  zagadnienie  o  trajektoryach 
lanego  układu  linij  krzywych.  Odnośne  zagadnienie  opiewa  jak  następuje: 
Dany  jest  układ  krzywych  określony  równaniem,  zawierającem  jeden  para- 
metr zmienny,  wyznaczyó  linie  krzywe,  które  przecinają  wszystkie  krzywe 
lanego  układu  pod  pewnym  kątem  stałym.  Szukane  krzywe  nazywamy  t  r  a- 
iektoryami  danego  układu,  w  szozególności  tr ajektory ami  pro- 
itokątnemi,  skoro  przepisany  kąt  jest  kątem  prostym. 

Niech  będzie  F(x}  y,  c)=0  równaniem  danego  układu  krzywych,  gdzie 
:  jest  zmiennym  parametrem.  Przyjmijmy  na  dowolnej  krzywej  pewien 
punkt  P(g,  y),  tedy  otrzymamy  na  wyznaczenie  kierunku  stycznej  w  tym 
punkcie  po  wyrugowaniu  zmiennego  parametru  c,  równanie  różniczkowe  rzędu 
pierwszego  kształtu: 

Mdx+Ndy=0, 

i  którego  otrzymujemy:    -^— ---===* tang  a =m,  a  że  trajektorya  prostokątna 

przecina  tę  styczną  pod  kątem  prostym,  przeto  styczna  w  tym  punkcie  tra- 

1  1        N 

jektoryi  określona  będzie  wzorem:  tang  a'=m'«=»  — = =  ™>  czyli: 

tang  a         tn      M 

dy      N 

j-  —  jj ,  któremu  odpowiada  równanie  różniczkowe  rzędu   pierwszego  w  po- 
staci: Ndx—Mdy=0,  (26) 
jako  równanie  różniczkowe  układu  trajektoryi.   Całka  ogólna  tego  równania 
różniczkowego  w  postaci:  <jp(x,  y,  C)=0,   będzie   tedy   równaniem   szukanego 
układu  trajektoryi  prostokątnych. 

Jeżeli  szukane  trąjektorye  danego  układu  krzywych  mają  byó  ukośno- 
kątnemi,  a  6  jest  kątem,  pod  którym  szukane  trąjektorye  każdą  krzywe 
danego  układu  krzywych,  określonego  równaniem:  F(x,  y,  C)  przecinają, 
tedy  oznaczywszy  przez  w  i  W  spółczynniki  kierunkowe  obu  stycznych 
lr  punkcie   przecięcia  się  P(x,y),  czyli  kładąc:  tanga=w,  tanga'=*w',  otrzy- 

a  że  dla  układu  danych  krzywych  F(x,  y,  c)=0,  któremu  odpowiada  równa- 
nie różniczkowe: 

Mdx+Ndy=0, 

otrzymujemy  kierunek  stycznej  w  punkcie  P(£,  y)  określony  wzorem:  w= — ~ 

zaś    dla    trajektoryi    ukośnokątnej    przez    tenże    punkt   przechodzącej     kie- 

dy 
ranek  stycznej  ma    byó    wyznaczony    na    podstawie    podstawienia:    m' =»-=-, 

przeto  otrzymujemy  z  wzoru  (27)  równanie: 
dy      M 
.       dc"**  A  ..     /.      Mdy\  dy      M 

N'dx 
*  więc  równanie  różniczkowe  kształtu : 


/  ,Mdy\ 
\       N  dx) 


*    dy      M 
t&U&e=dx+  N 
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a  więc  w  postaci  normalnej  : 

{M— X  tang  8)  fa+{N+M  tang  6]  dy-G  (28) 

jako  równanie  różniczkowe  szukanego  układu  trajektoryi  ukoanokątnych. 

19.  Przykłady,  a)  Znaleźć  trajektorye  prostokątne  układu  proatych  o  równaniu  y  =e 

Hozwiązanie:  Mamy  tu:  y*  =  e,  zatem  równanie  różniczkowe  danego  układu  w  postaci. 

y  —  y^  8tąd:  y'^—. 

Na  tej  podstawie  otrzymujemy  dla  saukanych  trajektoryj: 

a  więc  ich  równanie  różniczkowe  w  postaci  normalnej : 

«  <fe+y  dy  Mm  0, 

stąd  wypływa  równanie  pierwotne:  #H-y*=  C,  przedstawiające  koła  wspólirodkowe  fig. 
jako  szukane  trajektorye. 

p)  Znaleźć  trajektorye  układu  krzywych  o  równaniu:  y  =  cr*.  Mamy  tu:  y*=iw& 

a  więc  równanie  różniczkowe:  —  =  — ,  czyli:  ^'^^   skąd   otrzymujemy    dla   trakloryi: 

y         x  x 

i   ■■  —       ,  a  więc  równanie  różniczkowe: 

9  4%MHf  %**•$! 
którego  całka  ogólna  otrzymuje  kształt ■  x*+njf1  =  C,  przedstawiający  dla  i»>  0  układ  ellipa, 
a  dla  *i<0  układ  hiperbol  jako  układ  szukanych  trajektoryi.   W  szczególności  dla  układu 


Fig   262. 


Fig.  263, 


Fig.  26i. 


Fig.  266. 


parabol:  y  — cx\  otrzymujemy  jako  trajektorye  układ  ellips  współ  środkowy  eh  o  równaniu: 

x]+2y*  =  V  (fig.  263),    a  dla    układu    hiperbol    równobocznych :    y  ==  —  t   otrzymujemy  jako 

x 

układ  trajektoryj  nowy  układ  hiperbol  równobocznych  o  równaniu:   #*—  2$*  =  C  {fig,  264). 

7)  Znaleźć  trajektorye  układu  logarytmik  o  równaniu:  y  =  e**. 

Mamy  tu:  y*  =  ce*y  zatem  równanie  różniczkowe:  y'  — y»  stąd  wypływa  dla  trajekto- 

r7J:  J  *= i  oayN  równanie  różniczkowe    w    postaci    normalnej:    dar+ydy^O,   którefo 

całka  ogólna: 

*+2  y,s=  c,  czyli*.  ya  =  -2(x-c), 

przedstawia  układ  przystających  parabol,  mających  wierzchołki  na  osi  x-ów  (fig.  265)  jako 
układ  szukanych  trajektoryi. 

20.  Całka  ogólna  równania  zwyczajnego  różniczkowego  n-go  rzędu.  Ró- 
wnanie różniczkowe  n-go  rzędu,  przedstawiające  się  w  postaci: 

A*,  y*  y,  y",...,y(,,)H0, 
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'(*•*!■  S 2H 

podaje  »-tą    pochodną  ~rĄ  niewiadomej  funkcyi  y  zmiennej  niezależnej  x}  jako 

pewną  wiadomą  funkcyę  zmiennej  niezależnej  x}   jej  funkcyi  niewiadomej  y 
i  wszystkich  jej  pochodnych  aż  do  (n — l)-go  rzędu  włącznie. 

Przyjmijmy,  że  na  podstawie  powyższego  równania  różniczkowego  wy- 

SM**&3 £f>  » 

Różniczkując   to    równanie  podług  x  i  przedstawiając  w   tak   otrzyma- 
my 
nem  nowem  równaniu   za   ~  wartość  równaniem  (29)  określoną,  otrzymamy 

<tx* 

następną  pochodną:        +^   znowu  jako  pewną  funkoyą  zmiennej  niezależnej 

x}  jej  niewiadomej  funkcyi  y  i  wszystkich   jej    pochodnych   aż   do   (n — l)-go 
rzędu  włącznie,  w  <  postaci: 

d"+1y     -  /  dy        dą-1y\ 


Postępując  tak  dalej,  otrzymamy  : 

d*+2y_~(  dy     <Py        dn"1y\ 

ife^+i-^p^  ito»   dx*'m"'d*-*)' 
*+ry    ,(„  ąM   dy     tfy        &-Jy\ 
dx»+*~Tr\X>  y>  te1   dx*' •"'**-*)' 
Przedstawiwszy  sobie  szukaną  funkcyę  y  rozwiniętą  w  szereg  uporząd- 
kowany podług  potęg  «— ar0,  gdzie  x0  jest  przyjętą    wartością   zmiennej  nie- 
zależnej x,  zauważymy,  że  wszystkie  spółozynniki  rozwinięcia  począwszy  od 
potęgi  (x — x0)n  będą  wyrażone  za  pomocą  spółczynników   przy   niższych  po- 
tęgach. Nadając  zatem  n  pierwszym  spółczynnikom  pewne  wartości  zupełnie 
zresztą  dowolne:   y09  y*0J  y0", ..., y0<»-1>,   wyznaczymy  już  tym  sposobem  war- 
tości następnych    spółczynników:  /0,  f1}  /2,  ...,/»+r ...    i    otrzymamy    odnośny 
szereg  w  postaci: 

y=y0+ff  (*  -  ^)+%(x^xQy+...+^^{x^x0)^+ 

Otrzymany  szereg  potęgowy,  zawierający  n  stałych  dowolnych:  y0,  y'0, 
yomj—jyJn~l\  określa  zatem  w  najogólniejszej  postaci  szukaną  funkcyę,  czy- 
niącą zadość  danemu  równaniu  różniczkowemu,  czyli  oałkę  ogólną  da- 
nego   równania  różniczkowego  rzędu  n-go. 

21*  Mając  np.  dane  równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu  w  postaci: 

przyjmijmy,  że  dla  *«=0  jest:  y  =  c,  J^  =  ć,  a  otrzymamy  już:    t^  =  c'+cIi  następnie: 
2.-2yg+2(^+(l+2y)g=y>+2y'+(l+4y)|+2(2),=  c»+2c»+(l+4«)«'+2.'»it.d. 
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Wobec  tego  otrzymujemy  szukaną  całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego 
rzędu  drugiego  w  postaci  szeregu  potęgowego: 

, = e+,x+ąfx>+  *+*+?*  ^^^^^ 

28.  Geometryczny  obraz  całek  danego  równania  różniczkowego  ngt 
rzędu.  Łącząc  z  wartościami  spółrzędnyoh  zmiennych  ar,  y  punktu  na  płaszczy- 
źnie wartości  pochodnych  y,  y",.-> yW  w  tern  miejscu,  dochodzimy  do  poję 
cia  elementów  k  r  zy  wolinijny  eh  t.  z.  (n-fl)  -  p  u  n  k  t  o  wy  eh, 

Jako  najprostsze  elementa  tego  rodzaju  występują  elementa  dwupun- 
ktowe,  określone  wartościami  x,  y,  y',  przedstawiające  się  jako  odcinki  pro- 
stolinijne, elementa  trzy  punktowe,  określone  wartościami  2,  y,  y',  ym>  a  przed- 
stawiające się  jako  elementa  kołowe. 

Elementem  (n+l)-punk towym  jest  element  liniowy  w  ogólności 
krzy wolinijny,  łączący  dany  punkt  xy  y  z  n  punktami  nieskończenie  blisko 
niego  położonemi,  następującemi  po  sobie  w  pewien  sposób,  określony  warto- 
ściami y',  y",  ...,  yW.  Przez  każdy  punkt  płaszczyzny  przechodzi  00"  elementów 
(n+ l)-punktowych. 

Płaszczyzna  zawierając  oos  punktów  (2,  y)  zawiera  zarazem  od3  elemen- 
tów dwupunktowych  (x,  y,  y'),  oo4  elementów  trzypunktowych  (xf  y,  y',  y-), 
ogólnie  oo*+1  elementów  krzywolinijnych  n-punktowych,  z  których  oc""1  ele- 
metów  n-punktowych  przechodzi    przez   dany  punkt  płaszczyzny. 

Wszelkie  równanie  różniczkowe  n-go  rzędu: 

/(*,  y,  y',  jf-,-...^)-of 

określa  wtedy  zbiór  00"  elementów  n-punktowych  z  pośród  oo,,+l  takich  ele- 
mentów mieszczących  się  na  płaszczyźnie,  wybranych  w  sposób  danem  równa- 
niem: f(z,  y,  y',  ^....y^J—O  określony. 

Przyjąwszy  dowolnie  spółrzędne  x,  y  pewnego  punktu  P  na  płaszczy- 
źnie, a  zarazem  wielkości:  y',  y ",...,  y(n~~1),  przedstawiające  wartości  pierwszej, 
drugiej, ...,  aż  do  (n — l)-szej  pochodnej  w  tern  miejscu,  odpowiadające  niewia- 
domej funkcyi  danem  równaniem  różniczko wem  określonej,  obierzemy  tym 
sposobem  na  płaszczyźnie  XOY  pewien  element  n  -  punktowy ;  na  podstawie 
danego  równania  różniczkowego  znajdziemy  już  yW,  to  jej  wielkość  określa- 
jącą (n  +  l)-szy  punkt  tego  elementu,  a  zatem  pewne  położenie  elementu 
(tt-f-l)-punktowego,  odpowiadającego  na  podstawie  danego  równania  różnicz- 
kowego przyjętemu  elementowi  n-punktowemu  płaszczyzny. 

Uważając  koniec  tak  wyznaczonego  elementu  (n  +  1) -punktowego,  jako 
początek  nowego  elementu  (n+l)-punktowego,  możemy  znowu  przyjąć  dla 
tego  punktu  dowolne  wartości  pochodnych:  y',  y", ...,  yi*-1)  i  wyznaczyć  na 
tej  podstawie  za  pomocą  danego  równania  różniczkowego  y(n),  a  zatem  wy- 
znaczyć nowjr  element  (n  +  l)-punktowy,  czyniący  zadość  danemu  równaniu 
różniczkowemu.  Tym  sposobem  otrzymamy  pewien  zbiór  elementów  (n-fl'* 
punktowych,  tworzących  pewną  linię  krzywą  na  płaszczyźnie,  która  jest 
obrazem  pewnej  całki  szczególnej  danego  równania  różniczkowego  n-go  rzędu. 

Przyjmując  kolejno  coraz  inny  element  w-punktowy  jako  element  wyj- 
ścia otrzymamy  oon  krzywych,  których  układ  jest  obrazem  całki  ogólnej 
danego  równania  różniczkowego  n-go  rzędu. 

Danemu  równaniu  różniczkowemu  n-go  rzędu  i  pierwszego  stopnia  ze 
względu  na   yW,    odpowiada    zatem    układ    oon    krzywych    na    płaszczyźnie, 


—  923  — 

a  przez  każdy  z  punktów    tej    płaszczyzny    przechodzi    ocn_1  krzywych  tego 

składu. 

Jeżeli  dane  równanie  różniczkowe  n-go  rzędu  jest  zarazem  równaniem 
r-go  stopnia  ze  względu  na  y(w),  natenczas  odpowiada  mu  układ  r  .  oon  krzy- 
wych na  płaszczyźnie,  a  przez  każdy  punkt  przechodzi  r .  oo*-1  krzywych 
tego  układu. 

Ze  stanowiska  geometrycznego  odpowiada  więc  całkowaniu  danego 
równania  różniczkowego  rzędu  n-go,  postępowanie,  na  mocy  którego  z  pośród 
00^+l  elementów  n-punkfcowych  płaszczyzny  wybieramy  elementa  n-punktowe 
tak,  aby  utworzyły  linię  krzywą,  jako  obraz  całki  szczególnej  tegoż  równania, 
a  krzywe  takie  tworzą  układ  oon  krzywych  na  płaszczyźnie,  a  więc  układ, 
którego  równanie  między  spółrzędnemi  z,  y  ich  punktów  zawiera  n  stałych 
dowolnych. 

Drogą  geometryczną  wynika  więc  z  tego  twierdzenie,  że  równaniu  róż- 
niczkowemu pierwszego  rzędu  odpowiada  układ  oo1  krzywych  na  płaszczy- 
źnie czyli  równanie  pierwotne  o  jednej  stałej  dowolnej,  równaniu  różniczko- 
wem drugiego  rzędu  odpowiada  układ  oo2  krzywych  czyli  równanie  pier- 
wotne o  dwu  stałych  dowolnych,  ogólnie  równaniu  różniczkowemu  n-go  rzędu 
odpowiada  układ  oo"  krzywych  czyli  równanie  pierwotne  o  n  stałych  do- 
wolnych. 

28.  Równanie  różniczkowe  zwyczajne  llukolwlek  zmiennych.  Mając  dane 
równanie  pierwotne  złożone  z  (n—l)  zmiennych  niezależnych  xu  %,  ..,£*_i 
i  jednej  zmiennej  zależnej  *,  jako  ich  funkcyi  kształtu:  F(xi7  x21 ...,  £»_i,  *)=0 
i  różniczkując  je  ze  względu  na  wszystkie  zmienne,  otrzymamy  równanie 
różniczkowe  zwyczajne  pierwszego  rzędu  kształtu: 

f  *■  +f  «*> + -  +  £;  *~ + f  d^°-  w> 

swane  zupełnem  równaniem  różniczkowem  zwyczaj  nem  pier- 
wszego rzędu,  odpowiadającem  danemu  równaniu  pierwotnemu. 

Dalszem  różniczkowaniem  tego  równania  ze  względu  na  wszystkie 
■mienne  otrzymujemy  równania  różniczkowe  zwyczajne  wyższych  rzędów, 
odpowiadające  danemu  równaniu  pierwotnemu. 

84.  Równania  różniczkowe  linij  krzywych  na  powierzchni.  Z  równania 
pierwotnego  F(x,  y,  *)— 0  przedstawiającego  pewną  powierzchnię  w  prze- 
itrzeni  otrzymamy  równanie  różniczkowe  zupełne: 

£fc+S?y+?<fc-=0,  czyli:  Fdz+Qdy+Rde=0, 
óx         oy  oz 

-i"  •    '  o    dF        _    dF  dF 

które  w  połączeniu  z  równaniem  pierwotnem  wypowiada  pewną  własność 
dotyczącą  prostych  stycznych  w  dowolnym    punkcie   P(x,  y,  z)  powierzchni. 

Nazywamy  je  też  równaniem  różniczkowem  pierwszego 
rzędu  dotyczącem  linij  na  danej  powierzchni. 

Przy  pomocy  następnych  różniczko wań  otrzymujemy  równania  różnicz- 
kowe awyczajne  wyższych  rzędów  dotyczące  krzywizny  i  ścisłej  styczności 
Bnij  krzywych  na  danej  powierzchni. 
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25*  Tworzenie  równań  różniczkowy  oh  cząstkowych-  Z  danego  równania 
pierwotnego,  określającego  związek  międfcy  zmiennemi  niezależnemi  «n£3,.„,fr 
i  zmienną  zależną  f,  jako  ich  funkcją,  a  zawierającego  przytem  n  stałych 
dowolnych  cu  Cj,. ..,£,,  w  postaci: 

F(xu  z2i  ,iH  zn  4  eu  c3,  ^  cm)-0t  {31} 

otrzymamy  na  podstawie  różniczkowania  cząstkowego  podług  każdej  z  p  zmie* 
nych  niezależnych  xv  x^„tixp  najpierw  p  równań  różniczkowych  cząstkowych 
pierwszego  rzędu,  kształtu: 

dF      dF  d*     n        dF      dF  d*     ft  „ 

^  +  *ą-*'-^  +  s*,-0j  (83) 

różniczkując  otrzymane  równania  różniczkowe  cząstkowe  znowu  cząstko- 
wo   podług     każdej    z    #    zmiennych    niezależnych    z   osobna,    otrzymamy: 

— * — o —  ="  I  ^  1  równań  różniczkowych  cząstkowych  drugiego  rzędu,  a  sto- 
sując w  dalszym  ciągu  to  postępowanie  do  otrzymanych  równań  różniczko* 
wych,  ai  do  figo  rzędu  włącznie,  dojdziemy  w  końcu  do 

p{p±D(p+2)  „.  f  p+n-1)      fp+n-T 


PT1} 


1.2  ...* 
równań  różniczkowych  cząstkowych  n  go  rzędu 

W  ten  spo3Ób  otrzymamy  z  danego  równania  pierwotnego,  licząc  aż  do 
równań  różniczkowych  n-go  rzędu  włącznie,  wraz  z  niem  wogóle: 


>+*+c;1)+(ł;,)+--+rrl> 


równań  różniczkowych  cząstkowych.  Z  tych  k  równań  różniczkowych  mo- 
żemy wyrugować  n  stałych  dowolnych  clr  c,,  ♦..,  c,  występujących  w  dauem 
równaniu  pierwotnem,  a  otrzymamy  Je— n  równań  różniczkowych  cząstkowych, 
zwanych  u  kładem  równań  różniczkowych  cząstkowych  ti-go 
rzędu,  odpowiadających  danemu  równaniu  pierwotnemu  ft-go  rzędu. 

Każdemu  z  k — ft  równań  tego  układu  uczyni  zadość  zmienna  zależna  t} 
jako  fnnkcya  p  zmiennych  niezależnych,  określona  pierwotnem  równaniem 
o  ft  stałych  dowolnych  cu  ąf  ,..,  cff,  jakiekolwiekby  były  wartości  tych  stałych. 
Dane  równanie  pierwotne  nazywamy  przeto  całką  zupełną  otrzyma- 
nego układu  (k — n)  równań  różniczkowych  cząstkowych  n  go  rzęda. 

26*  Przyjmijmy,  że  w  równaniu  pierwotnem,  zawierającem  związek  między 
p  zmiennemi  niezależnemi:  xi%  x2l  ,..,  £p,  a  zmienną  zależną  zf  jako  ich  funkcyą, 
występują  w  miejsca  n  stałych  dowolnych  en  c3,.,.,c»,  wogóle  funkeye  do- 
wolne tplt  CP2,—,  (pn  znanych  p— 1  funkcyj  au  0),...ta^i  zmiennych  niezależ- 
nych, jako  to: 

że  więc  związek  między  p  zmiennemi  niezależnemi  a  zmienną  zależną  *, 
jako  ich  funkcyą,  określony  jest  równaniem  pierwotnem  kształtu: 

F(xu  z2}...>xp,    <pu  7st-i7«)— 0,  (33) 

natenczas,  tworząc  z  tego  równania  pierwotnego  kolejno  równania  różni- 
czkowe cząstkowe  aż  do  m-go  rzędu  włącznie,  otrzymamy  wraz  z  danem 
równaniem  w  ogóle: 
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równań,  w  który  oh  występuje:  a)  p  zmiennych  niezależnych:  xu  x2,...,xPJ 
zmienna  zależna  *  jako  ich  funkcya  wraz  ze  swemi  pochodnemi  cząstko- 
wemi  aż  do  m-go  rzędu  włącznie,  a  nadto:  fi)  n  funkcyj  dowolnych: 

?>i(ai>->flfp-i),     %(«n —ił-Of  —i  V»  (a\  i  —i  a*-i)> 
wraz   ze  swemi    pochodnemi   cząstkowemi    ze    względu   na   znane   funkcye : 
au  Oj, ...,  Op_i,  aż  do  rzędu  m-go   włącznie;  ilość   tych   funkcyj    i   ich  pocho- 
dnych będzie  określona  wzorem: 

Hi+(VKKtV+rra)]- 

Nadając  liczbie  m  kolejno  wartości  1,  2, 3, ...,  musimy  przy  danej  ilości  n 
funkcyj  dowolnych:  q>u  9>s,  .•.,  9>»,  dojśó  w  końcu  do  przypadku,  w  którym 
będzie  A > Z;  wówczas  możemy  z  otrzymanych  k  równań  różniczkowych  wy- 
rugować wszystkie  dowolne  funkcye:  q>i}  c>2>—  >  9>»  w  ilości  n  i  ich  pochodne 
cząstkowe  ze  względu  na  p— 1  znanych  funkcyj:  au  o2,...,  Op_i  danych  p 
zmiennych  niezależnych,  w  ogólnej  ilości  l  dowolnych  funkcyj,  a  otrzymamy 
k—l  równań  różniczkowych  cząstkowych  m-go  rzędu,  zawierających  tylko 
zmienne  niezależne  xu  xtJ...,xpi  zmienną  zależną  z  jako  ich  funkoyą  i  jej 
pochodne  cząstkowe  aż  do  m-go  rzędu  włącznie. 

Taki  układ  k—l  równań  różniczkowych  cząstkowych  m-go  rzędu  nazy- 
wamy układem  równań  różniczkowych  cząstkowych  danego  równa- 
nia pierwotnego.  Układowi  temu  czyni  zadość  funkcya  *,  określona  równa- 
niem pierwotnem,  jakiekolwiek  byłyby  funkcye  dowolne  q>i}  <pv  ...,9>«,  z  tego  po- 
wodu nazywamy  równanie  pierwotne  całką  ogólną  otrzymanego  układu 
k — l  równań  różniczkowych  m-go  rzędu. 

27.  Równania  różniczkowe  cząstkowe  o  dwu  zmiennych  niezależnych. 
Mając  dane  równanie  pierwotne  między  trzema  zmiennemi  x,  y,  *,  a  to  dwiema 
zmiennemi  niezależnemi  2,  y,  ich  funkoyą  *,  zawierające  n  stałych  dowol- 
nych, w  postaci: 

Ffa  V,  *,  «i,  *2>  -1  c«)~0,  (36) 

to  różniczkując  je  osobno  ze  względu  na  każdą  z  dwu  zmiennych  niezależ- 
nych x  i  y,  otrzymujemy  zawsze  dwa  równania  różniczkowe  cząstkowe  pier- 
wszego rzędu,  kształtu: 

dF     dFdz  dF     dFd0 

^  +  ire-0'      a£-+d^~0'  (36) 

następnie  trzy  j^J  równania  różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu,  kształtu : 

d*F       d*Fde      d2F/de\%     dF  d^e 
dxi+    dxdedx+  de*\dx)  +  de  dx*       ' 
d*F      ^^.jWtodtFtededird*^ 
dxdy      dzdedjf      dsdydz       Se1  dx  dy       dz  dxdy~  '  ^    ' 

d3F  ,_dłFd*    .PF/diydFdh        . 

ogólnie  (         )  równań  n-go  rzędu.    W   ten  sposób   otrzymamy   aż   do   r-go 
rzędu  włącznie  ogółem : 
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o*yli:  l+2+8+4+...+„+l„ŁtiHr+2i_(^a)-ł 

równań,  z  których  możemy  n  stałych  wyrugować,  a  otrzymamy : 

(r+l)(r+2) 

2 ' 

równań  różniczkowych  cząstkowych  r-go  rzędu  bez  stałych  dowolnych. 

9     I    * 
równań  różniczkowych  r-go  rzędu.    Dla  r=»l,   n=2,  otrzymujemy: 

Danemu  równaniu  pierwotnemu  kształtu  F(rr,  y,  *,  a,  ft)=0  odpowiada 
tedy  jedno  równanie  różniczkowe  cząstkowe  pierwszego  rzędu  bez  stałych 
dowolnych,  równanie  pierwotne  o  dwu  stałych  dowolnych  jest  więc  całką 
zupełną  otrzymanego  równania  różniczkowego  cząstkowego  pierwszego  rzędu. 

28.  Przyjmijmy  teraz,  że  funkcya  z  jest  określona  równaniem: 

F[*,  y,  *i  ?,(a),...,Ma)HO, 
gdzie  a  jest  znaną   funkcyą   zmiennych   x,  y,  z,    zaś   <piy  c>2,...,  <pn  dowolnemi 
n  funkcyami. 

Potwórzmy  pochodne  cząstkowe  tego  równania  aż  do  r-go  rzędu  włą- 
cznie,  tedy   otrzymamy:  i -± -=ł    równań,     w     których     występują: 

a)  zmienne  niezależne  a?,  y  i  ich  funkcya  0  wraz  z  pochodnemi  cząstkowemi 
aż  do  rzędu  r-go,  /J)  funkcye  q>i7  q>2}..  ,q>n  wraz  z  poohodnemi  tych  funkcjj 
ze  względu  na  daną  funkcyę  a  aż  do  r-go  rzędu,  których  ilość  określ* 
liczba : 

Z  i=-f  £  J  równań  możemy  wyrugować  funkcye  dowolne  yn  flPj,...,  9« 
i  ich  pochodne,  ogółem  Z=n(r+1)  funkcyj,  a  otrzymamy: 

^*.fc±^ta_.fr+I,_(,+1J(^!  .j_£±afif»=!fi., 

równań  między  zmiennemi  niezależnemi  #,  y,  ich  funkcyą  0  i  ich  pochodnemi 
cząstkowemi  aż  do  r-go  rzędu  włącznie.  Temu  układowi  równań  różniczko- 
wych cząstkowych  uczyni  zadość  funkcya  *,  określona  równaniem: 

F[x,  y,  m,  <Pi((*),...}<Pn{a)]-0 
jakiekolwiek  byłyby  funkcye    q>v  <p2, ...,  <p*. 

Nazywamy  to  równanie  całką  ogólną  otrzymanego  układu 
równań  różniczkowych  cząstkowych  r-go  rzędu.  Dla  r=l. 
n=l,  otrzymuje   ł=»3,    Z*=2,  zatem  i— Z— 1. 

A  zatem:  Danemu  równaniu  pierwotnemu  kształtu:  JF(g,  y,  *,  9Ka)]^0t 
gdzie  a  jest  znaną  funkcyą  zmiennych  xs  y,  *,  a  y  jest  funkcyą  dowolną  od- 
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powiada  jedno  równanie  różniczkowe  cząstkowe  pierwszego  rzędu  bez  funk- 
cyi  dowolnej. 

Otrzymane  równanie  nazywamy  też  równaniem  różniczkowem  cząstko- 
wem  danego  równania  pierwotnego  z  jedną  funkcyą  dowolną,  a  to  równanie 
pierwotne  nazywamy  całką  ogólną  otrzymanego  równaniaróżnicz- 
kowego  cząstkowego  pierwszego  rzędu. 

29.  Równania  różniczkowe  powierzchni.  Z  równania  układu  powierzchni 
kształtu:  F{x,  y,  *,  ct,  ca, ...,  c,)=0,  zawierającego  n  dowolnych  parametrów 
otrzymujemy  na   podstawie    r-krotnego   różniczkowania   cząstkowego,    licząc 

zarazem  równanie  pierwotne,  ogółem  (  9  )  równań,  z  których,  po  wyrugo- 
waniu n  stałych  w  przypadku,  gdy  *>n,  otrzymujemy  układ  (k—ń)  równań 
różniczkowych  cząstkowych  r-go  rzędu,  stanowiący  równania  różniczkowe 
danego  układu  powierzchni. 

Poszczególne  równania  różniczkowe  cząstkowe,  otrzymane  z  danego 
równania  pierwotnego  wypowiadają  pewne  własności  poszczególnych  powierz- 
chni tego  układu,  zależhe  od  wartości  stałych  dowolnych,  występujących 
w  odnośnych  równaniach.  Układ  równań  różniczkowych  cząstkowych  bez  sta- 
łych dowolnych  wypowiada  wspólne  własności  wszystkich  powierzchni  danego 
układu. 

Geometryczna  interpretacya  tych  własności  zależy  od  rzędu  odnośnego 
równania  różniczkowego  cząstkowego  i  opiera  się  na  znaczeniu  geometry- 
cznem  pochodnych  cząstkowych  pierwszego  i  wyższych  rzędów,  odpowiada- 
jącem  geometrycznemu  znaczeniu  równania  pierwotnego  jako  równania  po- 
wierzchni. 

W  myśl  tego  znaczenia  równania  różniczkowe  cząstkowe  pierwszego 
rzędu  wypowiadają  własności  powierzchni,  danem  równaniem  pierwotnem  okre- 
ślonych, dotyczące  styczności  i  elementów  związanych  z  płaszczyznami  sty- 
czności w  punktach  tychże  powierzchni. 

Równania  różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu  wypowiadają  własno- 
ści powierzchni,  danem  równaniem  pierwotnem  określonych,  dotyczące  krzy- 
wizny i  elementów  od  głównych  promieni  krzywizny  zależnych,  w  punktach 
tychże  powierzchni. 

Równania  różniczkowe  cząstkowe  wyższych  rzędów  wypowiadają  wła- 
sności ścisłej  styczności  danych  powierzchni  układu  z  prostszemi  powierzch- 
niami wyższych  rzędów,  -  względnie  zmian  głównych  promieni  krzywizny 
w  poszczególnych  punktach  promieni. 

Przykłady  równań  różniczkowych  cząstkowych  poszczególnych  rodzajów 
powierzchni  poznaliśmy  przy  sposobności  badania  krzywizny,  tudzież  w  teo- 
ryi  tworzenia  powierzchni. 


ćwiczenia  LVII. 

1)  Wykazać,    że  równanie  pierwotne  F(x,  y,  C)  =  0  o   stałej   dowolnej    C  prowadzi 
do  zwyczajnego  równania  różniczkowego  pierwszego  rzędu  kształtu:  /(*,  y,  y*)  =  0. 

Wyprowadzić  równania  różniczkowe  następujących  równań  pierwotnych: 

2)  (y-r)*-2*=-0.     3)  r*+2Cy-C*~a*  =  0.     4)  (;r-.2C)»+<V  =  Ca     5)  2*-3cy+c»  =  0. 
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6)  log  (\/*i-xy-y+2*)-  r,^  arc  tang   -^-(2  Vl-^+l)  =  C.  7)  y  =  «+  l/l+? 

8)    y  =  (x+c)tf».        9)   y1— 2cx— c*  =  0.        10)   y  =  c,  cos  ar+c,  sin  ar.        11)   y^arlog^i^. 

12)    y  =  2c,x+ć,xl.  18)    y,  =  c1— ej*1.         14)    ^as+Cjy  «xy.         16)    y  =  «*(«,-4-c,x+eiae,> 

16)  (1— ar)y  =  cta:a-f  Ci*-f<*t     17)  y  =  Cjfi^+^e^+Cj  sin  (*+c4) 

Wyznaczyć  w  postaci  szeregów  całki   ogólne  następujących  równań  różniczkowych: 

«9Ś-*— •      "og-*      «9-S^-a      2i)«(g)ł-22g+«=o. 

22)  Wykazać,  że  każde  równanie  różniczkowe  zwyczajne  rzędu  pierwszego  posiada 
całkę  ogólną,  zawierającą  jedną  stałą  dowolną. 

23)  Dwa  równania  pierwotne :  /(ar,  y)  =  e,  i^(x,  y)  =  C,  każde  o  jednej  stałej  dowolnej 
prowadzą  do  tego  samego  równania  różniczkowego  pierwszego  rzędu ;  dowieść,  że  w  takim 
razie  Jakobian  funkcyj  F  i  f  jest  zerem. 

Wyznaczyć  całki  ogólne  następujących  równań  różniczkowych  rzędu  pierwszego: 

24)  (2y-l)<*x+xrfy«0;        25)  y(l+y*)«*x-x(l-y*)<*y  =  0;       26)  T/i=y*dy-ydx  =  0: 

27)  dy-2sin  l-dx  =  Q;  28)     \/ T+y  «*x-x  <*y  »  0 ;  29)    (««—  »V)4b— <*y=0: 
30)  ary rfy+(  1  -  y)J  «Ł»  =  0.          81)  sec1 » tang  y  tfx-fsecs  y  tang  x  dy  =  0. 

82)  (l+y^iŁc-Cy+^l+y1)  (1+**)*'*  <*y  =  0.  83)    sin  a?  cos  y  dx— cos  *  sin  y  <*y  =  0. 

Znaleźć  linie  krzywych,  dla  których: 

84)  T«fl,    85)tf=a,    86)  2'  =  a,    87)  i^  =  a,    88)2*  =  *,    89)  tf'  =  *. 

Znaleźć  trajektorye  prostokątne  układu  krzywych: 

40)  y  =  ex",    41)  y  =  c.  log  xy    42)  y  =■  c .  sin  x,    48)  y  =  e .  tang  x,    44)  y  =  e.  arc  sin  2-. 

dv 

45)  Wykazać,  że  całka  ogólna  równania  różniczkowego :  ^£  «=  oas-fy1,  przedstawia  się 

w  otoczeniu  miejsca  x  =  0  w   postaci:     y  =  c+c1x+— (a+2c,)as,+^-c(a+SV5)aj3+... 

a  o 

Utworzyć  równania  różniczkowe  cząstkowe  odpowiadające  następującym  równaniom 
pierwotnym  o  dowolnej  funkcyi  <p: 

46)  ,.-xy-?>(|)=a        47)  sin  .  -  sin  . .  *(*£).        48)  *+£t*  _  „  (f ). 
Rozwiązania    LVII.  2)    2y*  \/»  — 1«=0.  3)    (a?1— Oy'1— 2*yy'— a'  =  0. 

4>  ^H^y'H^+??^'  &W8-y'M-C=o.  6)  y  =  a+Yi— i.  7)  y^j^+Y/I+f75- 

8)  y'~y  =  •"•     9)  yyiJ+2ay  —  y.     10)  y"+y  =  0.      11)  *y+(y-*y'),  =  0.     24)  »V/2y^I  =  C 
25)(l+y>)x=(7y.  26)    g+^l^-log1"^1"**^  C.  .         27)    *-logtang^  =  C 

28)  x  =  C(y+VT+i*).  29)     o+fcy  =  0(a-by\e***.  80)     Jl_+logar(l-y)=  C. 

81)  tanga. tang y=C.    82)        * -  4- log (l+y*)-log(y+X/i+y*)=  C.   88)  cosy=tfsinx. 

84-89)  Partrz  art.  16  str.  918.      46)  a»^+y«^«ay.      47)   tanga: ~+tangy  0  =  tang r. 

48)   (y«+*«-x')g=2a^+2x*. 

Literatura.  A.  R.  Forsyth:  A  treatise  on  Di  fferential  equations.  London  1888. 1.  H  o  a  e  1 : 
Cours  de  calcul  infinitesimal.  Paris  1880.  C.  Jordan:  Cours  d'analyse  Paris  T.  I.  189& 
II.  1894.   III.    1896.     W.   Zajączkowski:    Wykład   nauki   o   równaniach   różniczkowych. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Tworzenie  równań  różniczkowych  zwyczajnych. 

2.  Tworzenie  równań  różniczkowych  cząstkowych. 
8.  Całkowanie  geometryczne  równań  różniczkowych. 


Wykład  LVIII. 

Szczególne  metody  całkowania  równań  różniczko- 
wych zwyczajnych  rzędu  pierwszego. 

1.  Metoda  oddzielani*  zmiennych.  Najprostsze  typy  równań  różniczko- 
wych zwyczajnych  rzędu  i  stopnia  pierwszego,  przedstawiających  się  w  po- 
staci normalnej: 

Mdx+Ndy=0,  (1) 

tworzą  równania  różniczkowe,  w  których  zmienne   są   oddzielone  lub  za  po- 
mocą zwykłych  działań  rachunkowych  dadzą  się  oddzielić. 
Należą  tu  równania .  kształtu ; 

a)   -£=f(x)>  ozylł:  dy=f(z)dx, 

dv  , .  dv 

y)  <p(x)dx+\l)(y)dy=Q} 
ogólnie  równania  typu: 

9>i(*M(y)  dx+g>2(x)y)2(y)dy=0,  (2) 

które  sprowadzają  się  do  postaci: 

i  mają  całkę  ogólną,  kształtu : 


}<p2(x)       JVi(y) 


2.  Metoda  zamiany  zmiennych.  W  szczególnych  przypadkach  możemy 
w  danem  równaniu  różniozkowem  oddzielić  zmienne,  wprowadzając  w  miejsce 
zmiennych  występujących  w  równaniu  nowe  zmienne  za  pomocą  stosownych 
podstawień. 

Ogólny  kształt  takich  podstawień  przedstawiają  równania: 

*-»(«,  v),    y-V(w,  v),  (3) 

skąd  otrzymujemy : 

Dobierając  odpowiednie  funkcye  q>  i  ip  możemy  niekiedy  przekształcić 
dane  równanie  różniczkowe  na  prostsze,  zwłaszcza  na  takie,  w  których 
nowe  zmienne  u  i  v  można  oddzielić. 

Dr.  DsiwiAski.  Wyki.  matom.  I.  Tom  II.  ^ 
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Podstawienia,  wprowadzające  nowe  zmienne  «it?w  miejsce  zmiennjeh 
x  i  y7  mogą  być  zastąpione  także  takiem  podstawieniem,  które  wpTowadti 
tylko   jedną    nową    zmienną.    Podstawiając    mianowicie    y«gp(rt  u),  a  więc: 

dy=^d$+  --riw,  zamieniamy  równanie  różniczkowe  Mdx  +  Ndy=0  o  imien- 

nych  z  i  y  na  równanie  kształtu  Pdz+Qdu^Q  o  zmiennych  z  i  u. 

Rodzaje  podstawień  trudno  ująć  w  ogólne  prawidła,  dla  tego  wyjaśni- 
my tylko  sposób  postępowania  na  przy  kładach. 

1}  Mając  up*  wysnacaye'  całkę  równania: 

w  którem  zmiennych  ku  pomocą  dzielenia  nie  mota*    oddzielić,  połóżmy:    y*  =  x'}  *  *i&' 
2ydy  =  x  dz+s  dxt  a  przekształcimy  dane  równanie  różniczkowe  w  następujące : 
(ar— «)  dr-]- a?1  dz+xzdx  —  0,  ossyli :  &xĄ-x  dz  =  0T 

w  któretn  zmienne  tnoAemy  juł  oddzielić:  — \-dt  =  Qt  a  otrzymamy  całką  ogólną :  logT+f^Ct 

Tyin  sposobem  otrzymujemy  całkę  ogólmy  danego  równania  różniczkowego  w  postwi;  | 

* 
log  x^y   =  C,  csyll:  *#"=C* 

2)  Mając  znowu  wy*naczyd  całkę  równania  różniczkowego; 

(x+y)7dy  —  aldx  -=  0. 
w  którem  niepodobna  oddzielić  zmienny  cli  •  i  y  ti  pomocą  dzielenia,  polń&my: 

T-\-y  =s  wt  a  wice :  <fc  =  rfti  -  rfy, 
a  otraymatny  równanie: 

u*dtj-  a*d*Ą-a*dy  =  Q,  czyli :  (ti>+fl*)ify— a><fa  «  Ot 

które,  po  oddzieleniu  nowych  zmiennych  y  i«,  sprowadza  się  do  postaci: 

dy B-j — ^  =0  i  daje  całkę  ogólną:  y— oarctang       —  C. 

Wracając  do  pierwotnych  imiennych  j  i  y,  otrzymujemy  stąd: 

#— «  arctang      l  =  C,   a  więc: =-arctang t   czyh  równanie:  ar-^-y  *=  a  tang       % 

a  aa  i 

jako  całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego. 

S.  Zastosowania  geometryczne,    »)  Trajektorye    ukośnokątiie   układu    prosty  eh  y^nt 

Równanie  różniczkowe  trajektoryj  ukośnokątnych    względem    układu  prostych   gwtąfctó 

remu  odpowiada  równanie  różniczkowe: 

y 

ff'™--  *  ^yli*  t/dx—xdif  =  Q  przedstawia  sica* 
mocy  art  18  str.  919  w  postaci : 

£-*-—•(•+ S& 

1 


cayli :        *  rte-f-y  dy  = . 


{xd$-yd*}. 


Fig  266, 


tangB 

Kładąc:  j  =  r.  cos  ?,  y  =  r,  sin*,  a  więe^ 
rfjf  =  cos  o  rfr— r  gin  ©  <f  3,  dy  wm  sin  «  rfr*f  r  cos  o  ter 
otrzymamy: 

0  dxĄ-$  dtf  =  r  dr,    z*  dy  —y  dx  —  r1  <f ?, 
zatem  równanie  różniczkowe  między   ssmiwwiflii 
r  i  |  w  postaci: 

r  dr  =  ^     '       r1  f/s.  czyli !    --  ** -=  ^!< 

tangti  J  r        tangG 
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a  stąd  całkę  ogólną  kształtu:  r  =  Ce    ng    ,    przedstawiający   spiralne   logarytmiczne   jako 

7?  V 

szukane  trajektorye.    Jeżeli  0=—,   tedy   równanie   odnośne  otrzymuje    kształt:  r=Ce 

(fig-  ?66). 

(3)  Przykład  trąjektoryj  ortogonalnych.  Znaleźć  ortogonalne  trajektorye  krzywych 
o  własności:  rxrt  =  a\  gdzie  r,  i  r,  są  odległościami  ich  punktów  od  dwu  stałych  punktów. 

Oznaczywszy  odległość*  stałych  punktów  przez  2e  i  przyjąwszy  prostą  łączącą  te 
punkta  za  oś  ar-ów,  a  jej  środek  za  punkt  początkowy,  otrzymamy  równanie  różniczkowe 
trajektoryi : 

(•■+,■)(.*-,)—(•»• 

a  stąd  po  scałkowaniu  równanie  trajektoryi: 

Ortogonalnymi  trajektoryami  układu  spółogniskowych  krzywych  Cassiniego  (Patrz 
str.  672  art.  15  i  nast.)  są  zatem  spółośrodkowe  hiperbole  równoboczne. 

4.  Równania  różniczkowe  jednorodne.  Szczególny  przypadek  równań 
różniczkowych  rzędu  i  stopnia  pierwszego,  w  których  zmienne  za  pomocą 
wprowadzenia  nowych  zmiennych  zawsze  oddzielić  można,  stanowią  równa- 
nia różniczkowe  jednorodne.    Są  to  równania  kształtu: 

Mdx+Ndy=Q, 
w  których    spółczynniki    M  i   N  są   jednorodnemi    funkcyami    zmiennych  x 
i  y  tego  samego,  np.  n-go  stopnia,  zatem  dadzą  się  przedstawić  w  formie: 

Ogólny  kształt  równania  różniczkowego  jednorodnego  będzie  zatem : 

V^)dx+ę{^)dy^01  (B) 

Kładąc:  y=ux,  a  więc  dy=udx-\-xdu  sprowadzimy  powyższe  równanie 
jednorodne  do  postaci: 

w  której  są  zmienne  oddzielone,   skąd   otrzymujemy  całkę  ogólną  w  postaci 
fnnkcyi  między  zmiennemi  %  i  «  kształtu: 

Po  wykonaniu  wskazanego  całkowania,  należy  zastąpić  zmienną  u  przez 

stosunek:  — ,  a  otrzymamy  szukaną  całkę  ogólną. 

x 

Przykłady,    ot)  Znaleźć  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  jednorodnego: 

(y — *)  dy+y  dx  =  0. 
Boz wiązanie:  Kładąc:  y  =  ux,  zatem:  dy  =  u dx~\-x du   sprowadzimy   to   równanie  do 
postaci: 

»(«—  l)(udx+xdu)+uxdx  =  0,  czyli:  a?(w— l)du-\-uldx=*Oy 

dx      w— 1 
stąd  otrzymujemy:  1 —  y  du  =  0, 

zatem  całkę  w  postaci  ogólnej: 

log  «+log  u +--  =  C,  czyli :  log  {ux) »  C—  , 
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&  więc:  ux^Ce     *s  czyli:  f=  Ce    i, 

jako  całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego, 

fi)  Znaleźć  całkę  równania  różniczkowego  jednorodnego  kształtu 
(8y+10t)  <fc-K6H-7sO<fe  *-  & 

Rozwijanie:  Kładąc:  y^ur,  otrzymujemy: 

stąd:  ff{6*#+7)  «te+ (6h-+  l§u+\Q)dx^-0f 

zatem  rozwiązanie  ogólne  w  postaci; 


hu+i 

Ze  względu  na  tot  ze: 


Io**+łJ. 


tf*=a 


5«+7  £u+l  2  3 

a  więc:  Js^^^S  rf*  —  loff  [(«+D* - C»+2)T, 

otrzymujemy  powyższe  równanie  w  postaci: 

log*-|-|  log  [(#+l)'(«+2)s]  ■*  C, 

skąd  wypada  równanie :  (*+y}4  (y+2^)1  «  C, 

jako  całka  ogólna  danego  równania  różniczkowego. 

5.  Równania  różniczkowe  niejednorodne  możemy  w  niektórych  przy* 
padkach  za  pomocą  szczególnych  podstawień  przekształcić  na  równania  jedao* 
rodne,  Do  tych  należą  równania  różniczkowe  kształtu: 

które  zamieniają  się  na  jednorodne: 

albo:  1)  skoro  podstawimy:  z=x'— a}  y=y'~§  i  obierzemy  rr  i  §  tak, 
żeby  spełniły  się  warunki :  aa  +  fi/J=tf,  ała^b*§=-c*; 

albo:  2)  skoro  podstawimy:  az+by-\-c=£%  a'z-\-bły  +  ć=^t]\ 
Mając  ii |).  dane  równanie  różniczkowe  niejednorodne: 

to  *)  podstawiając:  i  — x'— —f  y— ■y+^1  otrzymamy  równanie  różniczkowo  jednorodna 

o  a 

p)  podstawiając  zań:  2fc— y-|-l  — £,  2y— #~l  =  i],  a  więc:  2dm~~ dg  =  d^^  2dy— ds^h 
czyli:  d.-l(2«+*A    ^=-(^4-^), 

otrzymamy  równanie  jednorodne: 

Pierwsze    prowadzi    na    mocy   podstawienia:    $*  =  ux1  do    równania   różnicBkowff' 

"  +  iA^i ^Ts^Ot  skąd  otrzymujemy  iego  całkę   ogólną   w    postaci:  ^'-^y'*— *Y^ 

drugie  prowadzi  na  mocy  podstawienia :  y  »■  t?^  do  równania  różniczkowego : 

akad  otrzymujemy  znowu  jego  całkę  ogólną  w  postaci:  E'-H*+fr)=  P- 

Oba  rozwiązania  prowadzą  ostatecznie  do  całki  ogólnej  danego  równania  TÓim&ko> 
wego  niejednorodnego  w  postaci:  xs-f  ya— 3ry+x— y  =  C 


—  933  - 

6.  Równania  liniowe  pierwszego  rzędu.  Równaniami  różniczkowemi 
liniowemi  nazywamy  równania   kształtu: 

|+iV-C,  (6) 

gdzie  Pi  Q  są   wyłącznie  funkcyami  zmiennej  x. 

1.  Jeżeli  Q=0,  tedy  mamy: 

zatem  rozwiązanie  ogólne: 

9-G.S'", 
gdzie  C  jest  dowolną  stałą. 

2.  Jeżeli  Q  jest  różne  od  0,  przyjmijmy  jako  rozwiązanie  danego  rów- 
nania, równanie  kształtu:  y<=*Ce~JPdx1  uważając  C  jako  niewiadomą  funkcyę 
zmiennej  z,  którą  mamy  wyznaczyć  tak,  aby  danemu  równaniu  różniczko- 
wemu stało  się  zadość.  Wstawiając: 

y-ft-J*   a  więc:  g-^.e-/*-Gft-/* 

w  dane  równanie  różniczkowe,  otrzymamy  warunek: 

M.e-f^-g,  ożyli:  ^-qJ™°,  z»tem  C-JO^to+e, 

jako    szukaną   funkcyę,    która    wstawiona   za    C  daje   rozwiązanie    szukane 
równania  liniowego  pierwszego  rzędu  w  postaci: 

czyli :  y=ceSPd*  +«-/*  jc^ck.  (7) 

Powyższą  metodę  całkowania  równań  różniczkowych  liniowych  rzędu 
pierwszego  nazywamy  metodą  zmienności  stałych. 

Przykład.  Rozwiązać  równanie  różniczkowe  liniowe: 

dy         2 

Rozwiązując  najpierw  równanie  prostsze  kształtu: 

- v  =  0. 

otrzymujemy  w  tym  celu  po  oddzieleniu  zmiennych  równanie  różniczkowe: 

które  scalkowane  daje  równanie  pierwotne: 

logy-21og(*+l)=<7, 
skąd  dostajemy :  y  =  C(xĄ-l)\ 

jako  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  uproszczonego  kształtu: 

*_JL         o 


Wobec  tego  otrzymujemy  całkę    ogólną    danego    równania    różniczkowego   liaiawegu 
w  potilaci; 

„('--^■+,)(,+1)". 

7,    Metoda  cal konania  równania  różni e/kowt^o   liniowego  rzędu  pler 
wszoro  za  pomocą  funbcyl  dowolnej.    Wprowadzając  w  równaniu  różniczko- 

wera  liniowem :     *-+ł*if**Q    dwie    nowe    zmienne    u  i  t>    za    pomocą   podaU- 


wierna: 


%  (/v  (//i 

eta        djc       dx  * 


dostajemy: 

zatem  dane  równanie   w  postaci : 

w  której  jedna  ze  zmiennych  w  i  w  może  być  dowolnie  obraną* 
Przyjmijmy  funkcyę  v  tak,  aby  było; 

3-  +  rv*=v,  czyli:  — =— -^aa;, 

logv=C— [Pdx,   czyli  zatem:  t?=c?e  J 
wówczas  równanie  (8)  sprowadza  się  do  postaci: 


(9) 


skąd  wypada: 
zatem : 


1-       l-     J«. 


-  —      Q=—Q.e 
dx      v  c 


u—^oJi^dz+Ci.  (10) 

Całka    ogólna    danego    równania    różniczkowego    liniowego    otrzymuje 
przeto  kształt: 

[1  f  ^  f/u* ,     .      1     —  f/w* 
—  \C<?J     eta  +q  lec   J     , 

..  fi,«ix         —  f/Ytef  _   f/w*  , 

czyli:  y^cc^e  J      +e  J      \QeJ     efx, 

a  więc:  y^Cf*      +e*  '*\Qe*   *dx,  (11) 

gdzie  C=ccK  jest  stałą  dowolną. 
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8.  Stosując  tę  metodę  do  równania  liniowego: 

dv         2 

dy  (Uff  {Jff 

a  wiec,  kładąc:  y  =  «p,  ^"ii+^tj  otrzymujemy  równanie: 

któremu  stanie  się  zadość,  skoro  się  spełnią  równania  różniczkowe: 

dv        2v        -  du      ,    ,  łV.      ^ 

z  których  możemy  wyznaczyć  funkcye  u  i  9.* 
Z  pierwszego  dostajemy: 

—  =     --,  zatem:  log  *  =  2  log  (*-f  l)+loge,  a  więc:  v  =  e(x+l)\ 

V  SB-J-l 

Wobec  tego  drugie  równanie  różniczkowe  sprowadza  się  do  postaci: 

«(*+l)ł^  -  (■+!)•-  0, 

skąd  otrzymujemy: 

*-4-l                                 1  f                                               1  (*-ł-l)ł 
du  =  — '     <**,  zatem :  «  =  — J  (x+l)dx+et ,  czyli :  w  =   -  i — \-ct . 

Całka  ogólna  danego  równania  różniczkowego  otrzymuje  więc  kształt* 

,-„(Afe+2+<l).(.+1)., 

czyli  :  y  =  R— +  ^K*"1"1)''  Jak  WyŻej- 

9.  Równania  Bernouilfego.  Równania  różniczkowe  kształtu: 

g+Py-<&»,  (ia) 

gdzie  P  i  C  są  wyłącznie  funkcyami  zmiennej  niezależnej  o?,  zwane  równa- 
niami Bernouill^ego,  dadzą  się  sprowadzić  do  formy  liniowej.  Kładąc  miano- 
wicie yx-n^gf  otrzymamy  równanie  liniowe: 

^+(l-»)P.#-(l-n)G.  (13) 

Mając  np.  dane  równanie  różniczkowe  Bernouilli'ego  kształtu: 

dx'rx+l~      2      y' 

podstawimy:  y-2.-=s,  a  więc:    y  =  z— Vi, 

rfy  1  <te 

a  otrzymamy :  £  «  -  y  ■-»/,  ^ , 

wobec  czego  przekształci  się  dane  równanie  w  następujące: 

1m-iim±a-Ht-   (»+1)'T-»> 
~¥*  fc£+s+r r~'  '" 

skąd  otrzymujemy  równanie  różniczkowe  liniowe  między  zmiennemi  xi«w  postaci: 

dz         2z 

którego  całka  ogólna  w  myśl  art.  6  otrzymuje  kształt: 

H(-^'+.|(.+0'. 
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Całka  ogólna  danego  równania  Bernouill'ego  przedstawia  się  więo  w  postaci: 

■tfh  (*+.)*i('!tiŁ'+c}»'->- 

10.  Buwuanle  Rłc«atiViro.  Tak  nazywamy  równanie  różniczkowe  kształtu: 


dy 


■+W+CM+H  =  0, 


" 


w  którem  spólczynniki  P,  Q7  H  sh  wyłącznie  funkcyami  zmiennej  *.  Bównanie  to  nledific 
w  ogólności  scalkować  w  lormie  zamkniętej.  Możemy  jednak  wyznaczyć  jego  calke ogók* 
gdyby  znaną  byia  jakakolwiek  całka  szczególna  togo  równania. 

Niech  będzie:  y  =  fx{x)  pewną  iunkcya.,  czyniąca  radość  temu  równani u,  c»y  1J  \w*v\ 
znaną  całką  szczególną  tego  równania,  poló&my: 

tłu       du,    .   dz 
y  =  y,+«,  awięc:<s=^+^l 

a  otrzymamy  z  danego  równania: 

czyli:  (£+Vi+&l+*)  +  ^(^ft +$)*+**'  =0, 

a  ze  według  założenia: 

-£+Py\+Q»t+R=0, 

przeto  sprowadza  się  ostatnie  równanie  do  równania  Bernoui]k.'go,  kształtu: 

Równanie  to  na  mocy  podstawienia  *  =  «—',  przekształca  się  na  równaniu  liniowe: 
któremu  na  podstawie  art.  6  odpowiada  całka  ogólna  w  postaci: 

*  —  ?<•)+ et  to- 

Wobec  tego  całka  ogólna  danego  równania  Riccatiego  otrzymuje  kształt: 


czyli: 


Przyjmijmy  dowolnie  cztery  całki  szczególne,  odpowiadające  czterem  wartościom: 
*?i»  Łs»  €j>  <■'*  stałej  dowolnej  C,  w  postaci: 

natenczas  otrzymamy: 

yi— m .  n—yi  =  fi— fi .  fi— fi 
ys-yi   yi-yi     fi— fi  *  fi— fi' 

To  znaczy :  Stosunek  anharmoniczny  czterech  całek  szczególnych  równania  Riccatiego  jat 
ilością  stałą. 

11.  Zupełne  równania  różniczkowe  rzędu  pierwszego.  Zupełnem  nazy- 
wamy równanie  różniczkowe  Mdx+Ndy=0,  które  powstało  przez  bezpośre- 
dnie różniczkowanie  pewnego  równania  pierwotnego  kształtu:  /"(£,  y)=^ 
pierwsza  strona  danego  równania  różniczkowego  jest  tedy  zupełną  różniczka 
jakiejś  funkcyi:  f(x}  y). 
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Koniecznym  i  wystarczającym  warunkiem,  aby  pierwsza  strona  równa- 
nia Mdx+Ndy=0  była  zupełną  różniczką,  jest: 

dM     dN  df  df 

-r-^T-!  gd7ż  skoro:  M="—,  N=—, 
dy       dx '  B  J  dx '  dy ' 

.    .  dlf       d2/      .  .    .    .    dN       d2f  ,       dM     dN  M_. 

wtedy:        <*  =a^' Jak0też:  *-£*»  przeto:  di  -  to-  (15) 

Skoro  ten  warunek  się  spełnia,  tedy  możemy  położyć  du=M dz +Ndy.  Całkując 
ze  względu  na  x,  otrzymamy:  u=[Mdx+C)  gdzie  (7  jest  wielkością  od  z  nie 
zależną,  ale  może  się  zmieniać  wraz  ze  zmienną  y,  jest  zatem  pewną  funk- 
cyą  zmiennej  y,  możemy  zatem  napisać: 

u-lMix+<p<3,\  (16) 

a  że    ma   być:  j-=*N,  przeto  otrzymujemy  na  wyznaczenie  <p(y)  warunek: 

*_Ędx      d^y)  .  dm^N_dJMdx 

dy  dy  dy  dy 

^)_J(tf_3g*!)*+4  zatem  będzie:    \u dx+  ^N-*^)dy=C 

rozwiązaniem  danego  równania. 

Uwaga.  Wyrażenie:  N L musi  być  wyłącznie  funkcyą  z  y,    czyli 

nie  może  r  zawierać,  co  nastąpi,  skoro: 

d(^    d[Mdx\    A         ..     dN       dd\Mdx    A 

-=— I JV ^ — 1=0.  czyli:  -, -j--^ =0i 

dxV  dy     /       '      J        dx      dz     dy  ' 

dN      d  d[Mdx         ,.     dN     dM 

zatem :  — -  =  ^- .  -^ ,  czyli :  -=-  «=    _  - , 

dx      dy      dx  J        dx       dy 

—  S-Sj— — i- 

Aby  więc  rozwiązać  równanie:  Mdx+Ndy=>0,  którego  lewa  strona  jest 
zupełną  różniczką,  całkujemy  M dz  ze  względu  na  rc,  uważając  y  jako  stałą 
i  dodajemy  w  miejscu  stałej  dowolnej  dowolną  funkcyę  y.  Otrzymana  suma 
różniczkowana  podług  y  musi  być  równą  N;  stąd  znajdziemy  żądaną  funk- 
cyę zmiennej  y.  Tak  powstała  suma  zrównana  ze  stałą  dowolną,  będzie  szu- 
kanem  rozwiązaniem. 

Przykład.    (aj«-4ry— 2y*)dx+(y*-Łcy-2x*)dy  =  0.   Mamy  tu:  ^  =  ^=  -4y-4*. 

a;3 
Rozwiązanie:  JAf<*a?  =  J(a;,— 4ry— 2y')cŁc=  ^  —  2xhj— 2y*x+y(y). 

N=  y*-4xy-2x* -  1  [|*  -  2* V  -  V*+?w]  =»  -  2*'- 4*y+ ?'(*), 

y3 
stąd:  ?/(y)1—y,ł  przeto:  ®(y)=*  g-. 

Szukanem  rozwiązaniem  danego  równania  różniczkowego  jest  zatem: 
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18*  Teorya  czynników  całkujących.  Jeżeli  lewa  strona  równaniu  róimci 
kowego :  Mdx*{-Ndy=Q  nie  jest  zupełną,  różniczką,  można  ją  taką  zrobić 
mnożąc  równanie  przez  pewną  funkcyą:  fi=f{x%  y),  którą  nazywamy  czynni- 
kiem całkującym. 

Czynnik  całkujący  istnieje  zawsze,  istnieje    bowiem    aawsze    równanie: 
<p(X}  *f)  =  c}  dogadzające  danemu  równaniu  różniczkowemu:    M dx -\~Ndif=Q> 

Różniczkując  równanie  f(xt  y\^C}  otrzymamy  równanie  różniczkowe: 


óq>(x,y) 


dx 


dę{x,y) 


tfy-0. 


ĆX  Ćy 

Porównując  je  z  datiem  równaniem,  otrzymamy  warunki 


dy 

N 


=fit  zatem  i 


dę(x}y) 


f*M, 


<*?(?,  y) 


-#* 


M  N  — ™"        dz  r'~7  dy 

więc  fiM  i  piN  są  pochodnymi  cząstkowymi  tej  samej  funkcyi  <jpfac+  y};  wy: 
żenię:  fiM  dx.Ą- ftN  dy  będzie  zatem  zupełną  różniczką,  czyli:  3Ldx+Hi 
może  zawsze  stać  się  zupełną  różniczką,  gdy  je  przez  czynnik  /i  pomnozyn>; 

Do  każdego  równania  różniczkowego    należy    nieskończona    ilość  cayu* 
ników  całkujących.  Niech  będzie  bowiem :  fi~F(xf  y)  funkcyą,  której  zupi 
różniczka  jest:  du=fiMdx-ł-fiNdyi  zaś  tp(u)  dowolną  funkcyą  «*f  której  poclu 
dtią  jestr/^tł),  tedy  będzie: 

d  ip(u)  -/  (u)  di*  ^  pif  (u)  3fdx+pf  {u)  N  dy, 
zatem  będzie  także:  fi f(u)M dx± pf  {u) N dy  zupełną  różniczką  pewnej  funkcyi 
z  x  i  y*  Skoro  zatem  p  jest  czynnikiem  całkującym  równania  różniczko* 
wego,  tedy  jest  nim  także  fif(u)^  gdzie  u  jest  funkcyą  x  i  y,  której  zupetot 
różniczką  jest  wyrażenie:  pMdx+?iNdy}  a  że  /{«)  jest  dowolną  funkcja  % 
zatem  liczba  czynników  całkujących  jest  nieskończenie  wielka 

Formę  równania  pierwotnego  ę{z}y)=~c  możemy  zmienić  bez  zmiany 
związku  miedzy  zmienną  zależną  i  niezależną  Zmiany  w  formie  równana 
pierwotnego  wywołują  odpowiednie  zmiany    w    formie  czynnika  całkującego. 

Np.  równaniu:  ^(l -+-#*)  =  e  możemy  bez  zmiany  związku  nadać  np.  formy: 

log  xH-iog  (H**H  <?,   6mi*i{i+^)]  =  ą 

a  otrzymamy  trs&y  formy  równania  różniczkowego. 
1,   2*(l+yVjc+2tfVdy  =  U, 


2  2»+ii^=°- 


8,  eoe  Ml+y')] .  f2«(l+y*)*fa+2»*y  dy]  =  O, 
Znając    dwa    czynniki    całkujące    danego    równania    różniczkowego  mo- 
żemy je  rozwiązać  bez  całkowania.  Skoro  bowiem  fi  i  p!   są  dwoma  czynni' 


kami  całkującymi,  tedy  musi  być  ^=fif(u),    zatem: 


=/(u)    będzie    wiec 


/* 


=  C  rozwiązaniem  danego  równania. 


18,  Ogólne  wyznnczante  czynników  całkujących  równania:  Md&+Ndy~§ 
Jeżeli  /*  jest  czynnikiem  całkującym  równania:  3f dzĄ-Ndy=Qy  tedy  jest 
p-Mdx  +  fiNdy    zupełną    różniczką    funkcyi   dwóch    zmiennych   x    i  y,  bcdzi< 

zatem : 

d(fiM)        ó(pN) 
dy  dz     ' 


(17) 
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skąd  otrzymujemy  równanie: 

które  zawiera  dwie  zmienne  niezależne,  jest  zatem  cząstkowem  równaniem 
różniczkowem.  Całkowanie  tego  równania  cząstkowego  jest  w  ogólności  tru- 
ci niej  szem  od  całkowania  danego  równania  zwyczajnego.  Można  jednak  pod 
pewnemi  założeniami  podać  żądane  rozwiązanie,  które  wskaże  zarazem,  czy 
przyjęte  założenie  jest  uprawnione.  • 

a)  Założenie  p=<p(x).  Będzie  tedy:    .-=0,     -^-^flP'^),  równanie  cząstko- 

....       _,    „  .     (dM      dN 
we       


otrzymuje  kształt:    Nq>'(x)==[- r~  )?(*)•  8^%^  wynika: 

\  oy       oxj 

dM      dN  CdM__dN  fl*-^ 

\ogq>{x)^-)-^-1rj~  —  dx}     zatem:  fi=<p(x)=e* 


<p(x)  N 

Taki  kształt  czynnika  całkującego  jest  widocznie    tylko    wówczas    mo- 
dM_dN 

źebny,  skoro  iloraz :  „. jest  wyłącznie  funkcyą  x. 

Pod   założeniem:  p=<p(y)   znajdziemy:  fi=et'      M  czynnik     całku- 

dN_dM 

jacy  możliwy,  skoro  iloraz: v*         Je8^  wyłącznie  funkcyą  y. 

Np.  Równanie  liniowe:   -j-+Py=  Q  możemy  sprowadzić  do  postaci: 

dM  __  dN 
(Py-C)e*r+c*y«0,  mamy  tedy:  M  =  Py-Q,   N-l,  ^L__-  -  P, 

zatem  czynnik  całkujący  fi  =  <r 

Pomnożywszy  przez  ten  czynnik  dane  równanie,  otrzymamy  równanie: 

które  scałkowane  daje  równanie:     t^  <Xy—  ier      Qdx=C,  skąd  otrzymujemy: 

y  =  e  J     (C+yJ      Qdx). 

P)  Założenie  fi=q>(xy)t   Kładąc   xy=v}  zatem:    T-=y,   --= x  otrzymamy ; 

ox  oy 

równanie  cząstkowe  otrzymuje  wtedy  kształt  równania  zwyczajnego : 

dM_dN 

^Wjf-Jf^.).-^.-—^),  skąd  znajdujemy:     _  -  - -^_^ 

Skoro  powyższy  iloraz  będzie  funkcyą  v,  tedy  będzie  czynnik  całkujący 

JdM  _<W 
ty <**df 
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y)  Założenie:   ft=<p{i).    Kładąc:    *  =t>,     — J^,     t~-  — ,    otrzyma, 

my  równanie    zwyczajne    kształtu:   —  Hq>'(v) -^— Mq>'(v) —  —  1  -5 ^-W(»). 


-T  .     *</  zatem:  u-J^W"" 


sk%d  :  «*>  =  -J £  .»ł;  zatem :  ,-,> "EW*- 

q>(v)  Mz+Ny      ' 

Eównanie:  Mdz+Ndy  ma  więc  czynnik  całkujący  kształtu:  c>(^),  skoro 

iloraz:   — ^       t\T       Jest  fankcyą  ilorazu:  — . 

(J)  Założenie:  /ł—s"^.).     Kładąc:  —■=!?,    otrzymamy  równanie  różnicz- 
ce 

ko  we  kształtu :    N  [nz*~*  <p(v)  -  s*-2  y  <p'(v)]—  M  z*~*  q>'(v) «  ^ —  \  s«  c<t?), 


V^^  ^ 


U*        tyj 


'/«• 


stąd  :  £<">  -      Vto        ^ _/  y  U 

*  c>(*j  Mx+Ny  J\z)    ' 

.  f  /  (w)  dv 

p=znq>(v)=zneJ 
Eównanie:  Mdz+Ndy=*0  ma  czynnik  całkujący  w  postaci  funkcyi  jed- 

rodnej  n-go  rzędu,  ze  względu  na  z  i  y,  skoro  iloraz :  — -.  tv^~"~  Jest  ^un^ 
cyą  ilorazu:  — .  Warunek  ten  spełnia  się,  skoro  spółczynniki  M  i  #  są  funk- 
cyami  jednorodnemi  m-go  rzędu;  skoro  bowiem:  M=&*<p(v\  N^z^lpty),  t>=— , 
tedy  będzie:      —  =ro£m~-1  #00"  ^~%y ^W,  -=x",-1y'(t?)> 

przeto :  /  W  — rr~; — tt~; i 

Stopień  n  czynnika  całkującego   nie  jest  niczem  ograniczony,   możemy 
przyjąć  n= — (w+i),  tedy  otrzymamy: 

Eównanie  różniczkowe  o  spółczynnikach  jednorodnych   staje  się  zatem 
zupełnem   przy   pomocy   czynnika :     M      ^-. 

e)  jK=9>(t;),  gdzie  v  jest  daną  funkcyą  z  i  y.  Eównanie  cząstkowe: 

X7du      „du       [dJlf      A2V1 
jy — Jf  —  —  I    -  —  v  K 

dx         dy       Idy       dz  J 

otrzymuje  tu  kształt  równania  zwyczajnego: 
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dM_dN                           <M_dN 
z-7-r  —  — r= --.     Warunek :  — ^ —  ma  być    funkcyą  v.   za- 

dx  dy  dx  dy 

f/M* 
tern  połóżmy  ją  równą  f(v)}  tedy  będzie:     §i=eJ 

14.  Przykłady,  a)  Mając  dane  równanie  różniczkowe  kształtu:  (x1-\-y*+t2x)dx+2ydy=0i 
dostajemy: 

n        1.1.0        xr     o       **      o       dN      n    dM      dX  lldM      dN\      , 

zatem  czynnik  całkujący,  któryby  był  wyłącznie  funkcyą  zmiennej  x  w  postaci:  p  —  e*, 
dałby  więc  równanie  różniczkowe  zupełne: 

e*(*  '+ył+2x)  dr+2y  e*  dy  =  0, 

któremu  odpowiada  całka  ogólna,  kształtu:  e*(x,+y,)  =  C. 

p)  W  równaniu  różniczkowem :  2*y  <fac+(y '—  &cł)  dy  =  0,   mamy :  M  *=  2ary,  N=  y1  -  Sa:1, 

0y=2*'  to"6*'  to"^"""8*'  s^-^-j--y,  zatem  czynnik  całkujący  w  po- 
staci funkcyi  samej  zmiennej  y,  kształtu:  ji«=  --,  na  podstawie  którego  otrzymujemy  z  da- 
nego równania  niezupełnego  równanie  różniczkowe  zupełne: 

2x  _    ,    y*— 3**   _ 

któremu  odpowiada  całka  ogólna :  **— y*  *=  ćty8. 

15.  Równania  różniczkowe  pierwszego  rzędu  a  wyższych  stopni.  Ogólny 
kształt  równania  różniczkowego  pierwszego  rzędu  a  n-go  stopnia  jest: 

or+'.(ir+j,-(ir+~+'-'i+*-^    <i9) 

gdzie  :  -Pj,  Ą , ...,  P»  są  funkcyami  z  x  i  y.  Rozłożywszy  to  równanie  na  czyn- 
niki pierwiastkowe  ze  względu  na  pochodną:  —-,  otrzymamy,  skoro :Pi,p%  ..p„ 
są  pierwiastkami  tego  równania,  iloczyn : 

GM(£-*)-(£*H  *°> 

gdzie  j71}  ft,...  ,p»  będą  znanymi  funkcyami  zmiennych  x  i  y. 
Rozwiązując  oddzielnie  równania  różniczkowe: 

£-*-*  1-*-° I-"-0. 

otrzymamy  n  rozwiązań  kształtu: 

/i(*i  y,  CiHO.    /2(*,  y,  O-O,...  ,/.(*,  y,  C.)-0. 
Każde  z  nich  będzie  całką  danego  równania. 

Całką  ogólną  danego  równania  różniczkowego  będzie  widocznie  iloczyn : 
/i(*i  y»  Q  ./,(*,  Jfi  P)  ../„(*,  y,  C)-0  (21) 

o  jednej  stałej  dowolnej   C,  obejmujący  wszystkie  całki  szczególne. 

Geometrycznie  przedstawia  to  rozwiązanie  ogólne  układ  krzywych, 
przyczem  każda  krzywa  układu  składa  się  z  n  gałęzi,  odpowiadających  n  cał- 
kom pojedynczym  dla  tejże  samej  wartości  stałej  dowolnej. 
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Przykład.    (     J  —      =0  Otrzymujemy  tu  dwa  równania  różniczkowe  pierwszego  stop- 

których  całki  mają  kształt: 

y-2V/o»— C|=-0,    y+2V/oi— e,=0. 
Zastępując  obie  stałe  przez  c  i  mnożąc  te  równania  otrzymamy: 

(y  —  2\Zaas— c)(y-\-2\/ax — c)  =  0t  czyli  równanie:  (y— e)*— 4<*r  »0, 
jako  ogólne  rozwiązanie  danego  równania  różniczkowego  drugiego  stopnia. 

16.  Szczególne  przypadki  równań  różniczkowych  rzędu  plerwsiero 
a  wyższych  stopni.  W  niektórych  przypadkach  można  rozwiązać  równania 
różniczkowe  pierwszego  rządu  a  wyższych  stopni  bez  rozkładania  równania 
na  czynniki. 

Do  najprostszych  przypadków  tego  rodzaju  należą  te,    w  których  dane 

równanie  różniczkowe  zawiera  obok  -?-  tylko  zmienną  x  lub  tylko  zmienną  y. 

Kształty:        a)  f(x,    ^)=0,    albo  /?)  fL,  $)=0. 

dy 
a)  Kładąc:        -=p,  otrzymamy: 

F(?i  P)=0j  stąd:  x=f(p),  przeto:  dx=f'(p)dp, 

więc:  dy=pdx*=pf,(p)dp,  zatem:  y=$pf'(p)dp+C. 

Równania:  x=*f(p)  i  y=\pf'(p)dp+C  dają  po  wyrugowaniu  p  szukany 
związek  pierwotny  między  x  i  y. 

Przykłady.    l)*  =  l+p».    Mamy  tu:    dx^=3p*dp,    dy  =  3p*dp,  więc:  y=   v.  +C, 

4 

zatem  będzie:   y  =  —(x—l)  *Ą-C  rozwiązaniem  ogólnem. 

2)  a^l+p-fp'.    Mamy  tu: 

dx  =  (l+3p*) dp,    dy  =  pdp+Sp* dpy    zatem :  y  =  ?    +  ?£-+  C, 
co  w  połączeniu  z  równaniem:  x  =  l+p+Ps  podaje  szukany  związek  między  ziy. 

/?)  Z  równania:  lny,  % -)=0,  czyli:  F(y,  2>)=-0,  otrzymujemy  natomiast : 

y=f(P),     dy=*f\p)dp,  zatem:  pdx~*f(p)dp, 
stąd:  rfa;=^^rfp,  a  więc:  s=*\~^c*jp  +  G 

Wyrugowawszy  p  z  równań:   y=*f{p),   z*=\  -  -dp  otrzymamy  szukany 

J    p 

związek  między  x  i  y. 

Przykład,    y  =  p*+2ps.    Mamy  tu :    dx  ==-•  —  dy  =  2<*p+6p  dp,  zatem :  x  «  2p+8pł+  C 

Ogólny  związek  między  x  i  y  przedstawia  się  zatem  dwoma  równaniami: 

*  =  2p+V+C,    y  =  P*+2pJ, 
z  których  możemy  p  wyrugować. 

Metodę  tu  stosowaną  nazywamy  metodą  całkowania  równań 
różniczkowych  przez  różniczkowanie. 
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Bo  równań  różniczkowych,  w  których  korzystamy  z  tej  metody  należą 
także  t.  zw.  równania  Clairaufa  i  Lagrange'a,  któremi  zajmiemy  się  w  na- 
stępnych artykułach. 

17.  Równanie  Clairaufa.  Nazywamy  tak  równanie  kształtu: 


»-*s+'i 


Połóżmy:    f-^P,  to  otrzymamy  równanie: 

Różniczkując  je,  dostaniemy: 

p-p+x&+f;p)®t  stąd :  [x+/'(p)) ^=0.  (23) 

Otrzymane  równanie  rozkłada  się  na  dwa  równania:  x+f\p)=*09  ^  =  0. 

Drugie  równanie  scałkowane  daje  p=*C,  podstawiwszy  tę  wartość  w  dane 
równanie  otrzymamy :  y=Cx+f(C)  jako  szukane  rozwiązanie  ogólne,  czyli 
całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego  z  jedną  stałą  dowolną  C. 

Pierwsze  równanie :  x+f'(p)=Q,  połączone  z  danem  równaniem  :  y=*px+f(p) 
daje  po  wyrugowaniu  p  nowy  związek  między  z  i  y,  który  nie  da  się  wy- 
prowadzić z  całki  zupełnej  przez  nadanie  stałej  dowolnej  pewnej  wartości 
szczególnej.  Taki  nowy  związek  między  x  i  y  nazywamy  rozwiązaniem 
osobliwe m,  albo  całką  osobliwą  równania  różniczkowego. 

Przykład.  y  =  arp4--.  Różniczkując,  otrzymamy:  0=lar—  A  -.  Z  równania: 
-  =0  wypływa  p  *=  <?,  a  stąd:  y  =  cx-| —  rozwiązanie  ogólne. 

Z  równania :  *  -  -3  =  0  wypływa :  p  =  y  -  - ,  a  stąd:  y  ==  \/mx  -f-  \/mx ,  czyli : 
y2^4mx  rozwiązanie  osobliwe. 

18.  Równanie  Lagrange'*.  Równaniem  ogólniejszem  od  równania  Clai- 
raufa jest  t.  zw.  równanie  Lagrange'a,  kształtu: 


»=*'(t)+H§>  <"> 


dy 
czyli:  y=sxf(p)  +  q>(p),  gdzie:  JP=^-.  Różniczkując  je  otrzymamy: 

P=f(p)  +  {znp)  +  9>W}-£,  stąd:  (p-/(p)} ^-/'(p)*-^*), 
czyli:  *        ™.  *_J^_  (26) 

równanie  liniowe  I-go  rzędu,    skąd    możemy    oznaczyć  x  jako  funkcyę  para- 
metru p\  np.  x=tp(PjC). 

Wyrugowawszy  p  z  tak  otrzymanego  równania  i  z  danego,  otrzymamy 
ogólną  całkę  danego  równania  różniczkowego. 

Przykład.    x-\-yp  =  ap\  Różniczkując  otrzymamy:  l+p*+y  --  =  2ap  ^ - ,  czyli  po  wy- 
rugowaniu zmiennej   y,  równanie:    1+pM — - j   =  2ap  ,- ,    a    więc    równanie    liniowe: 

p      eto  az 

<Zx  1  ot) 

, rr-t — 5r*a;— ,-i  i  którego  całka  przedstawi  się  w  formie: 

dp      p(l+ps)  l+ps  e  F  Y 
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[C+a  Aogfp+y/Y+p*)]. 


Otrzymane  równanie  w  połączeniu  z  danem  daje  po  wyrugowaniu  p,  szukany  zwią- 
zek pierwotny  między  xi  y. 

21.  Równania  różniczkowe  ewolwent  danej  linii  krzywej.  Ewolwenta 
czyli  rozwijająca  danej  krzywej  C  jest  trajektoryą  prostokątną  układu  sty- 
cznych do  krzywej   C,  zwanej  ewolutą. 

Równaniem  stycznej  w  punkcie  P(x}  y)  danej  krzywej  y=f(z)  jest: 

Y-y=y\X-x). 
Kładąc  ył=^Ptssft{x)  i  uważając  p  za  stałą  dowolną,  otrzymamy  stąd: 
x=q>(p),  a  więc  na  podstawie  danego  równania  krzywej :  y*=tf>(p),  zatem  spól- 
rzędne  punktu  styczności  określone  jako  funkcye  parametru  p.  Wobec  tego 
przedstawi  się  układ  stycznych  do  krzywej  y=f(x)  równaniem  o  parametrze  p 
w  postaci: 

Y=pX+F(p).  (26) 

Jeżeli  przez  x,  y  oznaczymy    spółrzędne    punktu    na    trajektoryi,   tedy 

będzie:  p= ;,  otrzymujemy  zatem  z  (26)  równanie  różniczkowe  ewolwent 

krzywej  y=/(x)  w  postaci: 

które  jest  równaniem  różniczko wem  Lagrange'a. 

Przykład.  Niech  będzie  daną  krzywą  parabola  Neila  o  równaniu:   y—x*Uy  natencza? 

O  A  Q 

otrzymujemy :  y'  =  p  =  0  xiU ,  zatem :  x  =  --  j>*t    y  «=  -  p\ 

Równanie  stycznej  w  punkcie  P(x,  y)  paraboli  Neila  y  =  x*U  ma  kształt: 

Y-y  =  y'{X-x), 

4 
skąd  otrzymujemy:  Y=*pX—      p*, 

jako  równanie  układu  stycznych  do  paraboli  Neila:  y  =  **/». 

Trajektorye  tego  układu  otrzymują  na  podstawie  wzoru  (27)  równanie  różniczkowe. 

kształtu:  y=3_^  +  ^. 

4 
Kładąc  y*  =  p,  otrzymujemy  stąd  y  =  —  xp— i+^P~^ 3i  »  V°  zróżniczkowaniu: 

zatem  równanie  liniowe  między  xipw  postaci: 

dx  1  4  1 

— x , 


dp  p(p«+l)~       9>V+1)' 

którego  równanie  pierwotne  otrzymuje  postać* :  *  =  O  — —  y—=-. ,  gdzie  Cjest  funkcyą  zmień* 

4       •         sr         ^    V/(pa+l)ł  ^    Y/PTI  , 

nej  x  w  postaci :     C—  2?      ^f-^  -  -g  ^- ~-+c> 

zatem:  x  =  — -£—  —  ^  +  5=-^  ,    zatem:  y=* . +  0^-- 

8  4  8 

Kładąc  (7  =  0,  otrzymamy  krzywą :    x  =  —  —  +  -  y ,    y  =  -  —  f  która  będzie  parabolą 

A  A  8      ,     2V 

drugiego  rzędu  o  równaniu:  *  —  —  —  -+    ,,.  • 

J7  Ib 
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23.  Równania  różniczkowe  rulet.  Ruletą  nazywamy  linię  krzywą  12, 
opisaną  przez  punkt  stale  połączony  z  pewną  linią  krzywą  £7,  toczącą  się 
bez  ślizgania  po  stałej  krzywej  Ky  zwanej  krzywą  podstawową.  Do  rulet 
należą,  jako  szczególne  przypadki  wszelkie  cykloidy,  epi-  i  hipocykloidy 
(Patrz  str.  685—689). 

Niech  będzie  y=f{%)  (fig.  267)  równaniem  krzywej  podstawowej  K} 
z  którą  styka  się  w  punkcie    A    krzywa    tocząca  się  C,    obie    krzywe    mają 

w  punkcie  A  (x,  y)  wspólną  styczną,  której  kąt 
nachylenia  a  względem  osi  #-ów  określony  jest 

dy       .     „,■  * 
wzorem:  -p»ył «/'(*). 

Niech  będzie  dany  punkt  P  o  spółrzę- 
dnych  X,  F,  połączony  stale  z  krzywą  C,  mają- 
cy od  punktu  A  krzywej  C  odległość : 

PA-r=i(X-x)*+(T-y)\ 
która  tworzy  ze  styczną  w  punkcie  A  do  krzy- 
wej C,  kąt  PAT '-  tp. 
Gdy  krzywa  C  toczy  się  po  krzywej  K^  natenczas  punkt  P  opisze 
krzywą  Y=F(X)  (obwiednią  kół  zakreślonych  z  punktów  krzywej  K  promie- 
niami r),  której  styczna  będzie  prostopadłą  do  promienia  PA,  łączącego 
punkt  P  z  punktem  styczności  krzywych  C  i  K.  Oznaczając  przez  a  kąt, 
jaki  styczna  w  punkcie  P(X,  Y)  krzywej  K%  tworzy  z  osią  #-ów,  otrzymamy: 

,  ,  1  1  + tang  a  tang  a' 

zatem  :        tanę  tó=cotang  (a1  -  a)=: r-t :  —  — r — r~     —  i 

6  ^  &  v  /     tang  (0#_  a)       tang  a/_tang  a 

a  że:  tang a-^-A*)-*1,     tang  a^^l^-P, 

przeto  będzie:  tang#=»  y /  . 

Kąt  ip,  jaki  styczna  w  punkcie  A  krzywej  C  tworzy  z  promieniem  PA 
zależy  od  każdorazowego  punktu  styczności  krzywej  C  Przyjmując  punkt 
P  za  biegun,  a  prostą  PA  za  oś  biegunową,  otrzymamy  równanie  biegunowe 
krzywej  C,  odniesione  do  tego  układu  w  postaci  <p=g>{r),  będzie  tedy  (na  mocy 

art.  14  str.  691):  tang  #=r^«ry'(r),  (28) 

otrzymujemy  zatem  równanie: 

'^W— ^r.  (29) 

które  w  połączeniu  z  równaniami:  X— x=  —  r  sin  a1,     J— y*=rcosa', 

czyli:  X-*~- ~p ?*_-,     Y-y^  ,  — -0- ,  (30) 

prowadzi  po  wyrugowaniu  zmiennych  x  i  r  do  równania  między  X  i  I7,  przed- 
stawiającego równanie  różniczkowe  rulety. 

Równania  powyższe  prowadzą  zarazem  do  rozwiązania  dwu  innych  zagadnień. 

Uważając  w  powyższych  trzech  równaniach  funkcye  y=f(x)  i  Y=F(X),  jako  wia- 
dome, otrzymamy  z  nich  po  wyrugowaniu  zmiennych  x  i  X  równanie  między  r  i  »'(r)? 
jako  równanie  różniczkowe  krzywej  C. 
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Jeżeli  zaś  uważać  będziemy  funkcye  o(r)  i  F(X)  za  wiadome,  to  wyrugowawszy  z  po- 
wyższych trzech  równań  zmienne  r  i  ?,  otrzymamy  równanie  między  1,  y  i  y*,  jako  rów- 
nanie różniczkowe  krzywej  toczącej  się  C 

Jeżeli  krzywa  K,  po  której  toczy  się  krzywa  C  jest  linią  prostą,  wtedy  równania 
(29)  i  (90)  sprowadzają  się  do  postaci: 

93.  Równania  jednorodne  ze  względu  na  a?l  y.  Metodę  całkowania 
przez  różniczkowanie  możemy  także  zastosować  do  równań  różniczkowych 
jednorodnych  ze  względu  na  zmienne  z  i  y  kształtu: 


^,|).o.  m 


Kładąc:  — =t>,   -j^Pi  otrzymamy:  <p(v,  p)«0,  stąd:  p=/(t>),  a  że  y=wt 

<fo                          dv                                 dv          dx 
przeto  będzie  także:  P=ss^^-  +  vj  zatem:   Xj-+v=f(v)i  czyli:    __        H =0 

W  otrzymanem  równaniu  różniczkowem  są  zmienne  xiv  oddzielone.   Całka 

MM 

jego  przedstawia  po  zastąpieniu  v  przez  —  szukany  związek  pierwotny  mię- 

x 

dzy  x  i  y. 

Przykład.    y^+«*  -  V/y^:^.yl+(^)^    Kładąc:  y  —  wr,    ^«P,    otrzymamy: 

«p-t-»  =  \/v*+n  \Zl+p*,  stąd  :  p  =  *±  V-^-  .  V'v,+» ,   a  że :  p  =  *  ^+r»    przeto     będzie 

£p  ,/i^ZJ     y rfo  _t  i/i— -T   dx 

x  -t-+*  =  *  ±  y y*1  +  » ,  czyli :     */-iX~~  s       V *  ~~~*  CftłkuJ^c  równanie,  otrzymi- 

my:  log(HVt^)*±V^log*+C,  stąd:  v+V*+»™**~*  "  '    CZyH'  zastCPu«c  r 

przez  if  ostatecznie:  y+  Vy*+^ - e.*^'  >ko  Bzukani>  calk*  °«óln*- 

94.  Całki  osobliwe  równań  różniczkowych  pierwszego  rzędu.  Osobli- 
we rozwiązanie  <p(x}  y)=0  jest  związkiem  między  x  i  y,  który  czyni  zadość 
danemu  równaniu  różniczkowemu,  ale  nie  da  się  wyprowadzić  z  całki  ogól- 
nej  f(xi  tł,  c)=0  przez  nadanie  stałej  c  pewnej  szczególnej  wartości.  Można 
jednakże  przekształcić  całkę  ogólną  na  całkę  osobliwą,  zastępując  ilość  c 
stosowną  funkcyą,  dość  bowiem  położyć  f(x,  y,  c)=y(rc,  y),  skąd  wypada  war- 
tość c  jako  funkcya  zmiennych  x  i  y.  Przypuśćmy,  żeśmy  wartość  taką  ozna- 
czyli, tedy  otrzymamy  z  całki  zupełnej : 

/(*,  y,  c)-0  (33) 

różniczkując  ją  podług  x  równanie :     —  +  —  ^  +  __«.<), 

skąd  wypada:  g__g_|.*  (34) 

dy      ty 

Wyrugowawszy  z  tego  równania  i  z  rozwiązania  ogólnego  /"(*,  y,  «)— 0 
wielkość  c,  powinniśmy  otrzymać  dane  równanie  różniczkowe,  czyli: 


-S47- 

dy  dx 

dx  df_' 

gdzie  c  jest  zastąpione  wartością  obliczoną    z    równania  /*(£,  y,  c)=0,  wobec 

bJL 

czego  musi  się  spełnić  warunek:       _  _«()  (8B) 

#   da; 

dc 
Przypuszczając  ^r=0>    otrzymalibyśmy    c    równe    ilości    stałej,    a  więc 

całkę  ogólną.    Pozostaje  tedy  warunek: 
który  rozpada  się  na  dwa  następujące : 


f-». 

f(x,  y,  c)-0 


I,      dy~°°  II.  (36) 


f(z,  y,  c)-Ol 

Wyrugowawszy  c  z  dwu  równań  każdego  z  tyoh  dwóch  układów,  otrzy- 
mamy rozwiązania  osobliwe  danego  równania. 

Całki  osobliwe  danego  równania  różniczkowego  pierwszego  rzędu,  otrzy- 
mują się  zatem,  rugując  c  z  całki  ogólnej  i  jej  pochodnej  podług  c  zrówna- 
nej do  zera,  albo  z  całki  ogólnej  i  jej  pochodnej  podług  y,  zrównanej  do 
nieskończoności. 

Przykład*  Równanie:  xdaĄ-ydy=dy\/xt-\y*—a%  ma  całkę  ogólną  kształtu: 
y+c  =  V/»ł+ył— o* ,  czyli :  2cy+c*+a*— **  —  0. 

df  df 

Warunek    dla    całki    osobliwej    będzie    zatem:     -jj-  =2y-|-2c  =  0,  albo:  ~*=2e  =  oo. 

Drugi  warunek  prowadzi  do  rozwiązania  osobliwego  y  =  oo,  które    wykluczamy;   pierwszy 
daje<?  =  — y,  zatem  będzie  równanie:   as'+ył— a*=*0  szukanem   rozwiązaniem   osobliwem. 

Z 

dc 
25.  Uwaga.  Warunek  dla  całki  osobliwej  przedstawiony  w  formie:  ~-0, 

dy 
dy 
zastępuje    się  także   wprost  warunkiem:    ^=0j    z    równania:    /(#,  y,  c)— 0, 

otrzymamy  bowiem: 

df   ,  df  dy  dc       dy 

^- -ł- t—  •3^=0,  przeto:  — —  = -^. 
dc       dy  dc       '  v  df      dc 

dy 

dy 
Do  warunku:  -p— 0 dojdziemy  wprost  z  rozwiązania  zupełnego  y=/(s,  c), 

skoro  przypuścimy,  że  ilośó  c  jest  zmienną,    a  pomimo   to   dogadza   danemu 

równaniu  różniczkowemu :  ■—  =  — -~ — ,  co  się  tylko  wtedy  stać  może,   skoro 

w  równaniu: 
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dx 


of(z,ć)  .  df(x,ć)dc  .     ,   .       dj(x.c)  dc     ^ 

- — 1 -=-.  będzie: -^ — .--  -=^0, 

óx  dc      dx*  *  dc      dx       ' 

dc 


czyli,  pominąwszy    ,-=0,  skoro  będzie:      ]f      «-0,    czyli:    -/=-0 


dx 


dc 


dc 


Przykład.  Równanie:  ył-2^^+(l+*,)(^)'=  1  ma  całkę  ogólną:  y  =  et+Y/l-': 


Na  oznaczenie   całki    osobliwej    otrzymamy    tu:       -=*  — 


dc 


Vl-c 


=  0,  stąd:  c  = 


Vx'-r 


podstawiwszy  te  wartość  w  całkę   ogólną,    otrzymamy:    y=  \Zx*+\  ,  jako  całkę  osobliwą. 

26.  Geometryczne  objaśnienie  całki  ogólnej  i  osobliwej.    Całka  ogólca 

y-=/Yx,  c)  przedstawia  familię  krzywych  (fig.  268),  których  szczególne  kształ- 
ty będą  określone  szczególnemi  wartościami 
stałej  c.  Dwie  po  sobie  następujące  krzywe 
wywołane  będą  dwiema  po  sobie  następują- 
cymi wartościami  c  jako  to  c  i  c+dc,  ich  puckt 
przecięcia  się  będzie  określony  równaniac 
y=f(x,  c)  i  y^ffa  c+dc),  zatem  równaniami: 
dy 


y=f{x}  c)   i 


dc 


=0. 


Fig.  26£. 


Całka  osobliwa  przedstawia   zatem  miej- 

&—  sce  punktów,  w  których  przecinają  się  po  sobie 

następujące    krzywe    określone    całką    ogólną. 

innymi    słowy,  —  całka   osobliwa    przedstawia 

obwijającą  krzywych,   określonych    całką  zupełną. 

27.   Wyprowadzenie  całki  osobliwej  z  równania  różniczkowego.    Jeżei: 

dane  jest  równanie  pierwotne:  y=f(xy  c),  to  różniczkując  je  podług  z,  otrzy- ' 

,     ,  df{x,c) 

mamy  równanie  pochodne:  **— 


P— 


dx 


które  zamieni  się  na  równanie  różniczkowe:  p=q>(x,  y),  skoro  za  c  podsta- 
wimy funkcyę  z  z  i  y,  z  równania  pierwotnego  wypadającą.  Całka  osobliwa 
równania  różniczkowego  wypada    z   całki  ogólnej,    skoro    za    c    podstawimy 

funkcyę  równaniem  :  -- =»0  określoną.  Dla  takiego  c  będzie  ze  względu  na  to,  że 

(XC 

~  —  ,-.  f-  —  ~ :  ,- ,  widocznie  -/=oo  .  Całki 
dy      dc  dy      dc   dc  dy 

osobliwe    równania    różniczkowego:  p=q>[i*  ; 

muszą  zatem  uczynić  zadość  równaniu:    ,  -=x. 

Tym  sposobem  możemy  wynaleźć  całki  0^  • 
bliwe  bez  znajomości  całki  zupełnej,  należy 
jednakże  w  każdym  razie  zbadać,  czy  funkcyę 

wyprowadzone  z  warunku: -,-= go     są  w  ogól* 

rozwiązaniami  danego  równania  różniczkowego 
Przykład.    Równanie  różniczkowe: 

2*^+y  =  0.  Kładąc:  -J  ==p%  otrzymamy  stą: 
=±(**-W   Warunek:  g—p*- 


Fig.  2G9. 


©*■ 


p'— 2/>x+2y=-0,  czyli:  p  =  *±V/*ł— 2y,  stąd:  / -■ 

dy 
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się,  skoro  będzie:  xł — 2y=-0,  czyli:  y  =  -   .  Ta  fuukcya  czyni  zadość  danemu  równaniu  róż- 

niczkowemu,  jest  więc  jego  rozwiązaniem  osobliwera  (fig.  269). 

Do  tego  samego  rozwiązania  osobliwego  dojdziemy  z  całki  zupełnej  danego  równania, 

którą  będzie:   y  =  ex—    -  jeżeli  za  c  podstawimy  wartość  z  równania:   -=£i-c  =  0  wy- 
a  dc 

padającą,  zatem :  c  =  x  będzie  bowiem  tedy :  y  —  -~-  całką  osobliwą. 


Ćwiczenia   LVIII. 
Wyznacz3Tć  całki  ogólne   następujących    równań   różniczkowych: 
1)  %+~^t—  =  0.  2)  xtjdx+y  V™dxĄ-x*^dy  =  Q.        3)  {x\2y)d*-xdy  =0. 

4)    (y-x)dy+ydx=-0.  5)     (2\/xy-x)dy+ydx  =^0.  6)     xdy-ydx—  \/x*-fy*dx  —  0. 

7J    (x>-4xy~2y*)<**  +  (y3_4xy-2**)c*V  =  0.  8)     (x3+3xy8)rfx+(ys+  Sx'y)dy  =  0. 

9j(2x    yfl)d*+(2y-a:--l)dy^().    10)  (8y+l0*)d*i  (6y+7*)dy=0.    11)  (l+ ^cte-^dy^O. 

Z  X 

1-n2*^?+(^-yr)<iy=0.    13)  (l+eV)dx+«»(l-y)iy=0.    14)  (*'y+y ^-Ssyty-O. 
15)    y'd»+(xy4-*«)<iy  =  0.  16)    y»rfy-ł-Sy!**e-H2xłcfa  =  0.  17)    (l+**)^-*y  =  a. 

.ś,    £+y  =  *'.  19)   J-.^-C+D*.  20)    t-*ky  =  et{x+lY- 

•24)2+ycoSx  =  isin2x.        25)    g  +  J^  __«=+£.,..  26)    (!-,>)  g-*y^«V- 

27)  ą,»-2-«ir-.+  l.  28)    [±_^]*  +  [^_±]%-a 

20)     --£_-, +  P- 7^~  U-a  30)        *-  +  {i_- _L^J*-a 

V/*'+y2      ly      yV/**+y,J  VWy'      l       \AM-y''  ? 

i51)    «c(x,+ył+2*)dx+2yc*.dy  =  0.  82)    (siny-fy cos*)<Łc+(sinif xcosy)<*v  =  0. 

33)  (o!y+*ł)<fa+(6J+o'a;)dy=0.      84)   xdy-ydx=  Y/*ł-t  ył<**-      35)  dy-(o+6*+cy)«fa  =  0. 
30)  (2)'—-a    87)  ©'—a    88)  (g)'-4aW  =  0.    39)  (g)'-(«+*)|4  ~  =  0. 

^  (2)'-(a,+xy+^)Gx),+(*5^?^+^3)£-a!3y'=a     43>  *{i+S),l-1- 

46)    *+yg  =  2y.  47)    ^*y  (2)V  (*'-.ly*-s)g    *y  =  0.  48)   y»(^)'-4a'^0. 

•>»©■+"■£-*    ■» -u*-©"- 

Znaleźć  najprostsze  czynniki  całkujące,    tudzież   całki  ogólne  następujących  równań 
różniczkowych  niezupełnych : 

51)    (l+xy)gdx+(l  —  xy)xdy  =  0.  62)     lwa:  sin  —  +  y  cos  —  )<fcr  —  as  cos  —  dy  =  0. 

\  X  Xf  X 

53)  (x»»+y)rfx— *dy  =  0.    54)  (jry4-y«)(fa:+(j-y— l)(fy  =  0.    55)  (5a;,+4xy,+3y)(fx+(2x,y+a!)dy  =  0- 

56)  Znaleźć  linie  krzywe,  których  styczne  wyznaczają  na  osi  a:- ów  odcinki  równe  c(ar). 

57)  Znaleźć  linie  krzywe,  których  styczne  wyznaczają  na  osi  y-ów  odcinki  równe  +(#). 
Znaleźć  linię  krzywą,  dla  której : 

58)  Podstyczna  T  =  xA\V.        59)  Podnormalna :  N*  =  ~^. 
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60}  Znaleźć  Unię  krzywa  dl  u  której    odcinek    etycznej    w   każdym    punkcie  zawarta 
między  osiami  układu  miałby  sta  Ją  długość  równą  a. 

Wyznaczyć*  całki  ogólne  i  całki  osobliwe  następujących  równań  różniczkowych 

*>  *-*&*fW<  •n,-.£+.Yi+(*j'.  ■0f-ł+V^P^B3- 

*>>-*£-•  Y>+(2)u    ^^@V-— * 

77)  Znaleźć  obwiednią  eltips,  w  których  suma  pólosi  jest  stalą  równą  »< 

78}  Jaką  krzywą  ob  wij  a  linia  prosta  A  B,  poruszająca   się   swemi  końcami  po  osi 
układu  tak,  źe:  OA+OB^*. 

79}  Jaką  krzywą  obwija  linia  prosta,  która  jest  prostopadła  do  prostej  przechodzi 
przez  stały  punkt  A  na  osi  y-ów,  prayczem    OA  wm  a  i  prze*    punkt    przecięcia   się  pnesfij 
ruchomej  z  osią  z-ów, 

Znaleić  trajektorye  prostokątne  układu  krzywych  określonych  następuj  ącemi  rowu** 
matni  o  stałej  dowolnej  Ć: 

80)  **+**— e*.  81)   ^+ff*+c>=*i+2Czy. 

82)  Znaleźć   równania   biegunowe  krzywych  rzutów   poziomych  na  XOY  Lozotkojnij- 
nych  na  kali  o  promieniu  1. 

83)  Znaleźć  krzywą,  w  której  długość  normalnej  ^pozostawałaby  w  stałym  stosunkr 
X  do  jej  odcinka  na  osi  z-ów, 

81)  Znaleźć  krzywą,  której  powierzchnia  byłaby  równą  sześcianowi  rzędnej  y  puu! 
końcowego,  podzielonemu  przez  odciętą  *  tego  punktu. 

SB)  Znaleźć  linie  krzywe,  które  przecinają  układ  prostych  y  =  cx  pod  kątem  sti/tm 

rt  i 

86)  Znaleźć  krzywą,  której  powierzchnia:   l    yd&—  -  -  {*'+y*). 

ff  l 

87)  Znaleźć  krzywą,  dla  której  powierzchnia:     \    y dx  =  —  (^-(-y1). 

■  .i  9 

88)  Znaleźć  linię  krzywą,  w  której  stosunek  miedzy  rzędną  y  a  podstyczną  T^  byłby 

równy  stosunkowi  między  pewną    stałą    długością  a  a  różnicą    spółrzędnycli :   jp— m  (Zzgfr 
dnienie  Beaunc  i\  l 

89)  Znaleźć  trajektorye  prostokątne  ellips,  określonych  równaniem  :  y  =  —  ya^*5* 
gdzie  €  jest  dowolnym  parametrem, 

Dla  jakiej  krzywej  będzie  powierzchnia: 

90)  f%rf*-=^       01)   ryrfx  =  ^  a=fy+a).     02)   C%rfx-x\/^      93)  f%rf*-*?W 
94)    ^„.v  =  iJJr»rf?  =  ior?.  95)  Ą„.,  = -J- j*r'rf?  =  ^-ar. 

96)   J,... ,  =  |jj H  **  =  \  *- 1  «>  ?. 

Dla  jakiej  krzywej  będzie  długość  luku: 

97)  ą ..,  *  =  f  *  V  l+prfar-2  \Z^-hy.         98)    ^  ...  *  -  T  Y/  l+y'***  =  ^jC?~* 

99)    Ą..?  =  f ^  ^^T^ ^T  =  a?-^ 

100)  Znaleźć  krzywą,  której  podstyczną  N*  jest  równa  i*-krotnej  odciętej  x. 

10 1 )  Znaleźć  krzywą p  w  której  długość  stycznej   T  jest  średnią  geometryczną  propos 
cyonalną  między  rzędną  tj  a  dan$  długością  0, 
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102)  Znaleźć  linię  krzywą,  która  miałaby  tę  własność,  że  jej  łuk  mierzony  od  pewnego 
jej  punktu  (x,  y)  byłby  równy  \/2xy. 

108)  Znaleźć  linię  krzywą  taką,  aby  powierzohnia  zawarta  miedzy  krzywą,  osią  x-ów 
i  rzędną  y  punktu  końcowego  pozostawała  do  powierzchni  prostokąta  zawartego  między 
spółrzędnemi  (x,  y)  tego  punktu  końcowego  w  stosunku,  jak  min. 

104)  Znaleźć  linię  krzywą,  w  której  prosta  wyprowadzona  z  początku  układu  prosto- 
padle do  stycznej  w  punkoie  P(xyy)  tejże  krzywej  miała  długość  równą  odoinkowi  x  punktu 
styczności. 

105)  Znaleźć  krzywą,  w  której  odległość  punktu  od  poozątku  układu  byłaby  równa 
odcinkowi  stycznej  zawartemu  między  punktem  styczności  a  prostopadłą  wykreśloną  z  po- 
czątku układu. 

106)  Wykazać,  że  trajektoryami  ortogonalnemi  lemniskat  o  równaniu:  (x*+y7y  =  axy 
są  lemniskaty  podobne  o  równaniu :  (^M-y8)8  =  Cxy. 

107)  Wykazać,  że  traktrysa  jest  ewolwentą  linii  łańcuszkowej. 

108)  Znaleźć  linię  krzywą,  któraby  miała  tę  własność,  że  kąt  a,  zawartą  między  sty- 
czną w  pewnym  punkoie  krzywej  a  osią  x-ów  jest  równy  podwójnemu  kątowi,  zawartemu 
między  promieniem  wiodącym  tego  punktu  a  osią  a?-ów. 

Znaltiźć  linie  krzywe,  któreby  miały  tę  własność,  że  prostopadłe  pt  i  pj  wykreślone 
z  dwu  stałych  punktów  fu  Ft  na  ich  styczne  miałyby: 

109)  stałą  sumą  Pi+ft  ==2a;  liO)  stałą  różnicę  Vi~Pt  «2<J;  Ul)  stały  iloczyn  pipl  —  p; 
112)  stały  iloraz  Pi'-f>i  =q- 

118)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe  ewol wenty  danej  krzywej  y—/(x),  możemy 
przedstawić  w  postaci: 

y — f+Ąry)- 

Znaleźć  ewolwentę: 

114)  koła:  x8+y8-a8;      116)  ellipsy:    —  +  £  =  l;         116)   hiperboli:   ^-£=1; 


a 


117)  paraboli:  y*  =  2ax\    118)  paraboli  Neila:  y=*ax*lu 

119)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe  rzutu  poziomego  linij  przecinaj ąoy oh  połu- 
dniki powierzchni  obrotowej:  x»rcos?,  y  =  r sin 9,  s«/(r)  pod  stałym  kątem  a,  sprowa- 
dza się  w  spółrzędnych  biegunowych  r,  ?  do  postaci:  \/l+[f(r)]%dr    r cotg a . d? «=  0. 

Rozwiązania  LVIII.  l)y+b  =  Ce*.    2)  -|-«  [°+V^"**  "S"10**]'"  8)  x%  a  C(x+& 

4)  y  =  Ce     v .  6)  ye T »  -  O.       6)   x8 «  2Cy+C8.        7)  ^L— 2»V-3y**+y  =  C 

8)  *'+6xV+y*  =  C.      9)   x8+y8-*y  -f  *-y  =  C.       10)  (x+y)8 (y+2x)8  —  C.       11)  x8-y8  =  C*. 

12)  x8-y8  =  Cy8.         13)  x-f-y  o7=  C.        14)  (x8-2y8)8  =  C*8.         16)  y  =  Cy^^> 

16)  y 8+2x8  =  C ^iH^8".  17)  y  =  o*+  C  Y/l+i8.  18)    y  =  x»-8*8+6x  - 6+  C .  *   '. 

19)     y  =  (*+l)8{^^+tf).  20)     y=(*+l)'[«*+C]'  21)     y^C^a-hj-^-^. 


22)  y  =  <wH-CxY/l-*8  2S)y=Ce    ^i-«»  +        *   — ■  24)  y  =  sinx-l+Cf-«ta*. 

V  1— x8 

25)y  =  {(-^±^+C(x-l-l)8}"-,/j.       26)y  =  [C\/f^8-ar1.  27)    y8  =  Ć7e«  -  *Ąl  -  ^ 

23)  x^-ł-log—  =  (7.  29)    y8^^^^.  80)    y8-2Cfc  -  O8.  81)    e*(*8+y8)=C. 
*~y          y 

32)  xsiny+ycosx=C.    88)  ^-+a8*y+ 6 Sy  =  C.    84)  *8« 2 Cy+C8.    86)  c(a+bx+cy)+b=*C** 
36)  (y  -  C)8-a8  *8  =  0.        87)  (y  -  C)8-  -^  ax8 «  0.      38)  tlog  y+  C)8-a8 x*  —  0.     89)   (y-  C)8- 
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42)  (M+C-^)(<f+x^(y+Ce*)=0.  43)    y  -  Wl  ^~*t*  tang^1  -_?+& 


44)  [y~ssinhip({7+*)],[^xsinhip(C-  *)]«0.     45)  **— ^^/^TT  ^°*    4G)(*-y)i*-i=.a 


47)  yJ  =  C-t3 

^HŁ  -  <7+a  lag  [F4  \/V+;Ą 
P 


W)-?-!,    Jog--^-  =  C    52)  ^ 


,  j;*=0fitiJ 


58>*»  _i 


-  i  =*  ft 


59)  (a;  -#)*  (*+2y)  -  Ą     Aj* tfoidH-      61 )  **  =  Cty-G),      y  *  =  4*1-       62)  tT,+2Cy+  a*-*1  * 
^+yJ  =  a3t  68)    y^Cfc-C)1,      »*=%«  01)    ^e*+aV/H-C\     «%***• 

05)  #  -  <7(x+ 1 - Cł)t  4y  —  { l  +x)»,     W}  *j  ^Gt+ttfl- C\  r//, - *■/.  =  tf, ,     67)  y  ^  C*^sV  1+C 
a^i  =  **         p|)  r  =  fl^-^-KM^  5^     j|p  +  J]-  =»  L        09)  C*x*  -  2Ą+*,    f^M 
70)    (&V+W+C^.4(yfjr>J>  =  a      y  =  -*?.  71)    y=C(»-tf;»t       y(y~^)=e 

?2)  y^fc+C)1,    y~0L      73)  j/*  —  4a*xł.      74)  **+ V  =  <>i      W)  **+ys  =  i*.      WJ  » =  ±* 
77)  ^Hy1/*  «»'/*.      76)  l/*+\/y-tA.     70)  y  =  ~.       BO)  je»4fa-<  Cy.      81)  *VW- 

— 0  V*  l^p+arc sin  [xY^  1^-"?— #  V *  — **]  =  £        82)   tang  -*-  —  C*F*p*« * ,     gd*ie  sia  ł  =  r 

86)  {*•— !)(■«+ tf>)  -  C«+2aL        84)  *'-2y*  =-  tófc,        SB)  arc  tang  £  »  fc  log  |/S+?+G 

x 

_  . \  -i 

Spiralna  1  ogary  tmi czn a.    8 6)  y  —  x  =  Ce^^.        8 7)  lo g  v  »*  -  ay+y  *  +  -*  arc  tau £      /-  **  ^ 

-Ł  < 

88)  .*  =  y-a+*     «  +&      89)  y*  —  C*-a>'4-2a*  log  *        90)  y  =  C?*"-1.         91)  y  -»  £r'+2- 


«>*- 


■»  "*--J;S£+*    >«> 


Ca 


c-?* 


96)    r  =  * 


i 


9G)  r!  -  «»{**- 1).  97)  y  =  i  V"  -  ^OJ*  £*S)    y  -  a  sec  ^  ^9)  r  -  a 

J00)   p^Oft.  101)   j-f  C=  ^ffy^p+flarcainl/^  102)  *^?  ^  (  /*  ~)/^)V ' 

103)    *»-•!.—  Cy-,         104)    jr'  f-y*=  Cx.        10B)  log  !!iL  =,  arc  tg  1,       106)  **+»*— cV^a 
109)  Kolo.        110)  TTUn4  dwo  prostych.       111)  Elipsy  lub  hiperbole.       112)   Pęk  praatyck 

Literatura,  G,  Boole:  A  treatise  on  differential  equations.  London  1872*  Dr.  St»aił 
sław  Kępińskii  Podręcznik  równań  różniczkowych  20  sscczególneni  uwzględnieniem  p 
tzśeb  techników  i  fizyków.  Część  L  Eównania  różniczkowe  zwyczajno*  We  Lwowie.  NiłŁIł* 
dem  komisy  i  wydawniczej  biblioteki  politechnicznej  1907.  Dr*  Oskar  SchlCmilcb- 
Obungsbucli  zuni  Studium  der  hfihoren  Analysis.  Zweiter  Teil.  Leipzig  1900. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych* 

1.  Teorya  czynników  całkujących  w  równaniach  różniczkowych  rzędu  pierws**g*< 
2*  Teorya  i  zastosowania  równań  różniczkowych  Riccatfego, 
3-  Ewoluty  i  ewolwenty  krzywych  płaskich  i  teorya  rulet, 


Wykład  LIX. 

Równania  różniczkowe  zwyczajne  drugiego 
i  wyższych  rzędów. 

1.  Równania  różniczkowe  liniowe  n-go  rzędu.  Równaniami  różniczko- 
wemi  liniowemi  rzędu  n-go  nazywamy  równania  różniczkowe  kształtu : 

gdzie  Xu  Xv  ...  ,  X„,  X  są  funkcyami  wyłącznie  zmiennej  niezależnej  #,  albo 
liczbami  stałemi.  j 

Jeżeli  druga  strona  równania  (1)  jest  zerem,  tedy  otrzymujemy  równa- 
nie różniczkowe  liniowe  n-go  rzędu  sprowadzone  do  zera. 

Twierdzenie:  Jeżeli  yi}  .ysy ...,?•  przedstawiają  n  oddzielnych  funk- 
cyj,  które  czynią  zadość  równaniu  liniowemu: 

zwanych  całkami  szczególnemi  równania  różniczkowego,  tedy  funkcya: 

y&^yi+^yj+...+c„y»,  (3) 

gdzie:  eu  c2,  c3,...,c„  są  stałe  dowolne,  będzie  zupełną  całką  danego 
równania  różniczkowego. 

Podstawiwszy  bowiem  przyjętą  wartość  ogólną  na  y  i  jej  pochodne 
w  dane  równanie  różniczkowe  (2),  otrzymamy : 

Skoro  zaś  wedle  założenia  yu  Jfi»  —  i  y«  t  są  całkami  szczególnemi,  spra- 
wdzaj ącemi  dane  równanie  różniczkowe,  to  ostatnie  równanie  jest  tożsamo- 
ścią, zatem  jest:  y*=cxyi+c2y<l  +  .  ,+cnyn  także  całką  danego  równania  róż- 
niczkowego,  a  z  powodu  n  stałych  dowolnych,  zarazem  całką  zupełną. 

Rozwiązanie  zupełne  równania  liniowego  n-go  rzędu,  w  którym  wyraz 
wolny  jest  zerem,  sprowadza  się  zatem  do  wyszukania  n  oddzielnych  rozwią- 
zań, czyli  n  całek  szczególnych. 
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3.  ltóttnaiiKit  różniczkowo  liniowe  »-go  rzędu  o  stałych  *  pól  czynnikach. 

Niech  bidzie: 

równaniem  różniczko wem  liniowem    »-go    rzędu    o    stałych    s  pół  czynnikach: 
at,  Og,  *, ,  a,,  sprowadzonem  do  zera 

Przyjmując  całkę  szczególną  w  postaci;  y=*e*r,  otrzymamy: 

podstawiwszy  te  wartości  w  dane  równanie  różniczkowe,  otrzy mamy T  po  od- 
rzuceniu czynnika  e*%  na  wyznaczenie  l  równanie  «  go  stopnia: 

które  nazywamy  równaniem  eh  arak  ter y styczne m  danego  równani* 
różniczkowego, 

3,  Jeżeli  równanie  charakterystyczne  ma  n  pierwiastków  rzeczywistych 
i  różnych:  $^$  ilt  —  f  1,  ^  £ąj  tedy  otrzymujemy  układ  fi  całek  szczególnych, 
zwany  układem  zasadniczym: 

za  pomocą  którego  znajdujemy  całkę  ogólną  w  formie: 

p=c1e***4-cae^I-Kł+e,,e*»i.  (fil 

Przykład.  Dane  równanie  różniczkowe  liniowe  rzędu  drugiego  o  stałych  spóJc*yMi 
kaeh  w  postaci:  ?_ a -^4-2y  =  0. 

Kładąc:  y  =  e**y  otrzymamy  równanie  pomocnicze:  X'— 3X+2  =  0,  stąd:  X,^lt  ^^2 
Katoni  układ  zasadniczy  całek:  ^^o1,  ^=eS*,  a  stąd  całkę  ogólną  danego  rowu  ani*  rói- 
nieckowego  w  postaci;  g  ==c,**4ci*a,'t 

4-  Jeżeli  między  «  pierwiastkami  nierównymi  pojawia  się  para  pier- 
wiastków sprzężonych  w  formie  *±:W(  tedy  otrzymamy  w  całce  ogólnej  od- 
powiednią parę  wyrazów  w  postaci: 

czyli : 

c^^+c^.e-^^Cj^lcos  &z+ś  BinteJ  +  Cj^fooa  fes— i  sin  fer)«* 

=(*i  +Cą)c"  cos  i,r+(c3  —  cjie**  sin  fes, 
Kładąc:  ćj-hc^J,  (c,  —  ca)ł«*B  i  uważając  ii  i  B  jako    nowe   stale  do 
wolne,  otrzymamy:  -de**  cos  Łtf+Btf^sin  Ajt,  jako  parę  całek  szczególnych,  od- 
powiadającą parze  pierwiastków  sprzężonych:  ^  =«  +  &*,  ia  — a— fet". 

Przykład.      ,-,— 4^+13y  =  0,     Kładąc;   y  =  *A*,   otrzymamy   równanie   pomecmMfi: 

X1— 4X+1S  =  0,  stąd:  X  =  2±8*T  zatem  zupełną  całkę   ogólną    danego   równania   róinitnkfr 
wego  w  formie:  y=  Ai^coBfteĄ- Betain 8*. 

5.  Jeżeli  pomocnicze  równanie  charakterystyczne  ma  pierwiastki  równe, 
np.  ^i=^2T  tedy  sprowadzają  się  w  calce  ogólnej  odpowiednie  wyraiy: 
eie^*+e2e^"  do  jednego,  (Ą+i^)f***j  liczba  stałych  stałaby  się  tym  snobem 
o  jedną  zmniejszona,  całka  uważana  za  ogólną  przestałaby  być  ogólną- 
Ażeby  w  tym  razie  wyprowadzić  zupełną  całkę  ogólną,  przyjmijmy  na  razie 

pierwiastki  AY   i  i2  jako  różne  i  połóżmy  l%^=liĄ-h^  tedy  będzie: 

(c  hixł        \ 
ć1+ea  +  C1fcr4-    1ai     +»"]■ 
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Kładąc:  cxĄ-ct*=A,  c2h=*B,  jako  nowe  stale,  otrzymujemy: 

cieb*+cl&+k)°—&*(A+Bx+Bh^  +  ..\ 

stąd  wypada  dla  A— O  forma:  e*i,(A+Bx),  zastępująca  dla  Xl=*X2  wyrazy: 
^ie^x+c1ex*x  z  zupełnej  całki  ogólnej.  Dla  trzech  równych  pierwiastków: 
l\=X1'=Xz  otrzymamy  podobnie  w  miejscu:  ciez*r+c2ez**+czex*e  formę: 
&*(A  +  Bx+  Cx\  ogólnie  dla  r  równych  pierwiastków,  czyli  dla  pierwiastka 
r-krotnego  w  miejscu:  ciezt*+c2ez*x+...  +  cfexr*  odpowiednią  częśó  zupełnej  całki 
Dgólnej  w  formie: 

e*>*(At  +A1x+Azz*  +  ...  +  A,jr-i). 

Wielokrotnemu   (r-krotnemu)   pierwiastkowi    X   równania    pomocniczego 

Ddpowiada  zatem   całka    szczególna    Ce**,    gdzie    C  jest    funkcyą    wymierną 

[r— l)-go  stopnia  zawierającą  r  stałych  dowolnych. 

dhj      d\      dv 
Przykład.    t^  -  ^-~^£i===^,    Kłaa*c:   y  ==***>   otrzymamy    równanie   pomocnicze 

V— X*— X+1«=0,  stąd:Aj=— 1,  X,  =  X8  —  1.  Pierwiastkowi  pojedynczemu  ^=—1  odpo- 
wiada w  zupełnej  calce  ogólnej  wyraz  et-*,  pierwiastkowi  podwójnemu  a,  e=).s  — 1,  zaś 
wyraz:  e*{AĄ- Bx).  Zupełną  całką  ogólną  danego  równania  różniczkowego  będzie  zatem 
funkcya :  y  =  ee-*+(A-\-Bx)  e*. 

6.  Jeżeli  para  pierwiastków  sprzężonych,  kształtu  a±bi,  występuje 
w  równaniu  pomocniczem  r  razy,  tedy  otrzymamy  odpowiednią  częśó  zupeł- 
nej całki  ogólnej  w  formie: 

(Ct  4  C2X  + ...  +  CrZr-X)  ^a+*>  +  (c1,  +  C\X  + ...  +  Cr  0"-1)  <**-">', 

która  po  zastąpieniu  funkcyi :  e**  i  er**  przez  funkcye  goniometryczne,  otrzy- 
muje kształt: 

(Ax+A2x+...+A^r-i).eaecoabx+(B1+B2x+...+B^i)ea* 
Wielokrotnej  (r  krotnej)  parze  pierwiastków  sprzężonych  kształtu  adzbi 
równania  pomocniczego  odpowiada  zatem  w  zupełnej  całce  ogólnej  całka 
szczególna:  iie^cos  bx+Beax  sin  bx,  w  której  spólczynniki  A  i  B  są  wymier- 
nemi  funkcyami  (r— l)-go  stopnia  ze  względu  na  zmienną  niezależną  x,  każdy 
o  r  stałych  dowolnych. 

Przykład.    j_4+2*83-i+»*y  =  0-    Kładąc:  y*=  •**,   otrzymamy   równanie   pomocni- 
ce: X*+2n1X>+»*  =  0,  skąd:  X1=*X,  =  +m,  A,  =  X4  «=  -  m,  zatem  całkę  ogólną  kształtu : 
y  =»  (At  Ą-Atfc) .  cos  t%x-\-(Bl  +B^x)  sin  nx. 

7.  Wyniki  poprzednich  rozważań  mogą  być  zestawione  w  następującej 
regule:  Jeżeli  równanie  liniowe  ngo  rzędu  ma  stałe  spólczynniki,  a  wyraz  wolny 
równy  zeru,  tedy  kładąc  w  niem  y^c*",  otrzymuje  się  równanie  pomocnicze  n-go 
stopnia.  Każdemu  pierwiastkowi  rzeczywistemu  X  odpowiada  w  zupełnej  całce  ogólnej 
wyraz  Ce**,  kużdej  parze  sprzężonych  pierwiastków  a±bi  wyrażenie  kształtu: 
ie^cos  bx+Beax  sin  bx.  W  tych  wyrażeniach  będą  spólczynniki  A,  B,  C,  stałe, 
tbro  odpowiedni  pierwiastek  jest  pojedynczy,  zaś  wielomianami  (r  -  l)-go  stopnia, 
ikoro  odpowiedni  pierwiastek  jest  r-kroiny. 

8.  Równania  różniczkowe  liniowe  ze  stałymi  spółczynnikami  i  wyrazem 
wolnym,  różnym  od  zera.  Niech  będzie  dane  równanie  różniczkowe  kształtu : 

dnti        dn~iv        d"~2v 
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w  któr«m  X  jest  daną  fuukcyą  zmiennej  rx  lub  liczba  stałą.   Możemy  tu  za- 
stosować następującą    metodę    rozwiązania; 

a)  Wyznaczamy  całkę  ogólną  równania  z  wyrazem  wolnym,  równym 
zeru,  czyli  całkę  ogólną  równania  różniczkowego: 

($)  Otrzymaną  fankcyę  o  n  stałych  dowolnych,  podstawiamy  w  di&e 
równani©  różniczko  we,  uważając  stale  dowolne  jako  parametry  zmienne. 

y)  Wyznaczamy  te  zmienne  parametry  tak,  aby  się  stało  zadość  dt* 
nemu  równaniu  różniczkowemu;  w  tym  celu  możemy  poddać  szukane  para* 
metry  jeszcze  («-l)  dowolnym  warunkom,  a  »-ty  warunek,  zawarty  będzie 
w  warunku,  aby  danemu  równaniu  różniczkowemu  stało  się  zadość. 

Naj  dogodni  ej  przyjąć  {«— 1)  równań  warunkowych  tak,  aby  pochodne 
szukanej  funkcyi  aż  do  (w  — i)-go  rzędu  przedstawiały  się  przy  zmiennych  para- 
metrach cp  c3f...,cn  tak,  jak  gdyby  te  parametry  były  stałe, 

Ta  metoda  rozwiązywania  równań  różniczkowych  nazywa  się  powszech- 
nie metodą  zmienności  parametrów. 

Przykład.       -,+n'y  ^coso*.    Dla  równania:  jĄ+n*y  =0,  otrayjm ujemy  rotwiufr 

ni-    tnpamdl  y  -  r,  cos«x4-fs  ain»*,    Ten  sam  kształt  rozwiązania  przy  m  ujemy  dla  tUuego 

równania  rófcniafckowego,  uważając  ą  i  t«  asa  imienne  parametry  od  a?  zależne*  Pr*yj|wi*y 

dc*  dc*      A 

na  wyznaczanie  fj  i  cf  warunek  pierwszy,  cos  **  -=^-+bib  it*  -vt  =0t    otrzymamy  drugi  ** 

runek:  -  huiuax  ^-^naonn^ -~  =  oosaxt 

dx  ilz 

.    ,  det  1  de*        1 

atąd :  —  -  = cos  ax  sin  iuc,      -  -  =  —  cos  ax  cos  iłt, 

'i.r  u  (Ja;  n 

1  fcoy  (»+*)*    .    oos(w  — o)*1  .   _  1   I~sin(ft+a)a:        sin(»— a)*T  .  ~ 

2»L       it-f-a  »-* a       J1     "  2*»  L       n-fo  u— a      J 

Wstawiwszy    te   wartości    w   przyjęty    kształt   rozwiązania:   $  =  t%  cos ■nxĄ*l%\Wi 

otrzymamy  szukaną  całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego  w  postaci; 

cos  a*  .    _  ,   „     t 

y  =  - * ,  +  C,  cos  ns+Ą  sin  »art 

9.  Równania  różniczkowe  liniowe  ze  zmiennymi  spólez)  nntkami.  Kowna- 
nia  różniczkowe  liniowe  ze  zmiennymi  spółczynnikami  możemy  niekiedy 
za  pomocą  stosownych  podstawień  przekształcić  na  równania  liniowe  ze  su- 
lymi    spółczynnikami-     Należą    tn    miedzy    innemi    równania     różniczkowe 

kształtn:  ia  +  bx)*^  +  A(a  +  bx)"-* .  J^  +  .,,  +  Z#-Xf  (8/ 

gdzie  At  Bt  .m*tL  są  liczby  stale,    a  Ar  daną  funkcyą  zmiennej   niezależnej* 
Równania  tego  kształtu  dadzą  się  sprowadzić    do  równań  liniowych  w 

stałymi  spółczyunikami  za  pomocą  podstawienia  a  +  hx=e*+ 

Niech  będzie  np.  dane  równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu,  kształtu: 
(«+&*)>  0+8(a+6*)  g+„»y  =  o. 

Kładąc  a-\-bx^t*,  otrzymujemy: 

d*  dt x    d*1  idt*     SJJ 

Podstawiwszy  to  wartości  w  dane  równanie,  otrzymamy  równanie  rófoucjekow* 

d*u 
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fil  #ii 

którego   rozwiązaniem  ogólnem  będzie:    y  =  CjCOS    --+r,8in—  t  stąd,  kładąc:  *  =  log  (a -\-bx) 

otrzymujemy  rozwiązanie  danego  równania  różniczkowego: 

n  n 

y = <?i  cos  log  (a-f  bx) b  +e2  sin  log  (a+ for)  * . 

10.  Równania  różniczkowe  nieliniowe  wyższego  rzędu.  Równania  róż- 
niczkowe nieliniowe  rzędów  wyższych  dadzą  się  niekiedy  za  pomocą  stoso- 
wnych podstawień  przekształcić  na  równania  różniczkowe  rzędów  niższych. 
Do   tych  należą : 

a)  Równania,  w  których  brak  jednej  ze  zmiennych.  Równania  tego 
rodzaju  dadzą  się  przekształcić  na  równania  różniczkowe  rzędu  o  jeden  niż- 
szego, skoro  się  przyjmie  pochodną  najniższego  rzędu  jako  zmienną  zależną. 

o)  Kształt:  F(x,   g,   0)=O.  (9) 

Kładąc:  ~f-=P,    otrzymamy: 

d  2y      dp 
dz*      dx" 

zatem  równanie  różniczkowe  kształtu:   Fi  z,  p,  y-J,    które    zcałkowane    pro- 
wadzi do  równania:  p=*(p{x,  c),  czyli  do  równania  różniczkowego  rzędu  pier- 

dy 
wszego:  ^- = qp( -r,  c),    zatem   otrzymamy  po  powtórnem  całkowaniu: 

y=f<P(x,  c)dx+c'. 
jako  całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego  rzędu  drugiego. 

»)  KM.:  *■(,,   g,    £!)-a  (10, 

Kładąc:  -f-^P,  otrzymamy: 

dly      dp      dp  dy  __    dp 
dx2      dz^*  dy'dx       dy1 

zatem  równanie  różniczkowe  rzędu  pierwszego  między  zmiennemi  y  i  p: 
które  zcałkowane  daje: 

p-v(y»  <0>  ozyli:  ^=^  c)> 

skąd  otrzymujemy:     <£r= — ,      x »  zatem:   z=*\     ,      N  +c', 

jako  całkę  ogólną  danego  równania    różniczkowego   nieliniowego  rzędu  dru- 
giego. 

(dy\*       d*y      „  ,  . 

Np.  równanie  różniczkowe  nieliniowe  rzędu  drugiego:  1+ly)  +V  *  j  —  ty  prowadzi 

tą  drogą  do  całki  ogólnej  kształtu:  y*+{x — a)l  =  &*. 

11.  Szczególne    przypadki    równań    różniczkowych    nieliniowych    tego 

rodzaju  są: 

dn  y 
a)     -— ^  =  X,  gdzie  X  jest  wyłącznie  funkcyą  zmiennej  z. 

(IX 


958 


Kolej  nem  całkowaniem  otrzymamy 


rf-'< 


dz* 


\ 


Xdz+c. 


1 1 


dtf*~ 


■H 


Xdxt+exxĄ-  ca, 


w  końcu:  y=*\  \  ...  I XrfxH  +  c1a;ł,-i  +  C3^~1+ »  H-c,, 


jako  całkę  ogólną. 


ft 


i  F,  gdzie  y  jest  wyłącznie  funkcją  zmiennej  y. 


stąd ; 


Równanie  całkowalne  dla  n=2.  Gdyż  2  równania:  —Ą=Yt  otrzymamy: 


£***+*>»,  ^(2jrff+Ci)V 


<fc 


^+V 


jako  całkę  ogólną. 

Tą    drogą    otrzymamy    np.   dla  równania :       \=ay.    Całkę  ogólną  w  postaci: 

0  —  —  log  («y+  \/aV+<i  }+<-,. 

Kładąc:  3-51.7 =*»  otrzymamy: 

d*y      dz  ds      ..  ,       -       ds  f  rff 

Jeżeli  wyrazimy  stąd  *  prsez  ii  c,  tedy  otrzymamy:  M=<p(złt),  zatem 

*  *  d* — *  V 

równanie  różniczkowe:      g^—fW  c)   rzędu  (» — l)-go  całkowalne  podłogo! 

Jeżeli  nie  możemy  wyrasió  *  wyraźnie  przez  x  i  c,  wtedy  możemy  tak 
postąpić : 


Z  równania: 


w  końcn : 


dl^  ~)     )f{e)  ~J/(ł))/(*)  ł 
_P  <fo  f  tf*       f*rf* 

'   J/M  J/M""  J/W 


Przykład.     Znaleźć  całkę  ogólną  równania:  «t-j"t^. 

Kładąc:  ^—5=^  otrzymujemy:    t^s  =  >"  1  Katem  przekształci  my  dane   równanie  róż- 
niczkowe trzeciego  rzędu  na  równanie   różniczkowe   pierwszego   rzędu    miedzy   zmienni1 

dz  r  a 

x  1  z  w  postaci:  a  —  =  z.  Całka  ogólna  tego  równania  przedstawia  się  w  postaci:  *  =  w  ? 

jest  równaniem  różni czkowem  drugiego  rzędu,  kształtu: 


Ce° 
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i  ma  całkę  ogólną:  y=  C$a+C'x+C"i 

która  jest  zarazem  ogólnem  rozwiązaniem  danego  równania  różniczkowego. 


*»     ly  d*y      dlB 

Kładąc:        J^g,  otrzymamy:   -~  =  -7-^,  zatem  równanie  różniczkowe: 

d*V      dht 
Przykład.  Znaleźć  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  czwartego  rzędu :  o2^  =  -r?r 

Kładąc:  3-^  =  *»  otrzymujemy:  -j-^ssb— ^,  zatem  przekształcimy  dane  równanie  czwartego 

d*z 
rzędu  na  równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu:  aa^— J  =  ar,  któremu  odpowiada  całka  ogólna: 

XX  XX 

z=  C^Ą-Ci*     %  która  jest  równaniem  różniczkowem  drugiego  rzędu :   -J[  =*  (7.  e  °  4-  de     ° 

Ar1         ł 

i  prowadzi  do  całki  ogólnej  w  postaci: 

X  X 

12.  Równania  różniczkowe  jednorodne  wyższych  rzędów  można  za  po- 
mocą stosownych  przekształceń  sprowadzić  do  równań  różniczkowyoh  niż- 
szych rzędów.  Należą  tu  równania: 

a)  Jednorodne  ze  względu  na  funkcyę  i  jej  pochodne. 

Niech  będzie:  ^f,|,   §.--.£?)-* 

dy        dn  y 
równaniem  jednorodnem  ze  względu  na:  y,  -^-,  •^)Jz^^ 

Kładąc  y=e*,  możemy  rząd  o  jedność  zniżyć,  otrzymamy  bowiem: 

dy       to     d^y    „[<***      (*¥] 

możemy  zatem  po  podstawieniu    tych    wartości    dane   równanie  przez  tf  po- 
dzielić, a  tym  sposobem  zniknie  zmienna  z.  Tak  otrzymamy  np.  zrównania: 

*{"  *  %  0)-°  —- '  *(*  ';  §■  S  +  (I)']-0- 

de 
skąd,  kładąc:  — =~u  dostaniemy  równanie  różniczkowe  I-go  rzędu: 
dx 

*■{'■  »•  *  S+"')-°' 

z  którego  otrzymamy  u =£>(£,  c),  a  stąd: 

0=*fq>(z}  c)dx+&,  czyli:  logy=jc>(*,  c)dx+c\ 
jako  szukaną  całkę. 

P)  Równania  jednorodne  ze  względu  na  zmienne  i  pochodne. 

Równanie  różniczkowe :    f( x,  y,  -^ , ... ,    -^  j  =0  możemy  uważać  za  rów- 
nanie  jednorodne,    skoro    uważać    będziemy    zmienne   x    i    y    stopnia    I-go, 
Ł  8fcoPnia  °'8°>  a  ^    8t0Pnia    ^1"8°>  al%  stopnia  —  (w— l)-go. 


Połóżmy  tedy  £=*?%  y^tte*,  zatem;  dz=&dSj  dy^fs(«d>  +  rfa),  tedy  otrzy- 
mamy : 


Tak  przekształcone  równanie  różniczkowa  między  u  i  M}  nie  będzie  14* 
wierało  zmiennej  w  da  się  zatem  zamienić  na  równanie  (n—  l)-go  rzędu 

Jednorodność  równań  różniczkowych  ze  względu  na  zmienne  z  i  y  mo- 
żemy ogólnie  tak  ustalić,  że  przypiszemy  zmiennej  m  pierwszy  stopień, 
a  zmiennej  1/  stopień  n-ty,  a  jej  r-tej  pochodnej  stopień  [n— r)-ty.  Kładąc 
mianowicie:  ar^e*,    y=$»i=u=ue*\  otrzymamy: 

&&&+>  ' 

przekształcimy  tak  pojęte  równanie  różniczkowe  jednorodne  między  x  iy 
na  równanie  różniczkowe  między  n  i  f,  które  nie  będzie  zawierało  zmiennej  t, 
Np.  Równanie  różniczkowe: 

moiemy  uwalać  za  jednorodne  ze  względu  na  zmienne  r  i  y  i  pochodne  przypisując  zmiep- 
:>ej  ac  stopień  pierwszy,  a  zmiennej  y  stopień  drugi,  pochodnej   -      stopień  pierwszy,  poeho- 

dnej  -.— a  stopień  zerowy  i  t  d. 

Połóżmy  tedj' ;  &  =  **i    y  =  **u  =  *w**T 

a  otrzymamy: 

dr  "  \dt  +*lr ł      S?  ~  l S*+B rfl  + "J1 
zatem  sprowadzimy  dane  równanie  różniczkowe  do  postaoi: 
Ai 

a  więc  do  równania  różniczkowego  drugiego    rzędu    ze    względu   na   zmienna  uT  w  klonem 
brak  zmiennej  I. 

13,  Zupełne  równania  różniczkowe  rzędów  wyższych*  Równanie  roznieś 
kowe  rzędu  «-go,  kształtu; 

dtf     dly         dny 


*+8j+2i*-(l+?«)(^+2ii)+4^^01   czyli:  ^+2(1- h)^  =  0, 


nazywa  się  zupełnem,   skoro   FefcT    gdzie:     V=<pizy  t/,  ^   i  —  r^-Ji    jest   ZIi 

pełną  różniczką  pewnej  funkcyi  i/,  która  będzie  kształtu: 

J  dy        d— ly\ 

Ze  sposobu  postępowania  przy  całkowaniu  zupełnego  równania  różnicz- 
kowego rzędu  pierwszego:  dU=0  wypływa  następująca  reguła  całkowania 
równań  różniczkowych  zupełnych  tt-go  rzędu: 

Całkujemy  wyraz,  zawierający  :  w  pierwszym  stopniu,   jak  gdyby 

<*# 

t£*  -  1   y  d"  V 

pochodna       n_\    była  jedyną  zmienną,  a  jej   pochodną,    Przedstawi*^? 

(ix  doc 
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wynik  przez  TJU  otrzymamy   dU—dDi%   jako    zupełną   różniczkę,  zawierającą 

dy       d*~  *  y 
już  jedynie:  x}  y,  -^,..,3 — zr-     Powtarzając    powyżej    wskazane    działanie, 
az        aa?" 

przedstawimy  w  końcu  TJ%  jako  sumę  całek  Vu  U2i...  i  t.  d. 

Przykład.    y+Sx  ^-+2y  (^)  +  (a?1  Ą-2y*  jty  ~jt =0.  Uważając  lewą  stronę  za  zupełną 

różniczkę,  połóżmy: 

dU=*  (tf+3xp+2yp*)dx+{x*+2y*p)dp1 

dy  d  y 

gdzie:   p  =  ~,   dp  =  -~dx.  Całkując  wyrażenie  jedynie  ze  względu  na  p,  otrzymamy: 
ax  ete* 

Ok— •*P+Jf"l»ł,  czyli:  0•=*12+y,(2),• 
Zupełna  różniczka  d{/t  będzie  atoli: 

będzie  zatem:  dt/— df^=  (y+aj-^jrfa?,  skąd  otrzymujemy:  U—Ul=xy,  a  stąd: 

Pierwszą  całką  danego  równania  różniczkowego  będzie  zatem  równanie  I-go  rzędu: 

14.  Niektóre  równania  całkowalne  za  pomocą  metody  zamiany  zmien- 
nych. Za  pomocą  stosownych  przekształceń,  wywołanych  wprowadzeniem 
nowych  zmiennych,   dochodzimy  częstokroć  do  równań   łatwo   całkowalnych. 

d*u 
Przykłady.    1)  ^  =  a*+&y.    Kładąc:  ax+by  =  t,  otrzymamy: 


a±0dx'ssdxJ     °dx~*  =  dx* 


dH 
zatem  równanie  przekształcone:  -_  }=bt,  które  jest  równaniem   liniowem   o   stałych  spół- 

czynnikach. 

d*y        dy       .  d*y 

2)    (1— a5^^~a?^:4-5,y  =  0.    Kładąc.    arc  sin  x  =  *,  otrzymamy:  ■j%+Qt!f  =  Qi  stąd: 

y  =  c{  cos  (q  arc  sin  x)-\-c+  sin  (q  arc  sin  ar). 

15.  Zastosowanie  metody  zamiany  zmiennych  do  równania  różniczko- 
wego rzędu  drugiego  sprowadzonego  do  zera.  Równanie  różniczkowe  liniowe 
rzędu  drugiego  kształtu: 

ma,  jak  wiemy,  (art.  1  str.  953)  całkę  ogólną  kształtu : 

y~C\Vi+c2y2, 
gdzie  yĄ   i  y2  są  dwiema  całkami  szczególnemi  tego  równania. 

Znając  jedną  z  całek  szczególnych  tego  równania  np.  yi  możemy  wy- 
prowadzić dowolną  inną  całkę  szczególną  y2,  a  tern  samem  wyprowadzić 
całkę  ogólną  y  w  sposób  następujący. 

Niech  będzie  yx  jedną  z  całek  szczególnych  danego  równania,  tedy 
mamy  tożsamość : 
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Połóżmy  y-=u.yu  gdzie  u  jest  nową  zmienną,  tedy  mamy: 

otrzymujemy  zatem  z  danego  równania  różniczkowego  następujące: 

czyli  równanie  różniczkowe: 

_+P+_^L_0, 

które  wprost  scałkowane  prowadzi  do  równania: 

du 
log  s+JP*p+2  logy,  =log  C„ 

czyli:  r-d^ 

Otrzymujemy  stąd  za  pomocą  ponownego  całkowania: 

Je-fMx 
y  i 

zatem  całkę  ogólną  danego  równania  różniczkowego  rzędu  drugiego  w  postaci : 

dx+Ctyt.  (13) 


Przykład.    Równanie  różniczkowe:  ~^— a,y=0  ma  jedną  całkę  szczególną:  y,=  *«* 
na  tej  podstawie  przedstawi  się  całka  ogólna  w  myśl  wzoru  (18)  w  postaci: 
y  =  c,  e-o^-te  dr+  {?,*»,  czyli :  y  =  Ct  «-«*+  Ą*«. 

Uwaga.    Dwie    całki    szczególne   yx  i  y8    równania   różniczkowego   drugiego    rzędu: 
d*y        dy 

^xł+^^+Cy  =  0  pozostają  w  osobliwszym  związku   ze   spółczynnikiem  P  równania   róż- 
niczkowego. 

Z  warunków:  ^l+^L+ftfi  =  0,    ^+^^+^1=0  otrzymujemy  mianowicie  po 
wyrugowaniu  spółczynnika  Q  równanie: 

,.  y*  rfar*      Vxdx* 

czyh:  — /-+P  =  0. 

dyx         dy% 

a  stąd :  log  (y,  J-yi^f)  +  f  P*r  =  log  (7, 

a  więc  związek :  y,  — -yj  ^  »  Ce~^Pdx,  (14) 

gdzie  stała  C  otrzymuje  pewną  wartość,  skoro  yx  i  y8  są  dane  dwie  całki  szczególne. 

Rozumiejąc  pod  ya  całkę   ogólną   danego   równania,   otrzymamy    stąd   wzór  pod  (13) 
wyprowadzony . 
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16.  Przekształcenie  równania  różniczkowego  rzędu  drugiego  na  równa- 
nie różniezkowe  rzędu  pierwszego.    Zastąpmy  w  równaniu  różniczkowem : 

zmienną  y  przez  nową  zmienną  u  za  pomocą  podstawienia: 

y=eT     ,  tedy  będzie:  -f=w?  T?=»V      +  -r-*J     , 

zatem  dane  równanie  sprowadzi  się  do  postaci: 

(ut+^+FH+cy^-O.  (16) 

Tym  sposobem  otrzymujemy  na  wyznaczenie  zmiennej  u  równanie  róż- 
niczkowe pierwszego  rzędu : 

du 

(g+u*+Pu+Q=0.  (16) 

Wyznaczywszy  stąd  u  jako  funkcyę  zmiennej  x,    otrzymujemy  y  z  wa- 
ranku:  ^^^y. 

Przykład.    Majce  np.  dane  równanie  różniczkowe  rzędu  drugiego  w  postaci: 
^  ^+o -^H-ty  =  0,    dochodzimy   na   mocy   podstawienia  y  =  eJf      do   równania    różniczko- 
wego rzędu  pierwszego: 

d£+u*+au+b  _ o,  czyli:  dx+  M,£u+b  =  0, 
które  w  przypadku,  gdy:  «5+a*+&  =  («—  «f)(«— «j),  sprowadza  się  do  postaci: 

z  której  otrzymujemy  ostatecznie  równanie: 

17.  Uwaga.  Do  otrzymanego  powyżej  równania  różniczkowego  rzędu  pierwszego  w  po- 
rt* 

staci:  ^-+y,+iV+C  =  0  możemy  zastosować  następującą  uwagę.    Kładąc:  u  =  vz,  a  więc: 

rfE  —  P  <*i+*  £  »  otrzymamy :     *  rfi+p V+  (P'+  ^)  *+  C  «  °i  *k%d>  «dy  położymy : 
Pp+  r  =0,  a  więc:  v»§ ~~ J      ,  otrzymamy  na  wyznaczenie  zmiennej  *  równanie: 

,-+**H "0,  czyli:    _,-+**«   J      +C«J      -=0. 

dx  v  J        dx  ' 

Tym  sposobem  rozwiązanie  równania  różniczkowego  rzędu  drugiego: 

di 
przedstawia  się  dwoma  równaniami: 


3+*2+*-* 


Judź  ~lPdx 

gdzie  z  jest  całką  równania  różniczkowego  rzędu  pierwszego  kształtu: 

aa: 
Powyższe  równania  sprowadza  się  pod  założeniem,  że :  Ce**      =  ae  ^      ,  gdzie  a  jest 

pewną  liczbą  stałą,  do  postaci:        +(a+z*)« ~~J  '*—  0,  zatem:   \  2  ~^\e       tsdx  =  Cu   . 

z  której  pod  założeniem,  żo  o  jest  liczbą  dodatnią,  otrzymujemy : 
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i 


1 


,—  arc  tang 


■  =  C,-J, 


-l\U 


dx. 


Według    gai  cienia    jest:    a 


przeto  otrzymujemy  z  ostatniego  równimi: 


źe: 


*=«VVtang(£?i-$\/Q<**}i 


W»l/§i  przeto  będzie:   u  =  \Ztf  tang  (Ą— Jl/tf.e!*), 

J-Łr^AŹ  tang  ('^j/tfrf*) 


a  więc  ostattsaanie :  ^  =  0^'  *v  '   *w       %  H 

jako  całkę  ogólną  równania  różniczkowego:    ^-J  +  ^^  +  Cy  =  0  pod  założeniem,  fet 


V«- 


e  J      ,  oayli,   te:   JJ+2PC  =  0. 


18.    Przekształcenie   równania    różniczkowego  rzędu    drugiego  na  ion, 
w  ktdrem  brak  pierwszej  pochodnej.    Wprowadzając  w  równaniu  różniczko* 

fi  "7/  f  /  v 

wem:  SS+^j  "hQ?/  =  0  nowe  zmienne  u  i  js  za  pomocą  podstawienia:  fj=ut, 

dy       tłu       ds         d7ff  _  d*u      ąduds       dh 
d%^^ dx^  u dx*       ***-*  ™"  *f^*0 ~*~    *ł*J^^~ u J*2  f 


&  więc; 


d*2       ds*' 


cte  <Ar       dz2 


dH      f^du      n  \dz      fdhś  ,  -tfu  ,   ,t  \       _  łMI 

otrzymajemy:      «^  +  ffc  +A)&  +  (^-S  +  P^  +««j,-a  (18 

Przyjmując  zmienną  u  tak,  aby  było: 

!-; +  Pt#  =  0,  czyli:  — —  —  -^r ***t  a  więc:  «=-e     J     f 
ax  ii  s 

otrzymujemy  na  wyznaczenie  zmiennej  b  równanie : 

dH      i\  d*u  t    P  *ii*     A\      * 


Ponieważ: 

czyli : 

a  tern  samem  ; 


u  dz 


-2,a  w 


J^tf%     /l  duy  1  dP 

iąc:  udz*     [u  ~dx)  "         2  dx  ■ 


1  d2u      P* 
t*  £fcca  "  4 


*2   d£' 


1  d*u       P  du  Pł       1  dP 


u  dx*       u  ds  4        2  dx 

przeto  powyższe  równani©  różniczkowe  określające  zmienną  0  sprowadzi  aic 

do  postaci : 

a  więc  do  równania  różniczkowego  rzędu  drugiego,  w  k torem  niema  pocko- 
dnej   rzędu  pierwszego, 

Wyznaczywszy  stąd  $f  otrzymamy : 


(20) 


p»      1  rfp 

Przyjmując  np.  że;         -j-  --      — 0 *» o,  gdzie  a  jeat  pewną  liczbą  stalą,  otr*jmiije">5 


4    ■    2  rf* 

na  wyznaczenie  *  równanie  różniczkowe: 

d*z 


-37  =  0, 


którego  całka  ogólna  pod  założeniem t    że    a  jeat    licaibą    dodatnią,    przedstawia    sie  w  po- 
staci :  *  =  ą  e-*^  B  +  €%**V  (ł " 


-  965  - 


Dane  równanie  różniczkowe  ma  w  tym  przypadka  kształt: 

d*+pTx  +  \T  +  ¥  5*  "•J  y = °* 

a  jego  całka  ogólna  przedstawia  się  w  postaci : 

19.  Ogólna  całka  równania  różniczkowego  liniowego  rzędu  drugiego 
z  wyrazem  wolnym  różnym  od  zera.  Równanie  różniczkowe  liniowe  rzędu 
drugiego : 

w  którem  spółczynniki  P,  C,  -R  są  funkcyami  zmiennej  niezależnej  z,  roz- 
wiązujemy w  myśl  art.  8  i  9  metodą  zmienności  parametrów,  opierając  się 
na  calce  ogólnej  równania  różniczkowego  do  zera  sprowadzonego: 

przedstawiającej  się  w  postaci:  y=*Cxyx-\-'C%y2. 

Przyjmując  tensam  kształt  całki  ogólnej  dla  danego  równania  różnicz- 
kowego pod  założeniem,  że  parametry  Ct  i  C2  są  funkcyami  zmiennej  z,  zakła- 
damy, że  w  pierwszej  pochodnej: 

--Ci—+Cl—+yx  — +y2-^-, 

spełnia  się  warunek: 

Wobec  tego  druga  pochodna  otrzymuje  kształt: 

&y     r^l^r^Ml  i   dy'  dC*   i  dy*  dC* 
dx2~ idxi'f 2  dx%  r  dz  dz  "*" dz  dz  ' 

na  podstawie  którego  po  uwzględnieniu  danego  równania  różniczkowego 
otrzymamy  na  wyznaczenie  zmiennych  Ct  i  C2  drugi  warunek: 

$!.*£  + 4.  *£_*  (23) 

dz  dz        dx    dz 

Z  warunków  (22)  i  (23)  otrzymujemy: 

dC±  =         Ry2  dC2  _         Ryi 

dz  ""      dyx         dy2  '         dx  ""      tfj^     „  fJft  ' 


a  stąd: 


Całka  ogólna  równania:    -y-?-ł-P-/-+Qtf—.R  przedstawia  się  zatem  w  po- 
tu;1      ax 

staci:  y-=/l  ł  '  -  x"    ' -'  l       —    — 


skoro  yt  i  ya  są  dwiema  całkami  szczególnemi  równania:   '^t+^jz  +  Qy=Q- 
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20.    Znając  tylko  jedną  z  całek  szczególnych  równania : 


tte» 


dx 


tł  -fi  fifj 

np,    y%    zastosujmy    dv    równania:        \+IJ  J*  +  Qy=}t    podstawienie:    y^ 


z  którego  wynika ; 


<te* 


dx 


dy_    dy.        du       d^y       dly^        <iudyt 


ds     U  dx 


h*dx'     £^~*^+Sd£^fc+,',cŁ*, 


d*u 


dx%        dx  dx 
wtedy  otrzymujemy: 

a  stąd  skoro:    -g^+F  ,'  +  C?Sf|"»0F  na  wyznaczenie  zmiennej  u  równanie: 

dht 


Otrzymane  równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu  możemy  przeksstaldi 


,*i  .        -«  ,  rf<4  d*u     flV 

na  równanie  urnowe  pierwszego   rzędu.    Kładąc    bowiem:    ,   =  *?, 


otrzymujemy  równanie  liniowe  pierwszego  rzędu  kształtu: 

<'•'•      V        Pi  dxf       y, 
z  którego  na  podstawia  art.  6  str.  933  wypływa: 

^^(JW^  +  Ci), 

skąd  ze  względu   na    to,  ie:  «>=3-|  otrzymujemy: 

a  stąd  wobec  y=«yt  całkę  ogólną  równania  różniczkowego:  -i -,+-P]r[+Cy=^ 

'da*-/' 


,dy 


w  postaci:  y=yi[^£__(J%1 


.e^tó+CjUcJ. 


Znając    więc    zmienną    yj    jako  jedną   z   całek   szczególnych    równania: 
^7^+P  _  4-^y=0  możemy  na  podstawie  powyższego  wzoru  podać  całkę  ogoln*. 

równania:  g+pg+cy_ii. 

21.  Przykład.    Niech   będzie  dane  równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu   w  poiteci: 

^hf  _i_  Jl  dy  __  JL  —     g 
rfaj'       x  dx      X1       x% — 1* 

Biorąc   pod   uwagę   równanie  do  zera   sprowadzone:    ~|  H ^  —  -^  =  0;  polóimy: 


fdx 


y  =  e      ,  a  więc: 


fdx 


<fy  =  JL    Jan*         ^V  __ *?    J«w 

da;       xu         '      cfce2  ar1!*'  f 


a  otrzymamy  na  wyznaczenie  w  równanie: 

0  = _._+  czyli:    ^--ł-ui-l^O, 


*V 
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skąd  dostajemy:    3.=  j^r  wtem:  \ogx+—  log  ^1=-^ lo«J3i»  a  8t%d-  *V/^=  yjZ5» 
CZyh:tl=8^MT'    Zważywszy,  że:    --—j^--  +  -  (_  -  _), 

otrzymujemy:    j— —  logu- -^  log (l-n*)+log  C„  przeto:  y=V**  =     Jl-t 

skąd  wyrażając  «  przez  *,  dostajemy  ostatecznie:  y=»  Ą— — j=-,  czyli, co  na  jedno  wycho- 
wu C\ 

c%                                                           d*y        1  dy       y 
dzi :  y  ==«  C|X+— ,  jako  całkę  ogólną  równania :     ,  \-\ -^  —  —  —  0. 

X  €LX*  X   OX  X 

Przy  pomocy  dwu  cale 
mamy  ze  względu  na  to,  że: 


Przy  pomocy  dwu  całek  szczególnych  tego  równania  w  postaci:  yi=»*,  yj=— ,  otrzy- 


dyt        dy±_2 
*  dx~*dx-~~xJ 
na  podstawie  (25)  wprost  całkę  ogólną  równania  danego  w  postaci: 

(a  ,      *— 1  ,     \     .  /      ox       a  .      ar— 1  ,      \   1 

czyli:  y !+**+?  +  T  (—  I)  l0^+l- 

Na  podstawie  znajomości  jednej   całki    szczególnej    równania :    -5-^,  H ~^-  —  -^  =  0 

d*y       1  dy       y  0 

w    postaci   yi=»,    otrzymamy    z   (18)    całkę    ogólną    równania:    -r^H 3 f —    a    « 

w  postaci: 

»-UStf  SJf^M- -»»= ' — I +«■*-£££. 

a  że  na  podstawie  całkowania  przez  części: 

CdxCx*dx       __lf*^,    lf   *    _       1       «a— 1        ^-1 
J*'J»«-1  "      2*0 x»-l  +  2  J *ł~-l  ~"      2*  +    4**       g  *+l ' 

przeto  dostajemy: 

C,..         a       a(x«-l)        »— 1 

czyli  jak  powyżej: 

y  -  -  _+„*+   ^   +  -  (*_  _)  logx+l. 

22.  Całkowanie  równań  różniczkowych  drugiego  rzędu  za  pomocą  sze- 
regów. Równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu  określa  zależność  drugiej  po- 
chodnej od  wartości  funkcyi  i  jej  pierwszej  pochodnej  w  dowolnem  miejscu 
zmiennej  niezależnej  x  i  dozwala  stąd  wyprowadzić  zależność  wszystkich 
pochodnych  rzędu  wyższego  nad  drugi  od  szukanej  funkcyi  i  jej  pierwszej 
pochodnej.  Na  tej  podstawie  możemy  szukaną  funkcyę  przedstawić  wprost 
lub  metodą  współczynników  nieoznaczonych  w  postaci  szeregu  Taylora  lub 
Maclaurina,  przyjmując  w  jednem  miejscu  x=»a  lub  x«0,  wartość  funkcyi  y 
i  jej  pochodnej  y*  zupełnie  dowolnie,  kładąc  więc  np  ya=*Ci}  y^—Cj,  wzglę- 
dnie y0— cn  J^o— '*i  (Pot.  art.  20  str.  921). 

Na  szczególniejszą  uwagę  zasługują  takie  równania  różniczkowe,  któ- 
rych całki  nie  dadzą  się  przedstawić  w  formie  zamkniętej  i  są  źródłem  funk- 
cyj  nowego  rodzaju.  Należą  tu  w  szczególności  równania  Legendre'a,  BesseFa 
i  Gaussa. 
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23-  Równanie  Lepentti^a:  (l— ^n^-2^^4«(n +  1)^-0. 

Równaniu  temu  odpowiadają  dwie  całki  szczególna,  jedna  yiĄ  z  w&nra 
kami:  #*=0f   yi=li        '^,-0  w  postaci  szeregu: 

draga  y2  z  warunkami:  x=0,    y2=0,    J-1**]^  — 1  w  postaci  szeregu: 


(»_!)(»+ 2)  (tl-l)(ff+2)(łt_3)(n+4J 

yi~*  i~2;3_3?H"'  1,2.3.4,6         ~*~p 


(27 1 


a  więc  całka  ogólna:  #=<My  +  c3#ź. 

Jeżeli  w  jest  liczbą  całkowitą,  to  jeden  z  tych  szeregów  przechodzi 
w  wielomian,  mianowicie  szereg  na  y%  urywa  się  przy  parzystem  «t  szereg 
na  y%   przy  nieparzystem  fi. 

Eównaniu  Legendre'a:  (1  —  x*)yu — 2jyi  +  «(»+l)y=0  przy  całkowitemu, 
czyni  zatem  zadość  wielomian  stopnia  n-got  czyli  t,  «w,  wielomian  Legendra* 
w  postaci : 

P  firi-*'*"**-1^      *<«-'>  r-«  ,    »f»-l>(i»-«)(—8)        t  gg 

»!         A*      S(9»_l)*     +    2.4t2«-l)(2n-3)    *      +'"   (38) 

Wielomian  Legend  re'a  zowie  się  także  funkcyą  kulistą  pierwszego 
rodzaju  i  przedstawia  się  w  postaci; 

1      d*{x*-ir 


W  szczególnośei  otrzymujemy  stąd : 


dxm 


im 


24.   Równanie  Be8sel'a:    x%^C+x^V  ^lx2+n%)y^d. 

dx*        dx    y  '" 

Ażeby  rozwiązać  to  równanie,  połóżmy : 

y=Ai£mt+A2źm*  +  Azzm*  +  ... 

a  otrzymamy  dla  wykładników  prawo:   wr=w1+2(r— 1),    przyczem  m\=*\ 

zatem  mi=n  lub  w1=  -n,  a  dla  spółczynników  prawo:   Jr+1=  —  -£. — ---, 

£rT     Wij  T» 

dostajemy  zatem  dwie  całki  szczególne,  jedną   yu   odpowiadającą  wykładni- 
kowi mi=n  pod  założeniem  -4t  =  l  w  postaci: 

~22(n+l)  +  2!24(n  +  l)(n+2)"*,,7  '  (29) 

drugą    y2    odpowiadającą     wykładnikowi    w1=— n,     pod     założeniem   ii*! 
w  postaci: 


yi-a^l 


ya-*""^ 


+ 


x 


r* 


•)■ 


(30) 


2'(— n+1)  ^  2! .  24(-n+l)(-n+2j 
a  więc  całką  ogólną:  y^Cxyx+C2yv 

Całki    yt  i  y2    prowadzą    do   nowych    funkcyj,    zwanych    funkcyami 
Bessę' la  rzędu  n-go,  oznaczanych  przez  /„,  względnie  /_„,  tak,  że  jft— ĄI« 
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y,  =  Cxi_».  W  szczególności  dla  »=*0  otrzymujemy  funkoyę  Bessel'a  zerowego 
rzędu  w  postaci: 

7os=al-2I  +  2^P"2^P6»+,"(— 1},,2«42...(2»)J+-  (31) 

25.  Równanie  Gaussa:  a5(l-»)^+{y-(a+/J4-l)a5}^-ai9y-0. 

Kładąc:  y=-40«m+i41o?m+l+-42a;m+2  +  ...,  otrzymamy  za  uwzględnieniem  danego 
równania  różniczkowego  dla  wykładników  m  t.  z.  równanie  charakte- 
rystyczne: m(m — l  +  y)=0,  które  ma  dwa  pierwiastki  ro^O  i  fw2  =  l— y, 
a  dla  spółczynników  Ar  równanie  warunkowe: 

(m+r+a){m+r+P) 
(m+r+l)(w+r+y) 
Przyjmując  mi=01  otrzymamy  pod  założeniem  -^=1   całkę  szczególną 
w  postaci: 

a(>         «(o  + 1)^+1) 
yi       ^l.y    ^  i.2.y.(y+l)       ^  V     ; 

przedstawiającą  t.  z.  szereg  hipergeometryczny  Gaussa,  oznaczany  zwykle 
przez  F(a,  /},  y,  a;),  gdzie  a,  0,  y  zowią  się  elementami  szeregu.  Szereg  ten 
zawiera  jako  przypadki  szczególne  wszystkie  szeregi  występujące  w  analizie 
elementarnej. 

Przyjmując  m2  =  l — y,  gdzie  y  nie  jest  liczbą  całkowitą,  otrzymamy  na 
podstawie  powyższego  prawidła  spółczynników  także  drugą  całkę  szczególną 
danego  równania  różniczkowego. 

26.  Zastosowania  geometryczne  równań  różniczkowych  rzędu  drugiego. 
Równanie  różniczkowe  zwyczajne  rzędu  drugiego  wypowiada  pewną  wła- 
sność, dotyczącą  krzywizny  szukanej  linii  krzywej  lub  wielkości  z  krzywi- 
zną związanych. 

Całka  ogólna  równania  różniczkowego    rzędu   drugiego  przedstawia  od2 

krzywych  tego  rodzaju,  dwa  warunki  stosownie  dobrane  wyznaczające  dwie 

stałe  tejże  całki  ogólnej  cechują  jedną  z  szukanych  krzywych. 

Przykłady.  1)  Znaleźć  krzywe  płaskie,  w  których  promień  krzywizny  jest  równy 
danej  funkcyi  odciętej  x. 

[i+(g)'f 

Otrzymujemy  tu  równanie  różniczkowe:  -^- =*/(*)• 

Równanie  to  nie  zawiera  y,  da  się  zatem  sprowadzić  do  równania  różniczkowego 
rzędu  pierwszgo. 

Kładąc :  g  -  p,   g  =  g  ,  otrzymamy : 


jako  równanie  szukane, 


X+C  .  r     (X+C)dx 


zatem:  F".^-^--^!    więc:  y _  J^^g^+ą, 


a1  r 

W  szczególności  otrzymamy  dla:  /(*)  =  «-,    -^  —  J 


ł/(*)  = 


»«' 


zatem:  y=»  \     , dx-\-Q. 

równanie  krzywej,  znanej  w  mechanice  pod  nazwą  „krzywej  elastycznej";  jej  promień  krzy- 
wizny jest  do  odciętej  x,  odwrotnie  proporcyonalny. 
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2}  Żnaleść  krzywe,  w  których  promień  krzywizny  jest  proporcjonalny   do  laeitii 
normalnej. 


Otrzymujemy  tu  równanie  różniczkowe 


^^^-pY^ST. 


czyli ! 


dhf 


dx* 


dtf  gt 

fiównanie  nie  zawiera  &,  możemy  tedy  położyć:  dx=      t  a  otrzymamy:  pdp*=* 

P  r 


»>  =  _"_ 


f  .    I 


*+*  ł    p~^  — 


4     V>- 


y*  T  fi 


i"0,  ^-v/« 


*Ąr 


yv* 


l/y1-^'' 


*  ■«  V^*  *  \Zy'— ***+«,  zatem:  (#—  a)f— ny1  mm  ^  »*a,1 
równanie  szukanej    krzywej,    która  jest    stosownie    do  n  albo  ellipsą,  albo  hiperbolą. 
8)  Znaleźć  krzywe,  w  których  promień  krzywizny  jest  proporcyonainy  do  norma 

MSDT 


Mamy  tu  równanie  różniczkowe: 


4*i 


— MST. 


czyli 


* 


■+©'—& 


Kładąc:  --=»!»,    otrzymamy  stąd; 


zatem: 


czyli: 


równanie  szukanych  krzywych,  zwanych  zwykle  krzywemi  Ribaucourła. 
S  zez  egól  u  e  przypadki: 
a)  o  — — 1;  rozwiązanie:  x— c,  =  —  \Ze*— y\  czyli:  (^— ct),4-y,»e1  koło  (fig,  260)* 


P)  a  -=  +1 ;  rozwiązanie : 


Ix/fe  =  log! 


y*-c 


y+l/yl 


— =  e       ,  zatem:  — 


czyli : 


linia  łańcuszkowa  (fig.  261) 


-vV-« 


X_C|  »-c, 


=  e  ,   skąd:    y  =  ^-(e        +«      c  ) 


Fig.  260. 


Fig.  262. 


Fig.  263. 


dy       -|  /(• —  y 

'()  o  =  -  2 ;  -^  =  1/  —    ,  równanie  różniczkowe  cykloidy  (fig.  262). 

8)  a  =  2;  »— ct  =  2Y/7 .  \/y^c ,  czyli:  y—c=>      ~°l     ,  parabola  (fig.  268) 

4)  Znaleźć  krzywe,  w  których  rzut  promienia  krzywizny  na   daną   prostą  ma  si 
długość  a,  t.  j.  p  cos  a  =  a. 
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Przyjmijmy  daną  prostą  jako  oś  x-ów,  tedy  otrzymamy  równanie  różniczkowe : 

-,. .  —  =  a,   czyli :  -== «  a, 

dy 
Kładąc:  ^SB=P»  otrzymamy: 

dx      dp        pdp          Ł  dy         dp                .       »— e,       t  p  y— c,  . 

-=*-?— f-Ą,  zaó       ^rr^ii   przeto:  l- =  log —tz±=  ,   '— -  =  aro  tang  p, 

skąd  po  wyrugowania  p  znajdziemy  równanie  szukanej  krzywej: 

6)  Znaleźć  krzywą,  w  której  promień  krzywizny    jest   proporcyonalny  do  łuku,  mie- 
rzonego od  pewnego  stałego  punktu  tej  krzywej. 
Równanie  różniczkowe  krzywej  jest: 

S[*ffiT-»2G»V(2),-» 

dy 
Kładąc :  -=  =  p,  otrzymamy  pierwszą  całkę : 

Podstawiwszy :  aro  tang  psT,  otrzymamy  równania  szukanej  krzywej  w  formie : 

x— a  =  (\+T(n .  cos  T+sin  T\    y— b  =  ClenT(n .  sin  T—  cos  T). 
Krzywa  jest  spiralną  logarytmiczną. 


ćwiczenia  Ł1X. 

Znaleźć  całki   ogólne   następujących   równań  różniczkowych   liniowych   ze   stałymi 
spółczynnikami : 

» S-8£+^=°-   *-o  2— >»-«.  8)  S+2-*-ft   4>  2+ał'=°- 

^>S-^+v=o.  «)g-7g+^=o.  Dg^J+^-a  B)£-g-*+,=o. 

*>  2+2S+>=°-    l0>  2-42+62-*2+*=0-     »)  2-82+*=°- 
12>  2+8*-*-*-0-     i8>  S-2flS+(a,+^y=a     14)  S+9»,2+«i»-a 

15)2-42+4y  =  a'-    1«)  S—^—1-        17)S-8S+2— '•       18)g+y-cos*. 
19)    3^..,-—  20)    3-7*+!%-*  21)    g-2g+2g-2|+y-l. 

22)g+y=słn*.        23)  £;+4y  =  *sin»».        24)  g-2g+y  =  «-.     26)  g+*+jr-^». 

26)S-*S+8y=2<a*-   27)S-2£+y=*,'to-   ^  aB=2-  aB>*,2-2- 

Wyznaczyć  całki  ogólne  następujących   równań   różniczkowych   liniowych  mających 
spółczynniki  zmienne: 

81>  *'S-*2-8"=a    W(*+'y£-Mp+»)*+*=0.    88)2  +  1* -1,-0. 
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i*V 


,*V 


^■-.^ 


84)  *»<^+2*^-«**V  =  0.        35)  «»|(^+Sto^+«»«»»~a     36)  fi1+a»^+(i+^,=.i 
37)  g+C+to^+^-a    38)  *g+<.+Ł.>£+.*-a  39)**2-3*»2+7*£-8»«Q. 


.*'*■ 


<#j 


di&-i-4j 


^    .o.*, 


40)(«*-*')dj;+a{--l)-^+iK»-l)  =  0.    41)-^-4.g+fi„-*    MJ.^-S*^.* 

43)  Wykazać,  że  znając  dwie  całki  szczególne  jf%i  y,f  odpowiadające  równania  rai 
niczkowemu  liniowemu  rzędu  drugiego  sprowadzonemu  do  zera,  jak;  j~rh^  j ■ +ftf— ł 
w  k  torem  P  i  C    są    funkcjami    zmiennej  x,    otrzymujemy   jego    całkę    ogólną  w    postaci. 

44)  Wykazaćj  że  znając  jedną  całkę  szczególną  #|  równania  różniczkowego  liniowego 
drugiego  rzędu,  kształtu:  j^— ^^+9^  *=0i  otrzymamy  całkę  ogólną  w  postaci: 

46)  Wykazać,  że  między  dwiema  całkami  szczególnemi  równania  różniczkowego  dru- 
giego rzędu:  fa-*+PiŁ+(&=0  *&cLodzi  związek:  fc^-tt^  —  &"$***. 

46)  Wykazać,    że    całkowanie    równania    różniczkowego    drugiego    rzędu: 
j-^+^v^+^y      0,  sprowadza  się  za  pomocą  podstawienia;  y  «*,*#*     ,    gdzie    u  jsst  dowi 
imienną,    do    całkowania    równania    różniczkowego    rzędu    pierwszego    kształtu: 

47)  Wyznaczyć  całkę  równania  różniczkowego:  jx+a    *-\-bym-0  o  stałych  s pólczp- 

nikacti  a  i  &  za  pomocą  podstawienia  :  y=«*J       t  gdzie  u  jest  nową  zmienną, 

48}  Wykazać,  ze  całkę  ogólną  równania  różniczkowego:  ^+^jC+Gy==0i  wktórea: 

P1        1  dP 

4  "^  ~9  rf  —  C=^<"i  gdzie  u  jest  liczbą  stałą  dodatnią,  możemy  przedstawić  w  postaci: 

49)  Wykazać,  że  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  drugiego  rzędu: 


3w*+&-« 


można  przedstawić  w  postaci: 


„^eS^ą+c^Ą 


60}  Wykazać,  że  skoro  ftinkeya  z  jest  jakąkolwiek    całką    równania    różniczkowego 
d-tf        (ju 
t-. j+P~-|-Cy =  0,  natenczas  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  kształtu: 

&*y        dy 

^-|+P^+^  =  ^,    gdzie    R   jest    funkeyą    wyłącznie    zmiennej    xt    możemy    przedsuwie 


w  postaci: 


rf*Nk 


,~Ąi--C^(l-^^c,)+4 


61)  Wykazać,  że  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  rzędu  drugiego,  kształtu: 

d*y        1  dy  _  y  m 

dx*        x  dx       »*  ~~  X1—  1  ' 
możemy  przedstawić  w  postaci: 

52)  Znaleźć  pierwszą  całkę  równania  różniczkowego  drugiego  rzędu  kształtu: 


-  973  - 
Podobnie  dla  następujących  równań  rótoieekowych: 

■»  -3-KB")*-     «>  H*fr%ffl'+WvJD3-a 

Wykazać,   że  następujące   równania  różniczkowe   mają   całki   ogólne   w   postaciach 
obok  podanych : 


d*y  y d*y 

66)  j^—y  —  0,  w  postaci :  x  « log  (y+K^+^+C.  66)  ^— «y  =  0,  w  postaci : 

*  =  —  log  (ay + \/aV+Ą )+  Ą .  67)  ^  =  a?+sin  *,  w  postaci :  y  —  —  ** -sin  «+  Ą x+ Ą. 
58)  (1—**)  ^— *  j*[+aV  =  0,  w  postaci :  y  =  et  cos  (a .  arc  sin  x)+c 2  sin  (a .  arc  sin  o?). 

x — c  as  — e 

•-Jy^*  •"£-vVw'--"'-fe!^*  ""-'(3). 

w  postaci:  x  =  f  J\V  ^.^  g3\        V  cos        ifi  gin  y  =  1?   w   postaci : 

JV/2jy'<rf/(y<<)+C!  *  W 

*-«+cosc,.logtang^.  64)  {l*£*-£{l+(&\,  "  ^Ci' 

x«^+«1log(y+V/y«q^I?-)+log(y<c1V/ya+l-Ą).  65)(l+x>)g+l+(^)=0,  w  po- 
staci:e.y»(l+0log(l+«)^+^  66)  !+(*)  +.gg-g{l+(£)T^  w  P<>- 
staci:  y -  y/^^i-i log  *ffi*^  67)  (-+«)g+*(g)  -  £-0,  w  postaci: 
y+c'==log(*»-c«)--f  log|^.        68)  yg+^y-l  =  0,   w    postaci:    (*+«)'  — fM-*1- 


69)  -«g-{l+(g)y^  w  postaci:  (x-0»+(y-el)»  =  a».        70)  y  g  -  (g)  -„»  log  y, 
w  postaci :  log  y «  Cj  e*+e,  «-«.  71)   ^4-  \^\  —  1,    w    postaci :   *+«,  =  \Zył+c'. 

Znaleść  linie  krzywe,  w  których  promień  krzywizny  p  pozostawałby  z  długością 
normalnej  N  w  każdym  punkcie  w  następującym  związku : 

72)  p  =  -tf,      78)  p*=tf.        74)  p—  -2tf.        76)  P  =  2.Y.        76)  p  =  oN.      77)  p=*aN*. 

78)  p  cos  « =  a,  gdzie  *  jest  kątem,  który  promień  p  tworzy  z  osią  *-ów.      79)  —  «  —  ^. 

Oznaczając  przez  p  promień  krzywizny  w  pewnym  punkcie  krzywej,  a  przez  a  kąt, 
jaki  styczna  w  tym  punkcie  tworzy  z  osią  x  ów;  znaleźć  krzywe,  w  których: 

80)  p  «=  fc cosec* a.    81)  p  =  *sec,«.    82)   p  =  2* cosec  a.    88)  p  —  2x  sec* a.    84)  p  = ?—. — 

'  r  '  r  '  r  r      cos  a  sin «. 

86)  Znaleść  krzywą,  w  której  by  promień  krzywizny  w  jakimkolwiek  punkcie  był 
równy  promieniowi  wodzącemu  tego  punktu. 

86)  Znaleść"  krzywą,  której  promienie  krzywizny  byłyby  proporcyonalne  do  łuków. 

Jakie  krzywe  przedstawiają  równania  między  promieniem  krzywizny  p  a  łukiem  * 
w  postaci:     87)    p*  =  2«w.        88)    p»+«»  — a*.        89)    *»  =  a(p— a) 

Znaleść  całki  szczególne  następujących  równań  różniczkowych: 

cPy 

90)  -j  ^  =  ax,  pod  założeniem,  że  gdy  z  =•  0,  jest  y  =  0,  y'  =  0. 

cPy 

91)  — -^=wJy,  pod  założeniem,  że  gdy  a;==oo,  jest  y  =  0,  a  gdy  £  —  0,  jest  y  =  y9. 

92)  A^=yi+  Lyj  f  pod  założeniem,  że  gdy  s=-0,  jest  y  =  0  i  y'  =  0. 

et**  o  dx 

98)  -.i  =  —  —ar,  pod  założeniem,  że  gdy  #«=0,  jest  f  —  0,  a  gdy  £  =  &,  jest:  —  =»0. 

rf1*  1 

94)  M-7Ą+PŻ+  -nPX*  =0,  pod  założeniem,  ie  dla  £  =  J,  jest  y  =  0,  y*=0. 
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Rozwiązania  LIX.      1)  y *=  r , £*+%***,      2)  y  =  €%***+  Ą*-«**      8)  y  =  q#*+Q«1». 
Ł)y=CiCQ9ax  +  Ctama*.  5)y  «{<?i  +  Ciw)«*.    6)y  =  rjB**+C|***.    7)  y*=4*l*CG8  ar+ife»*Biji&xt 
8}y=C*-*+(4  +  tfx)#*.  a)y<~  (^+^l*)<tos*+(Ą  +  0,x)siii*.  10}  y  —  fCi  +  Ąj+t^M^*1)* 
!l)i/=--  <7#-*+(q  +e^x)  atr,        12)  y  =  ą  «  -  *+*l*~^*-        1H)  y  =  #«*  ( C\  cos  &x+  Cs  bid  **)■ 
14)    ^  —  (Ą  +  Cj^coBMr+fĄ  +  Ą^siiia*.  15)    y  »*>*(£, +  <V0+V«(^H~4*+3). 

16)  y^=C,^+ą^"f  C,  cos  ojr+Ą  sina*-  ~.         17)  y^(cl+Ą»)a*+crJ+Ct«+^+^+ 

H-&r«+lSbs»,         18)    y=Oicoflx+ĄBin«+Vi*«i»^  Itł)    y^^^  +  Ąeo*B*+Ąsin«, 

20)y=Cl^4-C1***+12j^71  21)  y^^eoBJ+^sins+fa+f^H-L  22)  y  =  £,«»*+ 
+  Ą  sin  x— Vsx  cos  x,  28)    y  =  C,  cos  2r+  Cf  si n  2*-)-%*—  Vii  °08  2*— 1/i  r.  **  »*  ^ 

24)  y=-(Ct  +  Ctx+V^5)^.        25)  ff  -*-v(ą«w^  +  ą »te*JS)  +  \  e*''      m)  9—*W 

81)  y  =  <r,»'+  fc.     32)  y  =  e,(*+a)»+«, («+■)".      83)  y  =  <*»+§.    84)  y  =  -^ (**•"+<*•  "ł 

»  x  X 

36)  y  =  ^  (C\  oos  *r+ą  sin  ar).  96)  y  =  #-%*-(C,+ą*).  87)  y  =  *-«  jd+Ci  Jb*-'^*}. 
OĄy^^Ą  +  r^*-*****).  SOJy-r^Cj-f^rlogr+^Oogr)^  40)  Podst.:  *-*£+** 
y  =  (a+r)*{^  +  ąj1|^^|-d^  41)  y-ĄO+BJ->+V-  ■>■•  **^^fc*#*0*# 
48)  Podstaw :  y  _  iw.     50}  Podstaw .  y  =  uzt    52)  y  mm  -    y*+  ei/s+y'1.     53}     /        +  —  Ą 

U)  x«*+yt(2J  +**-*.    72)(x-a)H-y1-<*    »)f-f(i  *  +*       *  )      74)  Cykloida 

75)  y-.fl«»f*^i,        76)  ^=  ^[(O*^™1!^  ^dy"        77)  Kr*ywe  r*$ón  drugiego. 

78)  ^^  =  log  sin  ^13.    79)  y »  =  Ct  cos  -  +  C,  sin  -  +  VC\  +  Ci*.     80)  (y-^  )'  =.  2Jbfa  -*> 
aa  a  a 

s 

8i)  4Cy  =  x»-2C*log— .  82)  Cykloida.  83)  y— C=  (~l)\/«r.  84)  yJ=«(c+^  j- 
86)  Spiralna  logarytmiczna.      87)  Ewolwenta  kola.      88)  Cykloida.      89)  Linia  łańcuchowa. 

90)     y  =  ^ax*.         91)    y  =  y0e-«".         92)     y+A  =  ~  (/ +e     *).       93)    a;  =  6  sin  (^) 

Literatura.  A.  R.  Forsy  th:  Lehrbuch  der  Differentialgleichungen.  Braunschweig 
1889.  A.  R.  Forsyth:  Theorie  der  Differentialgleichungen.  Leipzig  1898.  I.  Horn 
GewOhnliche  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung.  (Sammlung  Schubert  Band  I) 
Leipzig  1905.  L  8chlesinger:  Einftthrung  in  die  Theorie  der  Differentialgleichungen 
mit  einer  unabhangigen  Variablen.  (Sammlung  Schubert  Band  XIII).  Leipzig  1904. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych: 

1.  Ogólna    teorya    równań    różniczkowych    liniowych    rzędu    drugiego     ze    stałymi 
i  zmiennymi  spólczynnikami. 

2.  Równanie  różniczkowe  Gaussa. 

3.  Równania  różniczkowe  BessePa  i  Legendre'a. 


Wykład  LX. 

Zwyczajne  równania  różniczkowe  o  ilukolwiek 
zmiennych  i  układy  równań  różniczkowych. 

1.  Zupełne  równanie  różniczkowe  pierwszego  rzędu  o  trzech  zmiennych. 

Równanie    różniczkowe  pierwszego   rzędu  o  trzech  zmiennych  x,  y,  z  przed- 
stawia się  w  postaci  ogólnej : 

Pdx+Qdy+Rd0=O,  (1) 

gdzie  P,  Q  i  R  są   funkcyami   zmiennych  x,  y,  1. 

Z  równania    pierwotnego:    q>(x,  y,  *)™C,    gdzie    C  jest    stalą     dowolną, 
otrzymamy  za  pomocą  różniczkowania  równanie: 

dx      T  dy    y     d*  '  w 

czyli  ogólnie  równanie  różniczkowe  kształtu: 

Pdx+Qdy+Rdz=0. 
Mając  odwrotnie  dane  równanie  różniczkowe  kształtu: 

Pdx+Qdy+Rdz=0, 
musimy  wpierw  zbadać,  czy  ono  może   pochodzić   z   różniozkowania    pewnej 
funkcyi  pierwotnej  kształtu:  <p{xy  y,  *)  =  C  Jeżeliby  tak  było,  musiałyby  być 
spółczynniki  P,  Q}  R  proporcyonalne    do   cząstkowych    pochodnych,    pewnej 
zresztą  niewiadomej  funkcyi  <p(x,  y,  *),  zatem  byłoby: 

dtp      dtp      dtp 
dx      dy       de 

~p= 'g"Fft 

-»*"  S-"-  ?--*  2-*  <8> 

gdzie  ^  jest  pewną  nieznaną  funkcyą  zmiennych  x,  y,  0. 
Z  pierwszych  dwóch  równań  otrzymamy  warunek: 

d*tp      dijiP)      d(t$Q) 


czyli:  fi- — hP—^^T^+G^i 

r  dy        dy     n  dx     *  dx  ' 


zatem : 


&edy         dy  da: 

dy        dy     *dx^YŁ 
(dP      dQ\     nd/t     Dd(i 


W       Ar/     V<te        dy  w 


Podobnie  dostaniemy  z  równań: 

dyde"^    de  dy    ' 


<izdx 
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d%<p      d(ftH)      d(ftF) 


dx 


de 


*\dc       dt/J       dy      vde' 
*\dz       de)       dt 


f>P    Rty 


Pomnożywszy    równania   warunkowe    o),  6),  c)    kolejno    przez    ii,  P, 
otrzymamy  warunek: 

W       <W        U*      óbT      \dy       dz)       ' 
który  musi  się  spełnić  tożsamościowo,  skoro  dane    równanie    ma   mieć  cali 
pierwotną  kształtu:   ę[x^  y,  *)=C,     Takie   równanie    różniczkowe  nazywam; 
równaniem  z  u  pet  nem. 

2.  Jeżeli  powyższy  warunek  jest  spełniony,  możemy  dopiero  szukać  od 
wiedniego  równania  pierwotnego  kształtu:  ą>{xt  yt  m)  =  G* 

Sposób  postępowania  będzie  następujący: 

a)  Całkujemy  równanie  Pdz+Qdy^0,  jak  gdyby  zmienna  m  była  s 
i  kładziemy  stałą  całkowania  równą  *p(p}* 

($)  Zróżniczkowawszy  otrzymaną  ftinkcyę  ze  względu  na  wszystkie 
zmienne,  porównywamy  otrzymane  równanie  z  danem  i  wyznaczamy  funt- 
cyę  tp(g)  tak,  aby  otrzymane  równanie  różniczkowe  było  zgodne  z  danem 
równaniem. 

Tym  sposobem  znajdziemy  szukane  równanie  pierwotne  czyli  całkę  di- 
nego  równania  różniczkowego* 

Przykład,    (#+ayda+*dy  —  (#  +  a)d*.    Mamy  tu:    P=*(tt+&)\    G=*,    M  =  -i~* 

i> -*&*•),   ^-i,  s-a  ff-*.  5-*  ^  =  -!^ 

Warunek  całkowalności  spełniony,  czyli  dane  równanie  różniczkowe  pochodtf  <d 
pewnego  równania  pierwotnego.  Chcąc  je  znaleźć,  uważajmy  z  jako  wielkość  stalą,  utem 

de  =  0,  otrzymamy  tedy  równanie:  (yĄ-aydz+zdy  =  0,  czyli:  dx+  -*-y-  =  0,  którego c*lt» 

będzie:  x—  -     - -  =  Ct  czyli:  * —  ~  $>(* )    Różniczkując  otrzymane  równanie  ze  względu 

tł-r*  y+» 

na  wszystkie  zmienne  otrzymamy  równanie  różniczkowe: 

zgodne  z  równaniem  danem,   skoro   będzie:   ™(y+»)  =  — {tf+tf+(y+a)J -*- J  i  czyli!  jT3*^ 

Katem  y(s)=C.    Szukane  równanie  pierwotne  będzie  zatem:  ar—  =  Qm 

*t-ra 
Moglibyśmy  byli  także  uważać"  wpierw  y  jako  wielkość  stalą,   otrzymalibyśmy  Łdj 
równanie  różniczkowe:  (y-f  <*)* rfas— fy-f*«)Af  =  0,  czyli  :łfc— (y-f- tf)rfx  =  Ot  którego  całką  ogóta* 
byłoby    równanie:    *—  x(y4~d)  ~  qp(y).     Różniczkując  to  równanie  i  porównywając  z  dan«n, 
otrzymalibyśmy  na  oznaczenie  c>(y)  warunek: 

mv) 


*+ 


rfy 


5  — ,  -  ,  czyn :  —  =  —      — x  = —  -  -   -  ¥    zatem ;    „,  _   ■*  —7-  * 

y+a         J  dy         y+a  y+a  y+a  p(y)       f+* 


stąd  :  log  fp{]f)  —  log  {y+o)+c1   czyli:    qp(y)  =  i (y+a),    gdzie    &  jest    stalą    dowolna,  ł  *i?: 
*■*(.'/+**)  ^^to+tj  równanie  pierwotne  zgodne  z  poprzednio  otrzymanem. 
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3.  Jeżeli  równanie  Pdx+Qdy+Rdz=Q  jest  jednorodnem  ze  względu  na 
x1  y,  z,  to  rozwiązanie  jego  można  sobie  ułatwić  za  pomocą  podstawienia : 

£«*«£,     y=vz. 
Przykłady.    1)  (ay  —  bz)dx+(cx— az)dy-\-(bx— ay)dz  «  0.     Kładąc:  x  =  uz,   y  =  oz,  otrzy- 
mamy : 

(ap— 6)an— (a«— c)a»  =  0,  czyli: = r,  skąd:    r=^i  zatem:    =—  =  C 

v  '         x  ^       at#— c      ai?— 6'       ^       ap— 5  ay—bz 

rapełną  całkę  danego  równania. 

2)    (yJ+y*+ z%)dx+{x1-\-xzĄ-zv)dyĄ-{xl-\-xyĄ-yx)dz  =  0.     Kładąc:   a:  =  «#*,   y  <=  trc,   otrzy- 
mamy: 

*   ™  (u+r+l)  (uv+u+v)         '      g  g    «*+«+*  "*"    ' 

ary  -4-  xzĄ-  yz 
%  w  końcu  zupełne  rozwiązanie:  —  —, — --—  =  C. 

4.  Jeżeli  równanie:  Pdx+Qdy+Rdz=0  jest  całkowalne,  to  znaczy  jeżeli 
pochodzi  od  jakiejś   funkcyi   pierwotnej:    q>(z,  y,  xr)=C,   zatem   czyni  zadość 


warunkowi : 


■(S-SMS-SMS-2)-* 


wtedy  istnieje  zawsze  pewien  czynnik  /t,  taki,  że  będzie  fi(Pdx+Qdy+Rdz) 
zupełną  różniczką  du,  zatem  u=C  zupełnem  rozwiązaniem. 

Czynnik  ten  nazywamy  czynnikiem  całkującym  równania  różniczko- 
wego  pierwszego  rzędu.  Szczególną  jego  formę  wyznaczamy  pod  pewnymi 
sałożeniami  z  jednego  z  warunków  : 

d(fiP)  =  d(fiQ)      d(fiQ)  _  d(fiR)       d(fiR)  =  d(fiP)^ 
dy  dx    '        dz  dy    '        dx  dz 

5.  Równanie  różniczkowe  niezupełne  o  trzech  zmiennych.  Zastanówmy 
,»ię  teraz  nad  przypadkiem,  gdy  równanie  różniczkowe:  Pdx+QdyĄ- Bdz~Q 
nie  spełnia  warunku  całkowalności ;  w  tym  razie  nie  pochodzi  dane  równa- 
nie różniczkowe  od  żadnej  funkcyi  pierwotnej  kształtu:  q>(x,  y,  z)=C  za  po- 
mocą różniczkowania  tej  funkcyi  i  podzielenia  otrzymanej  różniczki  pewnym 
czynnikiem  fi.  Musiały  tedy  zajść  inne  przekształcenia,  które  z  zupełnej 
różniczki  pewnej  funkcyi  wyrobiły  dane  równanie  różniczkowe. 

Przyjmijmy  tedy  dowolną  funkcyę  /(#,  y,  *)=0;  różniczkując  ją,  otrzy- 
mamy równanie  różniczkowe: 

g*+|*+**-a  (6, 

Zestawiając  te  równania  z  danem  równaniem  różniczkowem : 

Pdz+Qdy+Bdz=0  (6) 

możemy  z  nich  wyrugować  z  i  dz,  a  otrzymamy  równanie  różniczkowe: 

Mdx+Ndy=0,  (7) 

gdzie  M  i  N  będą  wyłącznie  funkcyami  z  x  i  y. 

Rozwiązując  to  równanie  otrzymamy  równanie  c>(#,  y)=C,  zawierające 
stałą  dowolną  C,  a  łącząc  otrzymane  równanie  z  poprzednio  dowolnie  przy- 
jętem:  /(#,  y,  2)=0  otrzymamy  rozwiązanie  danego  równania  różniczkowego. 
Rozwiązanie  składa  się  w  tym  razie  z  dwóch  funkcyi  f(x1y1  $)«=0  i  (p(x)y)=C1 
z  których  pierwsza  jest  zupełnie  dowolną,  a  druga  od  niej  zależną. 

Geometrycznie  przedstawia  tedy  rozwiązanie  pewien  układ  linij  krzy- 
wych,   wykreślonych    na    dowolnie    przyjętej    powierzchni,    a    posiadających 
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w    każdym    swym    punkcie    własność   określoną    danem    równaniem  róicicz* 
kowem:  Pdx+Qdtf+Ild*=Q. 

Jak  z  teoryi  krzywych  wiadomo,  są  wielkości  dxt  dyf  dx  proporcyonalne 
do  coainusów  kątów  Xf  ftf  vf  jaki©  styczna  w  danym  punkcie  xt  jf  r  tworzy 
z  osiami  układu,  t,  z.: 

dx  dy  d* 


cos  X      cos  fi       cos  v  f 

przeto    posiadają    styczne    do    otrzymanych    krzywych,    własność    określoną 

równaniem  :  PcosA+Q  cos  fi  +  Ii  cos  *>— 0. 

_  i       ^i     "Ja 
Pr/)  k  Intl.     #  <te+v  *'#-(*  *  Vi j*-^<rf*  =  0.     Równanie    nie    odpowiada    warunkom 

calkowalności,    nu-    pwhodfci    Katem    od   jednej    ftmkoyi  pierwotnej.    Możemy  tedy  pnyj^ 

dowolny  związek  między  as,  y,  *,  np.  X-  4- *    +  *f  =  1.    Ze  związku  tego  otrzymamy: 

md*        gdy       mdi  et  (*dm        ydyi  ./4rrfx    .    y<4y\ 

Dane    równanie:    asrfai+^^+c  y1  —  ^l  ~~  ?i  dz*=Q  sprowadzi  się  więc  do  kształtu: 
*d9+ydy-c*y^   +^i)"0,     czyli     do     równania ;  (l—  -fjxrfx+^l^  p\yrfj=Q, 

którego  całką  będzie:    (l—  ^  j  ar' +  (t—  f,)  #'  =  6.    Otrzymane     równanie     w     połąeitnw 

xt  yt  xt 
z  przyjęttsm;  t  *ł"  p  "I — j  D  *  .leat  rozwiązaniem  danego  równania  różniczkowego  i  po- 
stawia układ  krzywych  na  ellipsoidzie,  których  rzuty  na  płaszczyznę  XO¥  są  wspólfori- 
kowemi  liniami  stozkowemi.  Przyjąwszy  w  miejsca:  }  +  -t  -f-  t  =  1  inny  związek  mię- 
dzy ar,  y,  *,  otrzymamy  inny  układ  krzywy  on,  który  będzie  miał  jednak  takie  wlawiotf 
określona  danem  rówoamem  rózniczkowem. 

6.  Zupełne  równanie  różniczkowe  o  n  zmiennych  ma  kształt: 

XĄdxi+X1dzt  +  ^  +  Xndxn=Q}  (8) 

gdzie  A^,  Xa,łłl|XT1  są  funkcyami  n  zmiennych  «lT  z2,..,  ,#*. 

Ażeby  to  równanie  miało  całkę  kształtu:  ip(zu  x27.„fxm)=Af   to   matu 

Am 

współczynniki  X,  być  proporcyonalne  do  pochodnych  cząstkowych:    :  -  tak, 

ĆXi 

żeby  dla  wszelkich  wartości  1  =  1,  2}>„,n    było   f*Xf=       . 

Wybierając  z  tych  «  równań  jakiekolwiek  trzy,  np  >=-l,  2,  3,  otrzy- 
mamy z  nich  warunek: 

*©  -  £)  Wg  -  &+ <  (£  -  f )-°-    _« 

Tworząc  wszelkie  możliwe  kombinacye  trzeciej  klasy  z  n  wskaźników, 
otrzymamy  w  ogólności:  (ą)  = w-1 podobnych  równań  warunko- 
wych. Równania  te  nie  są  wszystkie  od  siebie  niezależne,  gdyż  te  równania 
warunkowe,  które  np.  Xn  nie  zawierają,  mogą  być  oczywiście  wyprowadzone 
z  tych,  które  Xn  zawierają.  Takich  równań,    w  których  X„  się  nie  znajduje, 

jest:   (  )  = ^ ,  to  też  będzie  ilość  warunków  od  siebie  niezależ- 

nych, którym  spółczynniki  równania  różniczkowego  pierwszego  rzędu  o  fi  zmień- 
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nych  muszą  uczynić  zadość,  aby  toż  równanie  miało  całkę  pierwotną  kształtu : 

9>(*i,  £j  ,...,&»)«=*  C. 

Skoro  te  warunki  są  spełnione,  możemy  wyszukanie  funkcyi  pierwotnej 
f(xn  ^r")^)'5'^  wykonać  metodą  przyjętą  dla  trzeoh  zmiennych.  Podług 
tej  metody  musimy  najpierw  przyjąć  wszystkie  zmienne,  prócz  dwóch,  jako 
stałe  i  całkować  tak  otrzymane  równanie  o  dwóch  zmiennych,  zastępując 
stałą  dowolną  funkcyą   pozostałych    zmiennych   za   stałe    uważanych. 

Zróżniczkowawszy  następnie  otrz3rmaną  całkę  ze  względu  na  wszystkie 
zmienne,  porównamy  wynik  z  danem  równaniem  różniczkowem.  Warunki 
potrzebne  dla  tożsamości  wyniku  z  danem  równaniem  różniczkowem  posłużą 
tedy  do  wyznaczenia  wprowadzonej  funkcyi  dowolnej,  a  tern  samem  do  wyszu- 
kania równania  pierwotnego. 

7.  Przykład*    Równanie  różniczkowe: 

(2xt  +x\+2xt  xk  —xi)dxl  -f  &r,  aj,  dx^ — xx  dx^  -\-x\  dxk  =  0, 

czyni  zadość*  (  J ,  t.  j.  czterem  warunkom  całko walności,  z  których  tylko  LJ,  t.  j.  trzy  są 

niezależne,  pochodzi  zatem  od  pewnej  funkcyi  pierwotnej.  Przyj ąwszy  x,  i  xj  jako  stałe, 
zatem  rfx,  =  0,  <**,  =  0,  otrzymujemy  równanie  różniczkowe:  —  xtdxzĄ-x\dxi  *=0,  zatem 
całkę:  —  xxxz+x\xk  =  <P(xly  a?,).  Różniczkując  ją  ze  względu  na  wszystkie  zmienne,  znaj- 
dziemy równanie  różniczkowe:  ( — xi-\-2xxxi)dxl—xidxi-}-x\dxi=:d(p,  które,  porównane  z  da- 
nem daje:  rfc>  =  —  (2xi+*\)dxi—  2xix%dxi1  skąd  wypada:  <p  =  —x\—xlx*i+C1  zatem  równa- 
nie pierwotne:  x\-\-xxx\—xxxt+x\xi=*C. 

8.  Zwyczajne  równania  różniczkowe  stopnia  wyższego  nad  pierwszy. 

Należą  tu  równania,  w  których  różniczki  zmiennych  występują  w  potędze 
wyższej  nad  pierwszą. 

Ograniczymy  się  na  równaniu  różniczkowem  stopnia  drugiego  ogólnego 
kształtu : 

Adx*+Bdy*+Cdz*+2A'dydz+2B'd0dx+2Cldxdy~Q,  (10) 

gdzie  Ay  .B,  C,  A',  B\  O   są   funkcyami  zmiennych  £,  y,  *. 

Przyjmijmy,  że  lewa  strona  równania  da  się  rozłożyć  na  dwa  czynniki, 
co  jest  możliwe  pod  warunkiem,  że  wyznacznik : 
A,  C\  B' 

4-  C',  B,  A'  =ABC+2A'B'&-AA'2—BA'2-CC'*=0. 
B*.  A\  C 

W  takim  razie  rozpada  się  dane  równanie  różniczkowe  na  dwa  zwy- 
czajne równania  różniczkowe  pierwszego  stopnia,  kształtu: 

Pdz+Qdy+Bde^0. 

Całka  każdego  z  tych  równań  będzie  szczególnem  rozwiązaniem  danego 
równania  różniczkowego.  Otrzymamy  zatem  dwie  całki  szczególne  w  postaci : 

9>i(*,  y^  *)— Q=0,     (p2(x,  y,  *)— C2=0, 
a  całką  ogólną  będzie  tedy  równanie  pierwotne: 

foto  y,  *)-^.[vj(*i  y»  *)-cho, 

o  jednej  stałej  dowolnej   C. 

Przykład.  Równanie:  x*dx*+yidyi—z2dz*+2xydxdy  =  0  da  się  przedstawić  w  for- 
mie: (x dx-\-y  dyĄ-z dz) (x dx-\-y  dy  —  z dz)  =■  0,  zatem  rozłożyć  na  dwa  równania: 

x  dxĄ-y  dyĄ-z  dz  =  0,     x  dx-\-y  dy—z  dz  =  0, 
których    całkami    będą    równania:    xi+y*+z%  =  ex ,     x*Ą-y*—z*  =  Ct,    zatem    całką    ogólną: 
(x,+y,+2f'— c)  (xJ+y J— **— e)  =  0.    Dane   równanie   różniczkowe  wypowiada  zatem  własność 
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linij  stycznych  do  krzywych,  położonych  dowolnie  na  kuli  fo),  albo  na  hiperboloidsie  obro- 
towej fo). 

9.  Przyjmijmy  teraz,  że  wyznacznik  4  <  0,  czyli,  że  wielomian  drugiego 
stopnia  w  danem  równaniu  nie  da  się  rozłożyć  na  dwa  czynniki  pierwszego 
stopnia.  W  tym  przypadku  nie  pochodzi  dane  równanie  od  jednego  równa- 
nia pierwotnego,  ani  od  dwóch  równań  niezależnych,  z  których  każde  by 
było  rozwiązaniem  danego  równania.  Możemy  jednak  tedy  przedstawić  w  ogól* 
ności  rozwiązanie  za  pomocą  układu  równań  jednoczesnych,  z  których  jedno 
jest  zupełnie  dowolne,  a  drugie  od  pierwszego  zależne. 

10.  Układy  równań  różniczkowych.  W  miejscu  jednego  tylko  równania 
różniczkowego  chcemy  obecnie  rozważać  układy  równań  różniczkowych,  czyli 
t.  zw.  równania  różniczkowe  jednoczesne.  Jest  w  nich  jedna  tylko 
zmienna  niezależna,  której  wszystkie  inne  zmienne  są  funkcyami.  Ilość  rów- 
nań układu  jest  równa  ilości  zmiennych  zależnych. 

Najprostsze  przykłady  równań  różniczkowych  jednoczesnych  tworzą: 

1.  równania  oddzielnie  całkowalne,  np.  układ: 

l  dx+m  dy+n  dt=>0,    z  dx+y  dy+g  Aer=0, 
odpowiadający  całkom: 

lx+my+n0=*Cv    a?2+ył+^«C2 ; 

2.  równania  jednoczesne,  które,  stosownie  połączone,  dadzą  się  zastąpić 
układem  równań  oddzielnie  całkowalnych,  np.  układ: 

dx  ,2a?     1      dy  2x 

da  się  zastąpić  układem  równań: 

dt         *+y'      dt  +  t      h 
które  są  oddzielnie  oałkowalne  i  dają  równania  pierwotne  w  formie: 

log  (*+*)-<+«,,    z— q+^ 

11.  Równania  jednoczesne  pierwszego  rzędu  i  pierwszego  stopnia  o  trzech 
zmiennych  tworzą  układ  równań  kształtu: 

Pdx+  Q  dy+R  ds«=0,    Pdx+  Q'dy+R'de=0,  (11) 

gdzie    P,   P   i  t.  d.  są  funkcyami  zmiennych  g,  y,  *,    albo  liczbami  stałemi. 
Rozwiązanie  takiego  układu  równań  możemy  zawsze  uczynić  zależnem 
od  rozwiązania  zwyczajnego  równania  różniczkowego  drugiego  rzędu  między 
dwiema  zmiennemi,  gdyż  z  danego  układu  otrzymamy: 
.       RP-PR*   .        .       PQ-QP  , 
dy-QR'-RQ'dX>    d°=QR^RVdx> 
czyli:  dy=*<p(x,  y,  z)dx,    dz=>tp(x,  y,  e)dx,  a  stąd: 


dy 

^-«K*,  9,  *), 

de 

^=<K*,  y,  b). 


(12) 


Różniczkując  pierwsze  z  tych  równań  pod  założeniem,  że  sjest  zmienną 
niezależną,  otrzymamy: 


za 


—  981  — 

d*y     dq>      dędy     dtp  da 
&P~lto  +  Ąfdlc  +  dedx' 

a  podstawiając  za  -=-  wartości  z   drugiego  równania  dostaniemy  równanie: 

d*y      d<p      dędy      d© 

które  obok  -^  i  -~  zawiera  znane  funkoye  zmiennych  a;,  y,  *.  Rugując 

pomocą  pierwszego  równania  układu  (12),  otrzymamy  w  końcu  zapowiedziane 
równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu  wyłącznie  między  xi  y.  Zupełna  całka 
pierwotna  tego  równania  będzie  zawierała  dwie  stałe  dowolne,  np.  w  postaci : 

*-/(*.  eu  c2),  (13) 

stąd  otrzymamy  wskutek  tegoż  równania  pierwszego: 

— ^-*0™*>-  (14) 

Oba  równania  (13)  i  (14)  zawierają  dwie  stałe  dowolne  i  przedstawiają 
zupełne  rozwiązanie  danego  układu. 

Zupełne  rozwiązanie  układu  dwóch  równań  różniczkowych  pierwszego 
rzędu,  składa  się  zatem  zawsze  z  dwóch  równań  zawierających  dwie  stałe 
dowolne. 

Przykład.    (by+9t)dx+dy+dz  =  0,  (Ły+dz)dx+2dy-dz  =  0.   Mamy  tu :  ^  =- -  8y-4*, 

dz 

-z-  =  —2y—bz,  stąd  otrzymamy: 


^  =  -8^-4—: 

dx'i  dz       dx 


,-*«„,+„.—**«»»(-»-£, 


czyli:  g+8g+7y==0, 

równanie  liniowe  ze  stałymi  spółczynnikami. 

dv 
Scałkowawszy  je,  otrzymamy:  y=c1e-«+cł«-7ar,    a   porównawszy  wartość  stąd  na  ^ 

otrzymaną  z  wartością  powyżej  podaną,  będziemy  mieli:  8y +4*  =  <?!«— *+7ej«— 7*;  oba  osta- 
tnie równania  o  2  stałych  dowolnych  przedstawiają  zupełne  rozwiązanie  danego  układu. 

12.  Równania  różniczkowe  jednoczesne  pierwszego  rzędu  o  11  ukoi  w  lek 
zmiennyeh.  Przyjmijmy,  że  t  mamy  tylko  jedną  zmienną  niezależną  x,  zaś 
n  zmiennych  zależnych  yi}  y2, . .  ,y«,  jakoteż  układ  n  równań  różniczkowych 
kształtu : 

Wdx+PUdyx+PUdy2  +  ...  +  Pni>dyn=0,  (i=l,  2,  ...,n)  (IB) 

gdzie  P  są  funkcyami  zmiennych:  z,  ylf  y,,... ,y». 

Z  danego  układu  n  równań  możemy  wyznaczyć  stosunki  między  róż- 
niczkami dz,  dyx , ... ,  dyn  w  formie  symetrycznej  : 

dx_dy±      dyA_        dyn  Mfi. 

gdzie  Q  będą  wiadomemi  funkcyami  zmiennych. 

Rozwiązanie  tego  układu  równań  różniczkowych  zależy  od  rozwiązania 
równania  różniczkowego  n-go  rzędu  między  dwiema  zmiennymi.  Z  (16)  otrzy- 
mamy bowiem  n  równań  takich: 
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J£-  ^— *»(*tyi, »!,... ,y-). 


th  !-*&*>** 


Różniczkujmy    pierwsze   z    tych    równań    (a— 1)    ra^y    podług  x  i  pod 


stawmy  po  każdem  różniczkowaniu  za  -J^,.. ,  J—  wyrażenia    podane   w  e&* 

stępnych  (n— i)  równaniach*    Tym    sposobem   otrzymamy   wraz  z  pierwszem 

równaniem  n  równań,  które  podają  związek    między    pochodnymi    tej  samej 

tfu        d^tj  tl '  u 

funkcyi  yu  jako  to:  -^ ,  -fp*-i  jj  a  imiennymi:  *,  y,,  y„...,y,,.  Wyru- 
gowawszy z  tych  n  równań  (n— 1)  zmieiiBych  ya,  p3( ... ,  ynt  otrzymamy  tylko 
jedno  równanie  w  formie:     /(*,  y„  *»  ,   gL(...,*Ł)_a  (18) 

Równanie  to  będzie  właśnie  zapowiedzianym  równaniem  różniczkowem 
fi-go  rzędu.  Jako  takie  ma  ono  n  od  siebie  niezależnych  pierwszych  ca  lei, 
z  których  każda  zawiera  dowolną  stalą    od  reszty  stałych  niezależną. 

Całki  te  możemy  przedstawić  w  formie: 


(W) 


Jeżeli  teraz  w  tym  układzie  równań  zamiast  pochodnych 


podstawimy  ich  wartości  wyrażone  przez  pierwotne  zmienne,  wtedy  otrzy- 
mamy układ  n  równań  kształtu : 

i  W 

które  wystarczaj ą,  aby  każdą  zmienną  #  jako  funkcyę  zmiennej  niezależnej 
x  wyznaczyć,  a  zatem : 

Zupełne  rozwiązanie  układu  n  równań  różniczkowych  pierwszego  rzędu  między 
(n+1)  zmiennymi  zależy  od  zupełnego  rozmazania  jednego  równania  różniczkowego 
n-go  rzędu  i  składa  się  z  układu  całkowego,  U  zw.  układu  n  równań,  między  (n+1) 
zmiennymi  i  n  stałymi  dowolnymi. 

13.  Niektóre  uproszczenia  przy  całkowaniu  układu  równań  różniczko- 
wych. Dany  układ  równań  różniczkowych  pierwszego  rzędu  i  stopnia  o  » 
zmiennych  zależnych,  można  przedstawić  w  formie  symetrycznej: 


dxx       <&2_    __dxu'__dx 
gdzie  Xlf  X2,...  ,Xn  są  funkcyami  zmiennych  xt,  #j,  ...,#». 


(21) 
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Metoda  postępowania  przy  całkowaniu  tych  równań  może  być  czę- 
stokroć zupełnie  różną  od  wygłoszonej  poprzednio  metody  ogólnej.  Zależy 
ona  przede  wszy  stkiem  od  kształtu  mianowników  i  opiera  się  na  własności 
równych  ilorazów,  dozwalającej  z  powyższych  równości  utworzyć  nowe  formy 
kształtu : 

m1cŁc1+ma(fcg2+>  .+rnHdzn 
m1X1  +m2X2  +...  +tnn  Xn 

kfcóre  będą  zupełnemi  różniczkami,  albo  zestawione  z  jedną  z  powyższych, 
utworzą  równanie  całkowalne.  Mając  do  rozporządzenia  n  czynników 
*!,  fw2,...,m*,  możemy  częstokroć  otrzymać  n  równań  całkowalnych,  których 
rozwiązania  utworzą  całki  danego  układu. 

14.  Przykłady.    1)  Dany  układ:  — ,  f  ,     «--  -j!— —  =  --.    Otrzymujemy  stąd: 
*  '  J  ax+by+e      a'x+b'y+c'        t  J       J      J       v 

dt dxĄ-mdy  y .  dt 1  {aĄ-ma4)dx-\(aĄ-ma*)mdy 

T~~  ax+by+c+m(a'x+b'y+c'j '  CZy  1:    t  ~~  a+ma* '  (a+maO*+(*+m&')H-c+mc'* 

Obierzmy  m  tak,  aby  było  (a+ma')w  =  6-f"m^'»  wtedy  będą  obie  strony  równania 
lupełnemi  różniczkami,  otrzymamy  tedy  całkę: 

log  H-  C==^+—,  loS  [(«+ma')x+(b+mb')y+c+mc'l 


czyli :  Ct  =  [ox+6y+c+m  (a'x+b'y+ct)}a+ma\ 

Warunek  (a+ma')m  =  6-|-m&'  daje  jednakże  dwie  wartości  na  m,  np.  mi  i  m%%  mamy 

zatem  dwa  równania: 

i  i 

Ctt  =  [ax+by+c+mi(^x+bty+et)]a^m^ ,      C%t  =  [aa?+6y+c+m1(a'x+6'y+c0]a+w,ła/, 
które  są  całkami  danego  układu. 

2)  Dany  układ:  -~^<  -  ..„+*£,.+*  =  ^ł,-^'  Wprowadźmy 
**ową  zmienną  *  i   oznaczmy    mianowniki    powyższych    równości    kolejno    przez  X,  Y,  Z, 

_ .   ,  dx      dy      dz       dt       l  dxĄ-m  dy4-n  dz 

Wtedy  otrzymamy:  _  =  .^  =  -  =  _  =  _^_^L__. 

Obierzmy  J,  m,  n,  tak,  aby  było: 
al+a'm+o"n  —  X  J,     6/+  b'm+b"n  =  Xm,     c/-f  c'm+  c"n  =  Xn,    rf/+rf'm+rf"n  =  Xr, 
"*vtedy  otrzymamy: 

T=^^^y+l•^+r],  zatem:  loe'+tf  =  x  log(te+ifiy+fMf+r),  czyli:  «  — (to+my+n»+r)^. 

Z  pierwszych    trzech   warunków    otrzymamy   jednakże   po    wyrugowaniu  J,  m,  n,  na 

a  — X,  a',  a" 


oznaczenie  X  równanie: 


=  0, 


fc,  fc'-X,  b" 
c,    c',  c"— X 

które  jako  równanie  3-go  stopnia  ze  względu  na  X  daje  trzy  pierwiastki  ),,  X2,  >,,  otrzy- 
mamy zatem  także  trzy  odpowiednie  grupy  czynników:  liy  mn  nuru  U,  mj,  n,,  r„  Z3, 1*3,  »3,  r3, 
%  więc  układ  całek : 

_i_  £  1 

c,<  =  [/laj+m1y+n1z+r1]'l>,     c1<  =  [^^+mJy+n2^+r1]^l     c3*  =  [h^+^hy+fhz+r^ 

k  których,  po  wyrugowaniu  /,  otrzymamy  ogólne  rozwiązanie  danego  układu  w  formie: 

1  !  ł  i 

ft*+«iy+ni«+r,]^  =  <?[/,*+ "Hy+n^+fj]'1',     [/1jr+m1y+w1*4-r1]'l»  =  C&H-^y+^+rslS 

gdzie  Ci  (?'  są  dwie  stałe  dowolne. 
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15*  Układy  równań  różniczkowych  rzędu  wyższego  nad  pierwszy.  Układ 
jednoczesnych  równań  różniczkowych  rzędu  wyższego  nad  pierwszy  możemy 
zawsze  sprowadzić  do  układu  równań  rządu  pierwszego. 

Ażeby  to  wykonać,  należy  uważać  jako  nową  zmienną  każdy  stosunek 
różniczkowy,  oprócz  stosunku  różniczkowego  najwyższego  rzędu. 

Tak  przekształcone  równania  różniczkowe  będą  podobnie  jak  związane 
z  nimi  równania  różniczkowe  rządu  pierwszego  dołączone,  a  oba  ukltdy 
razem  utworzą  układ  jednoczesnych    równań  pierwszego  rzędu. 

Niech  będzie  dany  układ  równań  różniczkowych  rzędu  drugiego,  kształtu- 

dt*=X    d3y=Y   d^=Z  W) 

dl1        '   dt*        '  («'     *» 

gdzie  X,  T,  Z  są.  funkcyami  zmiennych  z,  gf  g,  t  i  pochodnych:   . .  ,     *,     . 

Takie  równania  nazywają  się  zwykle  równaniami  ruchu. 

Przyjawszy:  g~*,  gf-jr,  J-J",  (23) 

przekształcimy  dany  układ  w  następujący: 

*-*  %-*<  r*  <*> 

Tym  sposobem  otrzymamy  w  całości  sześć  równań  pierwszego  nfdn 
między  sześcioma  zmiennemi  zależneini  x,  yf  s%  x\  y\  *' i  jedną  zmienną  nie- 
zależną L  Zupełne  rozwiązanie  tego  układu  składać  się  będzie  z  sześciu 
równań  między  owemi  zmiennemi,  z  sześciu  stałemi  dowolnemi. 

Jeżeli  z  tych  sześciu  równań  wyrugujemy  trzy  zmienne  x\  y%  r#  nowo 
wprowadzone,  otrzymamy  trzy  równania  między  pierwotnemi  zniiennemi 
x,  y^  ą  t  i  wspomnianemi  powyżej  sześcioma  stałemi. 

A  zatem;  Zupełne  rozwiązanie  układu  trzech  równań  rómiczkawifch  drwfttp 
rzędu  między  czterenm  gmiennemi  wyraia  się  trzema  równaniami  pierwotnemi,  zamt- 
rająeemi  te  zmienne  z  sześciu  stałemi  dowołnemi. 

Ogólnie  można  dowieść  twierdzenia:  Zupełne  rozwiązanie  układu  ft rów- 
nań różniczkowych  między  (»+I)  zmiennemi,  z  których  jedna  jest  niesi- 
leżną,  składa  się  z  n  równań  między  temi  zmiennemi.  każde  z  tych  równin 
będzie  zawierało  oprócz  tego  stale  dowolne,  których  ilość  równa  się  stuni& 
skaźników  w  stosunkach  różniczkowych  najwyższego  rzędu. 

"W  jaki  sposób  dojść  do  tych  równań,  niema  reguły  ogólnej.  Różniczko- 
waniem i  rugowaniem  zmiennych  można  częstokroć  dojść  do  równania  roi 
niczkowego  wyższego  wprawdzie  rzędu,  ale  zawierającego  tylko  dwie  zmienne. 
Częstokroć  można  także  użyć  z  korzyścią  metody  czynników  nieoznaczonych. 

16.  Przykłady.  1)  Dany  układ  równań  różniczkowych :  j-p  =  oaf+ńy,    rf^J  =  »**+*'* 

Bóżniczkujac  pierwsze  równanie  dwa  razy  ze  względu  na  I,  otrzymamy: 

d*ac  d*x         dhf 

wyrugowawszy  y  i  — |-  z  tych  trzech  równań,  otrzymamy: 

t,  j*  równanie  liniowe  czwartego  rzędu  ze  stałymi  spólczynnikami.    Zupełna  całka  rowu- 
nia  przedstawi  as  jako  łunkcyę  tt  z  czterema  stałymi  dowolnymi,  stąd  znajdziemy: 


I 


1  /<t*x        \ 
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Prócz  tego  sposobu  ogólnego  można  tu  takie  tak  postąpić.    Z  danych   dwu   równań 
znajdziemy : 

£+-£=(-+")(*+^> 

Połóżmy  x+my  —  u  i  oznaczmy  m  tak,  aby  było: 

b+mb' 


wtedy  otrzymamy: 


i  ~s  =  m»  (°0 

a+ma*  v  J 


^=(a+fwaOi«,    stąd:  «=  ądH-^^«+Ą«-(<H*«oV 

Na  m  otrzymamy  jednakże  z  warunku  (a)  dwie  wartości  mx  i  wij,  przeto  składaó  się 
będzie  zupełne  rozwiązanie  z  dwóch  równań: 

x+mty  =  Cf1«(«+«t«')l/»«+Ci«-(«+"»a')1^<,    *+fi^y  =:  Crte(«+«,*')^«+C4«-(«+««i«'),/»«. 
2)  Dane  równania  ruchu  centralnego: 

Wprowadzając  dwie  nowe  zmienne:  37  =  ^1    AŁ~y'  mo*emy  dany  układ  dwu  rów- 
nań zastąpić  układem  czterech  równań  w  postaci: 

dx dy dx*  dy' 

któremu  odpowiada  układ  czterech  całek. 

Z  trzech  ostatnich  stosunków  dostajemy  raz  równanie  różniczkowe  kształtu: 

x*  dx'+y'  dy' 


-Sc^+w) 


=*, 


które  ze  względu  na  to,  że:  a^+y*  — r1,  zatem  xx'Ą-yyJ  =  rr'  sprowadza  się  do  postaci: 
yad(^+y'»)=^    czyU:     i/lll(^i+^i)ai.«ti^A-M(I)# 

daje  zatem  całkę  pierwszą  w  postaci: 

x'*+y'*  =  2-*+2Cl]  (a) 

drugi  raz  dostajemy  równanie  różniczkowe  kształtu: 

x  dy4—*?  dx  =  0,  czyli  :  d(xtf—y  x')  —  0, 
zatem  całkę  drugą  w  postaci:  xy'—yx'=Ci.  (b) 

Opierając  się  na  tożsamości: 

(x«+y>)  (x**+y*)  =  (aw'+w,')M*y'-y*r, 

otrzymamy  po  uwzględnieniu  powyższych  dwu  całek  równanie: 


r«(2~f2ą)-rV*+G*i 


z  którego  dostajemy :  rr*  =  r  ^  =  \/2Ąr  *+2k  V—  C»,  =  \/£, 

1*  rf#* 
czyli  równanie  różniczkowe:  <**=——,  które  daje  trzecią  całkę  w  postaci: 

Z  całki  drugiej  otrzymujemy  równanie  różniczkowe : 

1  f>  \       c  dr 

xy»—x'y  _Gtr'  dt\x)    _     *  A 

* —  -— f  czyli : 


1+(JL)'      rVR 
które  daje  całkę  czwartą  w  postaci: 
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Tym  sposobem  otrzymaliśmy  wszystkie  cztery  całki  danego  układu  równań,  z  ki 
rych  ostatnie  dwie  zawierając  wszystkie  cztery  stale  dowolne,  rozwiązują  ogólnie  zagadnień 
W  szczególnych  przypadkach  potrzeba  czterech  warunków,  na  podstawie  których  moim, 
cztery  stałe  wyznaczyć. 


Ćwiczenia  LX. 


Następujące    równania    różniczkowe    o    trzech    zmiennych    zbadać  pod  względem  v 
całkowalności  i  wyznaczyć  ewentualne  całki  ogólne: 


2)      fy+Ąd^M+MW-Hp+l)*-* 

«)  (^+y^^)d^M^+^+^^+(^+^9^^ 
H)    (yH-*»)*+(w+*1)  <*y+(y*~*y)<fc  -  0. 


aydx4-&%~&= 


1)     (y  dx+x  <*y)  (o— j)4-asy  rfs  =  0. 

8)  ( m  dx — &  dy)  z  -f  (6y  —  ax)  <fc  =  0. 
5)  (sy — fiz}rfx+ (c* — <Kc)dr/ + (6* — cy)dz  =>  0, 
7)    &+a)*dx+2  dy  -  (y+a)  di  •.  0. 

9)  $»*±tey+2x**+l)dx+d!f+2dz  m  0. 
LI)  *y<Łr— *#dy— y1rf«B=0. 

12)  Znaleźć  całkę  ogólną  równania    różniczkowego    zwyczajnego; 
pod  warunkiem!  źe  y  =f(x)> 

13}    Znaleźć  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  zwyczajnego  kształtu: 

y  <ki~ (*— pT)  (dtf-dz)  mm  a 

14)  Wy  pro  wt  dzid  warunki,  pod  którymi  równanie  różniczkowe  o  n  zmiennych,  kształt' 

ma    całkę    ogólną    kształtu:     F(#j,  JF)7.«łł  x*)  =  C    i     wykazać,     że     istnieje    w    ogoluofo 
Yrfa— 1)(»— 2)  odnośnych  równań  warunkowych  od  siebie  niezależnych. 

15)  Wykazać,  źe  równanie  różniczkowe: 

(2£j  +x*,  +2^!  af|  —  ar, )  <*>,  -\-2vt  tfjda^ — x$  dx$  +x\  dx|=  G 
jest  równaniem  różmezkowem  zupelnetn,  któremu  odpowiada  całka  ogólna  w  postaci: 

»*,  +Xj  m*% — %  3Cj + x  \  xŁ  =  C. 
Wyznaczyć  catJO.  ogólne  następuj  ąoycn  rownan  różniczkowych  zupełnych  .- 

16)  (y+z+u)dx+(z+u+x) dy+(u+x+y)dz+(x+y+z)du  —  0. 

17)  yzudx+*^rfy+«^d*+»y*<*«  =  0.  18)    (2x+ył+2*z)dr+2xydy+a:,dz    <*k  =  0. 

19)  * (y+z)<to+z(w— x)dy+y (a:— u) dz+y(y+z)du  —  0. 

20)  Wykazać,  że  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  pierwszego  rzędu  a  drugiej 
stopnia,  kształtu:    x*  dx*-{-y*  dy1 — z1  dz*-{-2xy dx dy  =  0   możemy  przedstawić  w  postaci: 

21)  Wykazać,    że    równanie    różniczkowe    linij    krzywiznowych    na    powierzchni: 
ax*Ą-by*-\-cz*  =  1  można  sprowadzić  do  postaci: 

a(b— c)xdy  dz-\-b(c  —  a)y  dz  dx-\-c{a— b)zdxdy  =  0 
i  wyznaczyć  jego  całkę  ogólną. 


dy 
dt3 


22)  Wykazać,  źe  rozwiązanie  ogólne  układu  równań  różniczkowych  kształtu 

:  *x  określają  równania :     x=Ct  cos  af+  C,  sin  orf,    y  =  —  C,  cos  af+  Ci  sin  a*. 
Rozwiązać  następujące  układy  równań  różniczkowych: 


dt~~ 


28)  J=a*+oy+c, 


dy 


=  a'x+6'y+c'. 


25)~+7*-y  =  0, 


*y 


+2x-f  6y  =  0. 


d*a 


26)  ^+mly==0» 


— m*x  =  0. 


27)  *  ~     * 


dy ca  (z—x)    dz ab  (x —  y) 

di ""        6*       '  S* ""        cf 

dy+3y-*~0. 


28) 


<** 


80)g+Bx+y; 


di 


dw  dz       -  ___  dx         ,  y     n 

=  cy-fcz,  ^  =  az -ex,  —  =  fcr-ay.    29)  ^-**+  4  * °' 

<*y 


d* 


+8y-x  =  e*, 
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81)  Wyprowadzić  rozwiązanie  układa  równań  różniczkowych  kształtu: 

dx  dy 


2y-  6x+*       *— 6y+e* 


.*, 
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w  postaci:  x+y^cie-**+-^*+  -g-e*,        x~  V  =:V"7'+  ~q  *"~  ~o~**- 

32)  Wykazać,  że  układowi  równań  różniczkowych: 

t  dx  =  (*— 2x)dt,    t  dy  =  (to+*y-f  2a>— t)  dt, 

odpowiada  rozwiązanie  ogólne :      x  =*  -^  t+  Cl <— *,        *+y  =  Ą*' . 

o 

83)  Wykazać,  że  rozwiązanie  ogólne  układu  równań  różniczkowych: 

4l+9l+2r+18y-*<=0'  8d!+7^+a!+24j'-8-s0' 

przedstawia  się  w  postaci  dwu  równań: 

81  93  2  6 

x  =  r-*t(A  cos  (+Bsinł)+2g«'-I7,        y  =  «-«<pT--B)sin*-(-4+«)eos  <]-jg««  t--^. 

84)  Wykazać,  że  całki  ogólne  układu  dwu  równań  różniczkowych: 


£+<"=§-**=°. 


możemy  przedstawić  w  postaci: 


n    'V**  »   n    -*Vab  „^fi>       -n/3       ~  -i  /  b        Wab 


a 


(2x  dy 

35)  Analogicznie  wykazać,  że  skoro:  ~+axĄ~by  =  0,   ^+«i*+&iy=ss»0,  otrzymujemy: 

6  o 

gdzie  Xj  i  X,  są  pierwiastkami  równania:  X*— (a-f  bl)\+abi—  at&  =  0. 

36)  Wykazać,  że  gdy:  ^+4*+8y  =  <,    ^+2a>+5y  =  * ,  otrzymamy: 

Rozwiązać  następujące  układy  równań  różniczkowych: 

'  y+*      *+*      *+y'  °°>    -1      8y+4*      2y+Ba  J    dt^        **       ' 

J+-HP-.     $«**-*      «•$(+% OL     g  +  g+.-C     J+S  +  S-l. 

d*x  d\t 

41)  Wykazać,  że  rozwiązanie  układu  równań:      ,  —  8x— y+8 — 0,     rfźf+x— 8y+6  =  0 

przedstawi  się  w  postaci: 

aJ«i+4i?1^+4c,«--2«--cie«v^-.cłtf-n/7",       y  =55^+c1^4.Cjtf-ł<-C,d«\/T_  c4e-'V"7]. 

42)  Wykazać,   że   rozwiązanie   ogólne   układu:    -^--ay— &*  =  c,    -^f-  «'y— b4x=.&y 
może  hyć  przedstawione  w  postaci: 

ac'—ca 


a'b—ab* 


Ącos  otos+C,  sin  oas+<J  cos  P*-f-  Ci  sin  [Ja?, 


Jf-i^=^--^[^tCOBw+ĄBina»J-!^[ĄooBP«+C4BinK 

gdzie  a1  i  P*  są  pierwiastkami  równania:  X,+(a'+&)X+a&'— a'&  =  0. 
48)  Wykazać,  że  skoro: 

otrzymamy : 

a:  =■  cos  2*— 2  sin  2* -cos  t+  Cx  cos  *Y2>  Ą  sin  *V2  +  Ą  cos  VJQ  +  CŁ  sin  *Y8  • 


44)  Wykazać,  że  ogólne  rozwiązanie  układu  dwu  równać  różniczkowych : 


di+**+!>  -  ",     J+Sy-a  -  «*, 


można  określić  równaniami: 


45)  Wykazać,  że  na  podstawie  układa  rówu&D  różniczkowych : 

otrzymamy:  x  w  Cj^-ł-Cs*^'^')^',  gdzie  X]T  lJr  13  są  pierwiastkami  równania: 

46)  Znaleźć  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  zwyczajnego: 


*  dx+v  dy+t^l-?-  _  j£  *  _  0, 


X1        u1 

pod  warunkiem,  ze:    -,  *K,  +  -  *  =  l. 
ai      ^i       ci 

47)  Wyznaczyć  powierzchnie,  których  przekroje  z  powierzchnią  obrotową:  wt±jf1  =  s(t] 
czyni  %  zadość  równaniu  różniczkowemu: 

[*(x-a)f  y(y— b)]dz—  (z—  c)  (xffj-fy  <ty)  =  0, 

48}  Jakie  równanie  należy  złączyć  z    równaniem:    y+zlogs+f  (s)  ^0,    aby    stało 
zadość  równaniu  różniczkowemu  :  z  (fx-\-z  dt/Ą~y  ds  •m  0, 

49)  Na  powierzchni  paraboloidy  obrotowej:  #t+y,  =  fc1z*  wykreślić  tak  linię  krzywa 
aby  jej  etyczne  spotykały  kolo  określone  równaniami:  **+*■  — ^i  *  =  b, 

60)  Wyznaczyć  trajektorye  ortogonalne    układu  prostych  paraboloidy  łriperboHcmej 

a'       b*  ~  *' 

51)  Wyznaczyć  krzywe  asymptotyczne  na  paraboloidzie  hiperbolicznej s    ~\  ~  yi 
62)  Wyznaczyć  linie  krzywiznowe  powierzchni:  #-J  —  cos  as  cos  y. 

53)  Pośród  powierzchni  koloidalnych  o  równaniu:  ff^y(^)  wyznaczyć  takie  w  któ- 
rych główne  promienie  krzywizny  byłyby  w  każdym  punkcie  bezwzględnie  równ*,  tle 
miały  znaki  przeciwne* 

54)  Znaleźć  trajektorye  ortogonalne  prostych  tworzących  na  paraboloidzie  hiperbo- 
licznej: xf/  =  az. 

55)  Wyprowadzić  równania    krzywych    asymptotycznych   na   powierzchni   śrubawij: 

*  =  a  *  aro  tang      . 

56)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  liny  krzywiznowych  na  paraboloidzie 

2  =  «&'+&£ J, 

57)  Wykazać,  że  wyznaczanie  krzywych  płaskich,  określonych  równaniem  różniczko- 
wem:  F(xf  y,  y)  =. 0,  odpowiada  wyznaczaniu  krzywych  na  powierzchni:  F(x,  y,  t)^$k 
czyniących  zadość  zwyczajnemu  równaniu  różniczkowemu  o  trzech  zmiennych,  k^aUlta 
rfy— z  dx  =  0  i  wyprowadzić  stąd  odnośne  wnioski  • 

58)  Wykazać,    że    równanie:    H{x%  y)  =  G   otrzymane  po    wyrugowaniu    pochodnej  jf, 

ÓF     óF 
z  równań  :  F(x,  y,  y')  =  0,     ~  +  -  y'  =  0, 

przedstawia  miejsce  geometryczne  punktów  przegięcia  krzywych    całkowych  odpowiada- 
jących danemu  równaniu  różniczkowemu:  Ffa  y,  y')  =  Q* 

59)  Każdemu  punktowi  M (ar,  y,  s)  przestrzeni  niech  odpowiada  pewna  płaszczyw*  I 
przez  niego  przechodząca  o  równaniu:  J(A'— x)+B(Y— y)— {#— z)  =  0f  gozie  A  i  J?  są  *&** 
nemi  funkcyami  zmiennych  *,  y,  *,  -Znaleźć  takie  powierzchnie,  aby  płaszczyzna  -i?  bjh 
styczną  w  tym  punkcie  powierzchni. 

60)  Wykazać,  że  całką  ogólną  zupełnego  równania  różniczkowego 


jest  «^x+0(l+srf). 


de  =  ~^  rfjcr  +  — r; rfy ł 
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61)  Wykazać,  że  całkowanie  zupełnego  równania  różniczkowego: 

(y*+yz+z*)dx+(z*+xz+x*)dy+(x*+xy+y*)dz  =  0 

sprowadza  się  do  całkowania   układu   równań   różniczkowych:    =     —  = i   daje 

całkę  ogólną  kształtu:  xy+yz+zx=  C(xĄy+z). 

62)  Zbadać  ruch  punktu  na  płaszczyźnie,  określony  równaniami: 

<Px      _J5^        8         ^V_A   _A 

pod  założeniem,  ie  gdy:   *  =  Ojest  af  =  0,   y  =  0,   -=- =  0,   ^  =  1- 

68)  Zbadać  podobnie  ruch  określony  równaniami :   -^-  =  0,    -^  =  g%   pod  założeniem, 
Ś6gdy:    <  — 0,  jests-0,  y  =  0,  J  — #,  ^0. 

64)  Podobnie  zbadać:   — ^-  =  0,    yij-^—ffi  P0(*  założeniem,  że  gdy  *=»0,  jest   a?  =  0, 

n  dx  dy 

y=0,  ^- =f>cosa,   ~=»i;sina. 

d**  fdx\*     d*y  dxdy 

65)  ^-j- =  — m  I  —  I  ,    ~  =a—g—m  —  -^    pod   założeniem,   że   dla   <  =  0,  jest   *  =  0, 

~   dx  dy 

Rozwiązania  LX.      1)  -^-=C.  2)    »y+y*+«s=(7.  8)   ?^=^=C. 

*)(»+y)'(y+*)=C.-.    6)^=^  =  C.    6)*y+**+y*=C(*+y+«).    12)  z=a$f(x)dx+bf(x)+C. 
l«)*y+y*+*«+«*=.a        17)    *yzu=C.        18)    *»+***+*'*-«=  &        19)    J^-jJg- 

-(*+*+*  O*-*-        88)  Q(y-*)—  C,(y+2s)7  =  «-«.        89)  *~  Ąe-H-ąe-fc+y  *~x  ^4- 

■»±v2+>*<»s-*  S-S-*  «>5-fi-  to-w-j— * 

52)  tang -^- (  o"+y )  —  Ctang  —  (-g-±*i.  53)    Powierzchnie  śrubowe  wichrowate. 

64)    yJ+siasC*  55)  (y-CaJ)(*J+ył-(7)«=0,    * «■  a .  arc tang -£.  56)    A  ^.^14. 

+  I*8 y*+  t  jt- Jy'— ^  =  0.    59)  Całkowanie  równania  różniczkowego :  dz  —.  A  dxĄ-B  dy. 

fcł)  as— y  «a  —  —  sin  2*,        *4-y  =  sin  *,   krzywa  czwartego   rzędu.  68)   y  =*  <A**. 

14)  y  =  xUng.-^g^.         65)    r-ft-gH-g^)  — iŁi(^*— 1> 

Literatura.  E.  Goursat:  Cours  d'analyse  mathematique.  Tome  II.  Paris  1905. 
f.  Tisserand:  Recueil  complementaire  d'exercices  sur  le  calcul  infinitesimal.  Deuxieme 
edition  par  P.  Painlevć.  Paris  1896.  Giulio  Tomaselli:  Esercizii  sulle  eąuazioni 
diffenrenziali.  Milano  1888. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  całkowalności  równań  różniczkowych  zwyczajnych  o  ilukolwiek  zmiennych. 

2.  Układ  n  równań  jednoczesnych  rzędu  pierwszego 

8.  Równania  różniczkowe  ruchu,  czyli  t.  zw.  równania  dynamiczne. 


Wykład  LXL 


Równania  różniczkowe  cząstkowe, 


1.  €alkl  równań  różniczkowych  cząstkowych  rzędu  pierwszego,  Eówn 
niem  różniczko  wem  cząstko  wem  rzędu  pierwszego  jest  równanie  kształtu: 

w  ktorem:    -  =p.    t-  =  Q> 
dx  dy     m 

Przyjmijmy,  ie  dany  jest  związek  pierwotny  między  zmiannemi  £,y,  *, 
kształtu: 

ffa  y,  m,  o,  b)=0, 

gdzie  a  i  i  są  dwie  stałe  dowolne. 

Aby  otrzymać  z  tego  równania  pochodne  cząstkowe  p  i  g,  mamy  wsku- 
tek różniczkowania  częściowego  ze  względu  na  x  i  y  równania: 


df      df 
dx  +  dBpm 


>0, 


w-° 


w 


Z  trzech  równań  (1)  i  (2)  możemy  wyrugowaó  stałe  dowolne  dii 
a  otrzymamy  cząstkowe  równanie  różniczkowe  kształtu : 

^<s»  i*  *,  Pi  «)=-0i 

odpowiadające  danemu  równaniu   pierwotnemu. 

Nawzajem  jest  dane  równanie  (1)  rozwiązaniem  cząstkowego  równani* 
różniczkowego  (3)  i  to  rozwiązanie  zawiera  dwie  stale  dowolne  i  więcej  ich 
zawierać  nie  może. 

Nazywamy  całką  zupełną  danego  równania  różniczkowego  pierw- 
szego rzędu,  związek  między  zmiennemi,  dogadzający  równaniu  różniczko- 
wemu i  zawierający  tyle  stałych  dowolnych,  ile  jest  zmiennych  niezależnych 

Pod  tymi  warunkami  jest  tedy  f(x%  y,  $}  a,  J}=0  całką  zupelM 
równania  różniczkowego  F(xt  y%  5,  pt  g)=(X 

Przyjmijmy  teraz,  że  wielkości  a  i  b  równania  pierwotnego  /(x,  #r£,  a  ł)*=0 
nie  są  stałymi,  ale  funkcyami  zmiennych  niezależnych  x,  y.  "W  tym  razie 
otrzymamy  na  oznaczenie  pochodnych  p  i  q  równania: 


dr    '  d* p+  da  &c  +  di  &c       ' 


tf      df       dfda      dfdb 
dy  ^  d9q^~  óady^  dbdy^  * 


(*) 
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Równania  te  dostarczą  przy  zmiennych  a  i  b  takich  samych  form  dla 
pochodnych  cząstkowych  p  i  q1  jakie  wynikają  z  równań  (2),  skoro  się  speł- 
nią relacye: 


df^da      dfdb  tfda      dfdib 

dadz  +  Sbdx      %     dxdy  +  dbdy^  * 

Niech  przedstawia  B  wartość  wyznacznika: 


(6) 


da 
dz> 

db 
oz 

da 

db 

*' 

dy 

dadb 

dxdy 


daób 
dydx' 


wtedy  można  zastąpić  równania  (5)  równaniami  im  równoważnymi 

0. 


JB?-(X      Rdf 


da  r0,      ~db 
Równaniom    tym    stanie    się    dla    J2<0  zadość,    skoro   będzie: 


dŁ 
da 


(6) 
»0, 


^«0  i  to  są  dwa  równania,  które  określają  a  i  ft,  jako  funkcye  zmiennych  x}  y, 

które  podstawione  w  (1)  dają  równanie  bez  stałych  dowolnych,  będące  rów- 
nież rozwiązaniem  danego  równania  różniczkowego. 

Takie  rozwiązanie  nazywamy  całką  osobliwą  cząstkowego  równa- 
nia różniczkowego;  jest  ono  związkiem  między  zmiennemi,  które  nie  zawiera 
żadnej  stałej  dowolnej  i  nie  wypływa  z  całki  zupełnej  przez  nadanie  stałym 
dowolnym  szczególnych  wartości,  a  więc  nie  jest  szczególnym  przypadkiem 
całki  zupełnej.  Przy  pomocy  całki  zupełnej  f(x1  y,  *,  a,  6)=0  określoną  jest 
całka  osobliwa  równaniami : 


/(*,  y,  *,  «,  &)=o> 


d/«o,    *-o. 


(7) 


(8) 


da    ~'      db 

Równaniom  (5),  a  zatem  i  (6)  staje  się  także  zadość,  skoro  będzie: 

da     db 

nr.  i-      dx}    dx       dadb      dadb     . 

.B—O.  czyli:  —  — —  —  =0.  i 

da     db       foty      dydx 

dy'   dy 

Odrzuciwszy  przypadki,  w  których  a  i  b  są  stałe,  zauważymy,  że  rów- 
naniu (8)  staje  się  zadość,  skoro  funkcye  a  i  b  będą  od  siebie  w  jakikolwiek- 
bądź  sposób  zależne,  czyli  skoro  będzie  b=*<p(a)}  gdzie  <p  jest  funkcyą  dowolną. 

Z  równań  (5)  otrzymamy  prócz  tego,  pomnożywszy  pierwsze  przez  dx, 
drugie  przez  dy  i  dodawszy  do   siebie   ich   iloczyny,   następujące   równanie: 


da\dx     ^  dy   V      db \dx     ^  dy  y)      ' 


czyli : 


d£da+%db=0. 
da  db 


czyli : 


Tym  sposobem  możemy  równania  (5)  zastąpić  równaniami 

6=o>(a)  i  d? da+ d/Ldb=0, 
7  da  db 

df[x,  y,  z,  o,  <p(a)] 


b=<p(a), 


da 


=0. 
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Te  równania  wystarczają  do  oznaczenia  wielkości  a  ii,  jako  fankcyj 
zmiennych  niezależnych  x  i  y,  a  tak  otrzymane  wartości  będą  zawierały 
dowolną  funkcyę  q>.  Wstawiwszy  te  wartości  w  równanie  /(a?,  y,  e9  a,  6)— 0, 
otrzymamy  nowe  rozwiązanie  różne  od  obu  poprzedzających. 

Takie  rozwiązanie  nazywa  się  całką  ogólną.  Jest  ono  związkiem 
między  zmiennymi,  który  zawiera  w  swym  składzie  jeszcze  dowolną  funkcyę 
zmiennych  niezależnych,  a  określone  jest  przy  pomocy  całki  zupełnej 
f{xy  y,  *,  a,  &)— 0  równaniami: 

Istnieją  zatem  trzy  w  zasadzie  różne  rodzaje  rozwiązań  cząstkowych 
równań  różniczkowych,  jako  to:  1)  całka  zupełna,  2)  całka  osobliwa,  3)  całka 
ogólna. 

2.  Twierdzenie.  Wszelkie  rozwiązanie  cząstkowego  równania  różniczko- 
wego zawarte  jest  w  jednem  z  trzech  rodzajów  rozwiązań,  t.  z.  jest  albo 
całką  zupełną,  lub  jej  szczególnym  kształtem,  albo  całką  osobliwą,  albo 
całką  ogólną,  lub  jej  kształtem  szczególnym. 

Niech  będzie  bowiem  e=fp(x1  y)  rozwiązaniem  równania  różniczkowego: 

F(x,  y,  m,  p,  $)=0, 
którego  zupełna  całka  ma  kształt  z=f{z,  y,  a,  &)=■(),  wówczas  sprawdzić  się 
muszą  równocześnie  dwa  równania,  jako  to: 

z  których  widoczna,  że  skoro  stałe  a  i  b  tak  wyznaczymy,  żeby  się  stało  któ- 
rymkolwiek   dwom    równaniom    z   układu:    f^tp,    t-—^!    t~  —  V*-  zadość, 
J  ^    dx      dx'    dy      dy 

także  trzeciemu  stanie  się  zadość. 

Przyjmijmy,  żeśmy  a  i  b  wyznaczyli  tak,  że  będzie : 

df^dtp     df  ^dę 
dx      dx  '    dy~~  dy' 
wówczas  muszą  z  powodu,  że  w  tych    warunkach  jest   także  /*=#,  spełniać 
się  także  warunki: 

dx  +  dadx  +  dbdx      dx'    dy  +  dady  +  dbdy~  dy  ' 
przeto  muszą  także  wartości  otrzymane  na  a  i  b  dogadzać  warunkom: 

tfda  ,d/db^Q     dfdadfdb 
dadx      dbdxmm  '     dady      dbdy" 
A  to  są  właśnie  warunki,  na  podstawie  których    z   całki  zupełnej  inne 
rozwiązania  się  otrzymuje.  Możemy  zatem  związek  między  daną  całką  a  całka 
zupełną  wyszukać  w  sposób  następujący: 

Najpierw  wyznaczamy  wartości  na  a  i  &  tak,  aby  się  stało  zadość  rów- 
naniom : 

f  tf^dty       df      dtp 

1    ^      dx      dx'     dy^  dy' 
Jeżeli  wartości  w  ten  sposób  otrzymane  są  stałe,  wtedy  jest  dane  roz- 
wiązanie szczególnym  przypadkiem  całki  zupełnej ;  jeżeli  zaś  te  wartości  są 
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imienne,   jednakże  od  siebie    zależne   tak,    że   jedna   jest    funkcyą    drugiej, 

wtedy  jest  dane  rozwiązanie  szczególnym  przypadkiem  całki  ogólnej,  jeżeli 
wreszcie  wartości  na  a  i  b  są  zmienne  i  od  siebie  niezależne,  wtedy  jest 
dane  rozwiązanie  całką  osobliwą. 

8.  Przykład.  Z  równania  z=(x+a)  (y+6),  gdzie  a  i  b  są  stałemi  do  wolne  mi,  otrzy- 
migemy  równanie  różniczkowe  z  =  pq>  dla  którego  jest  tedy:  z  =» (x-\-a) (y+fc)  całką  zupełną. 

Bówn&nie:  *  —  - — ^       odpowiada  także  równaniu  różniczkowemu:  z=pq,  jakiego   rodzaju 

jest  to  rozwiązanie?    Mamy    tu-    (*4  a)(y+&)  =  fct^,    p==Jf+h==^t    g=ar+a  =  ^t? 

te   trzy    równania   są    od   siebie    zależne  i  dają:   a  =  ^-=— ,    6  =  -  ^-,  skąd  wypływa,  że 

,       l«s  — a.  Wartości  na  a  i  b  są  więc  zmienne  i  od  siebie  zależne.  Dane  rozwiązanie:  z  =  ^  ~y,) 
Jest  zatem  szczególnym  przypadkiem  całki  ogólnej : 

z  =~  (x+a)  [y+<p(a)] ;    0  =  (*+a) .  <p'(a)+[y+  <p(a)],  gdzie  ?(«)  «=  —a. 

4.  Geometryczne  znaczenie  całek  danego  równania  różniczkowego  czą- 
stkowego rzędu  pierwszego.  Jeżeli  mamy  tylko  dwie  zmienne  niezależne 
a  jedną  zmienną  zależną,  wtedy  możemy  owe  trzy  zmienne  uważać  jako 
ipółrzędne  punktu  w  przestrzeni.  Całka  zupełna  kształtu  f{x^ y}  #, a,  &)=0, 
przedstawia  tedy  z  powodu  dwóch  stałych  dowolnych  a  i  b  podwójnie- 
nieskończony  układ  powierzchni,  których  płaszczyzny  styczne  posiadają  wła- 
mośó  danem  równaniem  różniczkowem  określoną. 

Gałka  ogólna  otrzymuje  się  z  całki  zupełnej  na  podstawie  równań: 

/(*,  y,  *,  a,  J)-0,    d£  +  |.^(«)=0,     ft-tfa). 

Równania  te  wypowiadają,   że  z  podwójnie  nieskończonego  układu  po- 
wierzchni należy  wybrać  pewien    pojedynczo -nieskończony    układ,  tworzący 
pewien  rodzaj    powierzchni,  zaznaczony    warunkiem:    b=q>(a).    Powierzchnie 
tak  obrane  przecinają  się  kolejno  w  liniach    krzywych,    określonych    powyż- 
isemi   równaniami.    Każdej    wartości    parametru   a   odpowiada    pewna   linia 
f     farsywa,  położona  na  powierzchni   odpowiadającej  parametrowi  a.    Po  wyru- 
gowaniu parametru  a,  otrzymamy  równanie  od  a  niezależne,  przedstawiające 
powierzchnię  obwijającą  przyjęty  układ  powierzchni. 

Powierzchnia  obwijającą  dotyka  się  każdej  powierzchni  układu,  w  krzy- 
wej przedstawionej  powyższemi  równaniami,  zwanej  charakterystyką  albo 
krzywą  charakterystyczną  powierzchni  obwijającej.  Całka  ogólna  przedsta- 
wia zatem  powierzchnię  obwijającą  przyjęty  układ  powierzchni,  utworzoną 
przez  swe  linie  charakterystyczne. 

Całka  osobliwa  otrzymuje  się  z  całki  zupełnej  na  podstawie  równań: 

f{x,  y,  ,,  a,  b)=0,    g=0,     fb=0, 

m 

przedstawia  zatem  powierzchnię  obwijającą  wszystkie  całką  zupełną  okre- 
ślone powierzchnie.  Ta  powierzchnia  obwijającą  dotyka  się  każdej  powierz- 
ani układu  w  pewnym  punkcie  określonym  powyższemi  trzema  równaniami 
*  sowie  się  zwykle  powierzchnią  graniczną  podwójnie-nieskończonego 
Układu  powierzchni  całką  zupełną  przedstawionego. 

Wykt.  mmtem.  I.  Tom  II. 
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5.  Równanie  ez%stkowe  liniowe  rzędu  pierwszo  Przyjmując  trzy 
zmienne,  0  zależną,  x  i  y  niezależne,  możemy  równanie  różniczkowe  czą- 
stkowe liniowe  rzędu  pierwszego  przedstawić  w  postaci: 

*£+«*-*  M 

gdzie  Pf  C,  E  są  łunkcyami  zmiennych  x,  t/t  gf  albo  liczbami  stałemu 

Oznaczając  dla  skrócenia    r-^Pt    '£  "°?»  przedstawimy  powyższe  równa* 

nie  w  formie: 

Pp+Qq~R  (10*) 

Twierdzenie*  Pierwotne  równanie  kształtu  u=ę(v),  gdzie  u  i  v  są  dane- 
mi  funkcyami  zmiennych  xf  t/T  r,  a  ę  funkcyą  dowolną  prowadzi  zawsze  do 
równania  różniczkowego  cząstkowego  kształtu: 

gdzie  Pt  Qx  Ił  są  funkcyami  zmiennych  x,  y}  *, 

Różniczkując  bowiem  równanie  pierwotne  kolejno  ze  względu  na  z  \yr 
otrzymamy : 
3« 


ó% 


da  if  Jdv      dv    \         du      du  ti  Jdv      dv   \ 


akąd  po  wyrugowaniu  qp'(*ł>  dostajemy: 

du       du 


du       du 
dz^d*P 


dv       dv 

d«     dv_  ■ 

dx+  dMP 


przeto : 

/dt*  dv  _^M<fcn      / 
\dy  d$      d#  dpf      v 


d*  dz 


du  dv\       du  dv 
dxd£}q= 


t)u  dv 


fy*EĘ*-W&*ll*f  ****** 

Do  tego  samego  równania  różniczkowego  możemy  dojść  jeszcze  nastę- 
pującą drogą: 

Różniczkując  równanie  u=ę{v)  ze  względu  na  wszystkie  zmienne  otrzy- 
mamy: 

a  że  to  równanie  ma  się  ostać  niezależnie  od  kształtu  dowolnej  funkcyi  ${*\ 
przeto  otrzymamy  stąd   dwa  równania: 

du  ..       du  ,    ,   du  ,       _       dw  ,    t   <H>  ,    ,   eto  _,      * 
dx  djf  di  d#  dy  ^ 


z  których  wynika,  że: 


cŁc 


dy 


d* 


du      du 

dw 

Am 

dy 

du 

dy'  ds 

Al' 

dx 

dr' 

dy 

dv       dv 

dr 

du 

do 

dv 

dy'   de  , 

d*  ' 

d.£ 

dx' 

dy 

a    że:    tiz=^pdx  +  qdp}    przeto    otrzymamy    cząstkowe    równanie    rófoicsko** 
kształtu : 


d«     du 

du 

du 

du     du 

dy'   »ł« 
dv      dv 

P+ 

rie' 
dv 

dx 
dv 

8— 

di1   dy 
dv     dv 

dy'   d* 

de' 

dx 

dx'    dy 

czyli:  Pp+Qq=B. 

&  Z  równania  pierwotnego :  u=*(p(v)  możemy  zatem  otrzymać  równanie 
różniczkowe  cząstkowe  w  sposób  następujący: 

Tworząc  równania:  u»a,  v=b,  gdzie  a  i  &  są  stale  dowolne,  różniczku- 
jemy oba  równania  ze  względu  na  wszystkie  zmienne  i  wyznaczamy  stąd  sto- 


-= ,   tedy   będzie: 
źt 


sunki  różniczek  zupełnych  dx,  dy,  dz  w  formie :  —  «  ~ . 

PpĄ-Qq=,B   szukanem  równaniem  różniczkowem. 

Z  powyższych  wywodów  wynika   następujące   postępowanie    odwrotne: 
Ażeby    wyznaczyć    całkę     cząstkowego     równania     różniczkowego    liniowego: 

Pp+Qq=*R}    utwórzmy    układ  pomocniczy    zwyczajnych    równań   różniczkowych: 

v=ft,  wtedy 


—  «,_?  —  _  i  wyszukajmy  dwie   od  siebie  niezależne   całki:   u 
P       Q       B        ł  * 


będzie:  u=<<p{v),  gdzie  g>  jest  funkcyą  dowolną,  całką  danego  liniowego  równania 
cząstkowego  różniczkowego. 

Rozwiązanie:  u=(p(v)  jest  całką  ogólną  danego  liniowego  równania  różniczko- 
wego, obejmującą  w  sobie  wszelkie  możliwe  rozwiązania. 

Skoro  bowiem  równanie:  tf>(x,y,z)=Q  byłoby  rozwiązaniem  równania 
różniczkowego:  Pp+Cą^R,  podczas  gdy  u=q>(v)  jest  całką  powyższą  metodą 
znalezioną,  wtedy  musiałyby  równocześnie  spełniać  się  równania: 


*£+<$+*£-* 


'5+«$«5-* 


dx        dy        de 


*o, 


dx 
du 
dx' 

di 


de 
dv 


■o, 


co  możliwe  tylko  wtedy,  skoro  będzie  wyznaoznik: 

dtp  dtp  dtp 
dy'  de 
du     du 

dy  »    dz 

zatem  ^=»F(«,  v),  czyli  rozwiązanie  tp(x,  y,  z)=0  jest  zawarte  w  rozwiąza- 
niu F(u,  v)^01  zatem  w  rozwiązaniu  u=<p(v).  Rozwiązanie  F(u,  t?)«0  lub 
ti=y(t>),  gdzie  F  lub  q>  są  dowolnymi  funkcyami,  jest  zatem  rozwiązaniem 
najogólniej 8 zem  liniowego  równania  różniczkowego  cząstkowego,  czyli  jego 
całką  ogólną. 

1.  Przykłady.  1)  xp+yq  ■=  **.  Otrzymujemy  tu  układ  zwyczajnych  równań  różniczko- 
wych:  -«-  =  -,  którego  dwiema  całkami  są:    y-  =  a,   —  =  &,  zatem  będzie:  -^  «•(-*) 

J  XV  H2f  X  Xn  X*  \  *  / 

szukaną  całką  ogólną  danego  równania  różniczkowego. 

2)  (mz-ny)fh+(*x—lz)q  =  ly—mx.   Jako  równania  pomocnicze,  mamy  tu: 

dx  dy  dz  l  dx+m  dyĄ-n  dz  _xdx  +  y  dyĄ-z  dz 

mz—ny  ~~  nx-lz  ~~  Jy-  mas  0  0 

z  których  wypadają  następujące: 

/  dx+tn  dy+n  dz  =  0,    x  dx+y  dy+z  dz  «  0, 
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ssatem  dwie  całki  szczególne:    J*-j-wiy+*j  e*  a,    tAfcyH***"^    caJką    ogólną    będzie  wtca: 
3)  (y^—  2**)  d-+(2y>— «V)  .-  =  9 (»*— y3) «•    Równania  pomocnicze : 


'/.r 


^ 


<fu 


*— *V      Bt*1— y'jw' 


y^-2** 
skąd  mamy  najpierw  równanie: 

którego  całką  zupełna,  jest:   —  +  —*»«,  patera  drugi©  równanie  różniczkowe  w  formie* 
którego  całką  zupełną  jest:  x*y*u  =  bi  zatem  całką  ogólną  danego  równania  różniczkowej 


cząstkowego  będzie:  a^y1*!  —  s(  -,  -h  -,  )■ 


8-  Równania  różniczkowe  cząstkowe  o  11  ukoi  *  lek  zmiennych.  Są  to  równania  kształtu: 

Fift  +  Ąh+.-.+Ap-—*, 

fi  *  os  dg 

gdzie:  pj= ---,  ?*=*-  -,...,  pn  =  —  ,  a  Ą,/*^...,  F*,  J?  są  funkcjami  zmiennych  *,,*,,.„•*„* 

Mając  rozwiązać  to  równanie,  tworzymy  układ  równań: 

dx ,  __  do,  __       _  dxn      dz 

Przedstawiając    całki    tego    układu,    w    formie:    i*  =  a,  r{  =  £tł  f*t=&i<  ,t<  (  v«-issl«-u 
otrzymujemy  calke  ogólną  danego  równania    cząstkowego  w  formie:    w— c{r„  rft.„tu-\). 
Mając  np.  dane  równanie: 


(H-*+o£+C*+H-o£+(^+o£  = 


tworzymy  układ  pomocniczy  równań: 

dx  dtj 


»*+jr+». 


dt 


y+*+l         s+x+f 


z  którego  otrzymamy: 


dt—das  _dt-dy 


*+»+<      *+y+* ' 


rff — dg 
z-* 

w  formie 


SCs+y+s+f) 


s-f  y  -  1 

Układ  całek  przedstawi  się  zatem 

{*-*)  (*+y+*+*)V, -.  o,    (y -t) (x+ y+*-H )V-  =  &,    (*-*) (*+y+*+l)V, «  a, 
przeto  otrzymamy  całkę  ogólną  danego  równania  cząstkowego  w  postaci: 
«[(*-  IJWfcj    (y  - 1) 5Vi,    (*-l)  £7.]  =  0,  gdzie :  S  -  a+y +s+l. 

9.  Równaniu  cząstkowi?  pierwszego  rzędu  nieliniowo,  Istnienie  funkcyi 
pierwotnej  między  xy  yx  r,  czyniącej  zadość  równaniu  :  f(Ą  yt  «,  p^  q)  =  Q}  poleg* 
na  założeniu,  że  równanie:  d&=pdx-\-qdy  czym  zadość  warunkowi  całkował* 
iiości: 


gdzie: 


UJ       UJ' 

(d_P\_  dP  .  dP A     (d<ł\     *ł  _,  *?*■  dff  (dA  ju  dP „\ 


(12) 


Skoro  wyznaczymy  na  tej  podstawie  p  jako  funkcyę  z  xt  y%  zt  otrzymamy 
z  danego  równania  q  jako  funkcję  z  x,  y,  g}  a  wstawiwszy  w  równani* : 
tte=]łdx  +  qdff  otrzymane  wartości  na  p  i  q,  otrzymamy  po  ^całkowaniu  ska- 
kaną funkcję  między  xy  yy  *,  dogadzającą   danemu   równaniu    cząstkowe^11- 
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Z  warunku  (^-J  =  (~j  otrzymamy  najpierw  z  uwzględnieniem  wartości  (12) 

dq   dp    t   dp    ,    /  dą\dp       dq         dq  |a 

równania:  —  t~^~  +  -r"  +    ?-Pr   r^r  łPr-  (I3) 

dp  Ar      dy       V  dp/dz      dz     c  dz 

Ponieważ  q  jest  na  podstawie  danego  równania  znaną  funkcyą  x,  y,  *,  p, 

przeto  przedstawia  się  powyżej  otrzymane  równanie  jako   liniowe  równanie 

cząstkowe  rzędu  pierwszego,    w    którem   p   jest    zmienną    zależną,    a  x,  y,  £ 

zmienne  niezależne.  Możemy  zatem  utworzyć  układ  pomocniczy: 

dx  dz  dp  iA 

dp  ^    ^dp      te  +  Pdf 

z  którego  można  wyprowadzić  wartość  na  p  zawierającą  pewną  stałą  do- 
wolną, a  potem  z  danego  równania  odpowiednią  wartość  na  q. 

Obie  wartości  wywołają  tedy    równanie    całkowalne: 

dz=pdx+qdy,  (15) 

które  po  wykonaniu  całkowania  dostarczy  równania  między  x,  y,  0  i  dwiema 
stałemi  dowolnemi,  a  to  równanie  będzie  zupełną  całką  danego  równania 
cząstkowego.  Takich  całek  zupełnych  możemy  wyprowadzić  więcej  jak  jedną. 

Praktyczna  metoda  wyszukania  całki  zupełnej  równania:  /(*,  y,  *>P>?)S0 
zwana  metodą  Lagrange'a  i  Charpifa,  jest  tedy  następująca: 

1)  Wyrażamy  najpierw  q  jako  funkcyę  x,  y,  z  i  p. 

2)  Tę  wartość  podstawiamy  w  równanie:  (?-)  —  (jM>  z  którego  otrzy- 
mamy równanie  cząstkowe  liniowe,  a  stąd  układ  równań  zwyczajnych,  który 
dostarczy  pewnej  wartości  na  p  zawierającej  jedną  stałą  dowolną. 

3)  Otrzymaną  wartość  na  p  wraz  z  odpowiednią  wartością  na  q  wsta- 
wiamy tedy  w  równanie:  dz=pdx+qdy,  które  jest  zwyczajnem  równaniem 
całkowalnem. 

4)  Scałkowawszy  to  ostatnie  równanie,  otrzymamy  całkę  zupełną  da- 
nego równania  cząstkowego  nieliniowego. 

Przykład.  Wyszukać  całkę  zupełną  równania  cząstkowego  z—pq.  Mamy  tu: 

_  z^      (dp\  _dp       dp          (dq\       P      Z  \dx  "*"  dz P) 
q~  py     W~^y+te<^,      W £i  ' 

*    dp       dp       (       z\óp       .  ..       z    dp   ,   dp   ,  2zdp 

zatem:  -¥•/•  +  --+ I?H — It^—I,  czyli:   -,-.i-  +  r-H .--1, 

p*    dx       dy       \*      pJ  dz         '       J        p*   dx    '   dy  ^  p  dz 

skąd  otrzymujemy  układ  pomocniczy :    -    dx  =  dy  ■=  Ę-  dz  =-=  dp. 

Zrównania:    dp  =  dy   otrzymamy   tedy:    p  =  y+a}   zatem:    g  =   -r— ,  przeto : 

z 
dz  =  (y+a)dx+-—-dy,  a  stąd  całkę  zupełną:  z  ~ (y+a) (*+&),  gdzie  a  i  b  są  stałe  dowolne. 

Inną  całkę  zupełną  otrzymamy  przy  pomocy  równania:  £-dz  =  dp}   które   daje:   p  =  c.z\ 

aZ 

zatem :  q  =  —  «'/■,  przeto :  dz  =  c .  s1/*  dxĄ zlU  dy. 

Scałkowawszy  to  równanie,  znajdziemy: 

1  (ex+7v+c')ł 

2*7* «—  cx-| y+C,  czyli :  *  = , 

c  4 

gdzie  e  i  c*  są  dwie  stałe  dowolne,  jako  nową  całkę  zupełną  równania  cząstkowego:  z  »  pq. 


-098  - 

Z  obu  otrzymanych  kształtów  całki  zupełnej,  możemy  znaleźć  całki  ogólne.  Kit- 
no  wicie  otrzymamy  *  pierwszego  kształtu  całkę  ogólną  w  formie; 

skąd  może  być  o  wymgow«a«,  skoro  kształt  e(a)  przyjęty,  z  drugiego  zas  w  formie: 

1  - 1  [•"+7++ W] '     °  *  *~  ?+♦** 

skąd  może  być  tttała  e  wyrugowaną   skoro  kształt  $(e)  przyjęty. 

Możemy  także  ■  obu  powyższych  całek  zupełnych,  wyprowadzić  całkę  osobliwa 
Z  piei-wszej  otrzymamy  w  tym  celu: 

*-(*+■>(-!-*).    g-«**-*i    J-H-«-°i 

a  stąd  fc  =  -  r,  a  —  —  y,  jsatem  r  —  0,  jako  całkę  osobliwą. 
Z  drugiej  postaci  całki  zupełnej  otrzymamy; 

-  *(■**+-)'.  £-i(-*X-*M-*  £-ł(-+M-» 

stąd  e  =  0t  c*  =  0,  zatem  2  =  0  to  samą  całkę  osobliwą* 

JO.  Przykłady  zastosowań  geometrycznych*  I)  Wyprowadzić  ogólne  równanie  powiera 

chni,  w  których  długość  normalnej  zawarta   między  powierzchnią  a  płaszczyzną  {»,  y)  j«t 

stalą  k=l. 

Z  równania   normalnej :  -  —  ^-  — -  mm  — —  otrzymamy  na  wyznaczenie  jej  kątów 

p  g  —  i 

nachylenia  równości : 

cos  a      cos  S      cos  y 1 

przeto  długość  żądaną  normalnej  równą:  - — «  —  a  V^p^+21+1  ■     Otrzymamy  zatem  rów* 
nanie  różniczkowe   cząstkowe    szukanych    powierzchni    w    formie:   *>,(#fI+gl+l)  =  l-  ®M 
otrzymujemy:  g  =  (z— 3—1— n5)Vt,  przeto  z  warunku:    \/')  —  \f~)  u*"la<l   równań   pomoojii* 
.  dm dy  de  3*dp 

Z  ostatnich  dwóch  stosunków  znajdziemy: 

p  =  — i— f  przeto:  r/  =  (l— ffs)V ±-,  zatem:  dz  —  — —  ^H-U-e*)'* —  ty, 

^  e  z  * 

a  stąd  całkę  zupełną:  {l—z*)%  **  er— (1  — cY^y+^t   gdzie    e    i    c*    są    stało    dowolne. 
Całka  ogólna  przedstawi  się  stąd  w  formie  dwóch  równań: 

(l-z»)V,  -  c*_(i_ci)V,H-*<4    0  -  *+C(l-e*)-V"H-?'W, 
z  których  należy  c  wyrugować. 

Inny  układ  rozwiązań  otrzymamy  z  układu  równań  pomocniczych t  tworząc  stosunek: 

~*  _    "*        ■-— ,z  którego  wyprowadzamy  równanie  różniczkowe:  dx+pdzĄ-zdp=*Q, któ- 
rego całką  będzie:  x-fpz  =  0.  Mamy  teraz  scolkowaó  równanie: 

de  =-  -  -  -  <**+  -Ł * — -f- *—  dyy 

a  otrzymamy  całkę  zupełną  w  postaci;  (*— a)*-f {y— ft^+r1*- 1. 
Odpowiednia    całka  ogólna  będzie  określona  równaniami: 

a  całka  osobliwa  równaniem:  **=!,  cayli:  r  — ±1, 

Z  przykładu  tego  widzimy,  jak  ważną  jest  rzeczą  wyprowadzić,  jeżeli  możebna  sto 
sowny  kształt  całki  zupełnej ,  aby  otrzymać  należytą  a  prostą  odpowiedź  geometryczna 
jaką  np.  w  tym  razie  daje  drugi  układ  rozwiązań.  Całka  zupełna  przedstawia  tu  kuJ? 
o  promieniu  równym  1  i  środku  na  płaszczyźnie  (*,  #);  wyprowadzona  z  niej  całka  ogoki* 
przedstawia  powierzchnię  kanałowa,  utworzoną  przez  dowolną  kulę  pod  temi  zastraefr- 
lnami.  Całka  osobliwa  przedstawia  dwie  płaszczyzny  równoległe  do  płaszczyzny  (z,  $)  # & 
legł  ości  równej  1* 
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2)  Wyznaczyć  układ  powierzchni,   w  których   stosunek   między   elementem  powierz- 
chni a  jego   rzutem   na   płaszczyznę  x,  y  jest   stały   (równy  m). 

Otrzymujemy   tu   równanie   różniczkowe:   l+y,+^1  =  m1,  którego   całka   zupełna: 
z  =  axĄ-^ml — a*—  l.yĄ-b  przedstawia  podwójną  nieskończoność  płaszczyzn.  Całka  ogólna: 

z  ■»  o*+>/m»-a»— 1 .  y+*(a),        0  =  *—  -y-- — —  y  f?'(a) 

I/m1— a1—  1 
przedstawia  rozmaite  układy  stożków  i  innych  powierzchni  rozwijalnych. 

U.  Bezpośrednie  wyprowadzenie  całki  osobliwej  s  danego  równania 
różniczkowego.  Równanie  pierwotne  wyraża  e  za  pośrednictwem  zmiennych 
r,  y  i  stałych  dowolnych  a  i  b.  Równanie  różniczkowe  wyraża  z  za  pośre- 
dnictwem zmiennych  j,  y  i  pochodnych  cząstkowych  p}  q.  Jedno  równanie 
da  się  przekształcić  na  drngie  za  pomocą  dwóch  równań,  które  wypływają 
z  różniczkowania  równania  pierwotnego  ze  względu  na  x  i  y. 
Na  tej  podstawie  otrzymamy: 

d±d^z__dz^dh_  de    d2e       de  d*e 

de  _    dadbdy      db  dady  dz  da  dbdx      dbdadx  fi 

dp  ~  dle   d2e        d*e   d*P        dq "  ~~~d2e    d*z         ^"^"'        (     ' 
dadzdbdy      dadydbdz  daóx  dbdy       dady  dbdz 

Całka  osobliwa  wyprowadza  się  z  całki  zupełnej  przy  pomocy  równań : 

—  =0,    ^r=0,    w   tym    wypadku    będzie   jednakże    podług  poprzedzających 

wzorów:  t-«0,   t-=»0,  zatem: 
dp  dq      ' 

Z   równania  różniczkowego:    s=f(x,  y,  jp,  g)  znajduje    się    wprost  jego 

całkę  osobliwą,  skoro  wyrugujemy  zeń  p  i  q  za  pomocą  równań: 

Przykład:  e=(l+p*+q*)~\  Mamy  tu: 

zatem  dostajemy  p-*0,  g«=0.  więc  *— ±1,  jako  całkę  osobliwą. 

18.  Całkowanie  równań  różniczkowych  cząstkowych  rzędu  pierwszego 
nieliniowych  o  ii  ukoi  wiek  zmiennych*  Równania  różniczkowe  tego  rodzaju 
mają  kształt:  f(xu  z2,...,zm}  e%  pv  ff,,...,  £*)-(),  (18) 

,   .  de  de 

gdzie:  P,^-,",?.-^ 

Przedewszystkiem  musimy  się  starać  wyznaczyć:  pu  p2>  ••*>?»  za  pomocą 
zmiennych:  xit  x2l ... ,  x»,  e}  tak,  aby  było  całkowalnem  równanie  różniczkowe  : 

de^Ptdz^  +ptdx2  +...+pndxn.  (19) 

Przypuśćmy,  że  razem  z  równaniem  (18)  istnieje  równanie: 

«P(*ii  *2>  -  >  **>  *  i>i ,  P2>  -  jP^^O.  (20) 

wówczas,  różniczkując  równania  (18)  i  (20)  i  podstawiając  wartość  otrzymaną 
na  ds  w  równanie  (19)  otrzymamy  dwa  równania: 
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Ale  Pi^  --,  zatem: 


e/^  =  — -_-  ^  4*  _  dxa  + .. .  +  du?Sł 


PB) 


Podstawiwszy  tę  wartość  w  (2*2)  i  zrównawszy  spółozynniki  przy  niezm* 
leżnych  od  siebie  różniczkach:  ffej,  f/x7,.ltf  rfa:,,  do  zera,  otrzymamy  fi  róu 


kształtu: 
czyli : 


^/^  /  +^i  i— ^ — %  -=^1  gdzie :  r  = 
V        ete      Si^R  dr  i  tar 

*  — n 

-«  dp,  fe  a**        Wx<  ""'*•  y 


1, 


jako  też: 

Porównawszy  to  równanie  z  (23)  zauważymy,    że   różniczki  d^  i 

związane  temi  samemi  relaeyami,  co  fuukcye :  —  f  ^+^-?|  i  -?-  ?    możemy 

\dx,        ot  /      cy  v 

zatem  w  (21)  podstawić  zamiast  dpi  funkeyę:  -(r+?ir)i    *    zamiast  dr, 


funkcyę:  ■/,  a  otrzymamy  równanie: 


CH) 


które  jest  przy  danej  funkcyi/ liniowem  równaniem  różniczkowym  ze  wzglądu 
na  nieznana  funkcyę  q>>  Z  odpowiedniego  układa  pomocniczego  zwyczaj- 
nych równań  różniczkowych  dość  jest  tedy  oznaczyć  n—l  całek: 

a  te  dozwolą  w  połączeniu  z  danem  równaniem  różniczkowem  wyznacie 
Pi,pt,-.,i>«  przez  zmienne  xu  xlt.„txn%  je\ 

Podstawiwszy  wartości  w  ten  sposób  otrzymane  w  równanie: 

d*=pxdxi+p2dxl  +  „+pndx*t 
otrzymamy  zupełną  całkę  danego  równania  różniczkowego  w  postaci: 

F(xu  *2I  ...,*„  a17  ^....oJ-O.  (26) 

Inne  formy  całek  otrzymamy  stąd,  uważając  parametry  a,,  a^...,^ 
jako    zmienne,   podległe    pewnym    warunkom,    nie   naruszającym    kształtów: 

13.  Całkowanie  układu  równań  różniczkowych  ciastkowych  rzędu  pier- 
wszego. Weźmy  pod  uwagę  układ  równań  różniczkowych  cząstkowych  rzędu 
pierwszego  niezawierających  zmiennej  zależnej  z  wyraźnie,  w  postaci: 

fi(xu  x2, ...,*»,  pu  A9...9l».)-Oy   (*=1,  2,...,w),  (27) 

,   .  dz 

gdzie:  ft  =  ^. 

Aby  równania  (27)  miały  wspólną  całkę : 

F(xn  x2,  ...,£„,  *)— 0,  czyli:  e=f(zv  x2, ...  ,s„), 
należy  z  równań  (27)  tak  wyznaczyć    pochodne  p,  jako   funkeye   zmiennych 

*ii  *2i->  *»>  aby  było: 
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czyli,  aby  różniozka: 

;  =  » 

dB^pxdxx  +PidT2  +  ...+phdxn=^PidXi  (28) 


»=i 


była  różniczką  zupełną. 

W  tym  przypadka  znajdziemy  zależną  zmienną  *,  całkując  równanie 
(28)  jako  równanie  różniczkowe  zupełne. 

Ażeby  ocenić,  ozy  i  kiedy  takie  rozwiązanie  wspólne  jest  możliwe,  weźmy  pod  uwagę 
dwa  równania  układu  (27)  np.  A«=0, //*  =  ().  Bóżniozkując  równanie  /*  =  ()  względem 
xi  (i  =  1,  2, ... ,  w),  otrzymujemy  n  równań : 


mnożąc  te  równania  przez  -  —  i  sumując  względem  t,  dostajemy: 

»  =  iite=l 


2dfX^      ^^d/zd/fiópk      Q 
tel  &r,  d/n  "*"  <^J  jfcl  d/>*  df>,  Ar*  &    * 


Postępując  podobnie  z  równaniem :  /j*  =  0,  dostaniemy  sumę: 


dx<  e)/*  "^^  -^  ty*  dp,  e>** 
Odejmując  tę  sumę  od  poprzedzającej,  dostajemy: 

Vdxi  ópi       dpi  dti )  ^-^J  <^J  dpjfc  d/w  *  dx,-       dxj 

Jeżeli  pi,  P)»...,p»  są  pochodnemi  cząstkowemi  tej  samej  funkcyi,  wtedy:  --=  -, 
powyższe  równanie  sprowadzi  się  zatem  do  postaci  równania: 

tel  Vtod^"d^dx,J-°'  (^ 

które  nazywamy  równaniem  Poi s sona. 

Stanowi  ono  warunek,  pod  którym  równanie  /i«0  i  //4  =  0  mają  wspólną  całkę. 
Nadając  wskazówkom  U  [i  wartości  1,  2,  ...,m,  otrzymamy  warunki,  pod  jakimi  dany  układ 
im  równań  różniczkowych  może  mieć  wspólną  całkę. 

Ponieważ  Pd...,!?*  zawierają  n— ro  stałych  dowolnych,  więc  całka  rów- 


nania :  <fa&2  ^  **' ł 


t=i 


zawierać  będzie  n—wi  +  l  stałych  dowolnych  i  przedstawi  się  w  postaci: 

B=*f(X^    £2ł...  ,a?„,    Cj,...  ,  Cn-m)  +  Cn-m+li  (80) 

jako  całka  zupełna  układu  (27),  z  której  zmieniając  stałą  e,  możemy  otrzymać 
całki  ogólne  i  osobliwe. 

14.  Równania  różniczkowe  cząstkowe  drugiego  rzędu.    Są  to  równania 
różniczkowe  kształtu:       F(x,  y,  *,  p,  q,  r,  s,  t)^0y  (31) 

dz  dz  d2z  d*z      .     d2z 

Znane  są  dotąd    tylko    szczególne    przypadki,  w  których  równanie  czą- 
stkowe drugiego  rzędu  da  się  ogólnie  scałkowaó. 
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Naj ważniejszy  przypadek  jest  ten,  w  którym  pochodne  drugiego  rseda 
r,  $t  ł  pojawiają  się  tylko  w  pierwszym  stopniu,  zatem  równanie  ma  kształt 

Iir+&+2V=F,  (33) 

gdzie  Ky  S,  Tf   V  są  funkcyami  x,  y,  0,  p,  g 

Metoda  rozwiązania  tego  równania  (metoda  Monge'a)  polega  na  wyszu- 
kaniu jednej  lub  dwu  całek  kształtu  u=f(v)r  gdzie  u  i  v  są  oznaczonym 
funkcyami  z,  yf  *,  p,  q%  a  f  przedstawia  dowolny  znak  funkcyjny,  Z  Ukich 
dwóch  pierwszych  całek  z  osobna  lub  razem  wsiętych,  otrzymuje  się  prra 
następne  całkowanie  drugą,  całkę,  zawierającą  dwie  funkcye  dowolne  i  bodącą 
ogólaem  rozwiązaniem  danego  równania  różniczkowego  drugiego  rzędu, 

Twierdzenie,  Równanie  różniczkowe  pierwszego  rzędu  kształtu:  «-/(rj 
prowadzi  do  równania  różniczkowego  drugiego  rzędu  kształtu 

łir  +  Ss+Tt=Vr 
skoro  u  i  er  związane  są  tożsamościowo  warunkiem: 

fdu    dv      du   dv 
f)p*dq~  dq   dp~   * 
Gdyż  różniczkując    równanie   u=f(v)    ze    względu    na  x  i  y  otrzymimj 
dwa  równania: 


du  ,     du  t     óu  t     du     M.  ,  /dtf  t     dv       dv  .     dv\ 

te+^^+r*+•*-M*+,*+r*+i*), 

du        du       du  ,   .d«      _,  ,{dv  ,     dv       dv      .dv\ 


z  których  po  wyrugowaniu  f(v)  otrzymamy  równanie  kształtu : 

du  dv      dudv 


gdzie :  JJ^ . 

dp  dq      óq  dp 

Równanie  to  otrzymuje  tylko  wtedy  kształt: 

Rr+Ss+Tt=V, 

,  ,     ,   .  du  dv      du  dv     - 

skoro  będz,e:  _____=<), 

00  było  do  udowodnienia. 

15.  Całkowanie  równania:  Rr+88+Tt=V.   Metoda  Monge'a.  Przyj- 
mijmy, że  to  równanie  ma  pierwszą  całkę  kształtu :  u=f(v). 
Przekształciwszy  dane  równanie  za  pomocą  równań: 
dp=*rdz+sdy,     dq=sdz  +  tdy 
i  podstawiając  wartości  za  r  i  t  stąd    otrzymane    w    dane    równanie,  otrzy- 
mamy równanie: 

Rdpdy+Tdqdz—  Vdzdy=s(Rdy2-Sdzdy+Tdz*)y 
któremu  stanie  się  zadość,  skoro  będzie  równocześnie: 

Rdy*-Sdz  dy+  T<te2=0,  (83) 

Rdpdy+Tdqdz-Vdzdy=0.  (M) 

Pierwsze  równanie  rozkłada  się  na  dwa  następujące: 

rfy—^cfe-O,     dy~-  £2dz=0. 
Z  pierwszego  z  tych  równań  liniowych  i  równania: 
Rdpdy  +  Tdqdz—  Vdzdy=0 
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znajdziemy  dwie  całki:  ut^ai}  vl=*bi,  przeto:  «i=/j(^i),  gdzie  fx  przed- 
stawia dowolną  funkcyę,  będzie  pierwszą  całką  pośrednią.  Podobnie  otrzy- 
mamy z  drugiego  równania  liniowego,  w  połączeniu  z  równaniem  (34)  drugą 
parę  całek  «*j— a3,  t?2»&2,  przeto  u2*=ft(vt)  drugą  całkę  pośrednią. 

Aby  w  końcu  otrzymać  szukaną  całkę  danego  równania  różniczkowego 
drugiego  rzędu,  musimy  scałkowaó  znowu  każdą  z  otrzymanych  dwóch  całek 
pośrednich,  które  są  równaniami  różniczkowemi  pierwszego  rzędu,  albo  wyzna- 
czywszy z  nich  P  i  q,  wstawić  otrzymane  wartości  w  równanie: 

de=*pdx+qdy.  (36) 

Równanie  to  całkowane  daje  zupełną  całkę  danego  równania  różnicz- 
kowego. 

16.  Przykłady.  1)  r=a*t.  Otrzymamy  tu  z  powodu,  ze:  dp~rdxĄ-8dy}  dq=sdx-\-tdy, 
równanie:    dpdy—a*dzdq  —  8(dy%  —  a%dx*)  =  Q,  które  dostarcza  równań  pomocniczych: 

dy J— a1  dx*  =-  0,  dp  dy—a*  dxdq=--0. 
Pierwsze  rozkłada  się  na  dwa:  dy~adx  =  0  i  dyĄ-adx  =  0,  których  całki  są: 
y—ax  =  A1  y-\-ax  =  B.  Połączmy  pierwszą  z  tych  całek  z  drugiem  równaniem  pomocni- 
czem,  otrzymamy  równanie:  dp— a<fy  =  0,  które  całkowane  daje:  p—aq  =  Au  zatem  pierw- 
szą całkę  pośrednią  w  postaci:  p-aq  =  ol(y—ax).  Połączmy  zaś  w  ten  sposób:  y+ax*=B, 
otrzymamy:  dpĄ-adq  =  Q,  zatem:  p-\-aq=Bit  przeto  drugą  całkę  pośrednią  w  formie: 
p-\-aq  =  »j(y+«c).  Uważając  otrzymane  dwie  cnłki  pośrednie  jako  równania  jednoczesne,, 
wyznaczmy  z  nich  p  i  ą  i  podstawmy  otrzymane  wartości  w  równanie:  dz  =  pdx+qdy, 
a  otrzymamy  po  stosownem  przekształceniu: 

{dy+adx)<fi(y+ax)      (dy-adx)ix(if-ax) 
2a  2a 

przeto  całkę  zupełną:  s  =  ?(y+a*)-H>(y— ax),  gdzie  ?  i  ł  są  dwiema  dowolnemi  funkcyami. 
2)  (6+cg)*r— 2(6-fc0)(a+cp)*+(a+eji),*==:O.    Równania  pomocnicze  będą  tu: 
(b+cq)*dy*+2(b+cq)(a+cp)dxdy+(a+cp)*dx*  =  0,    (b+cqydpdy+(a+cp)*dqdx  =  0 
Pierwsze  daje:  (b+cq)dy+(a+cp)dx  =  0,   skąd  ze  względu,  że:   dz-=pdx+qdy1  otrzy- 
mamy: adx-\-bdy-\-cdz  =  Ot   zatem   całkę:   ax+by+cz=  C^.    Drugie   równanie  pomocnicze 
sprowadza  się  po  wyrugowaniu  stosunku  dy:dx  do  równania  różniczkowego: 

(b+cq)dp=(a+cp)dq, 
którego  całką  jest:   (aĄ-cp)  =  Ci(b+eq).    Całką   pośrednią   danego   równania   różniczkowego 
będzie  zatem  równanie  pierwszego  rzędu: 

a+cp  =  (b+cq)?  (ax+by+c*), 
które  należy  scałkowaó  znanym  sposobem  używanym  przy  równaniach  liniowych. 

dx  du  dss 

W  tym  celu  otrzymamy  zwyczajne  równania  pomocnicze:  —  =  — r~  =  h~zr  »  z  ^to" 

rych  wypada  raz:  adx-\-bdy-\-cdz=0,  zatem  całka:  ax+by+cz=C,  drugi  raz:  dy-\-dx<p(C)=0y 
zatem  druga  całka:  y+x<p(C)=  C 

Całka  zupełna  danego  równania  różniczkowego  drugiego  rzędu  będzie  zatem: 

y+»?  (ax-\-by+cz)  =  <|»  (a«+  by+cz). 

17.  Całkowanie  równań  różniczkowych  cząstkowych  za  pomocą  szeregów 
potęgowych*  Metoda  całkowania  za  pomocą  szeregów  Taylor'a  lub  Maclaurina, 
stosowana  przy  równaniach  różniczkowych  zwyczajnych,  może  być  niekiedy 
z  korzyścią  zastosowana  także  przy  całkowaniu  równań  różniczkowych  czą- 
stkowych. 

Niech  będzie  dane  równanie  różniczkowe  cząstkowe  rzędu  drugiego, 
kształtu : 

^«a>—  (36) 

dy         dz* 
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Rozwiązanie  tego  równania  możemy    przedstawi 

potęgowego: 


czyli : 


fl  =  ot 


l<*     a! 


(37) 


-A»£  — ji — i    natenczas    otrzymamy    rozwinięcie  37) 


pod  postacią  szeregu: 


*^o 


Saereg  (38)  ma  uczynić  zadość  równaniu  (36),  wobec  tego  otrzymujemy 
celem  wyznaczenia  spółczynników  &*)  tegoż  rozwinięcia  równanie: 


*=o 


Arf*  {»-*»)"' 


«=0 


(J-Ą)-* 


(ob— 2)!   f 

z  którego,  porównywaj ąc  ze   sobą   spółczynniki  przy  jednakowych    potęgach 
dwumianu  x— a^f  otrzymamy:     JB<*+*3  =  ~i(:xr)  W 

Przyjmując  więc  zupełnie  dowolnie  spólczynniki  ^  i  j*1'  jako  funkcje 
zmiennej  #?  a  więc,  zakładając,  że  dla  z=*z^  jest:  *;0>  =  qp(y)  i  &l 1=s[i-)  ^łM 


otrzymamy  *  (89) :       **-%£-  ja  ^-  -  ja  9><'W  5 


f<* 


,,.„ _&*+**        1  d»»fy)  _     1 


,■■« 


^t«i(y). 


Wstawiwszy  te  wartości  w  równanie  [38)  otrzymamy   ogólne  rozwia- 
nie danego  równania  różniczkowego  cząstkowego  w  postaci: 

Funkeyę  szukaną  £  możemy  także  przedstawić  w  postaci  szeregu  npfr 
rządkowanego  według  potęg  dwumianu  (y — yQ)t 
Połóżmy  w  tym  celu  w  (37) : 


natenczas  rozwinięcie  to  przedstawi  się  w  postaci  szeregu: 


0 


i    ł 


{41} 


gdzie  na  wyznaczenie  apólczynników  $$  otrzymujemy  z  równania  (36)  równa* 


nie  warunkowe; 


{y-v,f-x 


p  =  w 


d1*,  (y-y,? 


2w—y»r  •     ,-^c  o^  w— gor 
/>  (fl-l)!    ~°  -*&   ftrł'~    0! 


a=o 


0  =  0 


01 


Porównywaj  ąc  ze  sobą    spółczynniki  przy  jednakowych  potęgach  dwt- 


mianu  lff^$ę%  otrzymujemy:       ^+l-a2-^ 
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Przyjmując  więc  *0  jako  zupełnie  dowolną  funkcyę  zmiennej  x,  t.  j.  kła- 
dąc  dla  y=y0  0o  =  $(x),  otrzymuje  z  (42): 

wskutek  ozego  rozwinięcie  (41)  przedstawia  się  w  postaci  szeregu: 

*=2«^%)T.  (43) 

który,  o  ile  jest  zbieżny,  a  to  zależy  od  kształtu  funkcyi  $(#),  przedstawia 
znowu  całkę  danego  równania  różniczkowego  cząstkowego  rzędu  drugiego. 
W  podobny  sposób  możemy  zawsze  całkę  jakiegokolwiek  różniczkowego 
cząstkowego  rozwinąć  na  szereg  potęgowy,  a  cała  trudność  polega  na  oka- 
zaniu, że  ten  szereg  w  pewnym  zakresie  będzie  zbieżny  i  że  przeto  danemu 
równaniu  różniczkowemu  cząstkowemu  czyni  zadość  nie  tylko  formalnie,  lecz 
także  w  rzeczywistości. 


9 ss=  5Z ^  w  Postaci :  z  =  -:-  \ax-\ \-b )  , 


ćwiczenia   LXI. 

dz  y 

1)  Wykazać,  że  całkę  ogólną  równania   różniczkowego   cząstkowego :   —  =  ——-    mo- 
żemy przedstawić  w  postaci:  2*— y  log(x-±y-\-z)*  =  F(y). 

2)  Znaleźć  całkę  zupełną  równania  różniczkowego  cząstkowego  kształtu: 

8)  Wyprowadzić  równanie  różniczkowe  powierzchni,  której  normalne  przecinają  pro- 

x        y        z 
stą  w  przestrzeni :  -y -  =  —  =  — . 

4)  Wykazać,  że  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  odpowiadającego  zagadnieniu  8) 
możemy  przedstawić  w  postaci:  F(lx-\-my-\-nz.  x*+y*+z*)  =  0. 

5)  Utworzyć   równanie   różniczkowe   cząstkowe   mające   całkę   zupełną    kształtu: 
y*(x*—a) — (z-\-b)*=*0  i  znaleźć  wszystkie  całki  tego  równania. 

6)  Przedstawiając  całkę  zupełną  równania  różniczkowego  cząstkowego: 
dz  dz 
óx  dy 

zbadać  do  jakiej  kategoryi  całek  tego  równania  należy  funkcya : 

xy      x*+ y,+(*ł— ył)  sin  a 

X  =  ---  -4 . 

2  4  cos  « 

dz         dz 

7)  Znaleźć   całkę    zupełną    równania    różniczkowego    cząstkowego:    z  =  x  —  -\-y  — 

i  zbadać  rodzaj  całki  kształtu:  z  =  y<p[—). 

dz        dz       dz  dz         , 

8)  Wykazać,  że  całkę  zupełną  równania  różniczkowego:  z  =  x    -+y      ~ł~  JT  a     może- 
my przedstawić  w  postaci:  z  =  cucĄ-by-\-ab  i  wyznaczyć  jego  całkę  osobliwą. 

Rozwiązać  następujące  równania  różniczkowe  cząstkowe  liniowe: 

dz  t     dz  ł/%v      ądz  dz  ,  11X         ^  ,       dz 

9)  x- — V-y—-=z.  10)    x*- xy  —  =-y*.  11)    xz  -  -  +  yz  —  =  xy . 

'       dx~*  dy  '        dz        *  dy  9  J         dx         dy 

12)    (a-x)  ^+(6-y)^  _  c-z.  18)   tang  x  .  ^+tang  y  ~  =  tang  z.  . 

U)irl+yS=fl:-a>/a!2+y,+A  16)  *>&+^+x*di=n*- 

17)    Wykazać,    że   równanie    różniczkowe   cząstkowe:    op-\-bq  =  c   ma    całkę   ogólną 

kształtu :  z  =  -f +<p  (bx— ay). 
o 
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19)  x      -y  - 


**  om    1  -i     *  * 

— .  22)  —  pĄ-^i=- 

y.  26)    *f>+*^ 


18)   Wykazać,    sit*    równaniu    różniczkowemu:    — LJ^.-LC  — 

Ar        ty        <te 

ogólna:  "^  g  l3F^  g  *!(^ł^+  ^t^+f  (j-ir,  *-£*)- 

Znaleió  całki  ogólne  nas typujących  równań  różniczkowych  liniowych: 

£,      20)**-^  =     *  21)   *+m* 

y  to       0y       *+y  '  dx        ty 

28)   3^+*ff  =  *>  2*)   »ec  *  *  p-\-&ł  =*  *  cotgy.  26)   jty+yy 

Rozwiązać  następujące  równania  różniczkowe  cząstkowe  rzędu  pierwszego: 

■>©+©-*  -»-©•+*©-.  "»«)'+<2)'-s: 

31)  Wykat&d,  że  zupełni)  całkę  równania  różniczkowego  cząstkowego: 

J  +1      l^q,    można  przedjstawid  w  postaci:     (jt-j-a1)1— (^4°^+^  &0- 
SU)  Znależd  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  liniowego:  a  ~  Ą~b      =  i. 

38)  Zmaleić  całkę  szczególną  równania  różniczkowego  cząstkowego:  a/p-f  fc</— I  pod 
założeniem,  że:  z*— ył  — L 

34)  Znaleźć  całkę  szczególną  równania  różniczkowego  cząstkowego: 

pod  założeniom,  ze :  x*-\-y%  »1  i  podad  jej  znaczenie  geometryczne, 

35)  Wykazad,  że  całkę  zupełną  równania  różniczkowego  cząstkowego  kssrtultu: 

pt-\-Q%— 2p«— 2gy+  2*y  =  0N 

możemy  przedstawić  w  postaci: 

yi+a3;+y»+ay+fe       (*-y)\/2(^^  _  a'  log  j(a-y)\/2  +y/ą(^-r)i— 1| 

2  "*"  4V^2  4^2 

S6)  Każdemu  punktowi  iffo  y,  e)  przestrzeni  odpowiada  pewna  prosta  L  o  równanadi: 

X-g  =  r-y       Z-* 
P     **      C     *~    R    * 
gdzie  F,  ft  tf  są  znanemi  funkcyami  zmiennych  se,  y,  z.  Wyznać  zyd  taką  powierzchnię,  *by 
płaszczyzna  styczna  do  tej  powierzchni  w  każdym  z  jej  punktów  przechodziła  przes  odpo- 
wiednia prostą  L. 

37)  Zn  ależ  d  całkę  ogólną  równania  różniczkowego :    x%  t-+^*  t-  =  **  i  wyprowłtó 

równanie  stożka  drugiego  rzędu,  który  czyni    zadość    powyższemu    równaniu    i    przechodii 
przez  punkt  (1,  2,  3). 

38)  Znaleźć  powierzchnię,  która  ma  te  własność,  że  a  pół  rzędne  punktu,  w  który  u 
normalna  przecina  płaszczyznę  XOY1  są  proporcyonalne  do  odpowiednich  BpÓłnędnyci 
punktu  powierzchni. 

89)  Znaleźć  powierzchnię,  która  przecina  pod  kątem  prostym  wszystkie  kule,  pr?*- 
chodzące  przez  dany  punkt,  a  mające  środki  na  danej  prostej  przez  ten  punkt  przech™liicej- 

40)  Znaleźć  ogólne  równanie  powierzchni,  które  przecinają  pod  kątem  prostym  knlf 
określoną  równaniem:  T^+y* -(-z1— 2i*i  =  G,  gdzie  a  jest  parametrem  zmiennym. 

41)  Wyznaczyó  powierzchnie  całkowe  równania  różniczkowego  cząstkowego: 


.** 


i* 


42)  Wyznaczyć  powierzchnie,  przecinające  pod  stałym  kątem  wszystkie  płaszczy111? 
przechodzące  przez  daną  prostą. 

Znaleźć  całki  ogólne  następujących  równań  różniczkowych  cząstkowych: 

43)  £  -  z  (£)'.        ii)  ap+^+y  -  0.      46)  yV+^?^  »***     46)  (*+y),i+(„-*)f-* 
47)(*-2y)n+(2*-3y)<?-z. 


—  1007  — 

48)  Wykazać,  4e  całkę  ogólną  równania  różniczkowego,  kształtu: 

odstawić  można  w  postaci: 

1 x         _      /sy/l—y*         g— ay  u— by  \ 

v        *'(l-y«)-     V        y        '     \Ziqp1     \/T=7^ 

49)  Wyprowadzić  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  cząstkowego  kształtu: 

dz  dz       z*—x*—y* 

2x  —  +  2y  —  «= ~ . 

dx  dy  z 

60)    (x*-yz)p+(y*-xz)q=*z*-xy.  51)    tang ^~-  .  p  +  tang -"--   9 -=  tang -~^ 

52)  Znaleźć  całkę  osobliwą  równania  różniczkowego  cząstkowego: 

58)  Wykazać,  że  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  cząstkowego: 

feemy  przedstawić  w  postaci  dwu  równań: 

ax+y<p(a)+z{l-a>    [?«]'}*•  =  1,        *+*?>'(«)-*     ^^^^--O, 

sie  c>(a)  jest  dowolną  funkcyą. 

54)  Znaleźć  oałkę  zupełną  równania  różniczkowego  cząstkowego,  kształtu: 

©'+$)■-•♦. 

Znaleźć  całki  zupełne  i  całki  osobliwe  następujących  równań: 

65)  z  =  px+qyĄ-pg.        66)  z  =  px-f  fly+l/f^+gM-l-        57)  *  =  p*+^y+V/«^+V4-<-. 
s  =  j«+gy+3Y/'/>?- 

59)  Wykasać,  że  całka  osobliwa  równania  różniczkowego  cząstkowego: 

dz  ,     (te  ,  /d*V,  /d*\*         ,     *  i*               *'+ył 
—  fi+y^+U)  +  W)    mft  k8ztałt:  * T-- 

60)  Wykazać,   że  całkę   zupełną   równania   różniczkowego   cząstkowego:  — -  —  =  *y, 

QX*         t/' 

rh  pg  =  ry  możemy  przedstawić  w  postaci :  z  =  -^r-  +  £-+b. 

&        Za 

Scałkować  następujące  równania  różniczkowe: 

61)  (i +£)*-  (j+i+1h-  (£-?)'  62)  »'+*'= *'+**-*' 

dz  ń? 

**x?- +(xiz+ax*y -ax*y*)--'=*2ax'fyz—atylz.      64)    px+qy— pq  =  0.       65)   py+g*— pg  «=- 0. 

-S-S-  <-0  -»(S)+(«),'-S-  "b(©v|+h?-* 

,  I* _±*      a  71)  (*-*-.«.)£  +  (*-• -A.)  £■-«(*-«)  -ii(y-6). 

x  dx       y  óy  '  dx  dy 

dz  t     dz 

dc     '  r>y 

78)  Znaleźć  powierzchnię,   która   przecina   pod   kątem    prostym   wszystkie   elipsoidy 

x*       y'       z^ 
zedstawione  równaniem:    -^  +  it  +  -*  =  1. 
aa       b1       ca 

74)  Wyprowadzić  równanie  powierzchni,  której  promienie  krzywizny  są  w  każdym 
mkcie  jednakowe  i  tego  samego  znaku. 

Znaleźć  całki  ogólne  następujących  równań  różniczkowych  cząstkowych  i  podaó 
h  znaczenie  geometryczne: 

76)  eos.£+cos?J*-coBT-0.  76)    (^-C)g  +  (y-r,)^-(^-Q==0. 

dz  dz 

£'        ty' 

*,      y,       * 

cos  a,  cos  P,  cos  y 


« 


a_Y/ <*'-*' 
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Wyprowadzić  całki  ogólne  następujących  równań  różniczkowych  cząstkowych  rzędu  : 
drugiego : 

*£-*»  »>£-*  «S-$  ">S+"S^w-' 
*>-£->•£-<>     -»(^£)*-SS-*     «>-£+^+'*-« 

85)  t-%—  «    ,i  =  ar-  86)   *'  v  -•  —  y1  -,-•  =  *y.  87)  a-*--*  -ył  — ^+* y  —  =0. 

J   dx*  e)yJ  y         das*      *   dy>         *  ;        r>x«       ^   <>y»~    dx     ydy 

91)  Wykazać,  że  całka  szczególna  równania  różniczkowego  rt— **=0  pod  założeniem, 
że  a1  — (l+p2)acJ  przedstawia  się  w  postaci: 

z  =  ay+  Y/  a2— x* + a  log 

Rozwiązania  LXI.    2)  z-m\Zx*+y*  =  F (£ ).    8)  (»y-m*)^+(fe— »»)^-=**-k 

7)     log*  =  alog*.Kl-«)logy-|-&.  8)    *  =  -*y.  9)   y  =  ?(f).         10)   *-£+łW 

x  n 

20)  s  =  ^C>(*+y).        21)  s  =  y*c>(y-m*).      22)  s  =  y  ?>  (y  >-a:*).      23)  ^^(aj+y)^^^ 

J 
24)^  =  (8iny)°?)(y-a8ina-).  25)    s+  g  +  i  =  ?> (*=5).  26)    *C.*y  =  c>(^. 

32)  a5-o*=y(y-te)-      83)   (a;- a*)*-|-(y -&*)'  =  1.      84)  Stożek:   (a*-cx)ł+(te+«y)ł  =  (f--r),. 

86)  Całkowanie    równania    liniowego:    Py+C^==/?.  48)  -=■  =  ax-|- a  *y +*"(«)• 

44)  sm"0**"^"^1^-**).   45)«  =  y».C>(*s-ył).    46)  *  =Y/*ł-f  y1  .  ^(arc tang  —  -  log V2+?\ 

47)    (*-y)«-^*(*-f)«         49)    g>+y8Vł=F(0  50)    y    *  =  (*-y)/(y^**+*). 

61)  cos  (y+*)+cos  (a?+«)+cos (*+y)  =  /[sin  (y-j-*)-ł-sin  («-fa?)+sin  (*+y)].      52)  a?,+y1+*,«=L 
B4)*-J-(*+a)ł/,  +  -J(y-ap,+6.  66)    z  =  (*+«)(y+P),    l«b:     * =  J  (^+«y+*)' 

67)     *  =  «+/(*) y+P-  08)     *  =  aV+(«*-H>)2.  69)     «(«-*)- i  =  -*- (*+ay+?)ł. 

70)     z  =  c>(*'+ylJ.  71)     (*-a)M-(y-*)M-*l  =  <f(Ax+By+z).  72)    *  =  *(')• 

73)  «xi  >,+ h q  =  £ ' stąd :  %  ~  HS)  74)  (*-«)2+(y-*)2+(*-c)J  =  **2- 

75)     <P(x  cos  y  -z  cos  a,     y  cos  y— z  cos  p)  =  0.  76)     v( — -,     y     *J  j  =  0. 

77)     7>(a;5+y2+-l}     *  cos  a+y  cos  fs+r  cos  y)  =  0.  78)     z  =  $^f(x)dxi+x<P(y)± <J{y). 

ŁB)    ff  =  »(y+adr)+ł(y-oa:)+*j.         86)     *  =  xy  log *+*/{|)+v(*y).       87)   *  =  t(  j)+frjf)- 
88)  *  =  l  Wy+«)+ł(y  "  «*)]•         89)    z  =  a;  {f  (y+  -?- )  +*(y-  £)}.  90)     *  =  /[x+y*Ą 

Literatura.  E.  Goursat:  Lec/ons  sur  1'intćgration  des  e^uations  aux  derivees  par- 
ticlles  du  premier  ordre.  Paris  1891  E.  Goursat:  Lecons  sur  l'integration  des  e^uations 
aux  derivees  partielles  du  second  ordre.  T.  I.  Paris  1896.  T.  II.  Paris  1898.  Dr.  Stani- 
sław  Kępiński:  Podręcznik  równań  różniczkowych.  Część  II.  Równania  róŹDiczkowe 
cząstkowe.  We  Lwowie  1907.  Riemann-Weber:  Die  partiellen  DifterentialgleichungeD. 
Braunschweig  1900. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych : 

1.  Metody  całkowania  układu  równań  różniczkowych  cząstkowych  rzędu  pierwszego 

2.  Równania  różniczkowe  cząstkowe  rzędu  drugiego. 

3.  Całkowanie  równań  różniczkowycli  cząstkowych  za  pomocą  szeregów  potęgowych 


Wykład  LXII. 

Przedstawianie  funkcyj  i  rozwiązywanie  równań 
różniczkowych  za  pomocą  całek  określonych. 

1.  0g61ny  pogląd  na  wyznaczanie  wartości  całek  określonych.  Do  jed- 
nej z  najważniejszych  dziedzin  rachunku  całkowego  należy  wyznaczanie 
wartości  takich  całek  określonych,  których  odpowiednie  całki  nieokreślone 
nie  mogą  być  przedstawione  w  skończonej  liczbie  wyrazów  za  pomocą  zna- 
nych funkcyj,  tworząc  nowe  rodzaje  funkcyj. 

Metody  wyznaczania  wartości  takich  całek  określonych  mogą  byó  roz- 
maite; naj główniej sze  z  nich  poznane  w  wykładach  XXXVI— XLIV  polegają* 

a)  na  przekształcaniu  danej  całki  określonej  za  pomocą  zmiany  zmien- 
nej niezależnej  i  odpowiedniej  zmiany  granic  (art.  4.  str.  596); 

fi)  na  całkowaniu  przez  części,  celem  znalezienia  związku  między  znaną 
i  szukaną  całką  określoną  (art.  5.  str.  576); 

y)  na  rozwijaniu  funkcyi,  występującej  pod  znakiem  całkowym  na  sze- 
reg i  całkowaniu  poszczególnych  wyrazów  tego  szeregu,  sumowaniu  wyników 
i  odejmowaniu  wartości  sumy  odpowiadającej  dolnej  granicy  od  wartości 
odpowiadającej  granicy  górnej  (art.  U.  str.  580); 

6)  na  przybliżonem  obliczaniu  całki  określonej,  opartem  o  przybliżone 
metody  obliczania  powierzchni  (art.  10.  str.  591); 

e)  na  różniczkowaniu  i  całkowaniu  danej  całki  określonej  ze  względu 
na  parametr,  występujący  pod  znakiem  całkowania  (ait.  1  —  9  str.  627— 632); 

f)  na  przekształcaniu  danej  całki  określonej  na  całkę  podwójną  (art  10 
str.  676). 

Punkcyę  /(«),  której  odpowiada  w  odstępie  od  a  do  6,  skończona  war- 
tość całki  określonej  :  2»j  f(z)dz,  nazywamy  też  funkcyą  całkowalną 
w  tym  odstępie,  jaką  jest  między  innemi  wszelka  funkcya  ciągła. 

2.  Funkcye  przedstawione  całkami  określoneml.  Całki  określone  mogą 
byó  uważane  jako  funkcye  jednej  lub  obu  zmiennych  granic  całkowania, 
jak  np.  całki  określone  kształtu: 

l*J(x)dz=F{x\         J7(*)**-F(*,  y), 

a  przy  stałych  granicach  a  i  b  jako  funkcye  jednego  lub  więcej  parametrów 
zmiennych  występujących  pod  znakiem  całkowania,  jak  np.  całki  określone 
kształtu : 

£/(*,  a)dx=F(a\        £/(*,  «,  fl<fe-F(a,  /?). 

Dr.  Dsiwińaki.  Wykł.  matem.  I  Tom  II.  64 
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W  myśl  tego  zapatrywania  całki  określone  mogą  służyć  jako  sposoby 
przedstawiania  funkcyj  jednej,  dwu  lub  więcej  zmiennych  niezależnych. 

W  następnych  artykułach  zajmiemy  się  niektóremi  uwagi  godnemi  cał- 
kami określonemi,  przedstawiającemi  nowe  funkcye  zaznaczone  osobnemi 
nazwami. 

3.  Całki  Eulera.  Tak  nazywają  się  za  przykładem  Legendre'a  dwie  całki 

określone,  jedna  kształtu:  B(p}  g)=j  &  *(1— xf-'[dx,   zwana   Be  ta- funk- 
io 

cyą  parametrów  p  i  q,  druga  kształtu:  P(p)=sf   e-*x*-*dx,  zwana  Gamma- 

•'o 

funkcyą  parametru  p. 

Pierwsza  zowie  się  także  całką  Eulera  gatunku  pierwszego,  draga 
całką  Eulera  gatunku  drugiego. 

Całce  Eulera  gatunku  pierwszego: 

B(p,  ą)**?  x*~\l-x)*-*dx  (1) 

•'o 

możemy  nadać  między  innemi  następujące  kształty: 

Kładąc:  #=---,    a  więc:    1 — a>== ,  dx-= ,  t       x  9 ,  a  uwzględniając,  ie 

granicom  0   i    1  zmiennej    niezależnej    x  odpowiadają   granice  O  i  oo  dla  no- 
wej zmiennej  y,  pisząc  wreszcie  x  zamiast  y,  otrzymujemy: 

Rozkładając  otrzymaną  całkę  na  dwa  dodajniki  w  ten  sposób,  że  na- 
piszemy : 

B(r>    a)     f1    **-'*«       ,    f"    **-*** 

q      J0  (l  +  *)p+«       Ji  (l+xY+** 

1  dl 

zastąpmy  w  drugim    dodajniku    zmienną    %   przez  — -,  zatem  dx  przez  —  -,• 

x  * 

a  otrzymamy  0  i   1,  jako  granice  nowej  zmiennej,  wobec  tego  będzie: 


v^'  v     Jn    (1+*/+* 


/,    (1+*/+* 
akąd  wypływa   bezpośrednio  własność    Beta-funkcyi,  przedstawiona   wzorem: 

B(P,  q)  =  B(q,  p),  (4) 

która  wypływa  zresztą  także  z  wzoru    (1),    gdy    w    nim    zastąpimy    x  przez 
l-x. 

Całce  Eulera  gatunku  drugiego : 

r(p)=*\    e-xocP-xdx  'B.; 

możemy  znowu  nadać  między  innemi  następujące  kształty: 
Zastępując  x  przez  mx,  otrzymujemy  : 

r{p)  =  m*  \    e-mxxP-Jldx1  (6i 

skąd  zastępując  znowu  x  przez  x2  dostajemy  wzór: 


r(p)  =  2\    e~*' X2?-1  dx.  W 
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1                 dy 
Kładąc  we  wzorze  (B)  er*=y,  zatem  #=*log — ,  dx= -,  otrzymujemy: 

a  stąd  pisząc  x  zamiast  y,  dostajemy  wzór: 

i7(p)=£[log-i-J'~,<k.  (8)   j 

4.  Związek  między  obu  gatunkami  całek  Eulera.  Kładąc  we  wzorze  (2) : 

na  podstawie  (6): 

1  j,°°e-(I+»>*^+?-1(Łr 


(l+yp+i  r(F+«) 

otrzymujemy: 

czyli:'  B(p,  g)=p^— —  J   ^-N-"^--^  ^-'c-^y, 

a  że  na  podstawie  wzoru  (6): 

przeto  wzór  poprzedni  sprowadza  się  do  postaci: 

czyli :  *(*,  j)_2i^jVv-.i»ł 

a  że  j   *«—*«— *dic = ^(ff)*  przeto  otrzymujemy   z  powyższego  równania  wzór: 

**  2)"T(p+^r'  t9) 

wykazujący  związek  między  Beta-  i  Gamma-funkcyami. 

Na  podstawie  tego  wzoru  możemy  obliczyć  wartości  Beta-funkoyj,  gdy 
znane  są  wartości  funkcyj  Gamma. 

5.   Obliczanie   wartości   funkcyj   (famma.    Dla  jakiejkolwiek   wartości 
parametru  p  otrzymujemy  na  podstawie  całkowania  przez  części: 

JOD  100  /»Q0 

er*x*-Adx=—\  e-^a^  +  Cp-l)  \   e—xr-*dx, 
o  lo  •'o 

czyli:  I\i»)-(|.-1)2\jj-1),  (10) 

skąd  wynika  wzór: 

r(p)=(p-i)(1>-2)...{p-m)r(p-m),  (ii) 

który  w  przypadku,  gdy  p  jest  liczbą  całkowitą  równą  n,  sprowadza  się  ze 
względu  na  to,  że  JT(1)— » j   e*dx=l,  ostatecznie  do  postaci: 

r(n)-1.2.8...(»-l),  czyli:  r(n)-(»-l)!  (12) 


w  przypadku,  gdy  p  nie  jest  liczbą  całkowitą,    dozwala  wyznaczyć  wir 
fnnkcyi  P  dla  wszystkich  wartości  dodatnich  para  metra  p,  jeżeli  znana  jest 
wartość  fnnkcyi  r  dla  wartości  p  między  0  i  1. 

Przyjmując  we  wzorze  (9)  p  +  q  =  lr  a  więc:  g—l—p,  otrzymujemy  stąd 

r  z*^dz        r(p)F(t-p) 

J0    1+*   ~~      F(l) 

a  Łe:  /'(l)™*^  e-*<£i?*=l,  a  za  pomocą  rozkładania  funkcyi:  -a — -^  na 

proste,  dostajemy:  \ 

J0  1 


ułamki 


2fi  sin n 

n 


akad  podstawiając  z  za  x**  i  kładąo:  — -2— =pf 


<&=- 


n 


J0  1  +^  smpji' 

otrzymujemy  przeto  z  powyższego  wzór: 


sin  pn 


(13) 

który  w  połączeniu  z  wzorem  (11)  dozwala  wyznaczyó  wartość"  fnnicyi 
T  dla  wszelkiego  p%  gdy  znane  są  wartoici  funkeyi  T  dla  parametrów  p  leż* 
cych  w  granicach  od  O  do  Vi- 

6,  Uwaga  dotycząca  obi  Imadłu    wartofol   całki    określonej :   \ 


1-hr 


Wartofócalti 


.  ,      d*  moAe  by 6  także  wyznaczoną  przy  pomocy  szeregów,     W  tym  oeto 


'i    1+* 


rf^i 


a  że  dla  pierwszej  całki,  gdzie  0<a?  <.  1  mamy: 


a  dla  drugiej,  gdzie  1  <x<co  jest: 

przeto  całkując  te  szeregi  w  dotyczących  granicach  otrzymujemy: 


»*-"— **-*+**-*-,*-*+.. 


i 


■-  a^1  ,         1 
- — —  «f#  =  — 

o  1+*  P 


J 


I 


*  j-p— ^ 


4,    - Lj_J__    +  ^ 

1+P      2+F      8+p"r4+p     ł"*rl-p      2-p^S— p      l^1 


czyli i 


Jo  l  + 


Al* 


2P 


2p 


l*_p« 


2p 


2p 


l 


x  p 

Szereg  ten  przedstawia  właśnie    funkcyę: 
Jest  bowiem  na  mocy  wzorów  (11)  i  (12)  str.  462: 


4*-p 


J+ 


-f-o-fi)('-ex«-«('-s)- 


przeto: 


d  log  sin 


Pr< 


-cote^  =  -1--^ *- 


2 


2*> 
6»-p« 


d  log  cos ' 


16  *         pic 
-  o  Un8"Q i  " 


•  **:  ~?r  °°tg  C-  +  -s-  taaff  ?r  —  -r— — » 

2        82T2        R  2       sinawe' 

satem  otrzymujemy  wzór  sumo  wy: 

siup*        p  ^  lł-p*       2*-p*  "■"  8*-pł       4ł-p»  'r'"' 

***«•'•  ij£*-ił^'«ays0<'<L 

7.  Wartości:  Wi)  1  Wm+ y).    Ula  p— i-  otrzymujemy  z  (13): 

W-g-)  -**,  zatem:  Wy)  -  f   e—afadz-iii. 

Zastępując  w  wzorze  (11)  p  przez  p+m}  gdzie  m  jest  liczbą  całkowitą, 
otrzymujemy : 

r(p+m)-(p+m--l)(p+m—i)...p.r(p)9 
czyli  wzór:  r{p+m)-p{p+l)...(p+m—l)rip)t  (14) 

s  którego,  gdy  p— 7i»  dostajemy: 

r("+  s")~T-"5"-T T- ^(t)' 

8.  Przedstawienie  funkcyl  JT(a5)  w  postaci   iloczynu   nieskończonego. 

Różniczkując  funkcyę  r(x)=\    e-yyf-^dy  podług  x}  otrzymujemy: 

^-i*(,)-£«ri,r-i  log  y  dy, 

da}  dostajemy: 

o  * 

Pochodna  tej  funkcyi  podług  x  otrzymuje  kształt : 

1  «~ "y 

a  że:  ^ — =l+c-y+«-^+.  .  +  *-<«-*>*+ 


a  więc :  \I^-v  =  ye~** + y*~"y(*+1) + y*-"*+ *> + ... 


przeto  będzie:  °5  i         —  \   [y«^,f+»«"jK*+i)+yc"l<*+1)  +  .M]rfyl 

zatem  otrzymamy  rozwinięcie: 

w  postaci  szeregu  jednostajnie  zbieżnego  dla  wszelkiej  dodatniej  wartości  x. 
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Całkując  go  między  granicami  1  i  x,  otrzymujemy: 
d\ogł\x) 


dx 


gdzie  stała  C=-JN(1)=\    i- — ~^~  —  )e~*dy  zowie  się  stalą   Eulera. 
Całkując  (18)  między  granicami  x  i  1,  otrzymamy: 

logrt*)— C^-D+^-log^)  \  ^_log^J+..> 

-log-  -J  +  ... 


U8) 


fx—l 


\   m  m 

skąd,  kładąc  £«2,  otrzymujemy  stałą  Eulera  w  postaci: 


(19) 


c-(i+i  +  in 


3 


--L-- logm). 


Po  uwolnieniu  od  stałej   C  otrzymujemy  wzór  (19)  w   postaci: 


m  22  fl* 

^m-S^-^^+iJ-^+^ir)]' 


skąd  wypada 
czyli: 


r^J-lim 


1,2,  3^-ro.TO' 


*-J 


r(*)— lim 


1  .2.3...  (m-l)m* 


m 


=  «2{:c+l)^.  (a:+t»— 1) 
Do  tego  wzoru  możemy  dojść  także  bezpośrednio  w  sposób  następujący; 

Zastąpmy  w  calce:  F(a;)=  \     ^r_t*"^y  czynnik  e~u    przez    potęgę    ^l—  --J  ,    któ» 
dąży  do  *— *,  gdy  iw  dąsy  do  nieskończoności  i  wyjdźmy  z  całki: 

r(*)  =  j*y^1(l~£)%  gdzie  lim  m  =  ta. 
Zn  pumuuifc  uai&uwttum  przez  części  m-razy  powtórzonego  otraynityeiny : 


rw- 


m(m— 1)...2. 1 


a;(x+l).  ,(*+m 
zatem  ostatecznie: 


-.-CV 

1)   m»J0 


+w|-1/£«  = 


1  .  2  ...  m 


lim 


dy      *(*+l) ...  (x+m-l)  *  *»*• 
1  .  2  .  8  ...  m 


o    *+**  ' 


m*. 


9.  Przedstawienie  funkcyl  log  J1(l±x)  w  postaci   szeregu  potęgowego. 

Na  podstawie  wzoru  (17)  otrzymujemy: 


d*logrOr+l) 


dx*  (2+1) 

skąd  dla  2=0  dostajemy : 

[d2 log r (a;+i)i    __i_n 

J*=o      2  [i2 


*"*"  a*j_b\i  "*" 


(2+2)*      (2+3) 


2  + 


(22) 


2!  I 


+  2*  +  32  +  * 


2!  L  cte2 

Postępując  z  (22)  do  «-tej  pochodnej,  otrzymujemy 
d"  log  T  (2+ 1)1  (-1) 

x=0 


1- 


2" 


nl[ 


dxn 


)i    _(-i)«ri  ,i,i,    l  .  .«,„«. 


a  że  na  podstawie  (18): 
fdlogr(2+l) 


dx 


I      —  C,  zaś:  flogT^  +  l)!      =logr(l)«0, 
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przeto  otrzymamy  na  mocy  szeregu  Maclanrin'a: 

iogr(i+*) — cx+ssx^--833C+sĄ-ssC+. 

*  stąd:  logT(l-x)~Cx+Si°C  +  S33C  +  S^+... 

Wobec  tego  mamy: 

|iog[r(i-*).r(i+*)]=6*ł^  +  ó;^  +  s6^+. 


(23) 


że: 


^więc: 


T(l—x)T{l+z)  — 


nx 


sin  nx 


log 


nx 


=  s, 


przeto  wzór  (23)  sprowadza  się  do  postaci: 

log  r(l+*)— Cfc+i-log  ~^— 
Dodajmy  do  tego  wzoru  tożsamość: 


2+S*4+^  +  - 


?3I+^I  +  ' 


~  1  \-\-X  X*         X6 

o=— y  B ni x+x+~3  +~6+",,  a  otrzymamy  wzór: 


logr(l+a:)=-ilog-^- 
2     °  sinjw; 


-4lo«idlS+(1-C)a!- 


.« 


-(Ą-l)-3"-(<S»-l)-K--- 


(24) 


który  dozwala  dość  szybko  obliczyć   wartość   funkcyi   logr(l+^)  dla  wszel- 
kich x  między  0  i  -^-,  gdy  obliczone  są  sumy  Sr  i  stała  Eulera  C. 

Sumy  Sr  obliczone  zostały   przez   Legendre'a  aż  do  Ą6.    Z   dokładnością  na  dziesięć 
miejsc  dziesiętnych  jest: 

Ą  «=  16449340668,    Ą  =  10869277561,  Ą  —  10040778512, 

Ą=  1-2020569032,    Ą  =  1O178430620,  Ą  =  10020783928, 

Ą  =.  1-0823232387,    6,  =  1-0083492774,  Ą0  =  1-0009945751. 

Kładąc  we  wzorze  (24)  x=Yj»  otrzymujemy  na  wyznaczenie  stałej  Eulera  O  wzór: 

<?-  1+log  |-  -  3J-.i(Ą_l)-6  ^(Ą-D-^l-^Ą-l)-... 

z  którego  otrzymujemy  C=  0  6772156649... 

10.  Obraz  funkcyi  Tf(x).  Na  podstawie  powyżej  wyprowadzonych  wła- 
sności funkcyi  T(x)  nie  trudno  wyrobić  sobie 
wyobrażenie  o  przebiegu  funkcyi  krzywej : 
y=T(x).  Krzywa  ma  od  x=0  do  as— oo ,  rzę- 
dne stale  dodatnie,  przyczem  r(0)=oo,  jako 
też  r(oo)  =  oo,  otrzymuje  zarówno  dla  a— 1, 
jako  też  dla  x=2  jednakową  wartość  równą 
1,  przeto  posiada  w  odstępie  między  £-»l 
a  x=2  pewną  rzędną  najmniejszą  (minimum) 
(fig.  264). 

Staje  się  to,  jak  z  warunku  T'(x)=0  mo- 
żna w  przybliżeniu  obliczyć,  dla x=*  1  4616321451, 
któremu  odpowiada:  T(x)=0 8856031944... 
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U .  Spi  nn  iiitzufiir  niektórych  cm  lik  ok  region  u-  H  da  Punkt  >  I  Gumtnu.  Za  pomocą  fankcyi 
iulera  można  wyrazić  wiele  całek  określonych,  która  za  pomocą  znanych  fankcyj  elemen* 
tamy  eh  wyrazić  się  nie  dadzą. 

Przytoczymy  tu  przykładowo  naj ważniejsze  z  nich: 
n 

«)  Całka  kształtu:   f    ein^1  ¥ cos1/"1 9dT,    sprowadza    się    na    mocy    po&stiwittńi : 

x=«n^  do  postaci: 


r  a  i  fJ  1 

J    sinSj—  *?  cotf*tf~l  Vd<f>  ^  s  J    «—  i(l— ff)^T  d»  —  —  B(p,  f), 

wobec  czego  otrzym  ujemy  : 


r 


■ia*— i »  oos>*-'  <łr  =- 


2  r(p+S) 


W 


Zakładając  p=^7,  otrzymujemy: 


j    (sin  V  cos  *)*J>-1  d*>  ^  ^— ^  J    (sin  2*}V-i  <(ł>  =  --^—  j    sin'*-*  *>*?, 

zatem  na  mocy  (25)  wzór: 

f  *  sin V-1  *dv=*V  ecm^-i  #*  *»  2*-*  £*M 
JG  Jp  r(2p) 

ważny  dla  wszelkiej  dodatniej  wartości  parametru  p. 

Zakładając  p+q  =^  1,  a  wice  kładąc  2p  —  1  =  «,  25  —  1  «-  —  n,  otrzymujemy  z  (36): 


PĘ 


a  że: 


1+*  M- 


przeto  otrzymujemy  wzór: 


f    tang™ 

•'o 


vrfy  = 


2co8-2 


<S7) 


ważny  gdy  n  <  1. 

fi       a;* 
P)  Całka  określona   kształtu:    \  Ag    sprowadza    się    wskutek    podstawienia 

y  =  xk  do  postaci: 

-»  r(5±*)  iii1! 


<"-?)  ' 


skąd  dostajemy  wzór: 


a?»das  Y^*     \   4    / 


fi     a7"<2z  yn 


'("-?)' 


y)  Całka  Laplace'a:    \    «— «**a(i*  sprowadza    się    wskutek    podstawienia    y^a1*1  do 
postaci : 

skąd, ze  względu  na  to,  że  H— j=V/*   otrzymujemy  wzór: 
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8)  Całki  określone  kształtu:    \    ^?Ar,  (p<l),    \     ^^dx(p<2)  możemy  sprowa- 

'  J  o      XP  "  o       xp 

dzid  do  całek  Eulera,  przekształcając   wpierw  te  całki  na   całki   podwójne   na   podstawie 
wzoru: 

Otrzymujemy  tedy: 

dx  =  ^?-c\     \    yP-ie-*vooBxdxdy*=r,A    e-*»coBxdx\    yr-*dy, 

f     ^łPJ?^^-— .1     C    yP-i«-*ysin*<te<*y==F7-N\    «—ysino;<te\    yp-irfy, 
a  ie  na  podstawie  art.  7.  str.  579  jest: 

Jtr~ *vcoBxdx=T-?—l 9,        \    e-*9Bmxdx=— — ?, 
o  i+y*      Jo  i+jfł 

przeto  otrzymujemy: 

(••cos*      __    1    ("^fy  psin*  £  r*  yp^My 

J0      xp    ^~~r(p)J0  1+y"        J0     *>    **      r(p)J0      l+y«  * 

dv 
Kładąc  y  — tang*,  a  więc:  dy  = j—  i  uwzględniając  wzór  (19),  otrzymujemy: 

n 

Jo  i+y1     Jo  2co8  ™ 

i"  cos  *  ,  «  f"  sin  *  it 

W  szczególności  otrzymujemy  stąd: 

Jo  V/»  Jo    V/x  V2" 

12*  Całki  elliptyezne.  Gałkami  określonemi  elliptycznemi  pierwszego 
i  drugiego  rodzaju  nazywają  się  całki  określone  oznaczone  za  przykładem 
Legendre'a  w  następujący  sposób: 

F(t9  <p)=\  -fi=F=>      £(*»  <P)-\*  ^1-k*  sin*  <pd<p, 

Jo  yl— *28in2c>  •'o 

w  których  c>  zowie  się  amplitudą,  k  modułem  odnośnej  całki. 
Wprowadzając  w  całce  elliptycznej  pierwszego  rodzaju: 

F(*>*)-J0VŚW^  (29) 

nową  zmienną  c>j  za  pomocą  podstawienia:  tang  y—y— ^ — ,  zwanego   pod- 

K  *ł~  COS  d^Pi 

stawieniem  Landen'a,  otrzymamy : 


f»  dq>  2     f  * dgij  _     2     f*  d(Pt 

Jo  Yl-*28in»«p~""  I+*  J0  i/T        4*       7^  ~  1+*  Jo  Vi— fjłin* 

V1+(iw8,n  * 


*T 


,  .      ,       2V*  ,.        , 

gdzie:  *i  ■« .     r  >  czyli  wzór: 

F(*'  ^"if^*1'  ^  (80) 

który  dozwala  sprowadzić  daną  całkę  elliptyczną  pierwszego  rodzaju  na 
inną  z  większym  modułem  i  mniejszą  amplitudą.  Wzór  tern  wraz  z  odpowie- 
dnim wzorem  odwrotnym: 
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**(*.,  Vi)-1  £**"(*■  ł>). 


dostarcza  metod  obliczania  wartości  funkcyi  F{kf  ę)< 

Stosując  podstawie 
cznej  drugiego  rodzaju : 


Stosując  podstawienie  Landena:    tanggp  —  ^ — — ^ —    do    całki   ellipty- 


E{k,  ę)=\*^l— l*sin*ędf} 
otrzymamy: 


Vl  +  2ifcco8  2>l+*1 


2V* 


Kładąc  jak  poprzednio:  h^y^TLt  otrzymujemy: 

-(1 +  *)£&,  Tl)+(1-*)F{Ł|(  *), 
zatem  wzór : 

jgft  V)+AgmqP=(H-ft)JB(ftll  ^)-f(l  -*)*(*!,  (P,)t 

który  dozwala  wyrazie  daną  całkę  elliptyczną  drugiego  rodzaju  i  c&lk^ 
elliptyczną  pierwszego  rodzaju,  obie  ze  zwiększonym  modułem  i  zmiejsion* 
amplitudą. 

Całki  F(ę,  k)  i  E(ę$  k)  zostały  obliczone  przez  Legendre'at  który  uło- 
żył odnośne  tablice. 

1S.  Szczególniej  ważne  w  zastosowaniach  są  uniki  F  i  E  odpowiadające 
amplitudzie  y*=-Q-.  Nazywamy  je  z  u  pełń  e  mi  całkami  e  1  li  pty  cznemi 
i  oznaczamy  wzorami: 


Jn  Vi— k1  sin*  a>  Jo 


,     _w_       ^     „  _   ywłr.  (34) 

'o  VI— *2sin2c>  Jo 

Zupełna  całka  elliptyczną  pierwszego  rodzaju  jest  pewną   funkcyą  mo- 
dułu k,  którą  możemy  przedstawić  w  postaci  szeregu  potęgowego. 
Otrzymujemy  mianowicie: 

n 

J/1  1A  jot  \ 


a  że 


5   sin2"  qp 
n 


dy= 


1.3.5...(2n-l)  n 


2.4.6...2n       2' 
przeto  całkując  wyraz  za  wyrazem  we  wskazanych  granicach  dostajemy: 


n 


Jeżeli  k  rośnie  od  0  do  1,  funkcya  F(k)  rośnie  od  -»-  do  oo  (fig.  266). 

Zupełna  całka  elliptyczna  drugiego  ro- 
dzaju jest  nową  funkcya  modułu  ky  którą  mo- 
żemy również  przedstawić  w  postaci  szeregu 
potęgowego.  Mianowicie  otrzymujemy: 

*»-łMI*)-i-fci»)- 
-i(Jś»'-4  <* 

Jeżeli  k  rośnie   od  0   do   1,  funkcya  E(k) 
n 


spada   od  -^-  do  1 


Fig  265. 


13.  Wzory  (35)  i  (96)  są  bardzo  użyteczne  przy 
obliczaniu  wartości  funkcyj  f(k),  ^0°)  dla  małych 
wartości  modułu  k.  Dla  wartości  h  bliskich  1,  otrzymamy  za  pomocą  podstawień  Landena 
wzory: 

F(k)  =  (l+kl)F(ki)1  (87) 

E(k)  -  liki  ^H1"^)^).  0») 

2\/fc 

Tą  drogą  dochodzimy  dla  funkcyi  F(k)  do  wzoru: 

F(k)  =-  (1+*,)  (1+*,) ...  (l+feoFOfc,), 

gdzie  Jb*  może  już  być  dowolnie  małem,  a  wobec  tego  wartość  F(kn)  może  być  łatwo  obli* 
ozoną  za  pomocą  wzoru  (87). 

Dla  n  —  oo  otrzymamy  &*  =  0,  F(0)  =  — ,  a  wskutek  tego : 


gdzie:  kt> 


F(*)-T(l+łi)(l+*i),..(l+fc,).... 


W  szczególności,  otrzymujemy  tą  drogą: 


F(i)  =  1-617...,     r(j)~  1686...,     l'(C)  =  1854...,     f(Vl)  =  2166... 

Analogiczne  wzory  możemy  na  podstawie  (88)  wyprowadzić  dla  funkcyi  E(k)  i  do- 
stajemy : 

*(-£-) -1-ra6".     ^(-^)^  1-467.-,     #(C)~  1*350..,     *(§-)- Mil... 

14.  Przykłady  całek  określonych,  sprowadzających  się  do  całek  elliptycznyeh  zupel- 
■ych  pierwszego  lab  dragiego  rodzaju.  Niektóre  całki  określone  można  zawsze  sprowadzić 
do  zupełnych  całek  elliptycznych  pierwszego  lub  drugiego  rodzaju.  Bozważymy  tu  przy- 
kładowo najważniejsze 

C  *     dx 
1)  Całka  określona:   \  sprowadza    się    za    pomocą    podstawienia    x  =  cob? 

Joyi— x* 

dx  =  —sin  v  df  do  postaci : 


■MI^T4""    \ 


dv 


2 


V2"Jo 


dy 


otrzymujemy  zatem: 


V-i 


te-f-*®-'*- 


sina© 


f1  dtp 

4)  Galka  określona:     \       ,         _  sprowadaa  się  wskutek  podstawienia 

*'i}  V1—  2sin>9> 

sin  <f  =  V^  sm  ??t  a  wiec !  d^P  =  —  do  postaci : 


więc: 

5)  Całka  określona:  \ 
wobec  czego: 


rT       dq>       _  i  rł         dii 

Jo  Vi— 2 sin1  p       2      V2/ 


x     —  wskutek  podstawienia:  fc=sin-5-,  sin  ~  =*si 
o  Vco8  y— cos «  *  ^ 


(a  ©  \  2Jb  cos  4»  <M» 

sin*  -jr —  sin*  -£- 1  =  2k*  cos1 1,      tf©  =  — — , 

a  granicami  na  4*  odpowiadaj ącemi  granicom  0  i  a  zmiennej  9  będą   0  i  -r-,  sprowadza 
do  postaci : 


r 


cfo 


Vc0S  ©—COS  a 


(ty 


o  Vi-**  cos*  ł 


=  V2.F(fc), 


zatem : 


r 


€{9 


0  \co8  ©—cos  a 


=  V2"F(eiU|). 


—  1021  - 

15.  Szeregi  (  całki  Fouriera.  Rozwinięcie  danej  funkoyi  f(x)  na  szereg 
potęgowy : 

/(*)— a^+o^+a^f  ...  +  anxn+... 
prowadzi  na  mocy  podstawienia  x=-r  (cos  <p+ i  sin  g>)  z  uwzględnieniem  wzoru 
Moiyre^ :  (cos  q> +i  sin  q>)n~*  cos  nq>+i  sin  nq>  na  pomysł  rozwinięcia  : 
f(x)— -40  +-4j  cos oj+Aj  cos  2#+  ...+-A«  cos  nx+... 

+Bi  sin  s  +  .B2  sin 2x+...+BH cos *•#+ ...  (39) 

które  nazywamy  szeregiem  Fourier' a. 

Załóżmy  w  myśl  Fouriera,  że  dana  funkcya  f(x)  dla  wszelkich  warto- 
ści położonych  między  —n...+n  możemy  przedstawić  w  postaci  powyższego 
szeregu  i  postawimy  sobie  za  zadanie  wyznaczyć  odpowiednie  spółczynniki 
Ar  i  Br. 

Całkując  równanie  (39)  między  granicami  —n...+n  dostajemy: 

\      f(x)dx=\     ^cŁr+2  \      i4rcosrxcŁr+2  \      -Br  sin  tu;  dr, 

~~  "~  r=l      ™"  r=l      "" 

skąd  ze  względu  na  to,  że: 

Jn              ,      I*    sin  rz     ^         P  *     .         ,       *       cos  rx    - 
cos  rxdx=\      =0,        \      amrxdx= ==0, 

Dtrzymujemy: 

1     P* 

zatem:  Ą——\     fW**-  t40) 

Mnożąc  znowu  równanie  (39)  raz  przez  cos  &r,  drugi  raz  przez  sin  sx,  cał- 
kując je  w  granicach  od  —  n  do  +  ;*,  otrzymujemy: 


r=oo 


\     f(x)  cos  «cdx=»2  \      -4rC08ro;cossa5da;+2  \     -Br  sin  r#  cos  &rcŁr,     (a) 
/(s)8in  *&<&•— ^  \      -4r  cosnr  sins.r<te+2   \     -Br  sinrssin&rdte,    (6) 

— *  r=0   •'— *  r  =  l    ^—* 

P*         •       ,       f*    l  +  cos2rx  ,       I*  (x    ,  sin2ra?\ 
a  że:  J^r.*-}^ g **=  |J¥  +  -^ j - *, 

Jn                        j      f*    cos  (r— s)rc+cos  (r-f-s)#  ,      - 
cos  rac  cos  sxdx—  \      ~ —  cŁc=0, 

J*  i|* 

sin  nc  cos  rxdx=»-r-\     cos  2r#— 0, 

J*                                 P*    sin  (r+s)  x+8\n  (r—s)  x  . 
sin  rx  cos  sx  dx=  \      i ^ —  dz=0, 

P*     .   ,       ,       P*    1— cos2rs  _       I*  /*        sin2rx\ 

L™1  "^-L— 2 — *-  L(t  -  -sr-J-*- 

J*      .           .                 P*    cos(r— s)x— cos  (r+$)u?  _       - 
sin  ra?sinsj;ax=>  \ ~ cw?=0, 

golnie: 

J*  .  r»  /O   gdy  t  >  s 

sin  nr  cos  retb— 0,      \      cos  rx  cossa?tf:r-=<   '  ^    ^^ 
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f n  ,      (0,  gdy  r  5  s 

J_*  U,  gdy  r=550' 

przeto  otrzymujemy  z  (a)  i  (6)  wzory: 

Jf (z)  cos  rxdx*=n  Ar ,     \     /(a;)  sin  rxdx=nBry 

zatem :  -4r= —  \     f(x)  cos  «  efo,       2?r= —  \     /(a?)  sin  nc  dx.  (41) 

**  J— ^  *r  J-„ 

SpóZczynniki  Ar  i  Br  w  szeregu  Fouriera  przedstawiają  się  więc  jako 
pewne  całki  określone,  które  nazywamy  całkami  Fouriera. 

Podstawiwszy  otrzymane  wartośoi  spólczynników  w  równanie  (39),  otrzy- 
mujemy szereg  Fourier'a  w  postaci: 

f(z)*=7r-  \     f(r)d&-\ — 5  cos  rx\     /(*)oob  rxdx+ 

+      ^  s*n  rx\     f(x)  8*n  rx  &x*  (42) 

przedstawiający  wartość  funkcyi  f(x)  w  przedziale  od  «== — n  do  #=#. 

16.  Uwaga,  a)  Jeżeli  dana  funkcja  /(x)«jest  funkcyą  parzystą,  t.  z.  jeżeli  /(*)  =  /(—*)» 
tedy  mamy: 

if(x)<Łr  =  2\   f(x)dx,       V      /(*)  cos  rx  da;  =•  2  \   /(as)  cos  r*  dr, 
—w  •'o  •>— »  •'o 

i/(«)  sin  r»  da?  =  O. 
-—*  . 

Funkcya  parzysta  /(as)  przedstawia  się  więc  w  przedziale  od  O  do  k  w  postaci  szeregu: 

r  =  oo 

f(x)  =  —  y  f(x)  dx  +  —  2  C0B  ™y  f(x)  °°B  **  **> 

czyli:  /(a;)  =       ^-f^,  cos  j?+.42  cos  2x-}-.  +^»c<>s  na;-|-.  •  (4S) 

2  f  * 
gdzie:  -4*  =       \    /(*) cos  «x dx. 

£)  Jeżeli  dana  funkcya  /(x)  jest  funkcyą  nieparzystą,  t.  z.  jeżeli  /(—#)  =  —/(*)?  ^^ 


mamy: 

\       /(x)dx  =  0,         \       /(ar)  cos  ra;  dx  =  O,         \        /(as)  sin  rx  dx  =  2  \ '   f(x)  sin  rx  dx. 
J  —fi  *)  —ji  J  — rr  •/  o 

Funkcya  nieparzysta  /(x)  przedstawia    się    zatem    w   przedziale  od  O  do  -  w  postaci 

r  —  oo 

szeregu :  /(#)  -_,  " ^?  8in  ra;  \  */(*•)  sin  rx  dx,  W 

czyli:  f(x)  =  Bt  sin  ar+Ą  sin2x+..  Ą-Bn  sinnx-|-... 

2   f* 
gdzie:  Bn=       \     f(x)sinnxdx. 

tz  J  o ' 

y)  Z  szeregów  (42),  (43)  i  (44)  ważnych  w  przedziale  od  —  r  do  r,  względnie  od  O  do  s. 
możemy  wyprowadzić  szeregi  ważne  między  —  «  i  a,  względnie  między  0  i  a,  gdzie  a  jest 
liczbą  dowolną. 

Kładąc  mianowicie:    x  =  *' ,  f(x)  =  ?(t/),  otrzymamy  ogólny  szereg  Fourier'a: 

r  =  oo  r  —  oo 

9>G0  =  .ir     ^^tS008^"     9,(i/)cosr7<iy+  l~y.  Błn^f"    V(,)sin7*- 
-fl  ^  -u  a  ^""  a  J  —  a  tf  a  -*■■■  a  J  —a  a 

r  =  l  r=rl 
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%  stąd  dla  funkcyj  parzystych  szereg : 

r  =  oo 

•GO—  —  j  r (y)  ty+  tZ008^]  *M cos  ^  ** 

v  r=l 

a  dla  funkcyj  nieparzystych  szereg: 

r  =  l 

17.  Przykłady.     1)  Rozwinąć*  x  w  szereg  Fourier'a.    Mamy  tu 
2   C* 


Ar  -  O,      2*r  - 4  T  *  Bin  rx  **  =  T  (-1)'"1  f  =  t"1)' 


f-i   2 


zatem:  *  =  2<sin  »—  —  sin  2xĄ-  —  sin  &r—  -^-sin  4»+.  .>, 

obraz  geometryczny  szeregu  składa  się  z  odcinków  równoległych,  jak  na  fig.  26G. 


Fig.  266. 


Fig.  207. 


Fig.  268. 


2)  Rozwiną (5  y  =  -|-e,  przy  0<#O  i  y  = 
łym  przedziale  nieparzystą,  mamy  zatem: 


-c.  przy  0>  *>  —Tc.    Funkcya  jest  w  ca- 


a  stąd: 


4e  /  1  1  \ 

5  =>  —  (sin  *+  -q- sin  8*-f-  -^- sin  6.r+...  j*  , 

k       sin  x  ,   sin  Sx    ,   sin  6x 


i-  +  - 


-+... 


4  1      '        3        ■        6 

Obraz  geometryczny  szeregu  przedstawia  fig.  267. 

9)  Rozwinąć  y=»,  przy  0<se<i:  i  y=  —x,  przy  — tc<jb<0.  Funkcya  jest  w  całym 
przedziale  parzystą,  otrzymujemy  zatem: 

ic        4  /cos  a;    ,  cos  3x    ,   cos  6x 


>s  5as        \ 


2        « A    lł    T      81 
Obraz  geometryczny  szeregu  przedstawia  fig.  268. 

18.  Rozwiązywanie  równań  różniczkowych  za  pomocą  całek  określonych. 

Całek  określonych  możemy  niekiedy  używać  z  korzyścią  także  przy  rozwią- 
zywania równań  różniczkowych.  Sposób  postępowania  podany  przez  Lapla- 
ce'a  polega  na  temr  że  przyjmujemy  dowolnie  kształt  całki  określonej,  która 
miałaby  przedstawić  rozwiązanie  danego  równania  różniczkowego,  a  następ- 
nie wyznaczamy  funkcyę  stojącą  pod  znakiem  całkowania,  tudzież  granice 
całkowania  tak,  żeby  danemu  równaniu  różniczkowemu  stało  się  zadość. 

Sposobu  tego  możemy  z  korzyścią  użyć  szczególnie  przy  całkowaniu 
równań  różniczkowych  liniowych,  mających  za  spółczynniki  funkcye  zmien- 
nej niezależnej  #,  zwanych  zwykle  równaniami   Laplace'a    w  postaci: 

(a*  +  h*)*xnH*x+hx)^  (46) 

Ażeby  rozwiązać  to  równanie  załóżmy,  że  szukaną  całką  jest: 

y-Ce*Tat,  (46) 
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gdzie  T  jest  nieznaną  funkcyą  wyłącznie  zmiennej  t    Na  podstawie  tego  za- 
łożenia : 

a  wstawiwszy  te  wartości  w  równanie  (46),  otrzymujemy  warunek: 

(a0+box)['tt*ePTdz+...+(an-i+bn-ix)[hte*Tdx+(^^  (47) 

który,  jeżeli  położymy: 

a0P+ait*-i  +  ...+aH-tt+an=<p(t)i    b0t*+bit—1  +  ...  +  bu-it+bn=tt>(f)} 
sprowadzi  się  do  postaci  * 

[h  4*  Tę{t)  dt+  T*  xć*  Ttffi  A-O.  (48) 

Na  podstawie  metody  całkowania  przez  części  mamy: 

przeto  otrzymujemy  z  (48)  warunek: 

Vr*,,]-$VpM-r«<>]*-o, 

któremu  stanie  się  zadość,  gdy  przyjmiemy: 

d[TyO]_Ty(j)as()  .  2arazem;  I^^T^l-0.  (49) 

Pierwsze  z  tych  równań  określa  T  jako  funkcyę  zmiennej  t,  drugie  wy- 
znacza granice  całkowania  dla  całki  przyjętej  jako  rozwiązanie  danego  rów- 
nania różniczkowego. 

Ażeby  wyznaczyć  T,  napiszemy  pierwsze  równanie  w  postaci: 


a  otrzymujemy  stąd  : 


d[Z>(/)]_y«) 

dt  Q(t)    w'      ' 

Tę(t)    "*<)    ' 


a  więc:  log  Z>(<)=j^|<tt+c,  czyli:    TyW-W™'" , 

zatem:  T*=C-    -  — ,  (60) 

jako  kształt  funkcyi,  którą  należy  podstawić  w  przyjętej  calce  określonej  (48.< 
Drugie  równanie,  z  którego  należy  wyznaczyć  granice  całkowania  /0  i  /,. 
otrzymuje  teraz  kształt: 

k  kL  J      !<• 

czyli:  N*+JS*-0.  (51) 

k 
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Jeżeli  z  równania  (61)  potrafimy  wyznaczyć  dla  pewnego  t0  n  wartości 
odmiennych:  tu  ż2>  — »**»  tedy  otrzymamy  całkę  ogólną  danego  równania  róż- 
niczkowego w  postaci: 

y^cA'*  ePTdt+cA**  **Tdt+...  +  Cn^%**Tdt.  (62) 

19.  Przykład.  Weźmy  pod  uwagę  równanie  różniczkowe  zwyczajne  ft-go  rzędu: 
— -«y  =  0.  Załóżmy,  że  całka  jego  ma  kształt: 

natenczas  otrzymamy  na  wyznaozenie  nieznanej  funkcyi  T  i  niewiadomych  granic  całko- 
wania równanie  różniczkowe: 

czyli:  V%e*t*Tdt—  yefi"xTdt  «  0, 

skąd  ze  względu  na  to,  że: 

otrzymujemy : 


f k  **x  Tdt «.  \%  4*  T-  C*  e*<*r, 

_  I*  <<*  t+  f h  **(Tt*  dt+dT)  =  e. 


Równaniu  temu  uczynimy  zadość,  przyjmując: 


Z  pierwszego  równania  dostajemy: 


e*7=»  —  c. 


*£ *#,  a  stąd:  logr~-^+C, 

zatem:  7  —  Ce    "+1, 

wskutek  czego  drugie  równanie  otrzymuje  kształt: 

,»+i  r  ^       ,»+!  . •+!_ 


e 


V*  ~"  «+T=  — c,  czyli:  cl  Z1*""  »+i  —  e**~  w+Tj  =  —  c. 


Przyjmując  <0«=0ł  (7 =c  otrzymujemy  na  wyznaczenie  granicy  górnej  *j  równanie: 

któremu  stanie  się  zadość,  jeżeli  4=  od,  będzie  tak  zawsze,  gdy:  *">(*+l)*.  Jako  granice 
przyjętej  całki  określonej,  występują  więc  0  i  00,  otrzymujemy  zatem  całkę  Szczególną 
danego  równania  w  postaci: 

Wartość  funkcyi  7  nie  zmieni  się,  jeżeli  t  zastąpimy  przez  *>*,  gdzie  w  jest  jakim- 
kolwiek pierwiastkiem  stopnia  (*+l)-go  z  dodatniej  jednostki,  otrzymujemy  zatem  (*+l) 
całek  szczególnych,  kształtu: 

y=CA    «wte~^?Trf(u>t)=C71to   \    e  1+1A. 

Jeżeli  co  jest  pierwotnym  pierwiastkiem,  tedy  tworząc  powyższe  całki  określone  dla 
wszystkich  (n+1)  pierwiastków  o>,  «>*, ...,  o>»,  1,  i  dodając  je,  otrzymamy  sumę: 

r*  «.- '"+-  r 1.- '—  f  -  «■«*-  ^ 

ys=C0\     •        "n+Kfc  +  cuCjl      «  1+1  <ft+...+to"  O,  \      0  n+l«fc,. 

która  uczyni  zadość  danemu  równaniu  różniczkowemu,  jeżeli  będzie:  C0Ą-Cl+...-\-C*  =  0. 
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2)  r(p)=j*e~V"1tó^  «^j*t"^^d»^2j*#^a^W  =  j1log(^)P"W 


4)   i\^-{p-i}r(p-i)  =  (p-i)(p"2),-(p^)rtp^ 


di©  H  |>>  1* 

6)    T(p)=^{p— 1)1  jeieli  j/  jest  liczbą  całkowitą.        g)    r(f>)  •  T(l—j>)  = 


sin  p« 


-.       8)  rW.r(^i)  =  -^r(2P). 


Will  }>" 


&  log  r(a;) 


")  »g»— . +(.-i)+ft-i:iJ)+(i -^ 

gdzie  C  =  j"(f-i__A)<-»Ą,=>lJmJl4..J  +  V  +...+si-I -log  «)  =  05772166649.. 

j/f  —  X 

18)h«PW-2[(-l)to»(l+i)-tat(l+^)]. 


14)  r(x)  =  lim 


1.2...  m.m*-i 


gdzie  c-ito(i+|+...+-LI-iog»),   &„£  +  £  +  £+...,  (.-2,3...). 

16)V   .■*""arVTJ— sr- .  17)  Jo  (x+a)^  ^^IhF^-iCT 

n      i  1        r(ł)r(*)  n 

18)   \    xp-\l-x*f-'dx*= 7——^.  19)    \    logIY*)Ae  =  logY/2»:. 


2r 


(ł+») 


20)  j*+1  log !»(**=*  p log p-p-flogV/2n, (wzór Ęaabe'go).    21)  ^^(^y^*1 

22)  Ce~*  log*  dx  =  -C=  -0,677215664...         28)    P«~*Mog*cte=  -  ^(<7+log4) 
•Jo  J0  4 


2r 


(^) 


26)  j%in^«pd<p-y  w.^1  cpdf-^23^ 


T^ti 


-  im  - 


*  •  ■      « 

27)  jo%.ng.^«.4r(i±?).r(łi--)=_JL_,  ^  M<1.  ^  j^L* 

2oos-=-  n  w**~ 


•tf 


2oob^  Jo  Vtang*      V§" 


^•rrł.-rf.-LUatH^. 

88)  Kładąc  logarytm  całkowy:  £»(*)  =  f*;-^-. 

Jo  log*' 

wykazać,  że:  ■'  «(«,)  =  C+lóg *+  i- '*  +  1 1!  +  i. |!+.„, 

gdi*ie  (7=05772166649...  jest  stałą  Eulera. 
Dowieść,  że: 

„..   (MD  sin  xv  .         1  . 

M>  J0  1+^^=  2"  [«-'-"  W-e*  >«(«-«)]. 

-     ^JJ-rg?* i  [•-•«<•«)+•'«(•--)].    .  ■■■.■:. 

*)WykaZaCl*:,(*)=jf^^ 
i  dowieść,  że  F(0)^~,  ■^,(l)=»oo. 

37)  Wykazać,  że:  f(1)  =  1-617.. ,  f(±)=  1-683...,  *-(-L)==  1-864...,   f(Vj[)= 2-156.. 

88)  Wykazać,  że:  £(*)..  j  Vi=Plta»*  d»  =  |-{l-  (i*)'+  -g-  (^|*')ł--} 
i  dowieść,  że:  #(0)  =  -^,    £(1)=1. 

89)  Wykazać,  że:  - 

'(y)-1*"™.    *(j)-i*ft-.    ^)-i*a...,   *(f)»i-2ii.. 

40)  Wykazać,  że :  E (k)-F(k)  «*.#'(*). 
Dowieść,  że: 
n 

*)  $\jt==V2F(±-)~2-m...  *»    C1^===^^(-l)  =  l-811... 

JoV/sinx  VV2;  JoV/l=x>      V2      ^2^ 

43)  f-^=  =  VT.jrf-L)-  -1  W  M  =0-599... 

44)  j1^=  =  i.f.(.l)=.0-927..         46)  C*  ^     * I  mi  i    , 

JoY/l+*»       2      ly2/  ^  Jo\/l-2sin'»>  ' 

47)  Dana  jest  funkcya  /(*),    wyznaczyć    tak   (m+0   stałych:   AQl  Au  A^ ... ,  Am,  aby 
funkcya:  40-f4,  cos  x+..,+.i4wl  cos  mx  podawała  w  miejscach:  *  =  rC>,  (r  =  0,  1, ...,»),  gdzie: 

^  =  ^XJite  same  wartości,  co  funkcya  /(*). 

48)  Jaką  wartość  będzie  miał  spółczyhnik  Ar  w  zag.  47,  gdy  i*  rośnie  nieograniczenie. 


-ioaś- 

tó)  t)aną  jest  funkcya  / (*),  wyznaczyć  tak  m  stałych:  Bu  £t,  ...,£••,  aby  funkcya* 
Bx  sin  *+Ą  sin  2*+...+2*w  sin  mx  miała  w  miejscach :  *  =  *t  2*. ... ,  mv,  gdzie  V  «  -—  te 
same  wartości,  co  funkcya  /(x). 

60)  Jaką  wartość  będzie  miał  spółczynnik  Br  rozwinięcia  podanego  w  zag.  49,  jeieli 
to  rozwinięcie  ma  przedstawiać  wartość  funkcyi  f(x)  dla  wszelkich  wartości  *  od  *=0 
do»  =  R. 

51)  Jaką  wartość  mają  spółczynniki  Ar  i  Br  pod  założeniem,  że  dla  wszelkich  war- 
tości zmiennej  niezależnej  od  i«  —k  dox»s  dana  funkcya  /(*)  przedstawia  się  w  po- 
staci szeregu: 

/(*)  =  Ą+4  cos  x+...-\-An  cos  **+.  -+Ą  sin  *+...+2*»  sin  *a?+... 

52)  Wykazać,  że  wszelkiej  funkcyi  parzystej  /(«)»/(-«)  odpowiada  w  granicach 
od  x  =  0  do  2  =  je  szereg  Fouriera,  kształtu : 

r  =  oo 

f  (a?)  =  —  V    /(»)  d»-| ^y  cos  r»  \   /(*)  cos  r»  dar. 

58)  Wykazać,  że  wszelkiej  funkcyi  nieparzystej  /(ar)  =  —/(—*)  odpowiada  w  grani- 
cach od  as  — O  do  »  — *  szereg  Fouriera: 


/(*)=  —  ^y  sinrx\    /(«)  ein  r»  <Łr 


.-1       J° 

54)  Wyprowadzić  ogólny  szereg  Fourier'a,   ważny  w  granicach  od  «=»  — a  do  x  =  fl 
w  postaci: 

r  =  od  r  =r  ob 

'(*> "  i£./w  <to+  t2  «»  ~  J°  „/(a°  ^  ? *r+  t2  8in  tO  (:b)  8in  ?  fe 

r=l  r  =  1 

55)  Jak  się  przedstawia  rozwinięcie  podane  w  (54)  w  przypadku,  gdy  f{x)  jest  funkcją 
parzystą,  a  jak  gdy  f(x)  jest  funkcya  nieparzystą. 

Wyprowadzić  następujące  szeregi  Fouriera: 

x  111 

56)  -=-  —  sin  »—  g-  sin  2x+  -^  sin  8a>—  —  sin  4x+... 

_„x  Aa  i  .       ,    1     .    0    ,    1     .    _    ,     \        CO\     *       sin*   ,   sin 8*    ,  sin 6*  f 

57)  a  =  —  [sm  *+  ^  sin  8*+  -g-  sin  5*+ ...  j.       58)    —  =»  -^—  H ft  —  H g— +•« 

*         4  /cos  a?  ,  cos  8*    ,  cos  5x        \ 

M>  — -a-Ti-Is-  +  -8^+-6«—t-)- 

^     '  ,      *'     .  /  cos  2*    ,  cos  8*       cos  4*  ,     \ 

eo)  ** = T-4 (cos x- -it -  +  -gi p-+-.j. 

/        v  8 /sin*  ,   sin  8*       sin  5*        \ 


«=  OB 

#«*—  1         2*^^     C09  »*««*— 1 

GOSIU. 


62)  ""  =  42   ^a  — —)-»-.     68)  —!=_!  + £2^  —^ 

.    *  sin  «*         sin  *        2  sin  2*       8  sin  8* 
M)  "2  ilnoS"  —  1«=S«  "  T*^*""1"    8ł-a»       " 


*  cos  a* 1        «  cos  as       «  008  2x       a  cos  8* 

'  "2"  siń"^  ~"2i  ~  ^=T*  "*"    «»-2»  a*-8»  +- 

*»**   n  f  n       \                ,    cos  8*   ,  cos  6*  ,                *                       sin  8fc       sin  5*       sin  7*  , 
66)  _  {__)  ~  cos  x+  -p-  +  -p-+-    67)  -4-  x  =-  s,n  . ^-  +  -^ ci — I- 

^g.   «  ««■+«  -«*        1  cos  *        cos  2x  _  co8  8a? 

^  2i  i^-IT7^  —  2«T  ""  ri+a*"  +  2«+^        8»+ał i""" 

^   «  ««*— e  -  «*       sin  *         2  sin  2x       8  sin  8as       4  sin  4a?  x 


w^   2  ««»-#-«»""  lł+a>         21+«ł    T    8»+«ł  4^« 

„„    1  1    ,   cos*      cos2x    ,  cos 80       oob4x  . 
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71)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe:   *-yA  —  y— 0  ma  rozwiązanie  w  poBtaci: 


P°°         x 
y  =  C       sin  —  •— 7t**i>  eto. 


72)  Wykazać,  że  równanie  różniczkowe:    a?--^+y  =  0  ma  rozwiązanie  w  postaci: 

*  tuto 

78)  Wyznaczyć  całkę  ogólną  równania  różniczkowego:   ^+m>a,a?2«»— ay  =  0   w    po- 

n  _i_  *  i 

cob  (ax»  sin  7)  cos  ?  d T  +  C,*  \    cos  (aat*  sin  7)  cos  9  d<P, 
o  Jo 

pod  założeniem,  że  —  1  <  m  <  1. 

74)  Znaleźć  całkę  Bzczególną  równania  różniczkowego :  ay"  —  \/  1+y'1 ,  pod  warunkiem, 
że  dla:  x  =  0  jeBt:  y=»0  i  y'  =  0. 

75)  Podobnie  dla  równania  różniczkowego:  y"«=m(y+a). 

76)  Znaleźć  całkę  ogólną  równania  różniczkowego:  -tĄ— *  T"~y~®>  wiedząc,  że  jedną 

*» 
z  jego  całek  szczególnych  jest:  yt=a*. 

cfV        2  <fy       a 

77)  Znaleźć  całkę  ogólną  równania  różniczkowego  LegendreV.  -,-,  Ą ~ .-y«0, 

oxJ       y  ax      x* 

sprawdziwszy,  że  jedną  z  jego  całek  Bsczególnyoh  jest:  yt—  *     a. 
Znaleźć  linię  krzywą,  dla  której : 

78)  §*y*dx=*  2m  J%V^  1+y7*  <**•    ™)   §*  '*  Bin  d*  =  8m  j*r  sin  ?  l/7*+i^*  «*?. 

Rozwiązania  LXII.      16)  Podstawić:   y  =  a8jp*.       17)    Podstawić:  -5- =  --£-. 

*-|-tf      l-\-a 

18)    Podstawić:    *'«y.  80)    Podstawić:  x  =    ,_    **  ,  Ł  .  81)    Połóż:  *=*ay. 

a(l— y)+*y 

47)  ^r--^[cosrv./(y)+...+co8mr./(m^)],  r-1,  2,...,m,   zaś:  ^  -  ~  [/«+-+/(«** 

48)  ^^^-C*  cos  r*  ./(*)<**,    ^  =,i-FV(*)<**-     49)  Br=s^[sinrV/(y)+...+sinifiry/(iirtP)], 

«  «^0  "  •'O 

r  — 1,  2,..,  w.    60)Br«  — W  sin  r»./(»)  Ab.  61)^=5- r    /(»)<**,   ^r=  —  V     /(*)  cos  rx  dx, 
Br-±[*  /(.)iin»fe    6B)  /(x)  =/(-.)  =  ^f /<*)*»+ 42  ""^f' W ^— «fa. 

r  =  l  w 

Literatura.  E.  Ges  aro:  Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis  und  der 
Jnfinitesimalrechnung  mit  zahlreichen  ttbungsbeispielen,  deutsch  v.  G.  Kowalewski.  Leip- 
zig  1904.  G.  Lejeune-Dirichlets:  Vorlesungen  uber  die  Łehre  von  den  einfachen  und 
mehrfachen  bestimmten  Integralen,  herausgegeben  von  G.  Arendt,  Braunschweig  1904 
G.  F.  Meyer:  Vorlesungen  liber  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  zwischen  reellen 
Grenzen.  Łeipzig  1871.  Wł.  Zajączkowski:  Wykład  nauki  o  równaniach  różniczkowych. 
Paryż  1877. 

Tematy  do  rozprawek  naukowych. 

1.  Teorya  całek  Eulera.  • 

2.  Całki  i  szeregi  Fouriera. 

8.  Całkowanie  równań  różniczkowych  zwyczajnych  i  cząstkowych  za  pomocą  całek 
określonych- 


1,  Pojęcie  prze m len noścl  fonkcyl.  Niech  bidzie  daną  pewna  fankcya 
Btniennej  niezależnej  x  w  postaci  y=f{x)>  Wyobraźmy  sobie  teraz  inną  fank- 
jcyę  nieskończenie  mało  różną  od  danej  funkcyi  y,  t+  j.  nową  funkcyę  posia- 
dającą tą  własność,  że  dla  każdej  wartości  zmiennej  niezależnej  z  odpowie- 
dnia wa^^ć  tej  nowej  funkcyi  ró£ni  się  nieskończenie  mało  od  wartolci 
Łzynaii  j  danej  funkcyi  y==^(x)„  Otóż  tę  nieskończenie  małą  zmianę 
^J  *^  danej    funkcyi   y   nazywamy    przemiennością    (waryacy^) 

»v/iy  i  oznaczamy  przez  óy,  Przemienność  dy  funkcyi  y  jest  w  ogóle  za- 
|  dowolną  wielkością  nie  tylko  dla  różnych  wartości  zmiennej  niezależ- 

nej xt  lecz  także  dla  pewnej  danej  wartości  tejże  zmiennej  x.  Znak  y-^if 
■  stawia  zatem  nie  jedną,  lecz  nieskończenie  wiele  nowych  funkcyj  zbli* 
i  nieskończenie  do  danej   funkcyi  y. 

S,  Chcąc  zaznaczyć  w  pewien  sposób  przejście  od  danej  funkcyi  do 
następnej  y+óyf  połóżmy  y=ę{x}  £),  gdzie  i  jest  dowolnym  parametrem,  ^ 
zmianą  parametru  i  możemy  tedy  wydobyć  coraz  inne  fnnkcye  zmiennej  f. 
Mianowicie  otrzymujemy  tedy  przemienność: 

a  więc  przedstawioną  w  postaci  cząstkowej   różniczki  funkcyi    ę(x,  t)  wywo- 
łanej zmianą  parametru  t 

Jeżeli  przeciwni©  parametr  t  pozostaje  niezmieniony,  wówczas  mamy  Jo 
czynienia  z  funkcyą  zmiennej  niezależnej  x  i  otrzymujemy  różniczkę  tej 
funkcyi  określoną  wzorem: 

*-*£4* « 

Przemienność  óy  i  różniczka  dy  mogą  być  więc  uważane  za  różniczki 
tej  samej  funkcyi,  przemienność  dy  byłaby  tedy  tylko  różniczką  zmiennej  jf 
uważanej  za  funkcyę  parametru  t  przy  niezmiennem  x,  podczas  gdy  dy  jest 
różniczką  zmiennej  y  uważanej  za  funkcyę  zmiennej  x  przy  niezmiennym 
parametrze  t  Skoro  y  otrzymuje  przyrost  oy1  wówczas  yJ  otrzymuje  przyn^ 
óy\  yu  zaś  dy"  i  t.  d.,  a  wszelka  funkcya  7,  która  zależy  od  y,  y4,  y*,  otrzy- 
muje   tedy    przemiennośó   óV  zależną   od    przemienności    óy,    óy1,   óy"  i  t.  i- 

Z  tego  określenia  waryacyi  wynika,  że  do  symbolu  ó  stosują  się  po- 
dobne prawidła,  jak  do  symbolu  różniczkowania  d.  Nie  trudno  zauważyć 
przy  tern,  że  symbole  d  i  ó  są  przemienne,  że  mianowicie : 
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3.  Przejście  od  danej    funkoyi   y=f(x)   do   następnej    y+óy   może    być 
>akże  w  ten  sposób  zaznaczone,  że  przyjmiemy: 

.  *y=*n(*),  (8) 

gdzie  t](x)  jest  pewną  niewiadomą  funkoyą, 
a  e  wielkością  nieskończenie  małą. 

Geometrycznie  przedstawia  to  nieskoń- 
czenie małe  przekształcenie  wywołane  prze- 
sunięciem krzywej  y=f(z)  w  kierunku  osi  y 
o  wielkość  zmienną  (5y— e.t/0),  skutkiem  ccego 
następuje  przekształcenie  krzywej  y=*f(x)  na 
krzywą:  y  +  óy=>f(x)  +  ei](z)  (fig.  269). 

Dowolny  punkt  M  krzywej  y=f{x)  zaj- 
Y\g  269.  m^e  teraz  położenie  Mi ,  gdzie  MMA  =óy=e .  t]{x). 

4.  Przemienność  ©alki  określonej.    Postawmy   sobie  za  zadanie  wyzna- 
czyć przemienność  całki  określonej: 

U-\*Vdx,  (4) 

jdzie  V  jest  wiadomą  funkcyą   zmiennej   niezależnej  x,  jej   fnnkcyi  y  i  po- 
chodnych y',  y",...  a  »0  i  xt   przedstawiają  pewne  stałe   granice  całkowania. 

Połóżmy :  V=f(x,  y,  y',  y\..), 

;edy  będzie  przemienność  tej  fnnkcyi: 

<*W(*.  y+óy,  y+óy,  y+óy",  ...)-/(*,  y,  y, y...),  : 

przedstawi  się  na  mocy  wzoru  Taylora  w  postaci: 


(6) 


satem  będzie: 

-s;>m:>m:iw... 

Na  podstawie  metody  całkowania  przez  części  otrzymujemy  atoli: 
lastępnie : 

.  tak  dalej,  zatem  jest: 

4U-*  l^óy)  +  !ł  f^dyU  IYdF  *  -  !"*  (—  óy)  +...+ 

h.\dy       dyd£^  dy»dx        )°»(M'> 
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czyli : 


gdy: 


60. 


'ty  Ac, 


16) 


. 


d'7 

dy"dx 


ty-h- 


przedstawia  zbiór  funkcyj 
nych  tylko  od  granic  *„  i 


nie  wymagających   żadnego   całkowania,  a  talii- 


'!• 


zaś: 


<>JF 


5.  Miii.  im  u  ui  lab  minimum  całki  określonej.  Możemy  teraz  wyznaczyć 
warunki,  pod  jakimi  całka  określona:  V=\'1  V dx  będzie  masimum  lub  mini- 
mum. Przede wszystkiem  musi  być  w  takim  razie: 

dV=0.  (7) 

To  wymaga  jednakże,  aby  było  <P=0  przeto  także  .S=0. 
Równanie  <P=0  przedstawia  się  w  postaci  równania  różniczkowego: 
dV 
ty' 


dlV         d:iV 


(8) 


które  będzie  zawierało  tyle  stałych  dowolnych,  ile  wskazuje  rząd  naj  wyssij 
pochodnej       ^t  w  tern  równaniu  występującej. 

Na  wyznaczenie  tych  stałych  służy  drugi  warunek : 

który,  zawierając  przemienności :  d#01  (fyn  %'0ł  dy*t t.*.  które  mogą  hyc  dowol* 
nemi  wielkościami,  spełni  się,  gdy  spółczynniki  przy  tych  przemiennoaoUch 
będą  zerami,  a  to  dostarczy  tyle  równań,  ile  stałych  będzie  do  wyznaczenia. 
Zagadnienie  wyznaczenia  maximnm  lub  minimum  całki  określonej  po- 
lega zatem  na  całkowania  równania  różniczkowego  0=0. 

6.  Zagadnienie  o  brach,  stochronie.    Znaleźć  linię  krzywą,   po   której    punkt  ruchomy 
przejdzie  pod  wpływem  siły  ciężkości  w  najkrótszym  czasie  od  punktu  A  do  B  (fig.  270). 

Przyjmijniy  oś  OT  zwróconą  w  kierunku  siły 
ciężkości  i  przesuńmy,  oś  OX  przez  punkt  A,  wtedy 
otrzymamy  prędkość  v  w  dowolnym  punkcie  M  okre- 
śloną wzorem :  ' 

gdzie  *  jest  długością  przebytej  drogi,  a  t  czasem  upły- 
nionym.  Otrzymujemy  stąd: 

Czas  potrzebny  do  przebycia  łuku  AB  przedstawi 
się  zatem  pod  postacią  wzoru: 


Fig.  270» 


dx. 


Mamy  zatem  wyszukać  taką  funkcyę,  dla  której  całka  określona: 
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otrzymuje  wartość  minimalną.    Mamy  to: 

~     Vy     '    *  2       //,      '    <*'     V/y(l+y"y 

Warunek  817—  0  prowadzi  tu  do  równania: 

dy       tydm        ' 
skąd  ze  względu  na  to,  że:  y^  ^  s^i+  'W»  '  otrzymuJemy  rownanie  różyczkowe: 

i  VT+tf*    2yy"-y"-y"__Q 

2       y1/.  2y»/,(l+y8)B/. 

które  po  uproszczeniu  otrzymuje  kształt: 

(l+y'1)*+2yy"-y',--y'4==01  czyli:  l+y'*+2yy"-0. 
Otrzymane  równanie  różniczkowe  jest  rzędu  drugiego  i  powstaje  z  różniczki  zupełnej : 


s(,    »    -)-o, 

Vy(i+»"r 


ma  zatem  pierwszą  całkę  w  postaci: 

Kładąc  ^j  =  2o,  otrzymujemy  stąd  równanie  różniczkowe  rzędu  pierwszego  w  postaci: 


y<>=^t    8kąd  dostajemy:  %~f?=->. 

\/V  y  dv  f       ydy        . 

Będzie  więc:        dx  =     ;_ dy.  czyli:  <fa=— -==E=,  zatem:  *=  1     x  iri-f 

*^  ^  \/2a-y^       J  V/2ay-y»  J\//ay-y» 

Ze  względu  na  to,  że: 


[_y*y_==    C     _dp 1  r*(2oy-y») 

J\/2ow-^         JV/2ay-ył        2Ji 


Wtoy-y*        JV/2ay-ył        2  •>  y' 2«jy- yś 

otrzymujemy  stąd  równanie  szukanej  krzywej  w  postaci: 

x  «=  a  .  arc  cos  — -  —  V/2oy— y'+&. 

Kładąc: =  cos*,  zatem:  sin 9=  * — — ,  zastąpimy  powyższe  równanie  dwo- 

ma równaniami  w  postaci: 

»— b  =  o{9— siny),    y==a(l~cosy) 
wskazującemi  cykloidę  zwyczajną  jako  szukaną  brach istochronę. 

Na  wyznaczenie  stałych  a  i  b  wystarczają  dwa  punkta  A  i  B,  przez  które  ma  krzywa 
przechodzić. 

7.  Przemienność  całek  określonych  o  zmiennych  granicach  całkowania. 

Jeżeli  w  całce  określonej:  D=~\     Vdx  mogą  oprócz  funkcyi  y,    występującej 

w  wyrażeniu:  V=f(x,  y,  y',  yV-)j  zmieniać  się  także  granice  x0  i  xi}  t.  z. 
geometrycznie,  jeżeli  punkta  końcowe  krzywej  y=/(a?)  zamiast  pozostać  stale 
mają  się  poruszać  po  krzywych  y=(p{x)  i  y=ty{x),  wówczas  należy  do  prze* 
mienności  SU,  otrzymanej  pod  założeniem,  że  granice  x0  i  xt  są  stałe,  dołą- 
czyć jeszcze  przemienność  całki,  spowodowaną  przemiennością  granic  x0  o  óx01 
xx   o  dxi 

Ta  dodatkowa  przemienność  przedstawia  się  w  postaci: 

Vdx-\    Vdx=\         Vdx-\         Vdx=ridxi-r9óxQ  =  \   (Vóx). 


Będzie  tedy  »u  pełna  prze  mi  inność  danej  całki  określonej  przedstawiona 
wzorem: 


przyczem  przemienności    dx   są    na    granicach    zależne    od   prssemtennofci  fy 
według  wzorów: 

<ty«  * [&(*<> )—  y* ]  te* ,     %*  =  [Vl*i )  -  r i ]  Ari - 

&  Szukając  up.  brachisfcochrony  pod  zał  o  żenienia  $e  jej  punk  ta  końcowe  A  t  #  uuy* 
dować  się  mają  na  krzywych  y  =  ?(E)  i  y-^ai),  otrzymamy  e  warunku  4*  =  0,  jak  po- 
wyżej,  oykloidę: 

x— b=*a(<f— sin  V),        y  =  o(l- cos  V). 

Warunek      '(l+K6x)^=0,  ze  względu  na  to.  ze: 


y(i+y'*}  =  2a,  a  więc:    F  = 
a  wskutek  tego: 


s-)-r«x  = 


łft  =  [*'(**)    *'.)«%, 


a  więc: 


v,+  r08xB=  -^  [t-w-k]  s*,+  y^»  H  =  [y-ur(^)+ 


\/2« 


\/2a 


^/aa' 


otrzymuje  tu  kształt: 

z  którego  wypływają  dwa  równania  graniczne ; 


1+Vit(*i)  -  0,        1+jryfo)  =-0. 


Musi  być  zatem :  w'0  =  —  -7 — - ,    w',  = 


ł(*i) 


,  co  dowodzi,   że  szukana  cykloida  jako 


brachistochrona  musi  obie  dane  krzywe:  y  =  qp(aj)  i  y  =  <]»(a?)  przeciąć  pod  kątem  prostym. 

9.  Maxlmum  lub  minimum  całki  określonej  zależnej  od  dwu  lub  wię- 
cej funkcyj.  Niech  będzie  teraz  dana  całka  określona   kształtu:    D=j    Vfa 

gdzie:    V=*f(x}  y,  z,  y',  z'}  y",  #",...)>  przyczem    y   i   z   są    dwie    niewiadome 
funkcye  zmiennej  #,  od  siebie  niezależne. 

Szukając  przemienności  funkcyi  D  wywołanej  przemiennościami  funkcyj 
y  i  z,  otrzymujemy  wedłag  art.  4  wzór: 


dD=[*(0óy+Póz)dx+\(2+T), 


(id 


gdzie  W  i  r  są  odnośnie  do  funkcyi  e  wielkościami  0  i  2  odnośnie  do  funk- 
Na wyznaczenie  funkcyj    y  i  z,    które    są    wstanie    wywołać   maiimum 
lub  minimum  danej  całki  określonej,  a  więc  spełniają  warunek  <JD=0,  otrzy- 
mujemy tu  dwa  równania: 

0-0,     #=0,  (12) 


nadto  na  wyznaczenie  stałych  równania: 


'*-c 


r=o. 


Jeżeli  funkcye  y  \  z  mają  być  od  siebie  zależne  na  podatawie  równa- 
nia: F(xy  y,  *)=0,  tedy  przemienności  dy  i  ós  funkoyj  y  i  z  nie  są  od  siebie 
niezależne,  lecz  związane  relacyą: 

dF  dF 

Warunek  maximum  lub  minimum  danej  całki  określonej,  przedstawiając 

dF         dF 
się  w  postaci:  0óy+*PÓ0=*O  sprowadza  się  stąd  do  warunku:  (P:— =#:--— , 

który  musi  się  spełniać   dla  wszystkich  wartości  zmiennej  niezależnej  x)  za* 
wartych  między  granicami  x0  i  xt. 

10.  Mając  np.  znaleźć  najkrótszą  odległość  dwu  punktów  na  powierzchni  F(x,  y,  »)  =  0 
mamy  znaleźć  minimum  całki: 

Mamy  tu:        <!>  =  -/  y'  ,     ¥ »  -  d  *■ 


dx  \/i+^i+^f '  dx  Y/l+y'i+^J ' 

oznaczając  przez  8  długość  łuku  szukanej  krzywej  mamy: 

ds  =  y/l+^+i71^,     zatem :  ^  =  *  dz  *' 


ds       v/l+y"+*"'     ds      Y/i+y'1+*',, 

z  czego  widzimy,    że  <I>  i  Y   są   proporcyonalne    do   cosinusów   kątów  P  i  y,   jakie  główna 

normalna  szukanej  krzywej  tworzy  z  osią  y-ów  i  s«ów. 

dF      dF 
A  że:  —  i  -—  są  proporcyonalne  do  cosinusów  kątów  \l\  v,  jakie  ta  normalna  do  po 

wierzchni  tworzy  z  temi  osiami,  a  przytem    ma    być:   <I> :  —  =»  V :  — ,  więc  widzimy  z  tego, 

dy  oz 

że  płaszczyzna  ściśle  styczna  w  każdym  punkcie  szukanej    krzywej    wpada  w  płaszczyznę 

mormalną  do  powierzchni,  co  jest  własnością  linij  geodezyjnych  na  tejże  powierzchni. 

11.  Maximum  lub  minimum  całki  określonej  z  warunkami  dodatko- 
wymi. Częstokroć  chodzi  o  wyznaczenie  maximum  lub  minimum  danej  całki 
określonej  D  pod  założeniem,  że  inna  całka  określona  V  od  niewiadomych 
funkcyj  zależna  otrzymuje  pewną  stałą  wartość. 

W  tym  przypadku  należy,  jak  wynika  ze  sposobów  wyznaczania  maxi- 
mnm  lub  minimum  funkcyi  ilukolwiek  zmiennych,  wyznaczyć  maximum  lub 
minimum  całki  U+AV,  a  więc  położyć  równą  zeru  przemiennośó  sumy  TJĄ-XV, 
gdzie  X  jest  wielkością  stałą,  którą  stosownie  obrać  należy. 

12.  Mając  np.  między  krzywemi  o  stałej  długości  wy  znaczy  ć*  taką,  której  powierz- 
chnia ograniczona  osią  x  ów  i  krancowemi  rzędnemi  byłaby  maximum  lub  minimum,  mamy 
wyznaczyć  taką  funkcyę,   któraby    wywołała    maiimum    lub    minimum    całki   określonej : 

{7=  V    ydx,  niezmieniając  wartości  całki  określonej:   l     \Zl+y'*dx. 

Połóżmy:  /^y+^Y/l-t-y'*,  to  ze  względu  na  to,  że  /  jest  wyłącznie  funkcyą  y  i  y', 
otrzymamy : 

*f*f  ,.<^  v  .,< d  **  j-  v  w 


dx       dy 


yś  +  -^y{ 


*  dxdy'^ dy*  dx       dxV  dy' V 


za^em:  Ł(f-»'dy)=°>  a  wi*> :  Z""*' ^  =  C> 


gdzie  C  jest  pewną  liczbą  stałą. 

W  danym  przypadku  jest: 

df  Xy' 
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OanMaywMty  «t*ł%  C  przeć  6,  otraymaniy  rówoauie: 

które  rozwiązane  podług  y*  aprowadtfa  się  do  postaci:  y'  = %_   .       - 

Otrzymujemy  aatem  po  oddzieleniu  zmiennych  równanie  różniczkowe  kaataltti' 

*  więc  («-a)i^(p_0)i  «X'| 

krzywą  tą  jsat  zatem  luk  kola,   którego  środek  («,  J>)  i  promień   X    anajdziomy  z  waruato 
ie  kolo  przechodzić  ma  przez  dwa    dane  punk  ta,    a    długość    łuku    ma    mieć    pewną  *t*lą 
wartość. 

18,   Przemieli ttofó  hi  I  ki  określonej   zależnej  od   niewiadomej  flmtajl 
dwu  lab  więcej  zmienny  eh.  Weźmy  pod  uwagę  całkę  określoną  kastahu: 


liytili.   weźiay  pod  uwagę  caiKę  oitresioną  m&iamu. 

£?-     '  \   /(*,  Vi  **  Pr  «)<kdy, 
■>**aj 


rozciągającą  się  na  pewien  dany  zakres  całkowania,  w  którym  £  jest  niewia- 
domą funkcyą  zmiennych  niesależnych  X  i  y,  ft  _U  i  }  są  jej  pochudnemi 
cząstkowerni. 

Przemientiość  <ł*  tejże  niewiadomej    fankcyi    wywołuje  przemienne^  Łf 
funkcyi  f{x%  yf  z,  p%  q)  w  postaci: 


Mamy  jednak: 


*-£*+£*+g* 


(16) 


dp  dp     dz       op  dx        &t\dp      f       dx  dp 

ó9  dq    dy  =  dq  dy  ""  dy  \dq     )      dy  dq     ' 

zatem:  dfĄ%- L*-  ±^)ÓS+  ±(*6.)  +  ±(£Ą 

'     \dg      dxdp      dydą)      ^  dx\dp     )      dy  \dq     ) 

Kłady,:  0=_-__  — ,  otrzymujemy: 

"- C  £•***+  C  £[Kf*) + *KS*)M- 

Jeżeliby  *  była  taką  funkcyą  zmiennych  *  i  y,  dla  której  wartość  całki 
określonej  D  byłaby  maximum  lub  minimum,  musiała  by  być  przemiennofc 
c5 £7=0,  a  to  się  stanie,  skoro  będzie: 

Równanie : 

0=0,  czyli :  ^  -  *-  ^  -  -  ^-0,  (16) 

prowadzi  do  równania  różniczkowego  cząstkowego,  którego  całka  ogólna 
określa  ogólną  postać  funkcyi  jer,  drugie  równanie  wyznacza  szczególne  fant* 
cye,  występujące  także  w  całce  ogólnej. 


—  1Ó3?  — 

Mając  np.  przeprowadzić  przez  daną  krzywą  zamkniętą  pewną  powierzchnię,  na  któ- 
rej by  ta  krzywa  ograniczała  najmniejszą  powierzchnię,  mamy  znaleźć"  minimum  całki  okre- 
ślonej:   tf=  f*'  f*  Vl+p*+q*dxdy.  Mamy  tu: 

/        V  1+P  +f   i  d,  y/^,^,        dy  V/l+p»+9» 

Warunek  *  =  0  prowadzi  tu  do  równania  różniczkowego  cząstkowego  rzędu  drugiego, 
kształtu:  (l+g«)r_ 2pqs+(l+p*)t  —  0, 

które  jest  równaniem  różniczkowem  powierzchni  minimalnych. 


Ćwiczenia  LXIII. 

1)  Wykazać",  że  kolejne  przemienności  8*,  8*qp, ...  funkcyi  *(os,  y,  y',  y", ...  y(«0;  można 
przedstawić  w  postaci: 

8?  »  —  By  +  —  8t/'-ł-  „4-  -—  8yK  8*¥>  =  ^  8y M-^  8y'»  4-  2  -^-  8y  8y'+ ... 

dy   ¥^óy'  y^    ^dy(»>^    '  dy*    y  Tdy*  y    ^    dydy'  y  y^ 

jeżeli  By,  8y', ... ,  8y<»)  są  przemiennośoiami  funkcyi  y  i  jej  pochodnych  y',  y", ...,  yl»). 

2)  Wykazać,  że  przemienności  całki  określonej:  17=  J  ,  9(3?,  y,  y', ... ,  yi»))dx  przedsta- 
wiają  się  w  przypadku  stałych  granic  całkowania  w  postaci: 

hU=  [*xl9dx,    8*17  =-  po^rf* 8r[/«  CX|8'*«Łr. 

V*,  Ja^  Ja% 

3)  Wykazać,  że  w  przypadku,  gdy  granice  całkowania  ^  i  z,  zmieniają  się  o  8x0 
i  Soj  zależne  przemienności  8tf  i  o*CT  całki  określonej:  U=  \  ¥>(a:,y,y', .« ,  y(«))(to  wyrażają 
się  wzorami: 

8  U  —  f *  8* dx+  I*'  (V  Zx)  -  f *  8*  dx+*t  8*,  -*0&r0. 

V**  l«o  •'as, 

8»r7«j*i8^(fa+|*l(^8x>+28lP8a:)  =  j'*,8^cfa+(^)  ^-(^  8**0+2(8*),  8*t -2(8*X8jr0. 

4)  Wykazać,    że   w    przypadku    maximum    lub    minimum    całki    określonej: 

{7=  i  <P(x}  y,  y',  ...)dx  jej  pierwsza  przemienność  827  musi  stawać  się  zerem  dla  wszel- 
kich przemienności  8y,  3ar0l  8*,,  a  zarazem  druga  przemienność  8*17  musi  być  stale  różną 
od  zera. 

5)  Przyjmując:   17=  j  '  9(x,  y,  y*)dx  wykazać,  że: 

6)  Wykazać,    że   konieczny    warunek  istnienia  maximum  lub  minimum  całki: 
U=>\     <P{x,  y,  y')dx  sprowadza  się  do  równania  różniczkowego: ^IaT/)8™^ 

7)  Wyznaczyć   tak    zmienną   y  jako  funkcyę  zmiennej  x,  aby  całka  określona: 
\     \Zl-\-y'*dx  była  minimum. 

8)  Dla  jakiej  funkcyi  całka  określona:   \  ' y\/ \+y'*dx  będzie  miała  minimum. 

9)  Wyznaczyć  tak  zmienną  r  jako   funkcyę   zmiennej  9>,   aby  całka  określona: 
j   Ir*— 2a  \/r*+r**  \  dv  była  maximum. 

10)  Dla  jakiej  funkcyi  otrzymuje  całka  określona:  \  ydx  wartość  najmniejszą  pod 
założeniem,  że  całka:     \       \/l+y'*dx  ma  stałą  wartość  21. 


-  ioss  - 

li)  Dla  jakich  funkcyj  zmiennej  niezależna]  I  uzveka  wartości  minimalna  catkłobł- 

12)  Wyznaczyć  tak  zmienną  t,  jako  funkcję  dwu  zmiennych  nienależnych  m  i  yN  aby 
całka  określona:    \  *  \  *  yl+L    J  +  (t-J  rfa-dy  otrzymała  wartość*  minimalną. 

13)  Znaleźć  Unię  najkrótszego  oddalenia  dwóch  punktów, 

14)  Daną  jest  krzywa  plaska,  znaleźć  drugą  krzywą  płaską  o  danej  długości  tak. 
żeby  powierzchnia  zawarta  miedzy  temi  krzywemi  by  la  największa 

15)  Przez  dwa  dane  punkt  a  przeprowadzić  tak  linię  krzywa,  aby  po  wierze  bnii  po- 
wstała przez  obrót  tej  krzywej  około  danej  osi  była  najmniejszą, 

16)  Pomiędzy  wszystkiemi  krzywemi  o  danej  długości  wyznaczyć  takął  która  prut 
swój  obrót  około  danej  osi  opisze  największą  lub  najmniejsza  powierzchnię. 

17)  Pomiędzy  krzywemi  o  danej  długości  wyznaczyć  taką,  która  przez  obrót  około 
danej  osi  utworzy  największą  lub  najmniejszą  objętość 

18)  Znaleźć  linię  krzywą  tak,  aby  powierzchnia  powstała  przez  obrót  tej  k«jwt?j 
około  danej  osi  miała  daną  wartość  stałą,  a  odpowiednia  objętość  była  marimum  lub 
minimum. 

El  9)  Która  linia  krzywa  a  a  myk  a  przy  danym  obwodzie  największą  powierzchnię, 
20)  Znaleźć  linię  krzywą  taką,  ażeby  powierzchnia   zawarta    między    tą   krzywa,  jej 
ewolutą  i  końcowymi  promieniami  krzywizny  była  minimum. 
21)  Znaleźć  linię  krzywą,  która  ze  względu  na  dany  punkt   ma   największy  lub  oaj< 
mniejszy  moment  bezwładności. 
22)  Na  danej  powierzchni  znaleźć  najkrótszą  linię  między  dwoma  punktami  - 
23)  Znaleźć  najkrótszą  linię  między  dwoma  punktami,  mającą  pewną  stalą  krzywizn* 
24)  Na  danej  powierzchni  wykreślono  pewną  linię  krzywą,  znaleźć  na  tej  powiertebu 
drugą  krzywą  o  danej  długości,  zamykającą  z  pierwszą    krzywą    największą  powierzolmic 
25)  Znaleźć  równanie  powierzchni,  dla  której  całka  podwójna:      ^     j  l  VV+ v1,Łr^ 
miałaby  największą  lub  najmniejszą  wartość. 

26)  Znaleźć  równanie  powierzchni,  dla  której  całka  podwójna:    \      \  '(*— px- tfjf)<My 

byłaby  maximum  lub  minimum,  przy  danej  stałej  wartości  całki :  J      \     \/ p*+q2  dx  dy. 

X — b  x  —  b 

Rozwiązania  LXIII.  7)  y  =  ax+b.  8)  y=4(*  "  +  *  "  )'  9^  r==?fl8ixlf, 
10)  (y— C)*+(*— c)ł  =  -T.    11)  *««*-(-«,    y  =  6<+3,    s=*c*+T-      12)  Całka  ogólna  równania 


K* 


różniczkowego:  (l+q*)r— 2pq8+(l+pf)t=^0.        15)  Linia  łańcuchowa. 

Literatura.  Oskar  Boi  za:  Lectures  on  the  calculus  of  yariations.  Chicago  1904. 
M.C.Jordan:  Cours  d'analyse  de  1'ecole  polytechnique.  Tome  troisieme.  Paris,l887. 
Kneser:  Lehrbuch  der  Variationsrechnung.  Braun schweig  1900  Moigno:  Lecons  de 
calcul  differentiel  et  de  calcul  integral.  Tome  quatrieme.  Calcul  des  yariations  redige*  en 
collaboration  ayec  M.  Lindelóf.  Paris  1861. 


Tematy  do  rozprawek  naukowych  : 

1.  Maxima  i  minima  całek  określonych  pojedynczych. 

2.  Maxima  i  minima  całek  określonych  podwójnych  i  potrójnych. 
8.  Teorya  zagadnień  izoperymetrycznych. 


Koniec  tomu  II* 


Dostrzeżone  omyłki  drukarskie. 

wiersz:  zamiast:  powinno  być: 

6    od  dołu,  8Jrfx+^T=  8W7kS 

2  „  [ax*— bx+c—  [ax*+bx+c— 

18    od  góry  J#,  y)dx  J#(ar,  y)d* 

ostatni  wzór  (10)  i  str.  59  wiersz  drugi   i  czwarty  od  góry  skreślić  współ- 
czynniki przez  arcsin  jako  nie  potrzebne. 

J  {x*+px+qy*y  •>  (*M-*«+?)y 

17    od  góry  ^=  J^  = 

11          „    wewz.(18)        A^j  ^7 
11  i  18  od  dołu  we  wzorach  (1)  na  1'  przed  log  postawić  brakujący  współczyn- 
nik                   

V/oaJ+fta+c 

1     f  rfw 

8  od  dołu  powinien  mieć   postać     i"  —  —  ,-r-i-*7 r; r  mB 

\/a{xx— «)fo— «)        «V/^— a+\/**-« 
nr.  10  i  11  od  góry  we  wzorach  (2)  i  (8)  zamiast  A  ;>  0,  powinno  być  A  ^0. 
nr.  7  we  wzorze  (6)  w  mianowniku  po  x  zamiast  (14-V/  **+!)>  powinno  być  (— 1+ V^«M-l). 
*.  10  od  dołu  we  wzorze  (8)  zamiast  Ca?"*— »P(a+bz*)dx,  powinno  być  §x"-*p(a-\-bx*)p'dx. 

9  od  dołu  [bz$+  [bzfi+ 

w.  9  od  góry  zamiast  8+2  przez  *,    a   więc  *   przez  *— 2,  powinno   być  *— 2  przez  *, 

a  więc  8  przez  *+2. 

2    od  góry  2m—  1  w  mianowniku  2m— 2 

ii                                      cos* i  i       .          i                                   cos*  |  .    _     ,     » 
11  „  g— {sin»z+2}  g~  {sin^+2} 

6    od  dołu  L-2,  m+2  U-%  *+* 

tg2r~-2x  tg2»--3a: 


8    od  góry  -^-2 


2r-8 


7 
14 


s+k  8+k. 


2  2     * 

b  sin1 9  6  sin*? 


"  b cos1 9  cos2  ? 

SC)  S(-')'C) 

r=0  r=0 

A  ^_.    a  cos  x+  sina?  a  sin  «— cos  a?     a  cos  ar+sin  x  a  sin  z— cosa? 

wiersz  ostatni   =—: .oraz ,-p, ,    r-f^-       ««*, oraz =-— e** 

a8+l  a2-(-l  a*+l  aJ+l 

14    od  dołu  ma  byc  —  =  — ,    - —  =  — 

J      dx       a       dx*       o* 

12  „  dv  =  coBxdx  dv  =  co8bxdx 

pierwszy  wiersz  rozwinięcia  wzoru  (19),   czyli    9  w.  od  dołu  w  liczniku  zamiast 

6*(a;— a^r+e+l,  powinno  być  aJ' (ar— «)*>+«+!. 


\ 


—  1040 


Str. 

wiersz : 

zamiast : 

powinno  być: 

261 

14 

od  góry  we  wzorze  na  /,±  i  i"a  zam 

.   ^a+«)(*— «»)(facl  pow.  być  «(«+*>  (x~_a»Jrfr1 

251 

16 

ii 

(a±W)a^+<> 

(a±&»>*r+e 

260 

21 

od  dołu 

-CT)t+- 

-("m-'+- 

266 

16 

n 

¥>"+ 

tyV"+ 

314 

18 

od  góry 

T8!  8 

^8!  8 

320 

16 

od  dołu 

£--> 

ete1 

894 

12 

»i 

ma  być 

d1*       /dVAr        d*/dy\dr 
dr» *"  Ncte* chi  ^  óxdyóv/dE> 

627 

wiersz  ostatni 

-ł2"    - 

-ł-2" 

528 

9 

od  góry 

ł2r^+ 

I2"'(i+ 

560 

18 

17 

0101  ,  ftft  , 

3tSi    ,   ftft  . 

ft         Pi 

666 

1 

11 

VK«) 

WiW 

578 

16 

11 

G>*) 

«:•-**) 

608 

11 

n 

2C0Mf 

2CC^^ 

616 

10 

od  dołu 

„  ^  a) 

/i(«.  ■) 

688 

9 

»» 

j"    ^i+a^rfa 

f    #-^t+*,)ada 

687 

8 

ii 

f(«,  y)dxdx 

/(*,  y)«Łrdy 

688 

10 

od  góry 

O-** 

J— 00 

688 

na    dole   w    wyznaczniku    w    pierwszym 

*/i      0/jO      /, 
jego   wierszu  zamiast:  -g,    -— ,    ^ 

powinno  być*  -jp-, 

eto'    <Ho* 

640 
648 

654 

655 

656 

670 
684 
800 

804 
869 
918 
987 


2    od  góry  jako  dolna   granica   całkowania  zamiast:   —  y/a1— xł-  y,  powinno 

być  -y/^-i^p. 
wzór  (16)  różniczka  dx  nie  stoi  pod  pierwiastkiem,  ale  po  nim,  skreślić  kreskę 
pierwiastka  stosownie. 

«r  6* 

6  od  dołu  fa  Ca 

16         „        dolna  granica  całkowania  nie  0,  lecz  c  Cd  wie  poprawki). 

11  od  góry  pod  całką  w  liczniku  zamiast:  sin2  <P  sin1  V,  powinno  być  eos5  *  sin'  T. 
6  od  dołu  ^D  JVP 

wiersz  ostatni,  w  ostatniem  równaniu  w  miejsce  mianownika  g1— a\  pow.  być  61— o1. 

&*' 
a 

<fc»  ,  4y 


7  od  dołu 

8  od  góry     . 
6        „    po  wyrażeniu: 

10        ., 


+  —  t  postawić 


=  0. 


du 


*N 


du 


«M 
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